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Übungen zu Topologie I

1. Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent
sind:

(a) X ist ein Hausdorff-Raum.

(b) Jeder Punkt von x ist der Durchschnitt seiner abgeschlossenen Umgebungen.

(c) Die Diagonale ∆ := {(x, x) |x ∈ X} ist abgeschlossen in X × X.

(d) Jeder Filter in X besitzt höchstens einen Limes.

2. Führen Sie den Beweis von Lemma 1 von § 3 im Detail aus, d. h. zeigen Sie:
Sei X ein topologischer Raum, F ein Filter in X und x ∈ X. Genau dann ist x ein
Häufungspunkt von F , wenn es einen Filter F ′ in X mit F ⊆ F ′ gibt, so dass x
Limes von F ′ ist.

3. Sei F ein Filter in der Menge X. Er habe die folgende Eigenschaft: Für jede Teil-
menge A von X ist A ∈ F oder X \ A ∈ F . Zeigen Sie, dass F ein Ultrafilter
ist.

4. Sei X ein Hausdorff-Raum und seien A, B kompakte Teilmengen von X mit
A ∩ B = ∅. Dann gibt es offene Teilmengen U , V von X mit A ⊆ U , B ⊆ V und
U ∩ V = ∅.

5. Sei T der Torus in R
3, der entsteht, wenn man die Teilmenge

{(x, 0, z) ∈ R
3 | (x − 2)2 + z2 = 1} um die z-Achse rotieren lässt. Zeigen Sie, dass

die folgenden Räume homöomorph zueinander sind:

(a) T

(b) S1 × S1

(c) R
2/Z

2 := R
2/ ∼, wobei für u, v ∈ R

2 gilt:

u ∼ v :⇔ ∃ w ∈ Z
2 mit v = u + w.
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