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Ubungen zu Gribner-Basen

Das Ideal I = (f1, fa, f3) C Q[z,y, 2] sei gegeben durch
fi=a%y + 22,
fo =2y + 97,
fz = 2ty + 2% + o2
Mit I; werde wie immer das erste Eliminationsideal bezeichnet.
(a) Zeigen Sie I} = (y*).

Hinweis: Bei Teil (a) ist die maschinelle Bestimmung einer Grobner-Basis
zuléssig.

(b) Es sei I= (f1, f2, f3, f4), wobei fy = y. Zeigen Sie I # I.
(c) Zeigen Sie V(I) = V(I).

Fiir einen beliebigen Korper k seien f1, fa € k[z,y, 2] gegeben durch
fi=(y—2)a"+ay—1,
fo=(y—2)z*+xz 1.
Zeigen Sie ohne Berechnung einer Grébner-Basis, dass (f1, f2) = (zy — 1,22z — 1).
Es sei k ein beliebiger Korper. Fiir a, 5 € k seien f, g € k[z] geben durch
f=i—a g=i*-5
Ferner seien fiir &1, ...,&4 € k die Polynome A, B € k[z] gegeben durch
A=&§x+ o,
B =&z + &

Es ist klar, dass f und g genau dann einen gemeinsamen Faktor haben, wenn a = f3.
Wir wollen dieses Frage trotzdem mit Lemma 8.2 untersuchen. Schreiben Sie dazu
die Gleichung Af + Bg = 0 in ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten
&1, ..., &4 um. Fiir welche Werte von a und [ besitzt es eine nicht-triviale Losung?
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