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Übungen zur Analysis III

1. Auf N wird offenbar durch A := P(N) eine σ-Algebra gegeben.

(a) (4P) Zeigen Sie, dass durch µ : A → R ∪ {∞}, M 7→ #M , ein Maß gegeben
wird, genannt Zählmaß.

Hinweis: Mit #M wird die Anzahl der Elemente von M bezeichnet. Der naive
Zugang zu den Zählproblemen ist völlig ausreichend.

(b) (2P) Für j ∈ N sei Bj := {n ∈ N | n ≥ j}. Bestimmen Sie µ(Bj).

(c) (0P) Überlegen Sie sich, dass B1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ . . . .
(d) (4P) Bestimmen Sie µ

(⋂∞
j=1Bj

)
und limn→∞ µ(Bn).

2. Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Zeigen Sie:

(a) (4P) Ist (Bj)j∈N eine Folge in A, so gilt
⋂∞

j=1Bj ∈ A.

(b) (6P) Ist (Bj)j∈N eine Folge in A mit B1 ⊇ B2 ⊇ . . . und µ(B1) <∞, so gilt
µ
(⋂∞

j=1Bj

)
= limn→∞ µ(Bn).

3. Betrachten Sie

R := {A ⊆ Z | A endlich oder Z \A endlich}.

(a) (4P) Zeigen Sie, dass R ein Ring von Teilmengen von Z ist.

(b) (4P) Zeigen Sie, dass durch

µ(A) :=

{
0, A endlich,

1, Z \A endlich,

ein Inhalt auf R gegeben wird.

(c) (2P) Zeigen Sie, dass µ kein Prämaß auf R ist.

4. (10P) Sei η : P(Rn)→ R ∪ {∞} das äußere Maß aus Beispiel 2.9, also

η(A) =

{
0, A = ∅,
1, A 6= ∅.

Bestimmen Sie sämtliche η-messbaren Mengen. Vergessen Sie nicht den Nachweis,
dass es nicht mehr als die von Ihnen angegebenen η-messbaren Mengen gibt.
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