Mathematisches Institut M%MM Diisseldorf, den 14.01.2019

Prof. Dr. R. B
rot = T Braln HEINRICH HEINE Blatt 13

UNIVERSITAT DUSSELDORF

Ubungen zu Funktionalanalysis I

1. Es sei H ein separabler Hilbertraum. Man sagt, dass zwei Operatoren A, B € L(H)
kommutieren, wenn

[A,B] = AB— BA =0.

Zeigen Sie: Wenn C' € L(H ) mit einem selbstadjungierten Operator A € L(H) kommu-
tiert, dann auch mit ® 4(f) fiir beliebiges f € C(a(A)).

2. Wir hatten auf Blatt 4 der Analysis III das Cantorsche Diskontinuum definiert als
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und gezeigt, dass A1(C') = 0 und dass C' = (2, C, mit

n
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C, = y+z:13§0§y§3 "und Vj <n:a; €{0,2}
]:

Wir definieren nun rekursiv Funktionen f,: [0,1] — [0, 1] wie folgt
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(a) (4P) Zeigen Sie || fn+1 — faulloo < PETE

(b) (4P) Zeigen Sie, dass f,, n € N, lokal konstant auf [0, 1] \ C,, ist. (Das bedeutet,
dass f konstant auf den Zusammenhangskomponenten von [0, 1] \ C ist.)

(c) (1P) Die wegen Teil (a) existente Funktion f = lim,,~ f, € C[0,1] heifit Cantor-
Funktion. Zeigen Sie, dass f lokal konstant auf [0,1] \ C ist.

(d) (1P) Zeigen Sie, dass f monoton wiichst.

1 Bitte wenden!



3. (Stieltjes-Integral) Fiir n € N und g € C[0, 1] und monoton wachsendes f: [0,1] — [0, 1]

setzen wir . . | |
o=5a( ) (1(2) ~1(5))

(a) (3P) Zeigen Sie, dass |y, (9)] < ||9]|co-

(b) (5P) Zeigen Sie, dass s-lim,,_, ®,, =: ¢ existiert.

(e) (

4. (10P) Es sei f die Cantor-Funktion aus Aufgabe 2. Geméf Aufgabe 3 und Rieszschem

Darstellungssatz gehort dazu ein Borelma$ v auf [0,1] mit ®(g) = [ gdv fiir alle g €
C'[0, 1]. Zeigen Sie A; L v, wobei \; das Lebesgue-Maf ist.

2P) Zeigen Sie, dass ® ein positives Funktional ist.

Hinweis: Verwenden Sie Teil (c) von Aufgabe 2.
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