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Ubungen zu Funktionalanalysis I

1. Betrachten Sie fiir H = L2[0,1] die Banachalgebra L(H). Fiir eine stetige Funktion
f:10,1] = R sei Ty € L(H) gegeben durch T¢(g) = fg, g € H.

(a) (6P) Nehmen Sie an, dass f eine Nullstelle zo € [0, 1] besitzt, und definieren Sie
fiir § > 0 die Funktion g5 € L?[0,1] durch

25() = {f(x» [ = o] <,

0, |z — xo| > 6.

Zeigen Sie, dass es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass ||T¢(gs)||2 < €l|gs]|2-
(b) (2P) Zeigen Sie, dass 0 € o(T}), falls f eine Nullstelle besitzt.
(c) (2P) Bestimmen Sie o (7).

2. Sei A eine C*-Algebra und sei a € A.

(a) (5P) Zeigen Sie fiir selbstadjungiertes a und A € C \ R, dass (a + Ae)(a + Xe)~!
unitér ist.
(b) (5P) Zeigen Sie im Fall, dass a — ie invertierbar und (a + ie)(a — ie)~!

dass a selbstadjungiert ist.

unitar ist,

3. (10P) Es sei A ein Banachraum, der eine Algebra ist. Die Multiplikation in A sei separat
stetig, d. h. fiir jedes = € A ist die Abbildung y — xy stetig und fiir jedes y € A ist die
Abbildung = — zy stetig. Zeigen Sie die Existenz eines C' > 0, so dass

lzyll < Cll|l Iyl

Hinweis: Verwenden Sie eine der Folgerungen aus dem Baireschen Kategoriensatz.
4. Fir j =1,...,n seien a; < bj gegeben. Ferner sei Q) = H?Zl[aj, b;] ein Quader.

(a) (2P) Zeigen Sie, dass durch

b1 bn
f}_)/ f(q:l,...,:cn)d:ﬂn...dl‘l
ai a

n

ein positiv lineares Funktional auf C'(Q) gegeben wird; hierbei sind die Integrale
als Riemannintegrale zu verstehen.

(b) (8P) Aus dem Rieszschen Darstellungssatz folgt die Existenz eines Borelmafles
auf (), so dass

by by
/fdu:/ flze, ... zpn)dey, .. .doy
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fir alle f € C(Q). Um welches Maf} handelt es sich?

Hinweis: Beweisen Sie Thre Behauptung!
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