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1 Mengentopologie

Uberall K = C oder K = R. Null ist keine natiirliche Zahl.

1.1 Definition. Eine Topologie auf einer Menge X ist ein System O von Teilmengen
von X mit den folgenden drei Eigenschaften

(a) XeOund 0§ € O.

(b) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen in O ist wieder in O.
(c) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen in O ist wieder in O.
Die Elemente von O heiflen offene Mengen.

1.2 Beuwspiel. (a) Die Potenzmenge von X ist eine Topologie auf X, welche als dis-
krete Topologie bezeichnet wird.

(b) {0, X} ist eine Topologie auf X (genannt “der Klumpen”).

(c) Wenn X mit einer Metrik versehen ist, dann haben wir schon eine Definition
des Begriffs “offen” aus der Analysis II. Die in diesem Sinn offenen Mengen
bilden eine Topologie.

(d) Die Topologie .. auf R besteht aus () sowie allen Mengen G, fiir welche R \ G
hochstens abzahlbar ist. Sie heifit ko-abzahlbare Topolog:ie.

1.3 Bemerkung. (a) Man sagt, eine Topologie O; sei grober oder schwdcher als
eine andere Topologie O,, wenn (O; eine Teilmenge von O, ist. In diesem Fall
sagt man auch, dass O, feiner als O, ist.

(b) Der Durchschnitt beliebig vieler Topologien auf X ist wieder eine Topologie
auf X.

1.4 Satz. Es ser B eine Menge von Teilmengen von X. Nach Bemerkung 1.3
existiert eine grobste Topologie O, welche B umfasst. Eine Menge G 1st genau
dann offen in O, wenn es eine Indermenge A und zu jedem «x € A Elemente
Guay--+y Gang tn B gibt, so dass

G=[J[)Gus

x€A j=1



1 Mengentopologie

1.5 Definition. In der Situation von Satz 1.4 bezeichnet man B als Basis der Toplogie
und Og als die erzeugte Topologie.

1.6 Definition. Sei a € X. Eine Teilmenge U C X heif3t Umgebung von a, wenn es eine
offene Menge G mit a € G C U gibt.

Fiir eine beliebige Menge M ist a ein tnnerer Punkt von M, wenn M Umgebung
von a ist. Das Innere von M besteht aus allen inneren Punkten von M. Man schreibt
M fiir das Innere von M.

1.7 Lemma. M ist genau dann offen, wenn M = M.

1.8 Definition. Ein topologischer Raum heifit separiert oder Hausdorffsch, wenn es
zu je zwel verschiedenen Punkten a # b in X Umgebungen U, von a und Uy von b
gibt, so dass U, N Uy = 0.

1.9 Beispiel. Jede Topologie, die von einer Metrik induziert wird, ist hausdorffsch.
Die ko-abzdhlbare Topologie auf R ist nicht hausdorffsch.

1.10 Definition. Eine Folge (x,)nen konvergiert genau dann gegen a, wenn es zu jeder
Umgebung U von a ein N € N gibt, so dass a,, € U fiir alle n > N.

1.11 Beispiel. Eine reelle Folge (x )nen konvergiert genau dann in der ko-abzdhlbaren
Topologie, wenn es ein N gibt, so dass x,, = xn fiir alle n > N.
Das wird der ersten Prasenziibung gezeigt.

1.12 Definition. Eine Teilmenge A C X heiflt abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.
Der Abschluss M einer Menge M ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Ober-
mengen von M.

1.13 Definition. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Radumen heif3t stetig
in a € X, wenn es zu jeder Umgebung U von f(a) eine Umgebung W von a mit
f(W) C U gibt.

1.14 Satz. f: X — Y st genau dann stetig, wenn fir jede offene Menge G C Y das
Urbild f7'(G) offen ist.

1.15 Bemerkung. (a) Wenn f stetig und (x,)ncn eine gegen a konvergente Folge
ist, dann konvergiert (f,(a))nen gegen f(a).

(b) Es gibt aber topologische Rdume X und Y und unstetige Abbildungen f: X — Y,
fiir die trotzdem limy_,o f(xn) = f(limy o f(x,)) fiir alle konvergenten Fol-
gen (Xn)nen gilt. Ein Beispiel bildet die Identitdt von R, wenn man R einmal
mit der ko-abzahlbaren und einmal mit der diskreten Topologie versieht. Auch
das wird in der ersten Prasenziibung gezeigt.



1.16 Definition. Sei O eine Topologie auf X und sei Y eine Teilmenge von X. Dann ist
Oy={GNY|GeO}
eine Topologie auf Y. Man bezeichnet sie als Teilraumtopolog:e.

1.17 Definition. Sei (X, O;)ic; eine Familie topologischer Rdume. Die grobste Topologie
auf [ [, X;, fiir welche alle kanonischen Abbildungen 7t: [ [..; Xj — Xi, (X)jer — xi,
stetig sind, heifit Produkttopologie.

jel

1.18 Satz. Se: B die Menge aller Produkte der Form [ ], , Gi, wobei alle G; offen
in X; und nur endlich viele G; von X; verschieden sind. Eine Menge M C Hiel X
1st genau dann offen in der Produkttopologie, wenn sie Vereinigung von Elemen-
ten von B 1ist.

Sind alle X; Hausdorffsch, so ist auch | [,.; Xi Hausdorffsch.

iel
1.19 Definition. Ein Hausdorffscher topologischer Raum X heiit kompakt, wenn jede
offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Eine Teilmenge ei-

nes topologischen Raums heifit kompakt, wenn sie kompakt in der Teilraumtopologie
ist.

1.20 Bemerkung. Ein Hausdorffscher topologischer Raum X ist genau dann kom-
pakt, wenn es zu jeder Familie (A;)ic; von abgeschlossenen Mengen mit (), ., A; = ()
eine endliche Teilmenge ] C I gibt, so dass [),.; Ai = 0.

iel
ie]
1.21 Satz. Sei f: X — Y ewne stetige Abbildung zwischen Hausdorffschen topolo-
gischen Rdaumen. Wenn X kompakt ist, dann auch f(X).

1.22 Theorem (Tychonoff). Sei (X;)ic1 eine Famailie topologischer Rdume. Das Pro-
dukt [ Xi ist genau dann kompakt, wenn alle X; kompakt sind.

Diesen Satz zeige ich nicht. Am bequemsten folgert man ihn aus dem Ultrafilter-
satz. So wird das sowohl in Meise und Vogt als auch in der Topologie von Schubert
gemacht.



2 Lokalkonvexe Raume

2.1 Definition. Sei E ein K-Vektorraum. Eine Halbnorm auf E ist eine Funktion p: E —
[0, co[ mit den folgenden Eigenschaften:

(N1) p(Ax) = |A|p(x) fiir alle A € K, x € E.

(N2) p(x+vy) <p(x)+p(y) fir alle x,y € E (Dreiecksungleichung).
Eine Halbnorm, die auch noch die Eigenschaft

(N3) p(x) =0 genau dann, wenn x = 0,

besitzt, ist eine Norm.

2.2 Beispiel. (a) Sei E = C(RV). Fiir jedes n € N ist ||f|l, = sup<,|f(x)| eine
Halbnorm auf C(RN). Sie ist keine Norm.

(b) Sei E = H(C) der Raum der ganzen Funktionen. Fiir jedes n € N ist ||f||,, =
SUP|,j<n|f(z)| eine Norm auf H(C). Fir n # m sind die Normen ||-[|, und |||
nicht dquivalent.

2.3 Definition. Sei E ein K-Vektorraum.

(a) M C E heifit konvez, wenn fiir je zwei x,y € M die Verbindungsstrecke {Ax +
(1T—=Ay|Ae€l0,1]}in M liegt.

(b) M heifit absolutkonvez, wenn fiir alle Wahlen von x,y € M und A, pu € K mit
Al +|p| <1 auch Ax + py € M.

Beispiel. Sei p eine Halbnorm und r > 0. Dann sind p~'([0, r[) und p~'([0, 1]) abso-
lutkonvex.

2.4 Definition. Sei E ein K-Vektorraum, der eine Topologie tragt. Ein System &/ von
Umgebungen der Null heift Nullumgebungsbasis, wenn es zu jeder Umgebung V der
Null ein Element U € ¢/ mit U C V gibt.

Bezispiel. Sei E ein normierter Raum. Dann sind {B;,,(0) | n € N} und {By,,(0) | n €
N} Nullumgebungsbasen. Hierbei B.(x) ={y € E| ||[x —y|| < €}.

2.5 Definition. Ein lokalkonvezer Raum ist ein K-Vektorraum E zusammen mit einer
Topologie, so dass



(a) E Hausdorffsch ist,

(b) die Addition +: E x E — E, (x,y) — x +y, stetig ist,

(c) die Multiplikation mit Skalaren -: K x E — E, (A, x) — Ax, stetig ist,

(d) E eine Nullumgebungsbasis besitzt, die aus absolutkonvexen Mengen besteht.

Ein K-Vektorraum, der nur die Eigenschaften (a)—(c) besitzt, ist ein topologischer
Vektorraum.

2.6 Beispiel. (a) Normierte Rdume sind lokalkonvex.
(b) (R,7T.) ist noch nicht einmal ein topologischer Vektorraum.
2.7 Definition. Sei E ein K-Vektorraum.

(a) M C E heifit absorbierend, wenn es zu jedem x € E ein R > 0 gibt, so dass
x € RM.

(b) Sei A C E absorbierend und absolutkonvex. Das Minkowski-Funktional |-||a

ist definiert durch
Ix||a = inf{t > 0| x € tA}.

2.8 Satz. Ser E ewn lokalkonvezer Raum, ser U eine absolutkonvere Nullumgebung.
(a) U ist absorbierend.
(b) Das Minkowski-Funktional ||-||u st eine stetige Halbnorm auf E.
(c) U={xeE||x|lu<lcUcxeE]||x|u<T1}=U.
(d) Fir A e [0,1[ gilt AU C U.
Den Beweis findet man im Buch von Meise und Vogt.

2.9 Satz. Es seten E und F lokalkonvere Rdume und es set A: E — F eine lineare
Abbildung. Es sind gleichwertig:

(a) A 1st stetig.
(b) Fir jede Nullumgebung V in F ist A7 (V) eine Nullumgebung in E.

(c) Zu jeder stetigen Halbnorm q auf F existieren eine stetige Halbnorm p
auf E und C >0, so dass q(Ax) < Cp(x) fir alle x € E.

2.10 Bezeichnung. (a) Ein Fundamentalsystem von Halbnormen auf einem lokal-
konvexen Raum E ist ein System P stetiger Halbnormen auf E, so dass es zu
jeder stetigen Halbnorm p auf E ein C > 0 und ein q € P gibt, so dass p < Cq.



2 Lokalkonvexe Riume

(b) Die Minkowski-Funktionale einer Nullumgebungsbasis bilden ein Fundamental-
system von Halbnormen. Hat man umgekehrt ein Fundamentalsystem P von
Halbnormen, so wird durch

U= {{xe E‘p(x) < %Hp e P, nEN}

eine Nullumgebungsbasis von E gegeben.

Wir zitieren den Satz von Hahn-Banach aus der Einfithrung in die Funktionalana-
lysis.

2.11 Satz. Ser E ein K-Vektorraum, sei p eimne Halbnorm auf E, set F C E ein
Unterraum, und sei y: F — K linear mit |y(x)| < p(x) fir alle x € F. Dann
existiert Y: E — K linear mit Y|r =y und |Y(x)| < p(x) fir alle x € E.

2.12 Korollar. Es seien E ewn lokalkonvezer Raum und F ein Unterraum (versehen
mait der Teilraumtopologie). Ferner seiy: F — K stetig und linear. Dann besitzt y
ewne stetige, lineare Fortsetzung Y: E — K.

2.13 Definition. Seien E und F lokalkonvexe Rdume. Der K-Vektorraum der stetigen
linearen Abbildungen E — F wird mit L(E, F) bezeichnet. Man schreibt E’ = L(E, K)
und bezeichnet E’ als Dualraum von E.

2.14 Korollar. In einem lokalkonveren Raum E trennt der Dualraum t’ die Punkte,
d.h. zu x#y existiert T € £/ mit Tx # Ty.
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3 Fréchetraume

3.1 Definition. Ein Fréchetraum ist ein lokalkonvexer Raum, dessen Topologie von
einer Metrik herkommt und der in dieser Metrik vollstandig ist.

Beispiel. Banachraume sind Fréchetraume.

3.2 Lemma. Se: E ein K-Vektorraum und es ser p; < py < ... eine Folge von
Halbnormen auf E. Falls es zu jedem x € E\{0} ezn n € N mat p.(x) # 0 gibt, so
wird durch

n Palx—y)
ZZ T+ pulx—9) (3.1)

eine Metrik auf E gegeben.
3.3 Lemma. Der K-Vektorraum E set mit der Metrik aus (3.1) versehen.

(a) Eine Folge (x;)ien konvergiert genau dann in (E,d) gegen x, wenn fir jedes
n e N gt lim,_,o pnlx; —x) =0.

(b) Eine Folge (x;)jen st genau dann eine Cauchyfolge, wenn zu jedem n € N
und jedem e > 0 ewn K € N existiert, so dass pn(xj—xx) < € fir allej, k > K.

3.4 Satz. Sei E ein K-Vektorraum und es set p1 < p, < ... eitne Folge von Halb-
normen auf E derart, dass es zu jedem x € E\ {0} ein n € N gibt mat p.(x) # 0.
Mit der Metrik aus (3.1) wird E zu einem metrischen lokalkonvezen Raum, in
welchem die p,, ein Fundamentalsystem von Halbnormen bilden.

3.5 Bemerkung. (a) Sei Q ein topologischer Raum. Eine Folge (K, )ncy kompakter
Teilmengen von () ist eine kompakte Ausschopfung von Q, wenn K; C K C
KyCKscC---c Qund U2, K, =Q.

(b) Fiir eine offene Menge O C RN wird eine kompakte Ausschépfung gegeben
durch

Kn={xe€ Qx| <n,dist(x,00Q) > %}

3.6 Beispiel. (a) Fiir Q C RN offen bezeichne C(Q) den Raum aller stetigen Funk-
tionen auf Q. Es sei K; C l°<2 cK; C l°<3 C --- C Q eine kompakte Ausschopfung
von Q. Dann wird C(Q) durch das Halbnormensystem (||-||x, Jneny 2Uu einem
Fréchetraum, wobei

[[]lx = supl[f(x)].

xeK

11



3 Fréchetrdume

(b) Fiir k € Ny ist C*(Q) der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen.
Er wird versehen mit dem Halbnormensystem

| f]ln = sup max|f®(x)|.
XEKn IOC‘Sk

Auf diese Weise wird C*(Q) zu einem Fréchetraum.

(c) Der Raum C*(Q) aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen wird versehen
mit dem Halbnormensystem

| f]ln = sup max]|f®(x)|.
xEKn |o|<n

Auf diese Weise wird C*>°(Q) zu einem Fréchetraum.

(d) Fiir Q C C offen bezeichne H(Q) den Raum der holomorphen Funktionen
auf Q. Es sei Ky C f(z C K, C l°<3 C --- C Q eine kompakte Ausschopfung
von Q. Dann wird H(Q) durch das Halbnormensystem (||-||x, Jnen aus (a) zu
einem Fréchetraum.

In allen Fallen hangt die Topologie nicht von der Auswahl der kompakten Ausschopfung

ab.

3.7 Bemerkung. Sei E ein lokalkonvexer Raum mit Fundamentalsystem P von Halb-
normen. Eine Menge M C E ist genau dann dicht in E, wenn es zu jedem x € E und
jeder Wahl von € >0 und p € P ein y € M mit p(x —y) < € gibt.

3.8 Satz. Fiir eine offene Menge QO C RN ist D(Q) dicht in C*(Q), k € Ny U {oo}.

3.9 Lemma. Fir r > 0 und zo € C sind die Polynome dicht in H(B.(z)). Ferner
sind die Polynome dicht in H(C).

3.10 Definition. Eine Funktion f: RN — C heifit schnell fallend, wenn

lim x*f(x) =0
[x]—00

fiir alle Multiindices « € N}. Der Raum
S (RN) = {f € C*(RN) | DPf schnell fallend fiir jedes p € N}'}
heifit Schwartzraum. Die Elemente von .7 (RN) heifien Schwartzfunktionen.

3.11 Satz. Versieht man den Schwartzraum .7 (RN) mit dem Halbnormensystem

(Il ne, wobes
[f]ln = |1[151§x sup (1T + \X‘Z)n/lyf(ﬁ)(x)‘,

SN xeRN

so wird .7 (RN) zu einem Fréchetraum.

12



3.12 Satz. Sei E ein metrischer lokalkonverer Raum und seir F C E ein abgeschlos-
sener Unterraum. Versieht man E/F mit dem Fundamentalsystem

qn([x]) = infp,(x +y) = inf p,(z).
yeF z€[x]

so wird er zu einem metrischen lokalkonveren Raum.

3.13 Satz. Ser E ein Fréchetraum mit Fundamentalsystem (pn)nen und ser F ein
abgeschlossener Unterraum von E. Dann ist E/F ein Fréchetraum.

3.14 Satz. (a) Wenn E ein Fréchetraum und F ein abgeschlossener Unterraum
von E 1ist, dann ist auch F ein Fréchetraum.

(b) Wenn E ein metrischer lokalkonvezer Raum und F ein Unterraum ist, der
in der Teilraumtopologie ewn Fréchetraum ist, dann ist F abgeschlossen.

3.15 Satz (Homomorphiesatz). Seien E,F metrische lokalkonvere Rdume und sei
f € L(E,F). Wenn G ein abgeschlossener Unterraum wvon E mit G C kerf, ist
dann ezistiert ein eindeutig bestimmtes ¢ € L(E/G,F) mit f = @ o

3.16 Beispiel. ./ (R}) = .7 (R")/{f € S(R") | Vx mit x, > 0: f(x) = 0}. Auf ./ (R7})
gibt es die Punktauswertung 0, fiir alle x mit x,, > 0.

3.17 Definition. Es seien
EL&E &R & (3.2)

lokalkonvexe Raume mit verbindenden stetig linearen Abbildung. Ein lokalkonvexer
Raum E zusammen mit stetig linearen Abbildungen j,: E — E, heiit projektiver
Limes der Ej, wenn folgendes gilt

(a) Fiir alle n gilt py o jni1 = jn.

(b) Wenn F ein weiterer lokalkonvexer Raum zusammen mit stetig linearen Abbil-
dungen k,,: F — E, ist, fiir welche p, o k,,.1 = k;,, dann existiert eine eindeutig
bestimmte, linear stetige Abbildung A: F — E, so dass k,, = j, o A fiir alle n.

Die Folge von Abbildungen aus (3.2) bezeichnet man als projektives Spektrum.
3.18 Lemma. Der projektive Limes st eindeutig bis auf Isomorphie.

3.19 Beispiel. (a) Fir Q C RN offen und k € N, ist C¥(Q) der projektive Limes
der C*(K,). Dabei sind die p,, und die j, die Einschrankungsabbildungen.

(b) Fiir Q C RN offen und k € N ist C*(Q) der projektive Limes der C*(K,).
Dabei sind die p,, und die j,, die Einschrankungsabbildungen.

13



4 Nukleare Raume

4.1 Bemerkung. (a) Wenn p eine Halbnorm auf E ist, dann ist kerp = p~'(0) ein
Untervektorraum von E. Durch die Zuordnung q([x]) := p(x) wird der Quotient
E, = E/kerp zu einem normierten Raum. Die Quotientenabbildung bezeichnen
wir mit 7.

(b) Wenn p; < Cp, zwei Halbnormen auf E sind, dann induziert die Identitédt eine
stetige, lineare, surjektive Abbildung p: E/E,, — E/E,,.

4.2 Satz. Es set E ein Fréchetraum mit Fundamentalsystem p; < p, <.... Dann
1st E projektiver Limes des projektiven Spekirum

P p P
E,, ¢ E,, = E,, = ...
4.8 Bemerkung. Es sei ﬁpn die vollstdndige Hiille von E, . (Die Existenz der voll-
standigen Hiille wurde in Bemerkung 8.9 der Einfilhrung in die Funktionalanalysis
gezeigt.) Eine kleine Variation des obigen Beweises zeigt, dass E auch projektiver
Limes des folgenden Spektrums von Banachraumen ist

01 P2 03
B, &6, &6, &

4.4 Definition. Eine stetig lineare Abbildung A: E — F zwischen zwei Banachraumen
E und F heifit nuklear, wenn es Folgen (a,)ney in E/ und (by)ney in F gibt, so dass

> Jlanlllball <o und Ax = an(x)b, fir alle x € E.

n=1 n=1

4.5 Bemerkung. (a) In 14.7 der Einfithrung in die Funktionalanalysis hatten wir
das Konzept der singularen Zahlen verwendet, um nukleare Abbildungen zwi-
schen Hilbertraumen zu definieren. Die beiden Begriffe stimmen iiberein. Das
wird in Meise und Vogt, Bemerkung 28.3 gezeigt.

(b) In Bemerkung 28.3 von Meise und Vogt wird auch gezeigt, dass die Verkniipfung
einer nuklearen mit einer stetig linearen Abbildung (egal welche Reihenfolge)
wieder nuklear ist.

Eine Richtung ist einfach: Wenn namlich

A= isn (-, en) fn
n=0

14



eine Schmidt-Darstellung ist, also (en)nen, und (fn)neny Orthonormalsysteme
und (sn)nen, die Folge der singuldren Zahlen, dann a, = (-,eny1) und b, =

Sn+1fn+1 .

4.6 Definition. Es sei E ein lokalkonvexer Raum mit Fundamentalsystem P von Halb-
normen. Er heifit nuklear, wenn es zu jedem p € P ein q € P gibt, so dass ﬁq — ﬁp
nuklear ist.

4.7 Satz. Fir R > 0 und zo € C sind H(Bg(z0)) und H(C) nuklear.

4.8 Bemerkung. In Beispiel 28.9 zeigen Meise und Vogt, dass fiir jede offene Menge
Q C R™ der Raum C*(Q) und fiir jede offene Menge O C C der Raum H(Q) nuklear
ist. In demselben Paragrafen wird die Nuklearitit von . (R™) als Aufgabe gestellt.

Der folgende Satz zeigt, wie weit weg der Begriff des nuklearen Raums vom Begriff

des Banachraums ist.

4.9 Theorem. Es ser G ein separabler Banachraum unendlicher Dimension und
es sei E ewn nuklearer lokalkonvexer Raum. Dann besitzt E ein Fundamentalsys-
tem P von Halbnormen derart, dass alle ﬁp, p € P, entweder endlich dimensio-
nal oder isomorph zu G sind.

Den Beweis findet man in §21.2 der Buchs “Locally Convex Spaces” von Jarchow.
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5 Die schwache Topologie

5.1 Definition. Es sei E ein K-Vektorraum.

(a) Mit E* bezeichnen wir den algebraischen Dualraum, also den Raum aller K-
linearen Abbildungen T: E — K.

(b) Es sei F C E*. Wir sagen, dass F die Punkte von E tremnt, wenn es zu jedem
x € E ein y € F mit y(x) # 0 gibt.

(c) Wir sagen, dass (E,F) ein Dualsystem ist, wenn F C E* die Punkte von E
trennt.

5.2 Bemerkung. Der Satz von Hahn-Banach besagt, dass E’ die Punkte von E trennt.
Also ist (E,E’) ein Dualsystem.

5.3 Definition. Es sei (E,F) ein Dualsystem. Die schwache Topologie auf E ist die
grobste lokalkonvexe Topologie, fiir die alle Elemente aus F stetig sind. Sie wird mit
o(E, F) bezeichnet.

Wir werden sofort sehen, dass die schwache Topologie existiert.

5.4 Bemerkung. Es sei E ein lokalkonvexer Raum. Dann wird durch

J:E= () J()(y) =y(x),

eine injektive, lineare Abbildung gegeben. Es ist klar, dass (E’, J(E)) ein Dualsystem
ist. Die zugehorige schwache Topologie schreibt man gewohnlich als o(E’, E). In vielen
Texten wird sie als schwach-+x Topologie auf E’ bezeichnet.

In reflexiven normierten Rdumen, also solchen, in denen die Abbildung ] ein Iso-
morphismus ist, gilt o(E’, E) = o(E’, E”) und die Unterscheidung zwischen schwacher
und schwach-* Topologie entfallt.

5.5 Satz. Es set (E,F) ein Dualsystem. Dann existiert o(E,F). Fin Fundamental-
system von Halbnormen besteht aus allen Halbnormen der Form

pmx) = gleadc\y(X)!,

wober M alle endlichen, nicht-leeren Teilmengen von F durchlauft.

Um diese zu zeigen, benotigen wir den folgenden Satz.
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5.6 Satz. Es ser P eine Menge von Halbnormen auf einem K-Vektorraum E mat
den folgenden Eigenschaften:

(a) Zu jedem x € E gibt es p € P mit p(x) # 0.
(b) Zup,q € P existieren r € P und C >0, so dass max(p,q) < Cr.

Dann gibt es genau eine lokalkonvexe Topologie auf E, fiir welche P ein Funda-
mentalsystem von Halbnormen ist.

5.7 Korollar. Eine Folge (xn)nen konvergiert genau dann in o(E,F) gegen x, wenn
lim, oo y(xn) = y(x) fiir alley € F.

Das Analogon zum Satz von Hilbert-Banach fiir reflexive Banachrdume ist der
folgende Satz von Alaoglu-Bourbaki.

5.8 Definition. Sei E ein lokalkonvexer Raum, sei M C E und sei N C E’. Wir definieren
die Polaren

Me={pelt'|VxeM:|pkx) <1}
N={xeE|VpeN:|okx) 1L

5.9 Beispiel. Fiir einen normierten Raum E gelten

{x e Elx|]| <1F° ={y e FlJly[| < 1},
“ly e Ellyll <1} ={x € Ellx|] < 1}.

Die erste Aussage ist die Definition der Norm in E’, die zweite eine Folgerung aus
dem Satz von Hahn-Banach.

5.10 Theorem (Satz von Alaoglu-Bourbaki (s. Meise und Vogt, Satz 23.5). Es sei E
ewn lokalkonvezer Raum und es sez U C E eine Nullungebung. Dann st die
Polare U° kompakt in der schwachen Topologie o(E’,E).
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6 Der Dualraum

6.1 Beispiel. Sei E = H(C) und sei F = {(q;)jen, € C | IR, C > 0Vj € Ny : |qj] <
CR'}. Dann wird durch die Vorschrift

o0

O:F—=E, O(q)ew,) Z

j=0

ein C-linearer Isomorphismus gegeben.

6.2 Bezeichnung. Man schreibt die Funktion @ hdaufig nicht aus, sondern sagt, dass
die Dualitat von E und F durch die Bilinearform

EN()) §

=0

gegeben wird.

In der Einfiihrung in die Funktionalanalysis hatten wir ahnliche Beispiele gesehen.
Beispielsweise ist ¢/ = (' via die Bilinearform

((Yi)jen, (xj)jen) ZXJUJ

6.3 Definition. Eine Teilmenge B eines lokalkonvexen Raums heifit beschrankt, wenn
es zu jeder Nullumgebung U in E ein R > 0 gibt, so dass B C RU.

6.4 Lemma. Eine Menge B in einem lokalkonveren Raum E mit Fundamentalsys-
tem P von Halbnormen st genau dann beschrdinkt, wenn es zu jedem p € P ein
C > 0 gibt, so dass p(x) < C fiir alle x € B.

Insbesondere st fir A € L(E,F) und beschrdnktes B C E die Menge A(B)
beschrankt.

Bemerkung. An der Metrik kann man die Beschranktheit nicht ohne weiteres ab-
lesen. Beispielsweise gilt in der Metrik aus Lemma 3.2 fiir je zwei x,y € E stets
d(x,y) < 1.

Es gibt in der Tat einen Begriff von Beschranktheit in uniformen Raumen. Im
Buch von Schubert wird die Bezeichnung “total beschrankt” benutzt.

6.5 Beispiel. Eine Teilmenge M C H(C) ist genau dann beschrankt, wenn es eine
stetige Funktion h: C — R gibt, so dass |f(z)| < h(z) fiir alle z € C, f € M.
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6.6 Definition. Sei E ein lokalkonvexer Raum und E’ sein Dualraum. Die starke To-
pologie auf B’ wird gegeben durch das Halbnormensystem (||-||)pes, Wobei B das
System der beschrdnkten Teilmengen von E ist und || @||g = sup,cg|@(x)]-

6.7 Bemerkung. (a) Wenn man andeuten will, dass E’ mit der starken Topolo-
gie versehen ist, dann schreibt man E{. Entsprechend schreibt man E/ fiir die
schwache Topologie.

(b) Die Nullumgebungen in E{ sind die Obermengen von Polaren von beschrankten
Mengen.
(c) Die starke Topologie ist mindestens so fein wie die schwache.

Beachte dazu, dass o(E’,E) durch das Halbnormensystem {||-|/ix;,.x. | 1 € N,
X1y+eoyXn € Efmit || @||,,..x) = Maxi—;_n|@(x;)| gegeben wird.

(d) Die durch die Operatornorm gegebene Topologie auf dem Dualraum eines nor-
mierten Raum ist die starke Topologie.

6.8 Satz. Es se1 A: E — F ewne stetig lineare Abbildung zwischen lokalkonvezen
Rdaumen. Definiert man thre Transponierte A’ : F' — ' durch (Ax,y) = (x,A'y),
so ist A’ sowohl als Abbildung A’: F, — E[ als auch als Abbildung A': F, — E_
stetig.

6.9 Beispiel. Fiir z € C sei §,(f) = f'(z). Dann konvergiert die Folge (8], Jnen in
H(C){ gegen d.

6.10 Lemma. Se: E ein lokalkonvezer Raum, set U C E eine Nullumgebung. Dann
wst U° beschrdnkt in Ef.
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7 (DF)-Riume

7.1 Definition. Sei E ein lokalkonvexer Raum und sei M C E.

(a) M heifit bornivor, wenn es zu jeder beschrénkten Menge B in E ein R > 0 mit
B c RM gibt.

(b) M heit Tonne, wenn M absolutkonvex, abgeschlossen und absorbierend ist.

(c) E heiit tonneliert, wenn jede Tonne in E eine Nullumgebung ist, und gquasi-
tonneliert, wenn jede bornivore Tonne in E eine Nullumgebung ist.

7.2 Bemerkung. Wenn E ein lokalkonvexer Raum und M C E; beschrankt ist, dann
ist °M eine bornivore Tonne.

7.3 Satz. Metrische lokalkonvere Raume sind quasitonneliert.

7.4 Notation. Ein System (B )sca ist ein Fundamentalsystem fiir die beschrdnkten
Mengen eines lokalkonvexen Raums, wenn alle B, beschrankt sind und jede be-
schrankte Menge in einem B, enthalten ist.

7.5 Satz. Sei E ein metrischer lokalkonvezer Raum. Dann besitzt E] ein abzdhl-
bares Fundamentalsystem fir die beschrdnkten Mengen.

Bemerkung. Wegen Satz 7.5 wurde der Begriff der “Bornologie” eingefiihrt, das
ist die Gesamtheit aller beschrankten Mengen. Das macht z. B. Jarchow so. Dieser
Zugang hat sich aber nicht durchgesetzt.

7.6 Beispiel. Wir hatten gesehen, dass F == {(qj)jer, € CN°|3R, CVj : |gj| < CR'}
vermittels der Bilinearform

f(j)(o)
j!

((@)jeng ) =D g
i~ )

dual zu H(C) ist. Wir versehen F mit der von E/ induzierten Topologie; mit an-
deren Worten, wir verlangen, dass die Abbildung ®: F — E[ aus Beispiel 6.1 ein
Isomorphismus wird. Es sei

Br = {(q))jeme |V : 5] < T}

Dann ist (By)ney ein Fundamentalsystem fiir die beschrankten Mengen von F.
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7.7 Definition. Ein (DF')-Raum ist ein lokalkonvexer Raum E mit den folgenden Ei-
genschaften:

(a) E besitzt ein abzdhlbares Fundamentalsystem fiir die beschrankten Mengen.

(b) Falls der Durchschnitt V von abzéhlbar vielen, absolutkonvexen Nullumgebun-
gen bornivor ist, dann ist V eine Nullumgebung.

7.8 Theorem (Bipolarensatz, siche Meise-Vogt, Satz 22.13). Es sei E ein lokalkonve-
zer Raum und es sei A C E absolutkonver und abgeschlossen. Dann °(A°) = A.

7.9 Theorem. F'ir jeden Fréchetraum E ist E| ewn (DF)-Raum.

7.10 Theorem. Fir jeden (DF')-Raum F ist F| ein Fréchetraum.

7.11 Korollar. (a) Wenn E ein Fréchetraum ist, so ist auch (E{){ ein Fréchetraum.
(b) Wenn F ein (DF)-Raum ist, so ist auch (F)); ein (DF)-Raum.

7.12 Satz. Es seien E ein metrischer lokalkonvezer und F ein (DF)-Raum und
es set T € L(E,F). Dann gibt es eine Nullumgebung U in F, fir welche T(U)
beschrdnkt in t 1st.

7.13 Korollar. Wenn ein (DF)-Raum eine Metrik trdgt, dann ist er normauert.
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8 Der induktive Limes

Fir einen Fréchetraum E mit Fundamentalsystem p; < p, < ... von Halbnormen
hatten wir die normierten Raume E,, definiert als E,, = E/ker p; und mit der Norm
q;(x + kerp;) = pj(x) versehen. Die kanonische Abbildung werde mit 7;: E — E,,
bezeichnet.

8.1 Lemma. E]’Dj 1st 1somorph zu
F:={y € E/[3C > 0Vx € E : |[y(x)| < Cp;(x)},
versehen mit der Norm vj(y) = sup{|y(x)|lp;(x) < 1}.
Wie in Bemerkung 4.1 bezeichnen wir die verbindenden Abbildungen mit

Pr: Ep ., — Ep,, pr(x +kerpyy) = x + ker py. (8.1)

Da diese Abbildungen surjektiv sind, sind ihre Transponierten iy, := p; injektiv.

Ebenso sind die Transponierten der kanonischen Abbildungen ji := 7, injektiv.

8.2 Lemma. Es ser E ein Fréchetraum und es set U C E{ absolutkonvezr und
abgeschlossen. Falls fiir jedes k die Menge j,' (U) eine Nullumgebung in B, st
so st U eine bornivore Tonne.

8.3 Definition. Ein Fréchetraum E heifit distinguiert, wenn E| quasi-tonneliert ist.

8.4 Satz. Es sei E ein distinguterter Fréchetraum. Eine absolutkonvezre Menge U
ist genau dann eine Nullumgebung in E{, wenn j,' (U) fir jedes k eine Nullum-
gebung in E st.

8.5 Definition. Es seien
ELLE DE S, (8.2)

lokalkonvexe Radume mit verbindenden stetig linearen Abbildung. Ein lokalkonvexer
Raum E zusammen mit stetig linearen Abbildungen j,: E, — E heiflt induktiver
Limes der E;, wenn folgendes gilt

(a) Fiir alle n gilt jn1 0ty = jn.

(b) Wenn F ein weiterer lokalkonvexer Raum zusammen mit stetig linearen Abbil-
dungen k,: E,, — F ist, fiir welche k., o 1, = k,,, dann existiert eine eindeutig
bestimmte, linear stetige Abbildung A: E — F, so dass k,, = A oj, fiir alle n.
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Die Folge von Abbildungen aus (3.2) bezeichnet man als induktives Spektrum. Falls
alle t,, Inklusionsabbildungen sind, so spricht man von einem Einbettungsspektrum.

8.6 Lemma. Der induktive Limes ist eindeutig bis auf Isomorphie.

Bemerkung. Wir haben nicht behauptet, dass es zu jedem induktiven Spektrum
einen Limes gibt.

8.7 Satz. E's sei F ewn distinguierter Fréchetraum und es seien L,: E{jk — E]’3k+1 wie
in (8.1) die verbindenden Abbildung. Dann st E| der induktive Limes dieses
Einbettungsspektrums.

8.8 Satz. Das induktive Spektrum (8.2) sei ein Einbettungsspektrum. Wir nehmen
ferner an, dass alle E,, Untervektorrdume eines K-Vektorraums F sind, und
setzen £ = |J,_, En. Das Spektrum hat genau dann einen induktiven Limes,
wenn es zu jedem x € E\{0} ein y € E* mat y(x) # 0 gibt, so dass fir alle n das
Funktional yoj, wn B/ liegt.

8.9 Bezeichnung. Es sei E ein K-Vektorraum und es sei X C E. Die absolutkonveze
Hiille von X ist definiert als

X = {i 7\)')(]'

j=1

neN,xjEX,AjEKmitZWj§1}.

j=1
Man zeigt leicht, dass die absolutkonvexe Hiille absolutkonvex ist.

8.10 Korollar. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 8.8.

(a) Eine Halbnorm auf E st genau dann stetig, wenn fir jedes € N die Ver-
kntpfung p o jn stetig ist.

(G

wird eine Nullumgebungsbasis von E gegeben.

(b) Durch

V. Nullumgebung in En}

(c) Bine Menge U C E ist genau dann eine Nullumgebung in E, wenn j.'(U)
flir jedes n eine Nullumgebung in E, ust.

8.11 Beuspiel. Es sei K C C eine kompakte Menge und es seien U; D U; D ...
offen mit N°7, U, = K. Wir mochten den Raum .A(K) als induktiven Limes des
Einbettungsspektrums
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8 Der induktive Limes

definieren. Um Satz 8.8 anwenden zu konnen, setzen wir
A(K) = F = [ H(U,).
n=1

Es ist leicht zu sehen, dass F ein C-Vektorraum ist. Sei nun f # 0 € F gegeben. Dann
gibt es z € K und k € N, so dass f*)(z) # 0. Wir setzen y(g) = g¥/(z). Dann ist die
Einschrankung von y auf jedes H(U,,) stetig.

Fir z € C bezeichnet man A(z) als den Raum der Keime in z. Der Geometer
schreibt dafiir O,.

8.12 Beispiel. Fiir kompaktes K C RN setzen wir
D(K) = {f € C*(R")|SuppK C K}.

Da D(K) ein abgeschlossener Unterraum von C®(RN) ist, ist er ein Fréchetraum.
Fiir offenes Q C RN sei K; C 122 C K; C --- C Q eine kompakte Ausschopfung.
Dann wird durch
D(K;) € D(Ky) C --- C C®(RY)

ein Einbettungsspektrum gegeben. Wir zeigen, dass es einen induktiven Limes be-
sitzt. In diesem Fall haben wir F := D(Q) = (J, .y D(Ky). Sei nun 0 # ¢ € D(Q)
gegeben. Dann existiert x € Q mit @(x) # 0. Da die Punktauswertung stetig auf
allen D(K,,) ist, ist Satz 8.8 anwendbar.

Nach Korollor 8.10 ist eine lineare Abbildung T: D(Q) — K genau dann stetig,
wenn ihre Einschranking auf jedes D(Ky) stetig ist. Das bedeutet:

Eine lineare Abbildung T: D(Q) — K ist genau dann stetig, wenn es zu jeder
kompakten Teilmenge K C Q) ein n € N und ein C > 0 gibt, so dass fiir alle f mit
Supp f C K gilt

IT(f)| < C max max |f'* (x)]
x€K |x|<n

8.13 Satz. Eine Folge (@n)nen tn D(Q) konvergiert genau dann gegen @, wenn es
ein kompaktes K C Q gibt, so dass Supp ¢, C K fir alle n und fir alle o € N}
gult

lim sup |(p$1°‘) (x) — (p(“)(x)| =0.

nN—=0 xeQ
8.14 Korollar. Eine lineare Abbildung T: D(Q) — K st genau dann stetig, wenn
ste folgenstetig 1st.
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9 Schwartz- und Montelraume

Fiir einen normierten Raum E bezeichnen wir mit * seine vollstandige Hiille.

9.1 Definition. Ein lokalkonvexer Raum ist ein Schwartzraum, wenn es zu jeder ste-
tigen Halbnorm p eine stetige Halbnorm q gibt, so dass die Abbildung ﬁq — ﬁp
kompakt ist.

Ein (FS)-Raum ist ein Fréchetraum, der ein Schwartzraum ist.

9.2 Beispiel. Nukleare Raume sind Schwartzraume.
9.3 Theorem (Schwartz). (F'S)-Rdume sind distingutert.

Skizze. Schwartz hat tatsichlich folgenden Satz gezeigt (s. Meise und Vogt, Satz 24.23):

Seir B ein wvollstandiger Schwartz-Raum. Dann ist B, ultrabornolo-
gisch.

Nach Meise und Vogt, Bemerkungen 24.15 und 24.12, ist jeder ultrabornologische
Raum quasi-tonneliert. ]

Bemerkung. In Beispiel 27.19 des Buchs von Meise und Vogt wird ein Fréchetraum
angegeben, der nicht distinguiert ist.

9.4 Definition. (a) Eine Teilmenge M eines topologischen Raums heift relativ kom-
pakt, wenn ihr Abschluss M kompakt ist.

(b) Ein lokalkonvexer Raum E ist ein Montelraum, wenn er quasi-tonneliert ist
und jede beschrankte Menge in E relativ kompakt ist.

9.5 Satz. (F'S)-Rdume sind Montelsch.

Bemerkung. Es gilt sogar mehr: Ist E ein vollstdndiger Schwartzraum, so ist jede
beschrankte Menge in E relativ kompakt. Das ist Lemma 24.19 in Meise und Vogt-
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10 Vollstandigkeit

10.1 Definition. (a) Eine gerichtete Menge ist eine partiell geordnete Menge, welche
zu je zwel Elementen o und 3 ein y mit & <y und 3 <y enthalt.

(b) Sei X ein topologischer Raum. Ein Netz in X ist eine Familie (x4)4ca mit einer
gerichteten Indexmenge.

(c) Eine Netz (xq)aca konvergiert gegen y, wenn es zu jeder Umgebung U von y
ein o € A gibt, so dass xg € U fiir alle § > «. Man schreibt dann limyca Xq = y.

10.2 Bemerkung. Wenn X Hausdorffsch ist, dann besitzt jedes Netz hochstens einen
Grenzwert. Dies ist eine direkte Folge davon, dass A gerichtet ist.

10.3 Definition. (a) Ein Netz (xo)aca in einem lokalkonvexen Raum ist ein Cauchy-
Netz, wenn es zu jeder Nullumgebung U ein o € A gibt, so dass xg —x, € U
fir alle B,y > «.

(b) Ein lokalkonvexer Raum E heifit vollistindig, wenn jedes Cauchy-Netz in E
konvergiert.

(c) E ist folgenvollstdndig, wenn jede Cauchyfolge in E konvergiert.

Bemerkung. Der Begriff “vollstandig” macht fiir einen topologischen Raum keinen
Sinn. Man benotigt wenigstens einen uniformen Raum. Eine ausfiihrliche Darstellung
findet man in “Topologie” von Schubert.

10.4 Lemma. Fréchetraume sind vollstandig 1m Sinne der Definition 10.3.
10.5 Satz. Set E ein metrischer lokalkonvezer Raum. Dann ist E| vollstdndig.

Bemerkung. (a) Meise und Vogt zeigen als Korollar 24.11, dass sogar fiir jeden
bornologischen Raum E der starke Dual E| vollstédndig ist. Wegen Satz 24.13
und Satz 24.16 ist D(Q) bornologisch. Daher ist D(Q){ vollstandig.

(b) In Horvath, Topological Vector Spaces and Distributions I, wird als Example
2.12.6 gezeigt, dass D(Q) vollstandig ist.

(c) Man kann zeigen, dass jeder lokalkonvexe Raum eine vollstdndige Hiille besitzt
(siehe Meise und Vogt, Satz 22.21).
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(d) Wenn E* # E’, dann ist E/ nicht vollstdndig (siehe Kaballo, Aufbaukurs, Ab-
schnitt 8.1).

Die schwache Folgenvollstandigkeit des Dualraums eines Fréchetraums zeigen wir,
wenn wir den Satz von Banach-Steinhaus haben.
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11 Der Satz von der offenen Abbildung

11.1 Definition. Seien X und Y topologische Raume. Eine Abbildung f: X — Y heif}t
offen, wenn fiir jede offene Teilmenge U von X die Bildmenge f(Ul) offen ist. Sie heifit
abgeschlossen, wenn fiir jede abgeschlossene Teilmenge U von X die Bildmenge f(U)
abgeschlossen ist.

11.2 Theorem (Satz von der offenen Abbildung). E und F seien Fréchetrdume.
A:E — F ser linear, stetig und surjektiv. Dann ist A offen.

11.3 Theorem (Banachscher Isomorphiesatz). E und F seien Fréchetrdume. A:E — F
set linear, stetig und byektiv. Dann 1st A ein linear topologischer Isomorphis-
mMmus.

11.4 Definition. Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Der Graph
von f ist die Menge
G(f) = {(x,f(x)) [ x e X} C X x Y.

11.5 Lemma. Seien E und F metrische lokalkonvexe Rdume, und set A:E — F
linear. Dann 1st G(A) genau dann abgeschlossen, wenn fir jede Nullfolge (X, )nen,
fiir die (Axn)nen gegen ein Element y € F konvergiert, bereits y =0 gzlt.

11.6 Theorem (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Es seien E und F Fréchetrdume.
Die Abbildung A: E — F set linear, und thr Graph sei abgeschlossen in E x F.
Dann ist A stetug.

11.7 Beispiel. Sei Q C RN offen. Sei 7 eine Topologie auf C*(Q) mit den Eigen-
schaften

(a) (C°,T) ist ein Fréchetraum.
(b) Fiir jedes x € Q ist die Punktauswertung 6,: f — f(x) stetig.
Dann ist 7 die Topologie aus Beispiel 3.6.

11.8 Definition. Es seien E und F lokalkonvexe Raume. Eine Teilmenge G C L(E,F)
heifit gleichstetig, wenn es zu jeder stetigen Halbnorm q auf F eine stetige Halbnorm p
auf E und C > 0 gibt, so dass fiir alle x € E und T € G gilt q(Tx) < Cp(x).

11.9 Theorem (Prinzip der gleichmédfigen Beschrdnktheit). Seien E und F lokalkon-
vere Raume und es set G C L(E,F) punktweise beschrankt, d. h. zu jedem x set
{TX|T € G} beschrdnkt in F. Wenn E tonneliert ist, dann 1st G gleichstetig.
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11.10 Theorem (Banach-Steinhaus). Es seten E ein tonnelierter und F ein lokal-
konverer Raum und es set (T,)nen eine Folge in L(E,F) derart, dass fiir jedes
x € E der Limes

Tx .= lim T,x
n—oo

existiert. Dann st T stetig.

11.11 Satz. Der lokalkonvere Raum E sei von zweiter Kategorie in sich. Dann
ist E tonneliert. Insbesondere sind Fréchetrdume tonneliert.

11.12 Korollar. Es sei E ein tonnelierter Raum. Dann ist E' schwach*-folgen-
vollstdndig. Insbesondere sind die Dualen von Fréchetrdumen schwach*-folgen-
vollstandig.
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12 Die Fouriertransformation fiir
temperierte Distributionen

12.1 Definition. Die Elemente von .#’(RN) heiflen temperierte Distributionen.
Bemerkung. ./(R"N) ist vollstandig nach Satz 10.5 und .7/(R") ist folgenvollstindig
nach Korollar 11.12.

Bemerkung. Die Fouriertransformierte von f € L'(RV), insbesondere also von f €
Z(RN), ist definiert als

Ff(E) = ! Jf(x)eixidx, £ e RN

(2)N/2 Jgn
Theorem 16.13 der Einf. Funktionalanalysis von 2018 besagt, dass die Fouriertrans-
formation eine Bijektion von .7 (RN) auf sich ist. Ihre Inverse ist

1 .
e JRN g(&)e™*dE, x € RN

12.2 Satz. F: .Z(RN) — .Z(RN) ist ein linear topologischer Isomorphismus.

12.3 Definition. Die Fouriertransformation F:.7'(RN) — .#/(RN) wird definiert als
die Transponierte von F: .7 (R"N) — .Z(RN).

FUgIx) =

12.4 Satz. Wenn A € L(E, F) ein Isomorphismus ist, so ist auch A’ € L(F,, E{) ewmn
Isomorphismus.

12.5 Bemerkung. F: .%'(RV), — .#/(RN)y ist ein topologischer Isomorphismus.
12.6 Beispiel.

1 1

<.F60,f> = <60,.Ff> = WJRN f(X)dX = W <1,f> .

Also Fbdy = —N/Z Genauso

<1>‘F9> = (ZH)N/Z

2r 2 J Fge'dy = (2m)"?5(0).

Also F1 = (2m)NV/25,,.
12.7 Satz (Poissonsche Summenformel). Es se: f € . (R). Dann gilt

i f(2mm) = i Ff(

n=—oo —

ﬂ\
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13 Banachalgebren

13.1 Definition. (a) Eine C-Algebra ist ein C-Vektorraum A mit einer Multiplikation
- A XA — A, sodass A ein Ring mit Eins und der folgenden Eigenschaft ist

VA € CVa,b e A:A(ab) = (Aa)b = a(Ab).
Die Eins wird mit e bezeichnet.
(b) Eine normaierte Algebra ist eine C-Algebra mit einer Norm mit den folgenden

Eigenschaften
(i) Ya,b € A : ||ab|| < ||a]|||b|| (Submultiplikativitdt).

(i) flell =1.
(c) Eine Banachalgebra ist eine vollstdndige normierte Algebra.

13.2 Bemerkung. Sei A eine normierte Algebra. Dann ist die Multiplikation stetig.

13.3 Beuspiel. (a) Sei E ein komplexer Banachraum. Dann ist L(E) eine Banachal-
gebra. Im Fall E = CN wurde sie in der Linearen Algebra studiert.

(b) Wenn K kompakt ist, dann ist C(K) (komplexwertig) eine Banachalgebra.

13.4 Bezeichnung. Die Gruppe der invertierbaren Elemente in A wird mit G(A) be-
zeichnet.

13.5 Satz (Neumannsche Reihe). Es seten A eine Banachalgebra und a € G(A).

Falls fiir b € A gilt

1
la=bll < 7—7

laT|)’
dann b € G(A).

13.6 Korollar. G(A) ist offen und die Umkehrabbildung x — x~' st stetig in G(A).

13.7 Definition. Es sei A eine Banachalgebra und es sei a € A. Das Spektrum von a
besteht aus allen A € C, fiir welche Ae—a ¢ G(A). Es wird mit o(a) bezeichnet. Sein
Komplement p(a) = C\ o(a) ist die Resolventenmenge von a.

Fiir A € p(A) ist R(A,a) = (Ae — a)~' die Resolvente.
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13 Banachalgebren
18.8 Bemerkung. o(a) ist abgeschlossen. Fiir A mit [A| > ||a| ist A~'a invertierbar.

Also o(a) C EHGH(O)~ Insbesondere ist o(a) kompakt. Aus dem Beweis der Neumann-
schen Reihe erhdlt man sofort

oo Clj
R(A, (l) = Z F.
j=0

13.9 Lemma. Seien A eine Banachalgebra, a € A und z,( € p(a). Dann gelten

(a) R(z,a) —R((,a) = (C—2z)R(z,a)R(¢, a) (Resolventenformel).
(4) tim ——(R(z, ) — R(¢, @) = —R(z, ).

13.10 Satz. Sei A eine Banachalgebra. Fir jedes a € A 1ist o(a) # ().

13.11 Theorem (Satz von Gelfand und Mazur). Wenn die Banachalgebra A ein
Korper 1st, dann 1ist sie gleich Ce.

13.12 Lemma. Seien A eine Banachalgebra und a € A. Fir ein komplezes Poly-
nomp = Z?:o Nz € C[X] definieren wir p(a) = Z?:o Ad € A. Dann p(a) € G(A)
genau dann, wenn p(u) # 0 fiur alle u € o(a).

13.13 Satz. Seien A eine Banachalgebra, a € A und p € C[X]. Dann o(p(a)) =

plo(a)).
18.14 Beispiel. Wenn M € CN*N diagonalisierbar ist, dann existieren Eigenwerte
Wy ..., N € C und eine Transformationsmatrix T € GLy(C), so dass
2!
M=T = T,
N

Dann

p)

p(M) =T plu2) . T
plun)

13.15 Definition. Sei A eine Banachalgebra. Fiir a € A definiert man den Spektralra-
dius als
r(a) = sup{|z| | z € o(a)}.

13.16 Satz. Sei A eine Banachalgebra. Fir a € A gilt

r(a) = lim /a"].
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Der Beweis benutzt Satz 9.18 der Einfiihrung in die Funktionalanalysis; dieser Satz
ist eine Variante des Prinzips der gleichmafigen Beschranktheit.

13.17 Satz. Seien E ein normierter Raum und M eine Teilmenge von E, so dass
SUPem| (Y, X)| < oo fiir jedes y € E'. Dann sup,p /x| < oo.

13.18 Lemma. Es ser A eine Banachalgebra. Dann gelten:
(a) dist(e,I) =1 fiir jedes Ideal I in A.
(b) Fir jedes abgeschlossene Ideal I in A ist A/I eine Banachalgebra.
(c) Fiir jedes Ideal 1 ist auch 1 ein Ideal.
(d) Mazimale Ideale sind abgeschlossen.
(e) Jedes Ideal ist in etnem mazimalen Ideal enthalten.

13.19 Definition. (a) Seien A,B Algebren. Eine C-lineare Abbildung f: A — B ist
ein Algebrenhomomorphismus, wenn f(e) = e und f(ab) = f(a)f(b) fiir alle
a,beA.

(b) Sei A eine Banachalgebra. Das Spektrum von A besteht aus allen stetigen
Algebrenhomomorphismen von A nach C. Man schreibt Sp(A).

13.20 Lemma. Se: A eine kommutative Banachalgebra. Die mazimalen Ideale in A
sind genau die Kerne der Elemente von Sp(A).

13.21 Satz. Seir A eine kommutative Banachalgebra und set a € A. Dann o(a) =
{o(a) | ¢ € Sp(A)}.
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14 C*-Algebren

14.1 Definition. Eine C*-Algebra ist eine Banachalgebra zusammen mit einer Involu-
tion *: a — a* mit den folgenden Eigenschaften

(a) (a+b)* =a*+b* (Aa)* = Aa und (ab)* = b*a* fiir a,b € A und A € C.
(b) |la*al| = ||al* fiir alle a € A.
Eine Involution ist ein Element mit der Eigenschaft a’ = e.

14.2 Beuspiel. (a) (C,|-|) mit der Involution z — Z ist eine C*-Algebra.

(b) Fiir ein Kompaktum K ist (C(K),||||cc) mit der Involution f + f eine C*-
Algebra.

(c) Sei H ein komplexer Hilbertraum. Dann hatten wir den zu A € L(H) adjun-
gierten Operator A* € L(H) definiert durch

(A*X>y) = (X> Ag)) X,y € H.

Mit dieser Setzung wird L(H) zu einer C*-Algebra. Das wurde in Satz 13.3 der
Einfiihrung gezeigt.

(d) Ein Spezialfall von (c) ist der Fall H = CN. Der Operator A € L(H) sei im
Standardkoordinatensystem durch die Matrix

arn a2 ... aiN
azi Qazz2 ... QznN
ang ang2 ... anN

dargestellt. Dann besitzt A* die Darstellung

61,1 62,1 N a]\u
61’2 62,2 “en aNyz
ELN az)N cen aN,N

14.3 Lemma. Sei A eine C*-Algebra. Dann gelten
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(a) ||a*|| = ||a|| fir alle a € A.
(b) e* =e.
(c) Wenn a € G(A), dann a* € G(A) und (a*)' = (a7 )"
14.4 Definition. Ein Element a einer C*-Algebra A heifit
(a) normal, wenn aa* = a*a,
(b) selbstadjungiert, wenn a* = a,
(c) unitdr, wenn aa* = a*a =e.
14.5 Bemerkung. (a) Selbstadjungierte und unitdre Elemente sind normal.

(b) Im endlich-dimensionalen Fall ist ein Operator genau dann selbstadjungiert,
wenn seine Matrix hermitesch ist.

(c) Im endlich-dimensionalen Fall wurde in der Linearen Algebra gezeigt, dass ein
C-linearer Endomorphismus genau dann eine Orthogonalbasis aus Eigenvekto-
ren hat, wenn er normal ist. Ein normaler Operator besitzt genau dann reelle
Eigenwerte, wenn er selbstadjungiert ist.

(d) Fiir jedes a ist a*a selbstadjungiert.
14.6 Satz. Sei A eine C*-Algebra und sei a € A. Dann o(a*) = o(a).
14.7 Satz. Sei A ewine C*-Algebra und ser a € A selbstadjungiert. Dann o(a) C R.
14.8 Satz. Es set A eine C*-Algebra und es sei a € A unitdr. Dann o(a) C S'.

14.9 Satz. Ser A eine C*-Algebra und sei a € A normal. Dann r(a) = ||a].

14.10 Beispiel. Sei M C CN*N eine hermitesche Matrix mit Eigenwerten A; < A, <
-+« < AN. Der CN sei mit der euklidischen Norm versehen. Dann ist die Operatornorm
des zu M gehorenden Endomorphismus gleich max{—A;, An}.
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15 Positive lineare Funktionale

15.1 Bezeichnung. Es sei K ein kompakter topologischer Raum.

(a) Fiir f € C(K) schreiben wir f > 0, wenn f(x) > O fiir alle x € K. Mit 1
bezeichnen wir die Funktion x — 1.

(b) Ein Funktional T € C(K)’ heifit positiv, wenn T(f) > O fiir alle f > 0. Es heif3t
normalisiert, wenn T1 = 1.

Wir erinnern uns an einige Definitionen aus der Mafitheorie.

15.2 Definition. Ein duferes Maf auf einer Menge X ist eine Abbildung u: P(X) —
[0, 0o] mit den folgenden Eigenschaften:

(a) u(®) =o.
(b) Fiir A C B C X gilt n(A) < p(B).
(c) Piir jede Folge (An)nen in P(X) gilt n(U, An) < T2, Ay,

Den kompletten Beweis des folgenden Satzes findet man in Rudin, Real and Com-
plex Analysis, Theorem 2.14. Der Beweis benotigt die Existenz einer stetigen Parti-
tion der Eins, welche wir in der Analysis III nur im RN gezeigt hatten.

15.3 Theorem (Rieszscher Darstellungssatz fiir Mafle). Es se: X ein lokalkompakter
Hausdorffraum und es set A ein positives lineares Funktional auf C.(X). Dann
gibt es eine o-Algebra M in X, welche die Borelmengen enthdlt, und ein ein-
deutig bestimmtes Mafl u auf M, so dass

(a) Af = [fdp fir jedes f € Cc(X).
Dieses Majf3 hat die zusdtzlichen Eigenschaften
(b) u(K) < oo fiir jedes kompakte K C X.
(c) w(E) =inf{W(V)IE CV, V offen} fiir jedes E € M.

(d) n(kE) =sup{un(K)|K C E, K kompakt} fiir alle offenen B C X sowte alleE C M
mat w(E) < co.

(e) w st ein vollstdndiges Map.
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16 Der Satz von Favard

Im folgenden sind alle Mafle Borelmafie.

16.1 Bezeichnung. Es sei p ein Borelmaf} auf einem topologischen Raum. Ein Punkt x
liegt genau dann im Trager von p, wenn jede offene Umgebung von x positives Maf3
hat.

Ein Maf heilt trivial, wenn es endlichen Trager hat.

Ein BorelmaR p auf R ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs, wenn pw(R) = 1.

Es besitzt alle Momente, wenn fiir jedes n € N, gilt

J Ix|"dp(x) < oo.
R

16.2 Lemma. Es set w ewn Borelmaf, welches alle Momente besitzt. Die Monome
sind genau dann linear unabhdngig in 1%(n), wenn u nichttrivial ist.

16.3 Bezeichnung. Ab nun sei p nichttrivial. Wendet man Gram-Schmidt Orthogo-
nalisierung an auf die Folge der Monome in der Reihenfolge aufsteigender Grade,

so erhdlt man eine Folge (P, )ncn, paarweise in [?(n) orthogonaler Polynome. Dabei
hat P,, den grad n. Die P,, werden jetzt auf zwei verschiedene Arten normalisiert:

P.(x) =x"+...,
_ Pulx)
) =T

Wir setzen noch P_; := 0.

16.4 Satz. Es sei u ein nichttrivial Borelmaf auf R, welches alle Momente besitzt.
Firn € N set a, = ||Pn]|/||Pnot1||- Dann ezistieren b, € R, n € N, so dass fiir
allen € Ny und alle x € R

XPr(x) = Prat(x) + b1 Pr(x) + a2 Prq(x). (16.1)
16.5 Definition. Die Folgen (a,)neny und (b, )nen sind die Jacobi- Parameter von .

Ziel ist die Umkehrung dieses Satzes: Gegeben eine 3-Term Rekursion (16.1), so
soll man ein Wahrscheinlichkeitsmafl p konstruieren, so dass die P,, n € Ny, ein
Orthogonalsystem bilden.
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16 Der Satz von Favard

16.6 Bemerkung. Im Fall eines Wahrscheinlichkeitsmafles haben wir ||Po|| = 1 und
daher ||Py|| =a;...q, und

n
=X ...
P aj...0n

Fir die p, ist die Rekursionsformel also
XPn = Qni1Pns1 + bny1Pn + QnProt- (16.2)

Es sei F C L?(n) der Abschluss des von den Polynomen aufgspannten Unterraums.
Der Operator M: F — F, f — xf, wird beziiglich der Orthonormalbasis (pn)nen,
dargestellt durch die Matrix

b] aq 0 0
) a; bz a 0
] — 0 ap b3 as

Diese Matrix ist die Matrix der Jacobi-Parameter von pn und wird gelegentlich auch
als Jacobi-Matrix bezeichnet.

16.7 Satz. Es ser u ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R, welches alle Momente
besitzt und es seien (an)neny und (bn)neny setne Jacobi-Parameter. Setzt man
N = 25P,cy|an| + SUB,x[bul, 50 gelten:

(a) Falls n < oo, so gilt Supp u C [-n,7].
(b) Falls Suppp C [-R,R] fir ein R € R, so gult n < 3R.

16.8 Bezeichnung. Es seien P und Q zwei Polynome. Wir sagen, dass sich die Nullstellen
von P und Q abwechseln, wenn

(a) alle Nullstellen von P und Q reell und einfach sind,
(b) die Nullstellenmengen von P und Q disjunkt sind,

(c) zwischen je zwei Nullstellen von P eine von Q und zwischen je zwei Nullstellen
von Q eine von P liegt.

16.9 Satz. Fir a;,...,a, 1 >0 undby,...,b, € R definteren wir die n-Jacobimatriz
als
b] a; 0 o ... 0
aq bz ap 0 ... 0
Jo=10 a b3 a3 ... O (16.3)
0O 0 0 0 ... by
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und definieren Po =1 und Py,..., P, rekursiv’ durch (16.1). Dann wechseln sich
die Nullstellen von P,_; und P, ab.

Bemerkung. (a) Die Gaufi-Quadratur hat ihre Knoten (also die Stellen, an denen
die zu integrierende Funktion ausgewertet wird), an den Nullstellen des n-
ten Legendre-Polynoms. Dazu muss gezeigt werden, dass das n-te Legendre-
Polynom tatsdchlich n verschiedene, reelle Nullstellen besitzt. Das folgt aus
obigem Satz.

(b) Wenn M die Multiplikation mit x bezeichnet und 7, die Projektion, die all
Monome vom Grad > n auf 0 abbildet, dann ist J,, die Matix von 7, o M in der

Basis (poy---,Pn-1)

16.10 Satz. Es sei J,, wie in (16.3). Dann sind die Nullstellen von P, genau die
Eigenwerte von J,.

16.11 Lemma. Es sei ], die n-Jacobimatriz zu den Jacobi-Parametern (a,)nen

und (by)nen, €S seten po,...,pn die durch die drei-Term-Rekursion definierten
Polynome und es seien yi,...,y, die Nullstellen von P,. Dann ist
=
n — — 1 . 57y
=1 Ze o Pely;)?
ein WahrscheinlichkeitsmafS auf R mit den Jacobi-Parametern ai,...,a, 1 und
biy..., by

16.12 Lemma. Es sein € N. Seien p und pu zwer Wahrschewnlichkeitsmafle auf R,
welche die ersten 2n Momente besitzen. Dann stimmen die Jacobi-Parameter
ajy...,0n_1 und by,..., b, der beiden Mafle genau dann tberein, wenn

Jxkdpzjxkdu firk=1,....2n—1. (16.4)

16.13 Theorem (Satz von Favard (Stieltjes, 1895)). Es seien (an)nen und (bn)nen
Jacobi-Parameter (d. h. a, >0, b, € R), so dass 1= 2sUp,cy an + SUP,en|bn| <
o0o. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafl 1, welches
diese Jacobi-Parameter besitzt. Es gilt Suppu C [-n,n].

16.14 Bemerkung. Es seien (a,)neny und (by)nen Jacobi-Parameter. Die drei-Term-
Relation besagt, dass die Jacobi-Matrix die Matrix der Multiplikation M: L?(pn) —
L%(u), f — xf, in der Orthogonalbasis (pn)nen, ist-

1Zur Definition von P, bené&tigen wir aj,...,a,_7 und by,...,b,.
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17 Zyklische Unterraume

17.1 Definition. Seien H ein Hilbertraum, A € L(H) und ¢ € H. Der zyklische Un-
terraum HEPA) ist der kleinste abgeschlossene Unterraum von H mit

() @ € HyY,
(b) wenn 1 € HYY, dann auch Ay € HYY und A*p € HY

17.2 Bezeichnung. Fiir n € N sei H,, ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, —),. Dann

definiert man
oo
@zz Hy = { Xn)nen|Xn € Hn>ZHXnH2 < 00}
=1

n=1
und versieht ihn mit dem Skalarprodukt

((Xn)neN> yn neN Z Xny yn
n=1

Mit dieser Setzung wird @22 H, zu einem Hilbertraum. Wenn die H, paarweise

n=I1
orthogonale, abgeschlossene Unterraume desselben Hilbertraums H sind, dann kann

man @EZ H, als Abschluss der algebraischen direkten Summe in H realisieren.

n=1
17.3 Lemma. Firp L Hy" gilt HyY L H{Y
17.4 Satz. Seien H ein separabler Hilbertraum und A € L(H). Dann ezistieren

ewne hochstens abzdhlbare Indexmenge 1 und eine orthonormale Familie (@i)icr
in H, so dass HEP}}) L ngﬁ\} firj #k und

(A) _
@gz H(Pi = H.
iel

Bemerkung. Es sei E ein Banachraum und H ein Hilbertraum.

(a) Wenn A selbstadjungiert ist, dann HE,;U = LH ({A™pn € Np}).

(b) Ein Vektor ¢ heiflt zyklisch fiir einen Operator in A € L(E), wenn

LH ({A"en € No}) =
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(c)

(¢)

Ein abgeschlossener Unterraum F C E ist ein tnvarianter Unterraum fiir einen
Operator A € L(E), wenn A(F) C F.

Das Problem des invarianten Unterraums fir den Banachraum E fragt, ob
jeder Operator A € L(E) einen nichttrivialen invarianten Unterraum besitzt.

Klar ist, dass A genau dann keinen nichttrivialen invarianten Unterraum be-
sitzt, wenn jedes ¢ # 0 zyklisch fiir A ist.

Fir Hilbertraume ist das Problem des invarianten Unterraums offen. Enflo hat
in den 70ern einen Banachraum zusammen mit einem Operator konstruiert,
der keinen invarianten Unterraum besitzt.

Ein Vektor ¢ heifit hyperzyklisch fiir einen Operator A, wenn {A"@n € Ny} =
E. Read hat 1988 einen Operator auf dem {' konstruiert, fiir den jeder nicht-
triviale Vektor hyperzyklisch ist.
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18 Der Spektralsatz fiir beschrankte,
selbstadjungierte Operatoren

18.1 Lemma. Es ser H ewn Hilbertraum und es seir A € L(H) selbstadjungiert mat
zyklischem Vektor ¢. Wair stellen A in der Basis dar, die man erhadlt, wenn man
die Folge (A @)ien, Gram-Schmidt orthogonalisiert. Dann ist die zugehdorige Ma-
triz eine Jacobi-Matriz.

18.2 Theorem (Spektralsatz fiir Operatoren mit zyklischem Vektor). Es sei H ein
Hilbertraum und es set A € L(H) selbstadjungiert mit zyklischem Vektor ¢ der
Lange 1. Dann ezistiert ein eindeutiges Maf3 u mit Trager in [—||Al],||A]], so
dass

jx"du(x) — (¢, A"p)

fiir alle n € Ny. Ferner existiert eine orthogonale Abbildung U: H — 1%(du), so
dass
(UAYD) (x) = x(U)(x) fiir alle y € H, x € R.

18.3 Theorem (Spektralsatz). Se: H ein separabler Hilbertraum und sei A € L(H)
selbstadjungiert. Dann existieren eine hochstens abzahlbare Menge 1 und fir
jedes j € I esn Wahrscheinlichkeitsmafl W, sowie eine unitdire Abbildung

u:H— @az Lz(pj),
jel
so dass fiur alle @ € H
(UA@)(x) =x(Uep(x)),
wober der Ausdruck auf der rechten Seite so zu verstehen 1st, dass alle Kompo-
nenten mit x multipliziert werden.
Bemerkung. Die Zerlegung ist nicht notwendig eindeutig.

18.4 Bewspiel. BEs sei A ein kompakter selbstadjungierter Operator in einem sepa-
rablen Hilbertraum H. Wir hatten in der Einfiihrung gezeigt, dass es ein Orthonor-
malsystem (e, )nen in H gibt, so dass
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Das ist genau die Aussage des obigen Satzes, wenn wir y; = 6, und
Up(x) = (@, €)jen)iey € @zz () und U ((@)ier) = D @je
jeN =1
wahlen.

18.5 Definition. Es seien E und F zwei C*-Algebren. Eine Abbildung ® € L(E,F) ist
ein x-Homomorphismus, wenn

(a) ®(ab) = O©(a)D(b) fiir alle a,b € E,
(b) ®(a*) = @(a)* fiir alle a € A.

18.6 Beispiel. Die Algebra Bla, b] der beschriankten, Borel-messbaren, komplexwer-
tigen Funktionen auf [a,b] ist eine C*-Algebra mit der komplexen Konjugation als
Involution und der Supremumsnorm als Norm. Wenn ¥ die charakteristische Funk-
tion einer Borelmenge B ist, dann definiert ®(f) := xgf einen *-Endomorphismus von
B([a,b]).

18.7 Theorem (Messbarer Funktionalkalkiil). Se: H ein separabler Hilbertraum und
set A € L(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein x-Homomorphismus

DOz Bl=[|A], [A[] — LH)
mit den Eigenschaften
(a) OA(1) =idy,
(b) @aAldiyapan) = A,
(c) wenn f,(x) — f(x) punktweise und sup, ,|fn(x)| < co, dann

lim @, (fy)(@) = Qa(f)(@) fiir jedes ¢ € H.

n—oo

Es sei H weiterhin ein Hilbertraum.

Bemerkung. Nach Satz 13.7 der Einfiihrung in die Funktionalanalysis ist eine Pro-
jektion genau dann orthogonal, wenn sie selbstadjungiert ist.

18.8 Definition. Ein selbstadjungierter Operator A € L(H) heifit positiv, wenn

(Ap, ) >0

fiir alle @ € H. In diesem Fall schreiben wir A > 0. Wir schreiben A > B, wenn
A—B>0.
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18 Der Spektralsatz fiir beschrdnkte, selbstadjungierte Operatoren

18.9 Lemma. Es seien P,Q € L(H) selbstadjungierte Projektionen mit P < Q.
Dann gelten

(a) BildP C Bild Q.
(b) Q — P 1st die orthogonale Projektion auf Bild Q N (Bild P)*.
(c) QP =PQ =P.

18.10 Definition. Es seien E und F zwei normierte Raume. Ein Netz (Ap)gep in L(E, F)
konvergiert stark gegen A, wenn fiir jedes x € A das Netz (Agx)scp gegen Ax kon-
vergiert. In diesem Fall schreiben wir

A= S—lim[geg Aﬁ.

Bemerkung. Die starke Operatortopologie ist schwacher als die durch die Opera-
tornorm gegebene Topologie. In der Formulierung des Satzes iiber den messbaren
Funktionalkalkiil kam die starke Konvergenz bereits vor.

18.11 Definition. Eine Abbildung E: R — L(H), t — Ey, ist eine Spektralschar (engl.
resolution of the identity), wenn:

(a) Alle E, sind orthogonale Projektionen.
(b) Wenn t < s, dann E; < E,.

(c) s-lim;, o E; =0 und s-lim;_,, E; = idy,.
(d) s-limg s Es = E; fiir jedes t.

Wenn E; = 0 fiir alle t < a und E, = idy, dann sagt man, dass der Tréager von E in
[a, b] liegt.

18.12 Satz. Es sei E eine Spektralschar mit Trdager in [—R,R]. Fir g € C[—R,R]
und n € N definteren wir

ZT‘L
iR
O,(g) = Z 9(]2—11) (EJ'R/zn - E(]’—])R/Z“) € L(H).

j=—2m
Dann konvergiert ®,.(g) in der Operatornorm gegen ein ®(g) € L(H). Das so
erkldrte @ besitzt die folgenden Eigenschaften

@(gh) = ®(g)@(h),

g+— O©(g) st linear,
®(g) = @(9g)7,
1(g)]| < [lgloo
(@(g)@, @) >0 fir ¢ € H und g > 0.
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18.13 Definition. Ein signiertes (bzw. komplezes) BorelmaRl auf einem topologischen
Raum X ist eine Abbildung p von der o-Algebra der Borelmengen nach R (bzw.
nach C), so dass:

(a) Es existiert C > 0, so dass
> In(Ay] < C,
j=1

fiir alle Folgen (Aj;)jcy von Borelmengen, welche UjeN Aj=Xund AjNA=10
fiir j # k erfiillen.

(b) Falls (A;)jen eine Folge von Borelmengen mit A; N Ay = () fiir j # k ist, so gilt
u(UAj> =D _ulAy).
j=1 j=1

18.14 Lemma. Fiir ein signierts Borelmafl w erkldren wir zwetr (positive) Borel-
mafle durch

iy (A) = sup u(B), w-(A) = — inf pu(B).
BCA =
Dann p(A) = uy (A) —p_(A).

18.15 Definition. Fiir ein signiertes Mafl u und eine messbare Funktion f definieren

wir
deuzjfdp+—deu.

Fiir ein komplexes Maf definieren wir [fdu= [fdRep+1i[fdImpu.

18.16 Satz. Es ser T € C(X,R)’. Dann existieren positive Funktionale T, und T_,
sodass T=T, —T_.

18.17 Theorem. Es set X ein kompakter topologischer Raum und es setr T € C(X)’
ein (C-wertiges) stetig lineares Funktional. Dann ezistiert ein eindeutig be-
stimmtes, komplexes Mafs u auf X, so dass

T(f) = deu, f e C(X).

18.18 Theorem. Es seir H ein separabler Hilbertraum. Fir eine Spektralschar E;
mat Trager in [—R,R] ser ®: C[—R,R] — L(H) die wn Satz 18.12 konstruier-
te Abbildung. Sie besitzt eine eindeutig bestimmte stetig lineare Fortsetzung
Y: B[—R,R] — L(H).

Fiir jede Wahl von @, € H ezistiert ein komplezes Borel-Maf$ pey auf R
mit Trdger in [—R,R] , so dass fiir alle g € B[—R,R]

(¥(g)o, ) = J g(1)dpyy (1),

Falls E, = Ey, so gilt Y(g) =0 fiir alle g mat Suppg C s, t[.
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18 Der Spektralsatz fiir beschrdnkte, selbstadjungierte Operatoren

Bemerkung. Man schreibt W(g) = [ g(t)dE,.

18.19 Theorem (Spektralsatz). Es seir H ein separabler Hilbertraum und es sei
A € L(H) selbstadjungiert. Dann gibt es eine Spektralschar E mit Trdger in
=IAL [IA[, so dass

Bemerkung. Fur die Abbildung @, aus dem messbaren Funktionalkalkiil gilt

Dalg) = Jg(t)dEt (18.1)

fiir die Spektralschar aus Theorem 18.19.

Bewess. Fiir ¢ € H und eine Borelmenge M setzen wir

Vo(M) = (Palxm)®, @) .

Wegen v,(M) = (DPa(Xm) @, Palxm)@) > 0 ist leicht zu sehen, dass v,, ein BorelmaRl
ist. Ferner sei u, , das Borelmaf} aus Theorem 18.18, also

ucp,@(M) = <JdeEt(P> (P> = <Et(p> (P> .

Aus dem Beweis des Spektralsatzes 18.19 wissen wir, dass By = P a(X)—co,y)- Also
stimmen p, , und v, auf den Intervallen der Form |—oo0, t] iiberein. Da beide Mafle
o-endlich sind, sind sie gleich. Wir hatten im Beweis von Lemma 13.5 der Einfiihrung
in die Funktionalanalysis fiir selbstadjungiertes A die folgende Polarisationsgleichung
hergeleitet

Re(Ax,y) = 3 ((Alx +y),x +y) — (Al — y),x —y)).

Da eine ahnliche Formel auch fiir den Imaginarteil gilt folgt hieraus schliefllich die
Behauptung. O

Bei Meise und Vogt hat Theorem 18.19 eine etwas andere Gestalt:

18.20 Definition. Ein Spektralmaf ist eine Abbildung E von der o-Algebra der Borel-
mengen in R nach L(H) mit den Eigenschaften:

(a) Fiir jedes Borelmenge M ist Ewm eine orthogonale Projektion; ferner E(()) = 0
und E(o(A) =idy.

(b) Fiir Borelmengen M; und M, gilt E(M; N M,) = E(M;)E(M,).
(c) Fiir disjunkte Borelmengen M; und M, gilt E(M; UM,) = E(M;) + E(M,).

(d) Fiir jedes ¢ € H ist EWPM — (E(M)(p, @) ein Borelmaf} auf R.
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18.21 Theorem. Se: H ein separabler Hilbertraum, sei A € L(H) selbstadjungiert
und sei Op: B[—||A],||Al]l — L(H) die Abbildung des messbaren Funktional-
kalkils. Dann wird durch M — ®a(xm) ein Spektralmafl gegeben. Ferner gilt

(A(p» (P) - Jtdgcp,(p

fur alle @ € H.

18.22 Theorem. Sei H ein separabler Hilbertraum und sei A € L(H) selbstadjun-
giert. Die folgenden dreir Mengen stimmen tberein:

(a) o(A),
(b) 0:(A) ={A € RVe > 0: Exe # Ea_c),

(c) 03(A) = Ui, Suppwy fir die Mafe p; aus der Formulierung 18.3 mittels
Multiplikation.

Bemerkung. Das bedeutet, dass man beim messbaren Funktionalkalkiil das Intervall
[—||A]l, [|A]|] durch o(A) ersetzen kann.

18.23 Theorem (Spektraler Abbildungssatz). Es sei H ein separabler Hilbertraum
und es set A € L(H) selbstadjungiert. Fir jedes f € C(o(A)) gt o(DA(f)) =
flo(A)).
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19 Anwendungen des Spektralsatzes

19.1 Satz. Sei H ein separabler Hilbertraum und sei A € L(H) selbstadjungiert.
(a) A >0 genau dann, wenn o(A) C [0, col.

(b) Wenn A > 0, dann existiert ein selbstadjungierter Operator B > 0 mat
B2 =A.

19.2 Definition. Es seien pu und v zwei Borelmafle auf einem topologischen Raum X.
Das Maf3 v heifit p-singuldr, wenn es eine Borelmenge A gibt, fiir welche u(A) =0
und v(X\ A) = 0. Wir schreiben p L v.

19.3 Bemerkung. v ist genau dann p-singular, wenn p auch v-singular ist.
Das Dirac-Ma8 ist A;-singular.

19.4 Satz. Es seien pu und v Borelmafe.

(a) Falls es Borelmengen A,, n € N gibt, so dass lim, ,, n(A,) = 0 und
lim, o V(X\ A,) =0, so ist v u-singuldr.

b) Falls es nichtnegative, Borel-messbare Funktionen g,, n € N, gibt, so dass
g
gn > 0 v-fast iberall und

1
lim Jgndu =0 und lim J—dv =0,

n—oo n—oo gn
so st v w-singular.

19.5 Definition. Es seien p und v Borelmafle. Man sagt, dass v absolutstetig bezliglich p
ist, wenn jede Borelmenge, die eine p-Nullmenge ist, auch eine v-Nullmenge ist. In
diesem Fall schreibt man v < p.

19.6 Beispiel. Es sei u ein Borelmafl und es sei f € L'(u). Fiir jede Borelmenge M
setzen wir v(M) = [, fdu. Dann v < p.
Die Umkehrung ist der Satz von Radon-Nikodym.

19.7 Theorem (v. Neumann (1940)). Es seien u und v endliche Borelmafe auf
einem Messraum X. Dann ezistieren f € L'(u) und ein Borelmafl v, so dass
f>0, vi L uund

v ="1fu+ v,
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19.8 Theorem (Satz von Radon-Nikodym). Es seien pu und v endliche Borelmafe
auf einem Messraum X. Falls v < |, so gibt es f € L'(u), so dass v = fy.

Bemerkung. Es geniigt, wenn p o-endlich ist. Das wird z. B. in der Maf- und Wahr-
scheinlichkeitstheorie von Bauer gezeigt. Der schwierige erste Fall des Beweises ist
genau der hier gezeigte.

19.9 Theorem (Lebesguescher Zerlegungssatz). Es seien pu und v zwet endliche Bo-
relmafle. Dann ezistieren Mafle vo. und vg, so dass vy L W, Voo < U und
V = Vg + Vs.

19.10 Definition. Es sei p ein Mafl auf X.

(a) Ein Massepunkt ist ein x € X mit pu({x}) > 0. Das MaB} p ist ein reines
Punktmaf, falls aus u(A) > 0 bereits die Existenz eines Massepunkts in A
folgt.

(b) Ein MaB heifit stetig, falls es keine Massepunkte besitzt.

19.11 Lemma. Es sei u ein endliches Borelmafl auf etnem topologischen Raum X.
Die Menge {x|u({x}) > 0} st héchstens abzdhlbar.

19.12 Satz. Es ser u ewn endliches Borelmafl auf einem kompakten Raum X. Dann
ezistieren ewn rewnes Punktmaf w,, und ewn stetiges MafS |, so dass L = Hpp+Hc.

19.13 Bemerkung. Es seien pu und v endliche Borelmafie auf einem topologischen
Raum X. Das Mafl pu sei stetig. Zerlegt man v = v, + v, wie im Lebesgueschen
Zerlegungssatz, so ist auch v, stetig. Also v, = (v;),p und wir haben die Zerlegung

V = Vac + Vpp + V.

Bei all den kommenden Definitionen im Rest dieses Abschnitts ist H ein sepa-
rabler Hilbertraum und A € L(H) selbstadjungiert. Die Beweise mache ich wie in
Abschnitt 7.2 von Weidmann, Linear Operators in Hilbert Spaces.

19.14 Definition. Das Punktspektrum o, (A ist gleich der Menge der Eigenwerte. Es
sei H,, der Abschluss der Linearen Hiille aller Eigenvektoren. Wir bezeichnen H,,
als den unstetigen Unterraum von H.

Das orthogonale Komplement H, := Hép ist der stetige Unterraum von H.

19.15 Bezeichnung. Sei b € R. Dann existiert s-lim; », E(t) nach Aufgabe 3 von
Blatt 11. Wir bezeichnen diesen Projektor mit E(b,).

19.16 Bemerkung. (a) E(A) —E(Ay) = @a(xp)), wenn @, den messbaren Funk-
tionalkalkiil bezeichnet.

(b) Wenn ¢ ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist, dann (E(A) —E(AL))@ = o.
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19 Anwendungen des Spektralsatzes

(c) Fiir jedes ¢ gilt mit P == Oa(xpy) @
AP = D (idr) DA (X))@ = (DA(idR X{?\}) P = (DA(AX{)\}) @ =M.
Es ist aber natiirlich im allgemeinen nicht klar, dass { # 0.
(d) Wenn p, , = 55, dann ist ¢ ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert A.
19.17 Satz. Isolierte Punkte von o(A) sind Eigenwerte.

19.18 Satz. (a) H, besteht aus allen Vektoren o, fir welche o, ein reines
Punktmaf 1st.

(b) H. besteht aus allen Vektoren ¢, fiir welche n, , stetig ust.

19.19 Definition. Der singuldr stetige Unterraum Hg. besteht aus allen ¢ € H,, fiir
welche eine Borelsche Lebesgue-Nullmenge N existiert, fiir welche @ = @A (xn)@-

19.20 Lemma. H,, st abgeschlossen in H.

19.21 Definition. Der absolut stetige Unterraum H,. ist das ortogonale Komplement
von Hg. in Hc. Der singuldre Unterraum H, ist definiert durch Hy = H, & H,..

19.22 Satz. (a) H; besteht aus denjenigen ¢ € H, fiir welche pu,, singuldr zum
Lebesguemafs ist.

(b) Hy besteht aus denjenigen ¢ € H, fir welche w, , absolutstetig beziiglich
des Lebesguemafles 1st.

Den Beweis findet man als Beweis von Theorem 7.27 im Buch von Weidmann.
19.23 Satz. Die Rdume H,,, H¢, Hy, Hy und Hqo sind invariant unter A.

19.24 Bezeichnung. Fiir z € {p,c,sc, ac, s} bezeichnen wir mit A, € L(H,) die Ein-
schrédnkung von A auf H,. Man bezeichnet T; als den (spektral) singuldren Anteul
von A, entsprechend fiir die anderen Zeichen.
Das singuldre Spektrum o,(A) ist das Spektrum von A, entsprechen fiir z =
¢, sc, ac. Das Punktspektrum hatten wir bereits definert. Es gilt o(A,) = m.
Man sagt, dass A ein reines Punktspektrum hat, wenn A = A, entsprechend fiir
die anderen Falle.
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20 Unitare Operatoren

20.1 Bezeichnung. Fiir k,{ € Z bezeichnen wir die im Ring C\{0} holomorphe Funktion

¢
f(z) = Z oz
n=k

als Laurent-Polynom. Wenn oy # 0 und o # 0, dann ist {—k der Grad des Laurent-
Polynoms.

20.2 Bemerkung. (a) Indem man z *f(z) betrachtet, sieht man, dass f unter
Beriicksichtigung der Vielfachheiten genau { — k Nullstellen in C \ {0} besitzt.

(b) Wenn f(e*) € R fiir alle 0 € R, dann

f(]z) = f(z) fiir alle z # 0.

Insbesondere ist der Grad von f dann gerade.

20.3 Theorem (Fejér-Riesz). Wenn f ein Laurent-Polynom ist, fiir welches f(e'®) >

0 fiir alle © € R, dann existiert ein Polynom P, welches keine Nullstellen in D
besitzt, so dass

Insbesondere gilt f(e®) = |P(e')|*.
20.4 Definition.

(a) Eine iiber Z indizierte Familie (c,)nez heiBt positiv definit,
wenn fiir alle { und alle ({;)j—y,.., € C* gilt

i
Z Zj CkCr—j > 0.
j k=1

(b) Fiir n € Z ist das n-te Moment eines endlichen Borelmafles p auf 0D definiert
als

Cn = J zZ"du(z).
oD
20.5 Theorem (Carathéodory-Toeplitz). Eine tber 7Z indizierte Familie (c,)nez be-

steht genau dann aus den Momenten eines endlichen Borelmafles auf 0D, wenn
sie positwv definit 1st.
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20 Unitdre Operatoren

20.6 Satz. Es set U € L(H) ewn unitdrer Operator mit zyklischem Vektor ¢. Dann
gibt es ewn endliches Borelmafl 1, so dass fir allen € Z

(@, U ) = JaDZ“du(Z)-

Von hier aus kann man vorgehen wie im selbstadjungierten Fall und die entspre-
chenden Varianten bekommen. In Satz 14.8 hatten wir bereits gezeigt, dass das Spek-
trum eines unitaren Operators in 0D liegt.

20.7 Theorem (Messbarer Funktionalkalkiil). Se: H ein separabler Hilbertraum und
set U € L(H) wnitdr. Dann existiert ein x-Homomorphismus

®y: B(oD) — L(H)
mit den Eigenschaften
(a) Oy(1) =idy,
(b) ®uliden) = U,
(c) wenn f.(z) — f(z) punktweise in 0D und sup, ,|fy| < oo, dann

s-1imn 00 (Du(fn) - (Du(f)

Man kann ebenfalls zeigen, dass Supp p; C o(U) fiir alle j.

Der Spektralsatz fiir unitare Operatoren ist ein Spegialfall des Spektralsatzes fiir
normale Operatoren, den ich allerdings nicht zeigen werde.

20.8 Theorem (Spektralsatz fiir normale Operatoren (Simon, Cor. 5.6.6)). Set H ein
Hilbertraum, set A € L(H) normal und sei ¢ ein zyklischer Vektor fir A. Dann
gibt es ein eindeutig bestimmtes Maf u auf o(A), so dass

(0, (A AT) = [ 252du(z).
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21 Unbeschrankte Operatoren zwischen
Hilbertraumen

AbD jetzt schreiben wir das Skalarprodukt als (x,y), um es vom Paar (x,y) zu unter-
scheiden.

Aussagen, die ich bereits in Kapitel 18 der Einfiihrung gezeigt hatte, referiere ich
nur noch. Damals hatte ich mich an dem Buch von Meise und Vogt orientiert.

21.1 Definition. Ein Operator A von H nach G ist eine lineare Abbildung A von einem
Unterraum D(A) von H mit Werten in G. D(A) ist der Definitionsbereich von A,
R(A) = {Ax | x € D(A)} ist sein Bild. Der Prahilbertraum G(A) = {(x,Ax) | x €
D(A)} ist der Graph von A.

Der Operator A ist dicht definiert, wenn sein Definitionsbereich dicht ist.

Sind A und B zwei Operatoren von H nach G und gilt G(A) C G(B), so bezeichnet
man B als Erweiterung von A und A als Einschrankung von B.

21.2 Definition. Ein Operator A von H nach G heifit abgeschlossen, wenn sein Graph

abgeschlossen ist. Er heif3t abschliefSbar, wenn G(A) Graph eines Operators B ist. In
diesem Fall ist B die Abschliefung von A. Wir schreiben dann A.

21.3 Bemerkung. (a) A ist also definiert durch G(A) = G(A).

(b) Wenn A abgeschlossen mit D(A) = H ist, dann ist A stetig. Das folgt aus dem
Satz von abgeschlossenen Graphen.

(c) Fiir H := L?[0, 1] definieren wir einen Operator A in H wie folgt: D(A) besteht
aus allen Polynomen, und fiir ein Polynom p ist Ap := p(2), verstanden als
konstante Funktion. Sei f(x) := x, dann offenbar f € L[0, 1]. Wir zeigen (f,0) €
G(A) und (f,2) € G(A).

21.4 Definition. Der Sobolewraum H'[0, 1] besteht aus allen Funktionen f € L?[0, 1],
deren distributionelle Ableitung f’ in L?[0, 1] liegt. Er wird versehen mit dem Skalar-
produkt

(f,9)=|

fgdA; + J £7g7dM;.
[0,1]

[0,1]

21.5 Bemerkung. Wir hatten in der Einfilhrung in die Partiellen Differentialglei-
chungen gesehen, dass H'[0,1] ein Hilbertraum ist. Die Ableitung ist ein stetiger
Operator H'[0, 1] — L?[0, 1].

53



21 Unbeschrdnkte Operatoren zwischen Hilbertrdumen

21.6 Beispiel. Es sei D(A) = DI[0,1]. Auf D(A) definieren wir durch Af = if’
einen unbeschriankten Operator in H = [? [0, 1]. Er ist abschliefbar. Genauer gelten
D(A) = H}[0,1] und Af = if".

21.7 Lemma. Sei A ewn dicht definierter Operator von H nach G. Dann definieren
wir D(A*) ={y € G | x — (Ax,y) ist stetrg auf D(A)}. Es gelten

(a) D(A*) ist ein linearer Unterraum von G.
(b) Fir jedesy € D(A*) gibt es ein eindeutig bestimmtes A*y € H mat

(Ax,y) = (x,A"y) fir alle x € D(A).

(c) A*: D(A*) — H st linear.

21.8 Definition. Sei A ein dicht definierter Operator von H nach G. Den Operator A*
aus 21.7 bezeichnet man als den zu A adjungierten Operator.

21.9 Beispiel. Flir A wie in Beispiel 21.6 gilt x € D(A*).

21.10 Lemma. Sez A ein Operator von H nach G. Wenn A abschliefsbar und dicht
definiert ist, dann gilt A° = A*.

21.11 Satz. Sei A ewn dicht definierter Operator von H nach G. Dann gelten
(a) A* ist abgeschlossen mit ker A* = (Bild A)*.
(b) A* ist genau dann dicht definiert, wenn A abschliefSbar ist.
(c) Wenn A abschliefbar ist, dann A = A**.

21.12 Korollar. Wenn A ewn dicht definiterter, abgeschlossener Operator von H
nach G 1ist, so i1st A* abgeschlossen und dicht definiert, und es gilt A = A**.
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22 Unbeschrankte selbstadjungierte
Operatoren

22.1 Definition. Ein dicht definierter Operator A in einem Hilbertraum H heift sym-
metrisch, wenn A C A*. Er ist selbstadjungiert, wenn A = A*. Ein symmetrischer
Operator A heit wesentlich selbstadjungiert, wenn A selbstadjungiert ist.

22.2 Lemma. Seir A ein symmetrischer Operator in H. Dann 1st A abschliefSbar,
und A ist symmetrisch.

22.3 Bemerkung. Sei A ein dicht definierter, symmetrischer Operator. Dann gilt fiir
x,y € D(A)

<Axay> = <X> AU)'
Insbesondere ist (Ax,x) reell fiir jedes x € D(A).

22.4 Beispiel. Es sei A wie in Beispiel 21.6. Dann ist A symmetrisch, aber nicht
selbstadjungiert.

22.5 Definition. Es sei A ein injektiver Operator von H nach G. Dann wird durch
G(AT) ={(Ax,x) | x € D(A)}

ein Operator mit Definitionsbereich D(A~') = Bild A erklart. A~' ist der Inverse
zu A.
Offenbar ist A~' genau dann abgeschlossen, wenn A abgeschlossen ist.

22.6 Lemma. Sei A ein ingektiver, dicht definierter Operator von H nach G, dessen
Bild dicht in G ist. Dann ist A* injektiv, A~ ist dicht definiert, und es gilt
(A*)A — (AA)*.

22.7 Definition. Fiir Operatoren A, B von H nach G definieren wir A+B auf D(A+B) =
D(A)ND(B) durch (A + B)(x) = Ax + Bx.

22.8 Lemma. A und B seien Operatoren von H nach G. Dann gelten:
(a) Falls A abgeschlossen und B beschrdnkt ist, so ist A+ B abgeschlossen.
(b) Falls A+ B dicht definiert ist, so gilt A* + B* C (A + B)*.

(c) Falls A dicht definiert und B beschrdnkt ist, so gilt A*+B* = (A + B)*.
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22 Unbeschridnkte selbstadjungierte Operatoren

Ohne Beweis erwahne ich den Satz von Rellich-Kato:

22.9 Theorem (Simon, Theorem 7.1.14). Seten A und B zwei Operatoren in dem
Hilbertaum H, wobei A selbstadjungiert ist. Ferner gelte D(A) C D(B) und es
gebe 0 < o < 1 und 0 < B, so dass ||Be| < «||A@| + B|¢|. Wenn nun B
selbstadjungiert ist, dann 1st auch A + B selbstadjungiert.

22.10 Definition. Sei A ein Operator von H nach G, und sei B ein Operator von G
nach F. Mit BA wird der Operator bezeichnet, der auf D(BA) = {x € D(A) | Ax €
D(B)} definiert ist durch (BA)x = B(Ax).

22.11 Lemma. Sei A ein dicht definterter Operator von H nach G, und seir B in
dicht definierter Operator von G nach F. Dann gelten

(a) A*B* C (BA)*, falls BA dicht definiert ist.
(b) Falls B stetig, so ist BA dicht definiert, und es gilt A*B* = (BA)*.

22.12 Lemma. Sei A ein symmetrischer, abgeschlossener Operator in H. F4ir jedes
z € C\ R st zid —A wngektiv und Bild(zid —A) abgeschlossen.

22.13 Definition. Sei A ein Operator in H. Die Resolventenmenge p(A) besteht aus
denjenigen z € C, fiir die zid —A injektiv ist mit Bild(zid —A) = H. Die Menge
0(A) = C\ p(A) heiBlt Spektrum von A. Fiir z € p(A) bezeichnet man R(z,A) =
(idz — A)~' als Resolvente von A in z.

22.14 Bemerkung. Falls A abgeschlossen ist, so gilt R(z, A) € L(H) fiir z € p(A).

22.15 Satz. Der Operator A sei selbstadjungiert in H. Dann st sein Spektrum
eine Teilmenge von R.

22.16 Satz. F4ir ewnen Operator A in H sind dquivalent:

(a) A st selbstadjungiert.
(b) A ist symmetrisch mit o(A) C R.

(c) A ist symmetrisch, und es gibt z € C\ R, so dass z,z € p(A).

22.17 Beispiel. Fiir A € C betrachten wir in H = [?[0,1] den durch D(A) =
{f € H'[0, 1]|f(1) = Af(0)} und Af = if’ gegebenen Operator. Wenn |A| = 1, dann
ist A selbstadjungiert.

22.18 Satz. Wenn A ein abgeschlossener Operator ist, dann ist o(A) abgeschlos-
sen.

22.19 Satz. Sei A ein abgeschlossener Operator in H mit o(A) = (. Dann A~ €
L(H) und o(A7") ={0}.

22.20 Satz. Sei A ein selbstadjungierter Operator in H # {0}. Dann o(A) # 0.
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23 Die Cayley-Transformierte

23.1 Definition. Sei A ein symmetrischer, abgeschlossener Operator in H. Nach Lem-
ma 22.12 ist —iid —A injektiv. Der Operator U = (iid —A)(—iid —A)~' mit D(U) =
Bild(—iid —A) heit Cayley- Transformierte von A.

Bemerkung. In der Funktionentheorie war die Cayley-Abbildung \: z — %= aufge-

zH
treten. Es handelt sich um eine biholomorphe Abbildung von H nach D. Ihre Inverse

ist w— i%.

23.2 Lemma. FYir jeden abgeschlossenen, symmetrischen Operator A in H st die
Cayley-Transformierte eine Isometrie von Bild(—iid —A) auf Bild(iid —A).

23.3 Satz. Sei A ein selbstadjungierter Operator in H und seir U seine Cayley-
Transformierte. Dann gelten

(a) U € L(H) ist unitdr und id —U ist injektiv.
(b) D(A) = Bild(id —U) und A = i(id +U)(id —U)~".

23.4 Lemma. Sei U € L(H) unitdr, und sei id —U injektiv. Dann st der auf D(A) =
Bild(id —U) definierte Operator A =i(id+U)(id —U)~" symmetrisch.

23.5 Satz. Ser U € L(H) unitdr, und ser id —U ingektiv. Dann ist der auf D(A) =
Bild(id —U) definierte Operator A = i(id +U)(id —U)~' selbstadjungiert und seine
Cayley-Transformierte st U.

23.6 Satz. Wenn U die Cayley-Transformierte eines selbstadjungierten Opera-
tors A 1st, welcher nicht beschrankt ist, dann o(U) = {_ii;_“LL | weo(A)U{T}
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24 Der Spektralsatz fiir unbeschrankte,
selbstadjungierte Operatoren

24.1 Definition. Sei pn ein Borelmafl auf einer messbaren Menge QO C RV, und sei
f: QO — C Borel-messbar. Wir definieren den Multiplikationsoperator M; in L2(n)
durch

D(My) = {cp € L*(w) ‘ L\ftﬂzdu < 00}, Mo = fo.
24.2 Satz. M st abgeschlossen und dicht definiert mit M = M.
24.3 Definition. Fiir eine Borel-messbare Abbildung f: O — C bezeichnet
W, (f) ={A € C|Ve >0:u(f'(BN)) >0}
den wesentlichen Wertebereich von f. Fiir eine Familie (;)ic; von MaBen setzt man
Wi (f) ={A € C|Ve>03iel:w(f'(BA)) >0
24.4 Bemerkung. Der wesentliche Wertebereich ist abgeschlossen.
24.5 Satz. o(My) = W, (f).
24.6 Beispiel. Bs gilt 0(M;) = R, wenn p das Lebesgue-Maf auf R ist.

24.7 Theorem (Spektralsatz). Sei A ein selbstadjungierter Operator in einem sepa-

rablen Hilbertraum H. Dann existieren eine Familie (W;)ic1 endlicher, requldrer

Borelmage auf o(A) und ein unitarer Operator U: H — @ez L*(o(A), ) mit
j€]

UAU" = M,. Hier bezeichnet M, wieder die Multiplikation mit der identischen

Abbildung auf o(A).

24.8 Beispiel. Durch D(A) = H'(R), Af = if’, wird ein Operator im L?(R) gegeben.
Er ist selbstadjungiert. Das zum Spektralsatz gehorige Diagramm ist

D(A) —— D(M,)

Al M)\l
LX(R) —— L(R),
denn F(f')(&) = —1EF()(E).
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