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1 Mengentopologie

�Uberall K = C oder K = R. Null ist keine nat�urliche Zahl.

1.1 Definition. Eine Topologie auf einer Menge X ist ein System O von Teilmengen

von X mit den folgenden drei Eigenschaften

(a) X ∈ O und ∅ ∈ O.

(b) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen in O ist wieder in O.

(c) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen in O ist wieder in O.

Die Elemente von O hei�en o�ene Mengen.

1.2 Beispiel. (a) Die Potenzmenge von X ist eine Topologie auf X, welche als dis-

krete Topologie bezeichnet wird.

(b) {∅, X} ist eine Topologie auf X (genannt \der Klumpen").

(c) Wenn X mit einer Metrik versehen ist, dann haben wir schon eine De�nition

des Begri�s \o�en" aus der Analysis II. Die in diesem Sinn o�enen Mengen

bilden eine Topologie.

(d) Die Topologie τcc auf R besteht aus ∅ sowie allen Mengen G, f�ur welche R \G

h�ochstens abz�ahlbar ist. Sie hei�t ko-abz�ahlbare Topologie.

1.3 Bemerkung. (a) Man sagt, eine Topologie O1 sei gr�ober oder schw�acher als

eine andere Topologie O2, wenn O1 eine Teilmenge von O2 ist. In diesem Fall

sagt man auch, dass O2 feiner als O1 ist.

(b) Der Durchschnitt beliebig vieler Topologien auf X ist wieder eine Topologie

auf X.

1.4 Satz. Es sei B eine Menge von Teilmengen von X. Nach Bemerkung 1.3

existiert eine gr�obste Topologie OB, welche B umfasst. Eine Menge G ist genau

dann o�en in OB, wenn es eine Indexmenge A und zu jedem α ∈ A Elemente

Gα,1, . . . , Gα,nα in B gibt, so dass

G =
⋃
α∈A

nα⋂
j=1

Gα,j.
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1 Mengentopologie

1.5 Definition. In der Situation von Satz 1.4 bezeichnet man B als Basis der Toplogie

und OB als die erzeugte Topologie.

1.6 Definition. Sei a ∈ X. Eine Teilmenge U ⊂ X hei�t Umgebung von a, wenn es eine

o�ene Menge G mit a ∈ G ⊂ U gibt.

F�ur eine beliebige Menge M ist a ein innerer Punkt von M, wenn M Umgebung

von a ist. Das Innere vonM besteht aus allen inneren Punkten vonM. Man schreibt
�M f�ur das Innere von M.

1.7 Lemma. M ist genau dann o�en, wenn M = �M.

1.8 Definition. Ein topologischer Raum hei�t separiert oder Hausdor�sch, wenn es

zu je zwei verschiedenen Punkten a 6= b in X Umgebungen Ua von a und Ub von b

gibt, so dass Ua ∩Ub = ∅.

1.9 Beispiel. Jede Topologie, die von einer Metrik induziert wird, ist hausdor�sch.

Die ko-abz�ahlbare Topologie auf R ist nicht hausdor�sch.

1.10 Definition. Eine Folge (xn)n∈N konvergiert genau dann gegen a, wenn es zu jeder

Umgebung U von a ein N ∈ N gibt, so dass an ∈ U f�ur alle n ≥ N.

1.11 Beispiel. Eine reelle Folge (xn)n∈N konvergiert genau dann in der ko-abz�ahlbaren

Topologie, wenn es ein N gibt, so dass xn = xN f�ur alle n ≥ N.
Das wird der ersten Pr�asenz�ubung gezeigt.

1.12 Definition. Eine Teilmenge A ⊂ X hei�t abgeschlossen, wenn X \A o�en ist.

Der AbschlussM einer MengeM ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Ober-

mengen von M.

1.13 Definition. Eine Abbildung f : X→ Y zwischen topologischen R�aumen hei�t stetig

in a ∈ X, wenn es zu jeder Umgebung U von f(a) eine Umgebung W von a mit

f(W) ⊂ U gibt.

1.14 Satz. f : X→ Y ist genau dann stetig, wenn f�ur jede o�ene Menge G ⊂ Y das

Urbild f−1(G) o�en ist.

1.15 Bemerkung. (a) Wenn f stetig und (xn)n∈N eine gegen a konvergente Folge

ist, dann konvergiert (fn(a))n∈N gegen f(a).

(b) Es gibt aber topologische R�aume X und Y und unstetige Abbildungen f : X→ Y,

f�ur die trotzdem limn→∞ f(xn) = f
(
limn→∞ f(xn)) f�ur alle konvergenten Fol-

gen (xn)n∈N gilt. Ein Beispiel bildet die Identit�at von R, wenn man R einmal

mit der ko-abz�ahlbaren und einmal mit der diskreten Topologie versieht. Auch

das wird in der ersten Pr�asenz�ubung gezeigt.
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1.16 Definition. Sei O eine Topologie auf X und sei Y eine Teilmenge von X. Dann ist

OY = {G ∩ Y | G ∈ O}

eine Topologie auf Y. Man bezeichnet sie als Teilraumtopologie.

1.17 Definition. Sei (Xi,Oi)i∈I eine Familie topologischer R�aume. Die gr�obste Topologie

auf
∏

i∈I Xi, f�ur welche alle kanonischen Abbildungen πi :
∏

j∈I Xj → Xi, (xj)j∈I 7→ xi,

stetig sind, hei�t Produkttopologie.

1.18 Satz. Sei B die Menge aller Produkte der Form
∏

i∈IGi, wobei alle Gi o�en

in Xi und nur endlich viele Gi von Xi verschieden sind. Eine MengeM ⊂
∏

i∈I Xi
ist genau dann o�en in der Produkttopologie, wenn sie Vereinigung von Elemen-

ten von B ist.

Sind alle Xi Hausdor�sch, so ist auch
∏

i∈I Xi Hausdor�sch.

1.19 Definition. Ein Hausdor�scher topologischer Raum X hei�t kompakt, wenn jede

o�ene �Uberdeckung von X eine endliche Teil�uberdeckung besitzt. Eine Teilmenge ei-

nes topologischen Raums hei�t kompakt, wenn sie kompakt in der Teilraumtopologie

ist.

1.20 Bemerkung. Ein Hausdor�scher topologischer Raum X ist genau dann kom-

pakt, wenn es zu jeder Familie (Ai)i∈I von abgeschlossenen Mengen mit
⋂
i∈IAi = ∅

eine endliche Teilmenge J ⊂ I gibt, so dass
⋂
i∈JAi = ∅.

1.21 Satz. Sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen Hausdor�schen topolo-

gischen R�aumen. Wenn X kompakt ist, dann auch f(X).

1.22 Theorem (Tychono�). Sei (Xi)i∈I eine Familie topologischer R�aume. Das Pro-

dukt
∏

i∈I Xi ist genau dann kompakt, wenn alle Xi kompakt sind.

Diesen Satz zeige ich nicht. Am bequemsten folgert man ihn aus dem Ultra�lter-

satz. So wird das sowohl in Meise und Vogt als auch in der Topologie von Schubert

gemacht.
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2 Lokalkonvexe Räume

2.1 Definition. Sei E ein K-Vektorraum. EineHalbnorm auf E ist eine Funktion p : E→
[0,∞[ mit den folgenden Eigenschaften:

(N1) p(λx) = |λ|p(x) f�ur alle λ ∈ K, x ∈ E.

(N2) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) f�ur alle x, y ∈ E (Dreiecksungleichung).

Eine Halbnorm, die auch noch die Eigenschaft

(N3) p(x) = 0 genau dann, wenn x = 0,

besitzt, ist eine Norm.

2.2 Beispiel. (a) Sei E = C(RN). F�ur jedes n ∈ N ist ‖f‖n = sup|x|≤n|f(x)| eine
Halbnorm auf C(RN). Sie ist keine Norm.

(b) Sei E = H(C) der Raum der ganzen Funktionen. F�ur jedes n ∈ N ist ‖f‖n =

sup|z|≤n|f(z)| eine Norm auf H(C). F�ur n 6= m sind die Normen ‖·‖n und ‖·‖m
nicht �aquivalent.

2.3 Definition. Sei E ein K-Vektorraum.

(a) M ⊂ E hei�t konvex, wenn f�ur je zwei x, y ∈M die Verbindungsstrecke {λx +

(1− λ)y | λ ∈ [0, 1]} in M liegt.

(b) M hei�t absolutkonvex, wenn f�ur alle Wahlen von x, y ∈M und λ, µ ∈ K mit

|λ|+ |µ| ≤ 1 auch λx+ µy ∈M.

Beispiel. Sei p eine Halbnorm und r > 0. Dann sind p−1([0, r[) und p−1([0, r]) abso-

lutkonvex.

2.4 Definition. Sei E ein K-Vektorraum, der eine Topologie tr�agt. Ein System U von

Umgebungen der Null hei�t Nullumgebungsbasis, wenn es zu jeder Umgebung V der

Null ein Element U ∈ U mit U ⊂ V gibt.

Beispiel. Sei E ein normierter Raum. Dann sind {B1/n(0) | n ∈ N} und {B1/n(0) | n ∈
N} Nullumgebungsbasen. Hierbei Bε(x) = {y ∈ E | ‖x− y‖ < ε}.

2.5 Definition. Ein lokalkonvexer Raum ist ein K-Vektorraum E zusammen mit einer

Topologie, so dass
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(a) E Hausdor�sch ist,

(b) die Addition +: E× E→ E, (x, y) 7→ x+ y, stetig ist,

(c) die Multiplikation mit Skalaren · : K× E→ E, (λ, x) 7→ λx, stetig ist,

(d) E eine Nullumgebungsbasis besitzt, die aus absolutkonvexen Mengen besteht.

Ein K-Vektorraum, der nur die Eigenschaften (a){(c) besitzt, ist ein topologischer

Vektorraum.

2.6 Beispiel. (a) Normierte R�aume sind lokalkonvex.

(b) (R, τcc) ist noch nicht einmal ein topologischer Vektorraum.

2.7 Definition. Sei E ein K-Vektorraum.

(a) M ⊂ E hei�t absorbierend, wenn es zu jedem x ∈ E ein R > 0 gibt, so dass

x ∈ RM.

(b) Sei A ⊂ E absorbierend und absolutkonvex. Das Minkowski-Funktional ‖·‖A
ist de�niert durch

‖x‖A = inf{t > 0 | x ∈ tA}.

2.8 Satz. Sei E ein lokalkonvexer Raum, sei U eine absolutkonvexe Nullumgebung.

(a) U ist absorbierend.

(b) Das Minkowski-Funktional ‖·‖U ist eine stetige Halbnorm auf E.

(c) �U = {x ∈ E | ‖x‖U < 1} ⊂ U ⊂ {x ∈ E | ‖x‖U ≤ 1} = U.

(d) F�ur λ ∈ [0, 1[ gilt λU ⊂ �U.

Den Beweis �ndet man im Buch von Meise und Vogt.

2.9 Satz. Es seien E und F lokalkonvexe R�aume und es sei A : E→ F eine lineare

Abbildung. Es sind gleichwertig:

(a) A ist stetig.

(b) F�ur jede Nullumgebung V in F ist A−1(V) eine Nullumgebung in E.

(c) Zu jeder stetigen Halbnorm q auf F existieren eine stetige Halbnorm p

auf E und C > 0, so dass q(Ax) ≤ Cp(x) f�ur alle x ∈ E.

2.10 Bezeichnung. (a) Ein Fundamentalsystem von Halbnormen auf einem lokal-

konvexen Raum E ist ein System P stetiger Halbnormen auf E, so dass es zu

jeder stetigen Halbnorm p auf E ein C > 0 und ein q ∈ P gibt, so dass p ≤ Cq.
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2 Lokalkonvexe R�aume

(b) Die Minkowski-Funktionale einer Nullumgebungsbasis bilden ein Fundamental-

system von Halbnormen. Hat man umgekehrt ein Fundamentalsystem P von

Halbnormen, so wird durch

U :=

{{
x ∈ E

∣∣∣∣p(x) < 1

n

}∣∣∣∣p ∈ P, n ∈ N
}

eine Nullumgebungsbasis von E gegeben.

Wir zitieren den Satz von Hahn-Banach aus der Einf�uhrung in die Funktionalana-

lysis.

2.11 Satz. Sei E ein K-Vektorraum, sei p eine Halbnorm auf E, sei F ⊂ E ein

Unterraum, und sei y : F → K linear mit |y(x)| ≤ p(x) f�ur alle x ∈ F. Dann
existiert Y : E→ K linear mit Y|F = y und |Y(x)| ≤ p(x) f�ur alle x ∈ E.

2.12 Korollar. Es seien E ein lokalkonvexer Raum und F ein Unterraum (versehen

mit der Teilraumtopologie). Ferner sei y : F→ K stetig und linear. Dann besitzt y

eine stetige, lineare Fortsetzung Y : E→ K.

2.13 Definition. Seien E und F lokalkonvexe R�aume. Der K-Vektorraum der stetigen

linearen Abbildungen E→ F wird mit L(E, F) bezeichnet. Man schreibt E ′ = L(E,K)

und bezeichnet E ′ als Dualraum von E.

2.14 Korollar. In einem lokalkonvexen Raum E trennt der Dualraum E ′ die Punkte,

d. h. zu x 6= y existiert T ∈ E ′ mit Tx 6= Ty.
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3 Frécheträume

3.1 Definition. Ein Fr�echetraum ist ein lokalkonvexer Raum, dessen Topologie von

einer Metrik herkommt und der in dieser Metrik vollst�andig ist.

Beispiel. Banachr�aume sind Fr�echetr�aume.

3.2 Lemma. Sei E ein K-Vektorraum und es sei p1 ≤ p2 ≤ . . . eine Folge von

Halbnormen auf E. Falls es zu jedem x ∈ E \ {0} ein n ∈ N mit pn(x) 6= 0 gibt, so
wird durch

d(x, y) =

∞∑
n=1

2−n
pn(x− y)

1+ pn(x− y)
(3.1)

eine Metrik auf E gegeben.

3.3 Lemma. Der K-Vektorraum E sei mit der Metrik aus (3.1) versehen.

(a) Eine Folge (xj)j∈N konvergiert genau dann in (E, d) gegen x, wenn f�ur jedes

n ∈ N gilt limn→∞ pn(xj − x) = 0.
(b) Eine Folge (xj)j∈N ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn zu jedem n ∈ N

und jedem ε > 0 ein K ∈ N existiert, so dass pn(xj−xk) < ε f�ur alle j, k ≥ K.

3.4 Satz. Sei E ein K-Vektorraum und es sei p1 ≤ p2 ≤ . . . eine Folge von Halb-

normen auf E derart, dass es zu jedem x ∈ E \ {0} ein n ∈ N gibt mit pn(x) 6= 0.
Mit der Metrik aus (3.1) wird E zu einem metrischen lokalkonvexen Raum, in

welchem die pn ein Fundamentalsystem von Halbnormen bilden.

3.5 Bemerkung. (a) Sei Ω ein topologischer Raum. Eine Folge (Kn)n∈N kompakter

Teilmengen von Ω ist eine kompakte Aussch�opfung von Ω, wenn K1 ⊂ �K2 ⊂
K2 ⊂ �K3 ⊂ · · · ⊂ Ω und

⋃∞
n=1 Kn = Ω.

(b) F�ur eine o�ene Menge Ω ⊂ RN wird eine kompakte Aussch�opfung gegeben

durch

Kn =
{
x ∈ Ω

∣∣ |x| ≤ n, dist(x, ∂Ω) ≥ 1

n

}
.

3.6 Beispiel. (a) F�urΩ ⊂ RN o�en bezeichne C(Ω) den Raum aller stetigen Funk-

tionen aufΩ. Es sei K1 ⊂ �K2 ⊂ K2 ⊂ �K3 ⊂ · · · ⊂ Ω eine kompakte Aussch�opfung

von Ω. Dann wird C(Ω) durch das Halbnormensystem (‖·‖Kn)n∈N zu einem

Fr�echetraum, wobei

‖f‖K = sup
x∈K
|f(x)|.
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3 Fr�echetr�aume

(b) F�ur k ∈ N0 ist Ck(Ω) der Raum der k-mal stetig di�erenzierbaren Funktionen.

Er wird versehen mit dem Halbnormensystem

‖f‖n = sup
x∈Kn

max
|α|≤k
|f(α)(x)|.

Auf diese Weise wird Ck(Ω) zu einem Fr�echetraum.

(c) Der Raum C∞(Ω) aller beliebig oft di�erenzierbaren Funktionen wird versehen

mit dem Halbnormensystem

‖f‖n = sup
x∈Kn

max
|α|≤n
|f(α)(x)|.

Auf diese Weise wird C∞(Ω) zu einem Fr�echetraum.

(d) F�ur Ω ⊂ C o�en bezeichne H(Ω) den Raum der holomorphen Funktionen

auf Ω. Es sei K1 ⊂ �K2 ⊂ K2 ⊂ �K3 ⊂ · · · ⊂ Ω eine kompakte Aussch�opfung

von Ω. Dann wird H(Ω) durch das Halbnormensystem (‖·‖Kn)n∈N aus (a) zu

einem Fr�echetraum.

In allen F�allen h�angt die Topologie nicht von der Auswahl der kompakten Aussch�opfung

ab.

3.7 Bemerkung. Sei E ein lokalkonvexer Raum mit Fundamentalsystem P von Halb-

normen. Eine Menge M ⊂ E ist genau dann dicht in E, wenn es zu jedem x ∈ E und

jeder Wahl von ε > 0 und p ∈ P ein y ∈M mit p(x− y) < ε gibt.

3.8 Satz. F�ur eine o�ene Menge Ω ⊆ RN ist D(Ω) dicht in Ck(Ω), k ∈ N0 ∪ {∞}.

3.9 Lemma. F�ur r > 0 und z0 ∈ C sind die Polynome dicht in H(Br(z0)). Ferner

sind die Polynome dicht in H(C).

3.10 Definition. Eine Funktion f : RN → C hei�t schnell fallend, wenn

lim
|x|→∞ xαf(x) = 0

f�ur alle Multiindices α ∈ NN0 . Der Raum

S (RN) = {f ∈ C∞(RN) | Dβf schnell fallend f�ur jedes β ∈ NN0 }

hei�t Schwartzraum. Die Elemente von S (RN) hei�en Schwartzfunktionen.

3.11 Satz. Versieht man den Schwartzraum S (RN) mit dem Halbnormensystem

(‖·‖n)n∈N, wobei
‖f‖n = max

|β|≤n
sup
x∈RN

(1+ |x|2)n/2|f(β)(x)|,

so wird S (RN) zu einem Fr�echetraum.
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3.12 Satz. Sei E ein metrischer lokalkonvexer Raum und sei F ⊂ E ein abgeschlos-

sener Unterraum. Versieht man E/F mit dem Fundamentalsystem

qn([x]) = inf
y∈F
pn(x+ y) = inf

z∈[x]
pn(z).

so wird er zu einem metrischen lokalkonvexen Raum.

3.13 Satz. Sei E ein Fr�echetraum mit Fundamentalsystem (pn)n∈N und sei F ein

abgeschlossener Unterraum von E. Dann ist E/F ein Fr�echetraum.

3.14 Satz. (a) Wenn E ein Fr�echetraum und F ein abgeschlossener Unterraum

von E ist, dann ist auch F ein Fr�echetraum.

(b) Wenn E ein metrischer lokalkonvexer Raum und F ein Unterraum ist, der

in der Teilraumtopologie ein Fr�echetraum ist, dann ist F abgeschlossen.

3.15 Satz (Homomorphiesatz). Seien E, F metrische lokalkonvexe R�aume und sei

f ∈ L(E, F). Wenn G ein abgeschlossener Unterraum von E mit G ⊂ ker f, ist

dann existiert ein eindeutig bestimmtes ϕ ∈ L(E/G, F) mit f = ϕ ◦ π.

3.16 Beispiel. S (Rn+) = S (Rn)/{f ∈ S (Rn) | ∀x mit xn > 0 : f(x) = 0}. Auf S (Rn+)
gibt es die Punktauswertung δx f�ur alle x mit xn ≥ 0.

3.17 Definition. Es seien

E1
ρ1←− E2 ρ2←− E3 ρ3←− . . . (3.2)

lokalkonvexe R�aume mit verbindenden stetig linearen Abbildung. Ein lokalkonvexer

Raum E zusammen mit stetig linearen Abbildungen jn : E → En hei�t projektiver

Limes der Ej, wenn folgendes gilt

(a) F�ur alle n gilt ρn ◦ jn+1 = jn.

(b) Wenn F ein weiterer lokalkonvexer Raum zusammen mit stetig linearen Abbil-

dungen kn : F→ En ist, f�ur welche ρn ◦ kn+1 = kn, dann existiert eine eindeutig

bestimmte, linear stetige Abbildung A : F→ E, so dass kn = jn ◦A f�ur alle n.

Die Folge von Abbildungen aus (3.2) bezeichnet man als projektives Spektrum.

3.18 Lemma. Der projektive Limes ist eindeutig bis auf Isomorphie.

3.19 Beispiel. (a) F�ur Ω ⊂ RN o�en und k ∈ N0 ist Ck(Ω) der projektive Limes

der Ck(Kn). Dabei sind die ρn und die jn die Einschr�ankungsabbildungen.

(b) F�ur Ω ⊂ RN o�en und k ∈ N0 ist C∞(Ω) der projektive Limes der Cn(Kn).

Dabei sind die ρn und die jn die Einschr�ankungsabbildungen.
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4 Nukleare Räume

4.1 Bemerkung. (a) Wenn p eine Halbnorm auf E ist, dann ist kerp = p−1(0) ein

Untervektorraum von E. Durch die Zuordnung q([x]) := p(x) wird der Quotient

Ep := E/ kerp zu einem normierten Raum. Die Quotientenabbildung bezeichnen

wir mit π.

(b) Wenn p1 ≤ Cp2 zwei Halbnormen auf E sind, dann induziert die Identit�at eine

stetige, lineare, surjektive Abbildung ρ : E/Ep2 → E/Ep1 .

4.2 Satz. Es sei E ein Fr�echetraum mit Fundamentalsystem p1 ≤ p2 ≤ . . . . Dann
ist E projektiver Limes des projektiven Spektrum

Ep1
ρ1←− Ep2 ρ2←− Ep3 ρ3←− . . .

4.3 Bemerkung. Es sei Êpn die vollst�andige H�ulle von Epn. (Die Existenz der voll-

st�andigen H�ulle wurde in Bemerkung 8.9 der Einf�uhrung in die Funktionalanalysis

gezeigt.) Eine kleine Variation des obigen Beweises zeigt, dass E auch projektiver

Limes des folgenden Spektrums von Banachr�aumen ist

Êp1
ρ1←− Êp2 ρ2←− Êp3 ρ3←− . . .

4.4 Definition. Eine stetig lineare Abbildung A : E → F zwischen zwei Banachr�aumen

E und F hei�t nuklear, wenn es Folgen (an)n∈N in E ′ und (bn)n∈N in F gibt, so dass

∞∑
n=1

‖an‖‖bn‖ <∞ und Ax =

∞∑
n=1

an(x)bn f�ur alle x ∈ E.

4.5 Bemerkung. (a) In 14.7 der Einf�uhrung in die Funktionalanalysis hatten wir

das Konzept der singul�aren Zahlen verwendet, um nukleare Abbildungen zwi-

schen Hilbertr�aumen zu de�nieren. Die beiden Begri�e stimmen �uberein. Das

wird in Meise und Vogt, Bemerkung 28.3 gezeigt.

(b) In Bemerkung 28.3 von Meise und Vogt wird auch gezeigt, dass die Verkn�upfung

einer nuklearen mit einer stetig linearen Abbildung (egal welche Reihenfolge)

wieder nuklear ist.

Eine Richtung ist einfach: Wenn n�amlich

A =

∞∑
n=0

sn (·, en) fn
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eine Schmidt-Darstellung ist, also (en)n∈N0 und (fn)n∈N Orthonormalsysteme

und (sn)n∈N0 die Folge der singul�aren Zahlen, dann an = (·, en+1) und bn =

sn+1fn+1.

4.6 Definition. Es sei E ein lokalkonvexer Raum mit Fundamentalsystem P von Halb-

normen. Er hei�t nuklear, wenn es zu jedem p ∈ P ein q ∈ P gibt, so dass Êq → Êp
nuklear ist.

4.7 Satz. F�ur R > 0 und z0 ∈ C sind H(BR(z0)) und H(C) nuklear.

4.8 Bemerkung. In Beispiel 28.9 zeigen Meise und Vogt, dass f�ur jede o�ene Menge

Ω ⊆ Rn der Raum C∞(Ω) und f�ur jede o�ene Menge Ω ⊆ C der Raum H(Ω) nuklear

ist. In demselben Paragrafen wird die Nuklearit�at von S (RN) als Aufgabe gestellt.

Der folgende Satz zeigt, wie weit weg der Begri� des nuklearen Raums vom Begri�

des Banachraums ist.

4.9 Theorem. Es sei G ein separabler Banachraum unendlicher Dimension und

es sei E ein nuklearer lokalkonvexer Raum. Dann besitzt E ein Fundamentalsys-

tem P von Halbnormen derart, dass alle Êp, p ∈ P, entweder endlich dimensio-

nal oder isomorph zu G sind.

Den Beweis �ndet man in x21.2 der Buchs \Locally Convex Spaces" von Jarchow.
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5 Die schwache Topologie

5.1 Definition. Es sei E ein K-Vektorraum.

(a) Mit E∗ bezeichnen wir den algebraischen Dualraum, also den Raum aller K-
linearen Abbildungen T : E→ K.

(b) Es sei F ⊆ E∗. Wir sagen, dass F die Punkte von E trennt, wenn es zu jedem

x ∈ E ein y ∈ F mit y(x) 6= 0 gibt.

(c) Wir sagen, dass (E, F) ein Dualsystem ist, wenn F ⊆ E∗ die Punkte von E

trennt.

5.2 Bemerkung. Der Satz von Hahn-Banach besagt, dass E ′ die Punkte von E trennt.

Also ist (E, E ′) ein Dualsystem.

5.3 Definition. Es sei (E, F) ein Dualsystem. Die schwache Topologie auf E ist die

gr�obste lokalkonvexe Topologie, f�ur die alle Elemente aus F stetig sind. Sie wird mit

σ(E, F) bezeichnet.

Wir werden sofort sehen, dass die schwache Topologie existiert.

5.4 Bemerkung. Es sei E ein lokalkonvexer Raum. Dann wird durch

J : E ↪→ (E ′)∗, J(x)(y) = y(x),

eine injektive, lineare Abbildung gegeben. Es ist klar, dass (E ′, J(E)) ein Dualsystem

ist. Die zugeh�orige schwache Topologie schreibt man gew�ohnlich als σ(E ′, E). In vielen

Texten wird sie als schwach-∗ Topologie auf E ′ bezeichnet.

In re
exiven normierten R�aumen, also solchen, in denen die Abbildung J ein Iso-

morphismus ist, gilt σ(E ′, E) = σ(E ′, E ′′) und die Unterscheidung zwischen schwacher

und schwach-∗ Topologie entf�allt.

5.5 Satz. Es sei (E, F) ein Dualsystem. Dann existiert σ(E, F). Ein Fundamental-

system von Halbnormen besteht aus allen Halbnormen der Form

pM(x) := max
y∈M
|y(x)|,

wobei M alle endlichen, nicht-leeren Teilmengen von F durchl�auft.

Um diese zu zeigen, ben�otigen wir den folgenden Satz.
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5.6 Satz. Es sei P eine Menge von Halbnormen auf einem K-Vektorraum E mit

den folgenden Eigenschaften:

(a) Zu jedem x ∈ E gibt es p ∈ P mit p(x) 6= 0.

(b) Zu p, q ∈ P existieren r ∈ P und C > 0, so dass max(p, q) ≤ Cr.

Dann gibt es genau eine lokalkonvexe Topologie auf E, f�ur welche P ein Funda-

mentalsystem von Halbnormen ist.

5.7 Korollar. Eine Folge (xn)n∈N konvergiert genau dann in σ(E, F) gegen x, wenn

limn→∞ y(xn) = y(x) f�ur alle y ∈ F.
Das Analogon zum Satz von Hilbert-Banach f�ur re
exive Banachr�aume ist der

folgende Satz von Alaoglu-Bourbaki.

5.8 Definition. Sei E ein lokalkonvexer Raum, seiM ⊂ E und seiN ⊂ E ′. Wir de�nieren

die Polaren

M◦ = {ϕ ∈ E ′ | ∀x ∈M : |ϕ(x)| ≤ 1}
◦N = {x ∈ E | ∀ϕ ∈ N : |ϕ(x)| ≤ 1}.

5.9 Beispiel. F�ur einen normierten Raum E gelten

{x ∈ E|‖x‖ ≤ 1}◦ = {y ∈ E ′|‖y‖ ≤ 1} ,
◦ {y ∈ E ′|‖y‖ ≤ 1} = {x ∈ E|‖x‖ ≤ 1} .

Die erste Aussage ist die De�nition der Norm in E ′, die zweite eine Folgerung aus

dem Satz von Hahn-Banach.

5.10 Theorem (Satz von Alaoglu-Bourbaki (s. Meise und Vogt, Satz 23.5). Es sei E

ein lokalkonvexer Raum und es sei U ⊂ E eine Nullungebung. Dann ist die

Polare U◦ kompakt in der schwachen Topologie σ(E ′, E).
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6 Der Dualraum

6.1 Beispiel. Sei E = H(C) und sei F := {(aj)j∈N0 ∈ CN0 | ∃R,C > 0 ∀j ∈ N0 : |aj| ≤
CRj}. Dann wird durch die Vorschrift

Φ : F→ E ′, Φ((aj)j∈N0)(f) =

∞∑
j=0

aj
f(j)(0)

j!
,

ein C-linearer Isomorphismus gegeben.

6.2 Bezeichnung. Man schreibt die Funktion Φ h�au�g nicht aus, sondern sagt, dass

die Dualit�at von E und F durch die Bilinearform

〈(aj)j∈N0 , f〉 :=
∞∑
j=0

aj
f(j)(0)

j!

gegeben wird.

In der Einf�uhrung in die Funktionalanalysis hatten wir �ahnliche Beispiele gesehen.

Beispielsweise ist c ′0 = `
1 via die Bilinearform

〈(yj)j∈N, (xj)j∈N〉 :=
∞∑
j=1

xjyj.

6.3 Definition. Eine Teilmenge B eines lokalkonvexen Raums hei�t beschr�ankt, wenn

es zu jeder Nullumgebung U in E ein R > 0 gibt, so dass B ⊂ RU.

6.4 Lemma. Eine Menge B in einem lokalkonvexen Raum E mit Fundamentalsys-

tem P von Halbnormen ist genau dann beschr�ankt, wenn es zu jedem p ∈ P ein

C > 0 gibt, so dass p(x) ≤ C f�ur alle x ∈ B.
Insbesondere ist f�ur A ∈ L(E, F) und beschr�anktes B ⊂ E die Menge A(B)

beschr�ankt.

Bemerkung. An der Metrik kann man die Beschr�anktheit nicht ohne weiteres ab-

lesen. Beispielsweise gilt in der Metrik aus Lemma 3.2 f�ur je zwei x, y ∈ E stets

d(x, y) ≤ 1.
Es gibt in der Tat einen Begri� von Beschr�anktheit in uniformen R�aumen. Im

Buch von Schubert wird die Bezeichnung \total beschr�ankt" benutzt.

6.5 Beispiel. Eine Teilmenge M ⊂ H(C) ist genau dann beschr�ankt, wenn es eine

stetige Funktion h : C→ R gibt, so dass |f(z)| ≤ h(z) f�ur alle z ∈ C, f ∈M.
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6.6 Definition. Sei E ein lokalkonvexer Raum und E ′ sein Dualraum. Die starke To-

pologie auf E ′ wird gegeben durch das Halbnormensystem (‖·‖B)B∈B, wobei B das

System der beschr�ankten Teilmengen von E ist und ‖ϕ‖B = supx∈B|ϕ(x)|.

6.7 Bemerkung. (a) Wenn man andeuten will, dass E ′ mit der starken Topolo-

gie versehen ist, dann schreibt man E ′b. Entsprechend schreibt man E ′σ f�ur die

schwache Topologie.

(b) Die Nullumgebungen in E ′b sind die Obermengen von Polaren von beschr�ankten

Mengen.

(c) Die starke Topologie ist mindestens so fein wie die schwache.

Beachte dazu, dass σ(E ′, E) durch das Halbnormensystem {‖·‖{x1,...,xn} | n ∈ N,
x1, . . . , xn ∈ E} mit ‖ϕ‖{x1,...,xn} = maxi=1,...,n|ϕ(xi)| gegeben wird.

(d) Die durch die Operatornorm gegebene Topologie auf dem Dualraum eines nor-

mierten Raum ist die starke Topologie.

6.8 Satz. Es sei A : E → F eine stetig lineare Abbildung zwischen lokalkonvexen

R�aumen. De�niert man ihre Transponierte A ′ : F ′ → E ′ durch 〈Ax, y〉 = 〈x,A ′y〉,
so ist A ′ sowohl als Abbildung A ′ : F ′b → E ′b als auch als Abbildung A ′ : F ′σ → E ′σ
stetig.

6.9 Beispiel. F�ur z ∈ C sei δ ′z(f) = f ′(z). Dann konvergiert die Folge (δ ′1/n)n∈N in

H(C) ′b gegen δ ′0.

6.10 Lemma. Sei E ein lokalkonvexer Raum, sei U ⊂ E eine Nullumgebung. Dann

ist U◦ beschr�ankt in E ′b.
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7 (DF)-Räume

7.1 Definition. Sei E ein lokalkonvexer Raum und sei M ⊂ E.

(a) M hei�t bornivor, wenn es zu jeder beschr�ankten Menge B in E ein R > 0 mit

B ⊂ RM gibt.

(b) M hei�t Tonne, wenn M absolutkonvex, abgeschlossen und absorbierend ist.

(c) E hei�t tonneliert, wenn jede Tonne in E eine Nullumgebung ist, und quasi-

tonneliert, wenn jede bornivore Tonne in E eine Nullumgebung ist.

7.2 Bemerkung. Wenn E ein lokalkonvexer Raum undM ⊂ E ′b beschr�ankt ist, dann
ist ◦M eine bornivore Tonne.

7.3 Satz. Metrische lokalkonvexe R�aume sind quasitonneliert.

7.4 Notation. Ein System (Bα)α∈A ist ein Fundamentalsystem f�ur die beschr�ankten

Mengen eines lokalkonvexen Raums, wenn alle Bα beschr�ankt sind und jede be-

schr�ankte Menge in einem Bα enthalten ist.

7.5 Satz. Sei E ein metrischer lokalkonvexer Raum. Dann besitzt E ′b ein abz�ahl-

bares Fundamentalsystem f�ur die beschr�ankten Mengen.

Bemerkung. Wegen Satz 7.5 wurde der Begri� der \Bornologie" eingef�uhrt, das

ist die Gesamtheit aller beschr�ankten Mengen. Das macht z. B. Jarchow so. Dieser

Zugang hat sich aber nicht durchgesetzt.

7.6 Beispiel. Wir hatten gesehen, dass F :=
{
(aj)j∈N0 ∈ CN0

∣∣∃R,C∀j : |aj| ≤ CRj}
vermittels der Bilinearform

〈(aj)j∈N0 , f〉 =
∞∑
j=0

aj
f(j)(0)

j!

dual zu H(C) ist. Wir versehen F mit der von E ′b induzierten Topologie; mit an-

deren Worten, wir verlangen, dass die Abbildung Φ : F → E ′b aus Beispiel 6.1 ein

Isomorphismus wird. Es sei

Bn :=
{
(aj)j∈N0

∣∣∀j : |aj| ≤ nj+1} .
Dann ist (Bn)n∈N ein Fundamentalsystem f�ur die beschr�ankten Mengen von F.
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7.7 Definition. Ein (DF)-Raum ist ein lokalkonvexer Raum E mit den folgenden Ei-

genschaften:

(a) E besitzt ein abz�ahlbares Fundamentalsystem f�ur die beschr�ankten Mengen.

(b) Falls der Durchschnitt V von abz�ahlbar vielen, absolutkonvexen Nullumgebun-

gen bornivor ist, dann ist V eine Nullumgebung.

7.8 Theorem (Bipolarensatz, siehe Meise-Vogt, Satz 22.13). Es sei E ein lokalkonve-

xer Raum und es sei A ⊆ E absolutkonvex und abgeschlossen. Dann ◦(A◦) = A.

7.9 Theorem. F�ur jeden Fr�echetraum E ist E ′b ein (DF)-Raum.

7.10 Theorem. F�ur jeden (DF)-Raum F ist F ′b ein Fr�echetraum.

7.11 Korollar. (a) Wenn E ein Fr�echetraum ist, so ist auch (E ′b)
′
b ein Fr�echetraum.

(b) Wenn F ein (DF)-Raum ist, so ist auch (F ′b)
′
b ein (DF)-Raum.

7.12 Satz. Es seien E ein metrischer lokalkonvexer und F ein (DF)-Raum und

es sei T ∈ L(E, F). Dann gibt es eine Nullumgebung U in F, f�ur welche T(U)

beschr�ankt in E ist.

7.13 Korollar. Wenn ein (DF)-Raum eine Metrik tr�agt, dann ist er normiert.
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8 Der induktive Limes

F�ur einen Fr�echetraum E mit Fundamentalsystem p1 ≤ p2 ≤ . . . von Halbnormen

hatten wir die normierten R�aume Epj de�niert als Epj = E/ kerpj und mit der Norm

qj(x + kerpj) := pj(x) versehen. Die kanonische Abbildung werde mit πj : E → Epj
bezeichnet.

8.1 Lemma. E ′pj ist isomorph zu

Fj := {y ∈ E ′|∃C > 0∀x ∈ E : |y(x)| ≤ Cpj(x)} ,

versehen mit der Norm rj(y) := sup {|y(x)||pj(x) ≤ 1}.

Wie in Bemerkung 4.1 bezeichnen wir die verbindenden Abbildungen mit

ρk : Epk+1 → Epk , ρk(x+ kerpk+1) = x+ kerpk. (8.1)

Da diese Abbildungen surjektiv sind, sind ihre Transponierten ιk := ρ ′k injektiv.

Ebenso sind die Transponierten der kanonischen Abbildungen jk := π
′
k injektiv.

8.2 Lemma. Es sei E ein Fr�echetraum und es sei U ⊆ E ′b absolutkonvex und

abgeschlossen. Falls f�ur jedes k die Menge j−1k (U) eine Nullumgebung in E ′pk ist,

so ist U eine bornivore Tonne.

8.3 Definition. Ein Fr�echetraum E hei�t distinguiert, wenn E ′b quasi-tonneliert ist.

8.4 Satz. Es sei E ein distinguierter Fr�echetraum. Eine absolutkonvexe Menge U

ist genau dann eine Nullumgebung in E ′b, wenn j
−1
k (U) f�ur jedes k eine Nullum-

gebung in E ′pk ist.

8.5 Definition. Es seien

E1
ι1−→ E2

ι2−→ E3
ι3−→ . . . (8.2)

lokalkonvexe R�aume mit verbindenden stetig linearen Abbildung. Ein lokalkonvexer

Raum E zusammen mit stetig linearen Abbildungen jn : En → E hei�t induktiver

Limes der Ej, wenn folgendes gilt

(a) F�ur alle n gilt jn+1 ◦ ιn = jn.

(b) Wenn F ein weiterer lokalkonvexer Raum zusammen mit stetig linearen Abbil-

dungen kn : En → F ist, f�ur welche kn+1 ◦ ιn = kn, dann existiert eine eindeutig

bestimmte, linear stetige Abbildung A : E→ F, so dass kn = A ◦ jn f�ur alle n.
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Die Folge von Abbildungen aus (3.2) bezeichnet man als induktives Spektrum. Falls

alle ιn Inklusionsabbildungen sind, so spricht man von einem Einbettungsspektrum.

8.6 Lemma. Der induktive Limes ist eindeutig bis auf Isomorphie.

Bemerkung. Wir haben nicht behauptet, dass es zu jedem induktiven Spektrum

einen Limes gibt.

8.7 Satz. Es sei F ein distinguierter Fr�echetraum und es seien ιn : E
′
pk
→ E ′pk+1 wie

in (8.1) die verbindenden Abbildung. Dann ist E ′b der induktive Limes dieses

Einbettungsspektrums.

8.8 Satz. Das induktive Spektrum (8.2) sei ein Einbettungsspektrum. Wir nehmen

ferner an, dass alle En Untervektorr�aume eines K-Vektorraums F sind, und

setzen E :=
⋃∞
n=1 En. Das Spektrum hat genau dann einen induktiven Limes,

wenn es zu jedem x ∈ E \ {0} ein y ∈ E∗ mit y(x) 6= 0 gibt, so dass f�ur alle n das

Funktional y ◦ jn in E ′n liegt.

8.9 Bezeichnung. Es sei E ein K-Vektorraum und es sei X ⊂ E. Die absolutkonvexe
H�ulle von X ist de�niert als

ΓX :=

{
n∑
j=1

λjxj

∣∣∣∣∣n ∈ N, xj ∈ X, λj ∈ K mit
n∑
j=1

|λ|j ≤ 1

}
.

Man zeigt leicht, dass die absolutkonvexe H�ulle absolutkonvex ist.

8.10 Korollar. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 8.8.

(a) Eine Halbnorm auf E ist genau dann stetig, wenn f�ur jedes ∈ N die Ver-

kn�upfung p ◦ jn stetig ist.

(b) Durch

U =

{
Γ

( ∞⋃
n=1

jn(Vn)

)∣∣∣∣∣ Vn Nullumgebung in En

}
wird eine Nullumgebungsbasis von E gegeben.

(c) Eine Menge U ⊂ E ist genau dann eine Nullumgebung in E, wenn j−1n (U)

f�ur jedes n eine Nullumgebung in En ist.

8.11 Beispiel. Es sei K ⊂ C eine kompakte Menge und es seien U1 ⊃ U2 ⊃ . . .

o�en mit
⋂∞
n=1Un = K. Wir m�ochten den Raum A(K) als induktiven Limes des

Einbettungsspektrums

H(U1) ↪→ H(U2) ↪→ H(U3) ↪→ . . .
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8 Der induktive Limes

de�nieren. Um Satz 8.8 anwenden zu k�onnen, setzen wir

A(K) := F :=
∞⋃
n=1

H(Un).

Es ist leicht zu sehen, dass F ein C-Vektorraum ist. Sei nun f 6= 0 ∈ F gegeben. Dann
gibt es z ∈ K und k ∈ N0, so dass f(k)(z) 6= 0. Wir setzen y(g) = g(k)(z). Dann ist die

Einschr�ankung von y auf jedes H(Un) stetig.

F�ur z ∈ C bezeichnet man A(z) als den Raum der Keime in z. Der Geometer

schreibt daf�ur Oz.

8.12 Beispiel. F�ur kompaktes K ⊂ RN setzen wir

D(K) :=
{
f ∈ C∞(RN)

∣∣SuppK ⊂ K} .
Da D(K) ein abgeschlossener Unterraum von C∞(RN) ist, ist er ein Fr�echetraum.

F�ur o�enes Ω ⊂ RN sei K1 ⊂ �K2 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Ω eine kompakte Aussch�opfung.

Dann wird durch

D(K1) ⊂ D(K2) ⊂ · · · ⊂ C∞(RN)

ein Einbettungsspektrum gegeben. Wir zeigen, dass es einen induktiven Limes be-

sitzt. In diesem Fall haben wir F := D(Ω) :=
⋃
n∈ND(Kn). Sei nun 0 6= ϕ ∈ D(Ω)

gegeben. Dann existiert x ∈ Ω mit ϕ(x) 6= 0. Da die Punktauswertung stetig auf

allen D(Kn) ist, ist Satz 8.8 anwendbar.

Nach Korollor 8.10 ist eine lineare Abbildung T : D(Ω) → K genau dann stetig,

wenn ihre Einschr�anking auf jedes D(Kk) stetig ist. Das bedeutet:

Eine lineare Abbildung T : D(Ω) → K ist genau dann stetig, wenn es zu jeder

kompakten Teilmenge K ⊂ Ω ein n ∈ N und ein C > 0 gibt, so dass f�ur alle f mit

Supp f ⊂ K gilt

|T(f)| ≤ Cmax
x∈K

max
|α|≤n

∣∣f(α)(x)∣∣
8.13 Satz. Eine Folge (ϕn)n∈N in D(Ω) konvergiert genau dann gegen ϕ, wenn es

ein kompaktes K ⊂ Ω gibt, so dass Suppϕn ⊂ K f�ur alle n und f�ur alle α ∈ NN0
gilt

lim
n→∞ sup

x∈Ω

∣∣ϕ(α)
n (x) −ϕ(α)(x)

∣∣ = 0.
8.14 Korollar. Eine lineare Abbildung T : D(Ω) → K ist genau dann stetig, wenn

sie folgenstetig ist.
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9 Schwartz- und Montelräume

F�ur einen normierten Raum E bezeichnen wir mit E seine vollst�andige H�ulle.

9.1 Definition. Ein lokalkonvexer Raum ist ein Schwartzraum, wenn es zu jeder ste-

tigen Halbnorm p eine stetige Halbnorm q gibt, so dass die Abbildung Êq → Êp
kompakt ist.

Ein (FS)-Raum ist ein Fr�echetraum, der ein Schwartzraum ist.

9.2 Beispiel. Nukleare R�aume sind Schwartzr�aume.

9.3 Theorem (Schwartz). (FS)-R�aume sind distinguiert.

Skizze. Schwartz hat tats�achlich folgenden Satz gezeigt (s. Meise und Vogt, Satz 24.23):

Sei E ein vollst�andiger Schwartz-Raum. Dann ist Eb ultrabornolo-

gisch.

Nach Meise und Vogt, Bemerkungen 24.15 und 24.12, ist jeder ultrabornologische

Raum quasi-tonneliert.

Bemerkung. In Beispiel 27.19 des Buchs von Meise und Vogt wird ein Fr�echetraum

angegeben, der nicht distinguiert ist.

9.4 Definition. (a) Eine TeilmengeM eines topologischen Raums hei�t relativ kom-

pakt, wenn ihr Abschluss M kompakt ist.

(b) Ein lokalkonvexer Raum E ist ein Montelraum, wenn er quasi-tonneliert ist

und jede beschr�ankte Menge in E relativ kompakt ist.

9.5 Satz. (FS)-R�aume sind Montelsch.

Bemerkung. Es gilt sogar mehr: Ist E ein vollst�andiger Schwartzraum, so ist jede

beschr�ankte Menge in E relativ kompakt. Das ist Lemma 24.19 in Meise und Vogt-
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10 Vollständigkeit

10.1 Definition. (a) Eine gerichtete Menge ist eine partiell geordnete Menge, welche

zu je zwei Elementen α und β ein γ mit α ≤ γ und β ≤ γ enth�alt.

(b) Sei X ein topologischer Raum. Ein Netz in X ist eine Familie (xα)α∈A mit einer

gerichteten Indexmenge.

(c) Eine Netz (xα)α∈A konvergiert gegen y, wenn es zu jeder Umgebung U von y

ein α ∈ A gibt, so dass xβ ∈ U f�ur alle β ≥ α. Man schreibt dann limα∈A xa = y.

10.2 Bemerkung. Wenn X Hausdor�sch ist, dann besitzt jedes Netz h�ochstens einen

Grenzwert. Dies ist eine direkte Folge davon, dass A gerichtet ist.

10.3 Definition. (a) Ein Netz (xα)α∈A in einem lokalkonvexen Raum ist ein Cauchy-

Netz, wenn es zu jeder Nullumgebung U ein α ∈ A gibt, so dass xβ − xγ ∈ U
f�ur alle β, γ ≥ α.

(b) Ein lokalkonvexer Raum E hei�t vollst�andig, wenn jedes Cauchy-Netz in E

konvergiert.

(c) E ist folgenvollst�andig, wenn jede Cauchyfolge in E konvergiert.

Bemerkung. Der Begri� \vollst�andig" macht f�ur einen topologischen Raum keinen

Sinn. Man ben�otigt wenigstens einen uniformen Raum. Eine ausf�uhrliche Darstellung

�ndet man in \Topologie" von Schubert.

10.4 Lemma. Fr�echetr�aume sind vollst�andig im Sinne der De�nition 10.3.

10.5 Satz. Sei E ein metrischer lokalkonvexer Raum. Dann ist E ′b vollst�andig.

Bemerkung. (a) Meise und Vogt zeigen als Korollar 24.11, dass sogar f�ur jeden

bornologischen Raum E der starke Dual E ′b vollst�andig ist. Wegen Satz 24.13

und Satz 24.16 ist D(Ω) bornologisch. Daher ist D(Ω) ′b vollst�andig.

(b) In Horv�ath, Topological Vector Spaces and Distributions I, wird als Example

2.12.6 gezeigt, dass D(Ω) vollst�andig ist.

(c) Man kann zeigen, dass jeder lokalkonvexe Raum eine vollst�andige H�ulle besitzt

(siehe Meise und Vogt, Satz 22.21).

26



(d) Wenn E∗ 6= E ′, dann ist E ′σ nicht vollst�andig (siehe Kaballo, Aufbaukurs, Ab-

schnitt 8.1).

Die schwache Folgenvollst�andigkeit des Dualraums eines Fr�echetraums zeigen wir,

wenn wir den Satz von Banach-Steinhaus haben.
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11 Der Satz von der offenen Abbildung

11.1 Definition. Seien X und Y topologische R�aume. Eine Abbildung f : X → Y hei�t

o�en, wenn f�ur jede o�ene Teilmenge U von X die Bildmenge f(U) o�en ist. Sie hei�t

abgeschlossen, wenn f�ur jede abgeschlossene Teilmenge U von X die Bildmenge f(U)

abgeschlossen ist.

11.2 Theorem (Satz von der o�enen Abbildung). E und F seien Fr�echetr�aume.

A : E→ F sei linear, stetig und surjektiv. Dann ist A o�en.

11.3 Theorem (Banachscher Isomorphiesatz). E und F seien Fr�echetr�aume. A : E→ F

sei linear, stetig und bijektiv. Dann ist A ein linear topologischer Isomorphis-

mus.

11.4 Definition. Seien X und Y Mengen und f : X → Y eine Abbildung. Der Graph

von f ist die Menge

G(f) =
{
(x, f(x))

∣∣ x ∈ X} ⊂ X× Y.
11.5 Lemma. Seien E und F metrische lokalkonvexe R�aume, und sei A : E → F

linear. Dann ist G(A) genau dann abgeschlossen, wenn f�ur jede Nullfolge (xn)n∈N,

f�ur die (Axn)n∈N gegen ein Element y ∈ F konvergiert, bereits y = 0 gilt.

11.6 Theorem (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Es seien E und F Fr�echetr�aume.

Die Abbildung A : E → F sei linear, und ihr Graph sei abgeschlossen in E × F.
Dann ist A stetig.

11.7 Beispiel. Sei Ω ⊂ RN o�en. Sei T eine Topologie auf C∞(Ω) mit den Eigen-

schaften

(a) (C∞, T ) ist ein Fr�echetraum.

(b) F�ur jedes x ∈ Ω ist die Punktauswertung δx : f 7→ f(x) stetig.

Dann ist T die Topologie aus Beispiel 3.6.

11.8 Definition. Es seien E und F lokalkonvexe R�aume. Eine Teilmenge G ⊂ L(E, F)
hei�t gleichstetig, wenn es zu jeder stetigen Halbnorm q auf F eine stetige Halbnorm p

auf E und C > 0 gibt, so dass f�ur alle x ∈ E und T ∈ G gilt q(Tx) ≤ Cp(x).

11.9 Theorem (Prinzip der gleichm�a�igen Beschr�anktheit). Seien E und F lokalkon-

vexe R�aume und es sei G ⊂ L(E, F) punktweise beschr�ankt, d. h. zu jedem x sei

{Tx|T ∈ G} beschr�ankt in F. Wenn E tonneliert ist, dann ist G gleichstetig.
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11.10 Theorem (Banach-Steinhaus). Es seien E ein tonnelierter und F ein lokal-

konvexer Raum und es sei (Tn)n∈N eine Folge in L(E, F) derart, dass f�ur jedes

x ∈ E der Limes

Tx := lim
n→∞ Tnx

existiert. Dann ist T stetig.

11.11 Satz. Der lokalkonvexe Raum E sei von zweiter Kategorie in sich. Dann

ist E tonneliert. Insbesondere sind Fr�echetr�aume tonneliert.

11.12 Korollar. Es sei E ein tonnelierter Raum. Dann ist E ′ schwach*-folgen-

vollst�andig. Insbesondere sind die Dualen von Fr�echetr�aumen schwach*-folgen-

vollst�andig.
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12 Die Fouriertransformation für
temperierte Distributionen

12.1 Definition. Die Elemente von S ′(RN) hei�en temperierte Distributionen.

Bemerkung. S ′
b(RN) ist vollst�andig nach Satz 10.5 und S ′

σ(RN) ist folgenvollst�andig
nach Korollar 11.12.

Bemerkung. Die Fouriertransformierte von f ∈ L1(RN), insbesondere also von f ∈
S (RN), ist de�niert als

Ff(ξ) = 1

(2π)N/2

∫
RN
f(x)e−ixξdx, ξ ∈ RN.

Theorem 16.13 der Einf. Funktionalanalysis von 2018 besagt, dass die Fouriertrans-

formation eine Bijektion von S (RN) auf sich ist. Ihre Inverse ist

F−1(g)(x) =
1

(2π)N/2

∫
RN
g(ξ)eixξdξ, x ∈ RN.

12.2 Satz. F : S (RN)→ S (RN) ist ein linear topologischer Isomorphismus.

12.3 Definition. Die Fouriertransformation F : S ′(RN)→ S ′(RN) wird de�niert als

die Transponierte von F : S (RN)→ S (RN).

12.4 Satz. Wenn A ∈ L(E, F) ein Isomorphismus ist, so ist auch A ′ ∈ L(F ′b, E ′b) ein
Isomorphismus.

12.5 Bemerkung. F : S ′(RN)b → S ′(RN)b ist ein topologischer Isomorphismus.

12.6 Beispiel.

〈Fδ0, f〉 = 〈δ0,Ff〉 =
1

(2π)N/2

∫
RN
f(x)dx =

1

(2π)N/2
〈1, f〉 .

Also Fδ0 = 1
(2π)N/2

. Genauso

〈1,Fg〉 = (2π)N/2
1

(2π)N/2

∫
RN
Fge0dλN = (2π)N/2�g(0).

Also F1 = (2π)N/2δ0.

12.7 Satz (Poissonsche Summenformel). Es sei f ∈ S (R). Dann gilt

∞∑
n=−∞ f(2πn) =

1√
2π

∞∑
k=−∞Ff(k).
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13 Banachalgebren

13.1 Definition. (a) Eine C-Algebra ist ein C-Vektorraum Amit einer Multiplikation

· : A×A→ A, so dass A ein Ring mit Eins und der folgenden Eigenschaft ist

∀λ ∈ C ∀a, b ∈ A : λ(ab) = (λa)b = a(λb).

Die Eins wird mit e bezeichnet.

(b) Eine normierte Algebra ist eine C-Algebra mit einer Norm mit den folgenden

Eigenschaften

(i) ∀a, b ∈ A : ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ (Submultiplikativit�at).

(ii) ‖e‖ = 1.

(c) Eine Banachalgebra ist eine vollst�andige normierte Algebra.

13.2 Bemerkung. Sei A eine normierte Algebra. Dann ist die Multiplikation stetig.

13.3 Beispiel. (a) Sei E ein komplexer Banachraum. Dann ist L(E) eine Banachal-

gebra. Im Fall E = CN wurde sie in der Linearen Algebra studiert.

(b) Wenn K kompakt ist, dann ist C(K) (komplexwertig) eine Banachalgebra.

13.4 Bezeichnung. Die Gruppe der invertierbaren Elemente in A wird mit G(A) be-
zeichnet.

13.5 Satz (Neumannsche Reihe). Es seien A eine Banachalgebra und a ∈ G(A).
Falls f�ur b ∈ A gilt

‖a− b‖ < 1

‖a−1‖
,

dann b ∈ G(A).

13.6 Korollar. G(A) ist o�en und die Umkehrabbildung x 7→ x−1 ist stetig in G(A).

13.7 Definition. Es sei A eine Banachalgebra und es sei a ∈ A. Das Spektrum von a

besteht aus allen λ ∈ C, f�ur welche λe−a /∈ G(A). Es wird mit σ(a) bezeichnet. Sein

Komplement ρ(a) = C \ σ(a) ist die Resolventenmenge von a.

F�ur λ ∈ ρ(A) ist R(λ, a) = (λe− a)−1 die Resolvente.
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13 Banachalgebren

13.8 Bemerkung. σ(a) ist abgeschlossen. F�ur λ mit |λ| > ‖a‖ ist λ−1a invertierbar.

Also σ(a) ⊂ B‖a‖(0). Insbesondere ist σ(a) kompakt. Aus dem Beweis der Neumann-

schen Reihe erh�alt man sofort

R(λ, a) =

∞∑
j=0

aj

λj+1
.

13.9 Lemma. Seien A eine Banachalgebra, a ∈ A und z, ζ ∈ ρ(a). Dann gelten

(a) R(z, a) − R(ζ, a) = (ζ− z)R(z, a)R(ζ, a) (Resolventenformel).

(b) lim
ζ−z

1

z− ζ
(R(z, a) − R(ζ, a)) = −R(z, a)2.

13.10 Satz. Sei A eine Banachalgebra. F�ur jedes a ∈ A ist σ(a) 6= ∅.

13.11 Theorem (Satz von Gelfand und Mazur). Wenn die Banachalgebra A ein

K�orper ist, dann ist sie gleich Ce.

13.12 Lemma. Seien A eine Banachalgebra und a ∈ A. F�ur ein komplexes Poly-

nom p =
∑n

j=0 λjz
j ∈ C[X] de�nieren wir p(a) =

∑n
j=0 λja

j ∈ A. Dann p(a) ∈ G(A)
genau dann, wenn p(µ) 6= 0 f�ur alle µ ∈ σ(a).

13.13 Satz. Seien A eine Banachalgebra, a ∈ A und p ∈ C[X]. Dann σ(p(a)) =

p(σ(a)).

13.14 Beispiel. Wenn M ∈ CN×N diagonalisierbar ist, dann existieren Eigenwerte

µ1, . . . , µN ∈ C und eine Transformationsmatrix T ∈ GLN(C), so dass

M = T


µ1

µ2
. . .

µN

 T−1.
Dann

p(M) = T


p(µ1)

p(µ2)
. . .

p(µN)

 T−1.
13.15 Definition. Sei A eine Banachalgebra. F�ur a ∈ A de�niert man den Spektralra-

dius als

r(a) = sup{|z| | z ∈ σ(a)}.

13.16 Satz. Sei A eine Banachalgebra. F�ur a ∈ A gilt

r(a) = lim
n→∞ n

√
‖an‖.
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Der Beweis benutzt Satz 9.18 der Einf�uhrung in die Funktionalanalysis; dieser Satz

ist eine Variante des Prinzips der gleichm�a�igen Beschr�anktheit.

13.17 Satz. Seien E ein normierter Raum und M eine Teilmenge von E, so dass

supx∈M|〈y, x〉| <∞ f�ur jedes y ∈ E ′. Dann supx∈M‖x‖ <∞.

13.18 Lemma. Es sei A eine Banachalgebra. Dann gelten:

(a) dist(e, I) = 1 f�ur jedes Ideal I in A.

(b) F�ur jedes abgeschlossene Ideal I in A ist A/I eine Banachalgebra.

(c) F�ur jedes Ideal I ist auch I ein Ideal.

(d) Maximale Ideale sind abgeschlossen.

(e) Jedes Ideal ist in einem maximalen Ideal enthalten.

13.19 Definition. (a) Seien A,B Algebren. Eine C-lineare Abbildung f : A → B ist

ein Algebrenhomomorphismus, wenn f(e) = e und f(ab) = f(a)f(b) f�ur alle

a, b ∈ A.

(b) Sei A eine Banachalgebra. Das Spektrum von A besteht aus allen stetigen

Algebrenhomomorphismen von A nach C. Man schreibt Sp(A).

13.20 Lemma. Sei A eine kommutative Banachalgebra. Die maximalen Ideale in A

sind genau die Kerne der Elemente von Sp(A).

13.21 Satz. Sei A eine kommutative Banachalgebra und sei a ∈ A. Dann σ(a) =
{ϕ(a) | ϕ ∈ Sp(A)}.
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14 C∗-Algebren

14.1 Definition. Eine C∗-Algebra ist eine Banachalgebra zusammen mit einer Involu-

tion ∗ : a 7→ a∗ mit den folgenden Eigenschaften

(a) (a+ b)∗ = a∗ + b∗, (λa)∗ = λa und (ab)∗ = b∗a∗ f�ur a, b ∈ A und λ ∈ C.

(b) ‖a∗a‖ = ‖a‖2 f�ur alle a ∈ A.

Eine Involution ist ein Element mit der Eigenschaft a2 = e.

14.2 Beispiel. (a) (C, |·|) mit der Involution z 7→ z ist eine C∗-Algebra.

(b) F�ur ein Kompaktum K ist (C(K), ‖·‖∞) mit der Involution f 7→ f eine C∗-

Algebra.

(c) Sei H ein komplexer Hilbertraum. Dann hatten wir den zu A ∈ L(H) adjun-
gierten Operator A∗ ∈ L(H) de�niert durch

(A∗x, y) = (x,Ay) , x, y ∈ H.

Mit dieser Setzung wird L(H) zu einer C∗-Algebra. Das wurde in Satz 13.3 der

Einf�uhrung gezeigt.

(d) Ein Spezialfall von (c) ist der Fall H = CN. Der Operator A ∈ L(H) sei im

Standardkoordinatensystem durch die Matrix
a1,1 a1,2 . . . a1,N
a2,1 a2,2 . . . a2,N
...

...
. . .

...

aN,1 aN,2 . . . aN,N


dargestellt. Dann besitzt A∗ die Darstellung

a1,1 a2,1 . . . aN,1
a1,2 a2,2 . . . aN,2
...

...
. . .

...

a1,N a2,N . . . aN,N

 .
14.3 Lemma. Sei A eine C∗-Algebra. Dann gelten
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(a) ‖a∗‖ = ‖a‖ f�ur alle a ∈ A.

(b) e∗ = e.

(c) Wenn a ∈ G(A), dann a∗ ∈ G(A) und (a∗)−1 = (a−1)∗.

14.4 Definition. Ein Element a einer C∗-Algebra A hei�t

(a) normal, wenn aa∗ = a∗a,

(b) selbstadjungiert, wenn a∗ = a,

(c) unit�ar, wenn aa∗ = a∗a = e.

14.5 Bemerkung. (a) Selbstadjungierte und unit�are Elemente sind normal.

(b) Im endlich-dimensionalen Fall ist ein Operator genau dann selbstadjungiert,

wenn seine Matrix hermitesch ist.

(c) Im endlich-dimensionalen Fall wurde in der Linearen Algebra gezeigt, dass ein

C-linearer Endomorphismus genau dann eine Orthogonalbasis aus Eigenvekto-

ren hat, wenn er normal ist. Ein normaler Operator besitzt genau dann reelle

Eigenwerte, wenn er selbstadjungiert ist.

(d) F�ur jedes a ist a∗a selbstadjungiert.

14.6 Satz. Sei A eine C∗-Algebra und sei a ∈ A. Dann σ(a∗) = σ(a).

14.7 Satz. Sei A eine C∗-Algebra und sei a ∈ A selbstadjungiert. Dann σ(a) ⊂ R.

14.8 Satz. Es sei A eine C∗-Algebra und es sei a ∈ A unit�ar. Dann σ(a) ⊆ S1.

14.9 Satz. Sei A eine C∗-Algebra und sei a ∈ A normal. Dann r(a) = ‖a‖.

14.10 Beispiel. Sei M ⊂ CN×N eine hermitesche Matrix mit Eigenwerten λ1 ≤ λ2 ≤
· · · ≤ λN. Der CN sei mit der euklidischen Norm versehen. Dann ist die Operatornorm

des zu M geh�orenden Endomorphismus gleich max{−λ1, λN}.
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15 Positive lineare Funktionale

15.1 Bezeichnung. Es sei K ein kompakter topologischer Raum.

(a) F�ur f ∈ C(K) schreiben wir f ≥ 0, wenn f(x) ≥ 0 f�ur alle x ∈ K. Mit 1

bezeichnen wir die Funktion x 7→ 1.

(b) Ein Funktional T ∈ C(K) ′ hei�t positiv, wenn T(f) ≥ 0 f�ur alle f ≥ 0. Es hei�t
normalisiert, wenn T1 = 1.

Wir erinnern uns an einige De�nitionen aus der Ma�theorie.

15.2 Definition. Ein �au�eres Ma� auf einer Menge X ist eine Abbildung µ : P(X) →
[0,∞] mit den folgenden Eigenschaften:

(a) µ(∅) = 0.

(b) F�ur A ⊆ B ⊆ X gilt µ(A) ≤ µ(B).

(c) F�ur jede Folge (An)n∈N in P(X) gilt µ(
⋃∞
n=1An) ≤

∑∞
n=1 µ(An).

Den kompletten Beweis des folgenden Satzes �ndet man in Rudin, Real and Com-

plex Analysis, Theorem 2.14. Der Beweis ben�otigt die Existenz einer stetigen Parti-

tion der Eins, welche wir in der Analysis III nur im RN gezeigt hatten.

15.3 Theorem (Rieszscher Darstellungssatz f�ur Ma�e). Es sei X ein lokalkompakter

Hausdor�raum und es sei Λ ein positives lineares Funktional auf Cc(X). Dann

gibt es eine σ-Algebra M in X, welche die Borelmengen enth�alt, und ein ein-

deutig bestimmtes Ma� µ auf M, so dass

(a) Λf =
∫
f dµ f�ur jedes f ∈ Cc(X).

Dieses Ma� hat die zus�atzlichen Eigenschaften

(b) µ(K) <∞ f�ur jedes kompakte K ⊆ X.

(c) µ(E) = inf {µ(V)|E ⊆ V, V o�en} f�ur jedes E ∈M.

(d) µ(E) = sup {µ(K)|K ⊆ E, K kompakt} f�ur alle o�enen E ⊂ X sowie alle E ⊂M
mit µ(E) <∞.

(e) µ ist ein vollst�andiges Ma�.
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16 Der Satz von Favard

Im folgenden sind alle Ma�e Borelma�e.

16.1 Bezeichnung. Es sei µ ein Borelma� auf einem topologischen Raum. Ein Punkt x

liegt genau dann im Tr�ager von µ, wenn jede o�ene Umgebung von x positives Ma�

hat.

Ein Ma� hei�t trivial, wenn es endlichen Tr�ager hat.

Ein Borelma� µ auf R ist ein Wahrscheinlichkeitsma�, wenn µ(R) = 1.
Es besitzt alle Momente, wenn f�ur jedes n ∈ N0 gilt∫

R
|x|ndµ(x) <∞.

16.2 Lemma. Es sei µ ein Borelma�, welches alle Momente besitzt. Die Monome

sind genau dann linear unabh�angig in L2(µ), wenn µ nichttrivial ist.

16.3 Bezeichnung. Ab nun sei µ nichttrivial. Wendet man Gram-Schmidt Orthogo-

nalisierung an auf die Folge der Monome in der Reihenfolge aufsteigender Grade,

so erh�alt man eine Folge (P̃n)n∈N0 paarweise in L
2(µ) orthogonaler Polynome. Dabei

hat P̃n den grad n. Die P̃n werden jetzt auf zwei verschiedene Arten normalisiert:

Pn(x) = x
n + . . . ,

pn(x) =
Pn(x)

‖Pn‖
.

Wir setzen noch P−1 := 0.

16.4 Satz. Es sei µ ein nichttrivial Borelma� auf R, welches alle Momente besitzt.

F�ur n ∈ N sei an := ‖Pn‖/‖Pn−1‖. Dann existieren bn ∈ R, n ∈ N, so dass f�ur

alle n ∈ N0 und alle x ∈ R

xPn(x) = Pn+1(x) + bn+1Pn(x) + a
2
nPn−1(x). (16.1)

16.5 Definition. Die Folgen (an)n∈N und (bn)n∈N sind die Jacobi-Parameter von µ.

Ziel ist die Umkehrung dieses Satzes: Gegeben eine 3-Term Rekursion (16.1), so

soll man ein Wahrscheinlichkeitsma� µ konstruieren, so dass die Pn, n ∈ N0, ein
Orthogonalsystem bilden.
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16 Der Satz von Favard

16.6 Bemerkung. Im Fall eines Wahrscheinlichkeitsma�es haben wir ‖P0‖ = 1 und

daher ‖Pn‖ = a1 . . . an und

pn =
1

a1 . . . an
xn + . . . .

F�ur die pn ist die Rekursionsformel also

xpn = an+1pn+1 + bn+1pn + anpn−1. (16.2)

Es sei F ⊂ L2(µ) der Abschluss des von den Polynomen aufgspannten Unterraums.

Der Operator M : F → F, f 7→ xf, wird bez�uglich der Orthonormalbasis (pn)n∈N0
dargestellt durch die Matrix

J :=


b1 a1 0 0 . . .

a1 b2 a2 0 . . .

0 a2 b3 a3 . . .
...

...
...

...

 .
Diese Matrix ist die Matrix der Jacobi-Parameter von µ und wird gelegentlich auch

als Jacobi-Matrix bezeichnet.

16.7 Satz. Es sei µ ein Wahrscheinlichkeitsma� auf R, welches alle Momente

besitzt und es seien (an)n∈N und (bn)n∈N seine Jacobi-Parameter. Setzt man

η := 2 supn∈N|an|+ supn∈N|bn|, so gelten:

(a) Falls η <∞, so gilt Suppµ ⊆ [−η, η].

(b) Falls Suppµ ⊆ [−R, R] f�ur ein R ∈ R, so gilt η ≤ 3R.

16.8 Bezeichnung. Es seien P undQ zwei Polynome. Wir sagen, dass sich die Nullstellen

von P und Q abwechseln, wenn

(a) alle Nullstellen von P und Q reell und einfach sind,

(b) die Nullstellenmengen von P und Q disjunkt sind,

(c) zwischen je zwei Nullstellen von P eine von Q und zwischen je zwei Nullstellen

von Q eine von P liegt.

16.9 Satz. F�ur a1, . . . , an−1 > 0 und b1, . . . , bn ∈ R de�nieren wir die n-Jacobimatrix

als

Jn :=


b1 a1 0 0 . . . 0

a1 b2 a2 0 . . . 0

0 a2 b3 a3 . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 0 . . . bn

 (16.3)
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und de�nieren P0 ≡ 1 und P1, . . . , Pn rekursiv1 durch (16.1). Dann wechseln sich

die Nullstellen von Pn−1 und Pn ab.

Bemerkung. (a) Die Gau�-Quadratur hat ihre Knoten (also die Stellen, an denen

die zu integrierende Funktion ausgewertet wird), an den Nullstellen des n-

ten Legendre-Polynoms. Dazu muss gezeigt werden, dass das n-te Legendre-

Polynom tats�achlich n verschiedene, reelle Nullstellen besitzt. Das folgt aus

obigem Satz.

(b) Wenn M die Multiplikation mit x bezeichnet und πn die Projektion, die all

Monome vom Grad ≥ n auf 0 abbildet, dann ist Jn die Matix von πn ◦M in der

Basis (p0, . . . , pn−1)

16.10 Satz. Es sei Jn wie in (16.3). Dann sind die Nullstellen von Pn genau die

Eigenwerte von Jn.

16.11 Lemma. Es sei Jn die n-Jacobimatrix zu den Jacobi-Parametern (an)n∈N
und (bn)n∈N, es seien p0, . . . , pn die durch die drei-Term-Rekursion de�nierten

Polynome und es seien y1, . . . , yn die Nullstellen von Pn. Dann ist

µn =

n∑
j=1

1∑n−1
`=0 p`(yj)

2
δyj

ein Wahrscheinlichkeitsma� auf R mit den Jacobi-Parametern a1, . . . , an−1 und

b1, . . . , bn.

16.12 Lemma. Es sei n ∈ N. Seien ρ und µ zwei Wahrscheinlichkeitsma�e auf R,
welche die ersten 2n Momente besitzen. Dann stimmen die Jacobi-Parameter

a1, . . . , an−1 und b1, . . . , bn der beiden Ma�e genau dann �uberein, wenn∫
xkdρ =

∫
xkdµ f�ur k = 1, . . . , 2n− 1. (16.4)

16.13 Theorem (Satz von Favard (Stieltjes, 1895)). Es seien (an)n∈N und (bn)n∈N
Jacobi-Parameter (d. h. an > 0, bn ∈ R), so dass η := 2 supn∈N an + supn∈N|bn| <∞. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsma� µ, welches

diese Jacobi-Parameter besitzt. Es gilt Suppµ ⊆ [−η, η].

16.14 Bemerkung. Es seien (an)n∈N und (bn)n∈N Jacobi-Parameter. Die drei-Term-

Relation besagt, dass die Jacobi-Matrix die Matrix der Multiplikation M : L2(µ) →
L2(µ), f 7→ xf, in der Orthogonalbasis (pn)n∈N0 ist.

1Zur De�nition von Pn ben�otigen wir a1, . . . , an−1 und b1, . . . , bn.
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17 Zyklische Unterräume

17.1 Definition. Seien H ein Hilbertraum, A ∈ L(H) und ϕ ∈ H. Der zyklische Un-

terraum H
(A)
ϕ ist der kleinste abgeschlossene Unterraum von H mit

(a) ϕ ∈ H(A)
ϕ ,

(b) wenn ψ ∈ H(A)
ϕ , dann auch Aψ ∈ H(A)

ϕ und A∗ψ ∈ H(A)
ϕ .

17.2 Bezeichnung. F�ur n ∈ N sei Hn ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (·,−)n. Dann

de�niert man ∞⊕
`2

n=1

Hn :=

{
(xn)n∈N

∣∣∣∣∣xn ∈ Hn,
∞∑
n=1

‖xn‖2 <∞}
und versieht ihn mit dem Skalarprodukt

((xn)n∈N, (yn)n∈N) :=

∞∑
n=1

(xn, yn)n.

Mit dieser Setzung wird
∞⊕

`2

n=1

Hn zu einem Hilbertraum. Wenn die Hn paarweise

orthogonale, abgeschlossene Unterr�aume desselben Hilbertraums H sind, dann kann

man
∞⊕

`2

n=1

Hn als Abschluss der algebraischen direkten Summe in H realisieren.

17.3 Lemma. F�ur ψ ⊥ H(A)
ϕ gilt H

(A)
ψ ⊥ H

(A)
ϕ .

17.4 Satz. Seien H ein separabler Hilbertraum und A ∈ L(H). Dann existieren

eine h�ochstens abz�ahlbare Indexmenge I und eine orthonormale Familie (ϕi)i∈I
in H, so dass H

(A)
ϕj ⊥ H

(A)
ϕk f�ur j 6= k und⊕

`2

i∈I

H(A)
ϕi

= H.

Bemerkung. Es sei E ein Banachraum und H ein Hilbertraum.

(a) Wenn A selbstadjungiert ist, dann H
(A)
ϕ = LH ({Anϕ|n ∈ N0}).

(b) Ein Vektor ϕ hei�t zyklisch f�ur einen Operator in A ∈ L(E), wenn

LH ({Anϕ|n ∈ N0}) = E.
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(c) Ein abgeschlossener Unterraum F ⊂ E ist ein invarianter Unterraum f�ur einen

Operator A ∈ L(E), wenn A(F) ⊆ F.

Das Problem des invarianten Unterraums f�ur den Banachraum E fragt, ob

jeder Operator A ∈ L(E) einen nichttrivialen invarianten Unterraum besitzt.

Klar ist, dass A genau dann keinen nichttrivialen invarianten Unterraum be-

sitzt, wenn jedes ϕ 6= 0 zyklisch f�ur A ist.

(d) F�ur Hilbertr�aume ist das Problem des invarianten Unterraums o�en. En
o hat

in den 70ern einen Banachraum zusammen mit einem Operator konstruiert,

der keinen invarianten Unterraum besitzt.

(e) Ein Vektor ϕ hei�t hyperzyklisch f�ur einen Operator A, wenn {Anϕ|n ∈ N0} =
E. Read hat 1988 einen Operator auf dem `1 konstruiert, f�ur den jeder nicht-

triviale Vektor hyperzyklisch ist.
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18 Der Spektralsatz für beschränkte,
selbstadjungierte Operatoren

18.1 Lemma. Es sei H ein Hilbertraum und es sei A ∈ L(H) selbstadjungiert mit

zyklischem Vektor ϕ. Wir stellen A in der Basis dar, die man erh�alt, wenn man

die Folge (Ajϕ)j∈N0 Gram-Schmidt orthogonalisiert. Dann ist die zugeh�orige Ma-

trix eine Jacobi-Matrix.

18.2 Theorem (Spektralsatz f�ur Operatoren mit zyklischem Vektor). Es sei H ein

Hilbertraum und es sei A ∈ L(H) selbstadjungiert mit zyklischem Vektor ϕ der

L�ange 1. Dann existiert ein eindeutiges Ma� µ mit Tr�ager in
[
−‖A‖, ‖A‖

]
, so

dass ∫
xndµ(x) = (ϕ,Anϕ)

f�ur alle n ∈ N0. Ferner existiert eine orthogonale Abbildung U : H → L2(dµ), so

dass

(UAψ)(x) = x(Uψ)(x) f�ur alle ψ ∈ H, x ∈ R.

18.3 Theorem (Spektralsatz). Sei H ein separabler Hilbertraum und sei A ∈ L(H)
selbstadjungiert. Dann existieren eine h�ochstens abz�ahlbare Menge I und f�ur

jedes j ∈ I ein Wahrscheinlichkeitsma� µj, sowie eine unit�are Abbildung

U : H→⊕
`2

j∈I

L2(µj),

so dass f�ur alle ϕ ∈ H
(UAϕ)(x) = x(Uϕ(x)),

wobei der Ausdruck auf der rechten Seite so zu verstehen ist, dass alle Kompo-

nenten mit x multipliziert werden.

Bemerkung. Die Zerlegung ist nicht notwendig eindeutig.

18.4 Beispiel. Es sei A ein kompakter selbstadjungierter Operator in einem sepa-

rablen Hilbertraum H. Wir hatten in der Einf�uhrung gezeigt, dass es ein Orthonor-

malsystem (en)n∈N in H gibt, so dass

A =

∞∑
n=1

λn(·, en)en.
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Das ist genau die Aussage des obigen Satzes, wenn wir µj = δλj und

Uϕ(x) = ((ϕ, ej)j∈N)j∈N ∈
⊕

`2

j∈N

L2(µj) und U−1((ϕj)j∈N) =

∞∑
j=1

ϕjej

w�ahlen.

18.5 Definition. Es seien E und F zwei C∗-Algebren. Eine Abbildung Φ ∈ L(E, F) ist
ein ∗-Homomorphismus, wenn

(a) Φ(ab) = Φ(a)Φ(b) f�ur alle a, b ∈ E,

(b) Φ(a∗) = Φ(a)∗ f�ur alle a ∈ A.

18.6 Beispiel. Die Algebra B[a, b] der beschr�ankten, Borel-messbaren, komplexwer-

tigen Funktionen auf [a, b] ist eine C∗-Algebra mit der komplexen Konjugation als

Involution und der Supremumsnorm als Norm. Wenn χB die charakteristische Funk-

tion einer Borelmenge B ist, dann de�niert Φ(f) := χBf einen ∗-Endomorphismus von

B([a, b]).

18.7 Theorem (Messbarer Funktionalkalk�ul). Sei H ein separabler Hilbertraum und

sei A ∈ L(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein ∗-Homomorphismus

ΦA : B[−‖A‖, ‖A‖]→ L(H)

mit den Eigenschaften

(a) ΦA(1) = idH,

(b) ΦA(id[−‖A‖,‖A‖]) = A,

(c) wenn fn(x)→ f(x) punktweise und supx,n|fn(x)| <∞, dann

lim
n→∞ΦA(fn)(ϕ) = ΦA(f)(ϕ) f�ur jedes ϕ ∈ H.

Es sei H weiterhin ein Hilbertraum.

Bemerkung. Nach Satz 13.7 der Einf�uhrung in die Funktionalanalysis ist eine Pro-

jektion genau dann orthogonal, wenn sie selbstadjungiert ist.

18.8 Definition. Ein selbstadjungierter Operator A ∈ L(H) hei�t positiv, wenn

(Aϕ,ϕ) ≥ 0

f�ur alle ϕ ∈ H. In diesem Fall schreiben wir A ≥ 0. Wir schreiben A ≥ B, wenn

A− B ≥ 0.
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18 Der Spektralsatz f�ur beschr�ankte, selbstadjungierte Operatoren

18.9 Lemma. Es seien P,Q ∈ L(H) selbstadjungierte Projektionen mit P ≤ Q.

Dann gelten

(a) BildP ⊆ BildQ.

(b) Q− P ist die orthogonale Projektion auf BildQ ∩ (BildP)⊥.

(c) QP = PQ = P.

18.10 Definition. Es seien E und F zwei normierte R�aume. Ein Netz (Aβ)β∈B in L(E, F)

konvergiert stark gegen A, wenn f�ur jedes x ∈ A das Netz (Aβx)β∈B gegen Ax kon-

vergiert. In diesem Fall schreiben wir

A = s-limβ∈BAβ.

Bemerkung. Die starke Operatortopologie ist schw�acher als die durch die Opera-

tornorm gegebene Topologie. In der Formulierung des Satzes �uber den messbaren

Funktionalkalk�ul kam die starke Konvergenz bereits vor.

18.11 Definition. Eine Abbildung E : R→ L(H), t 7→ Et, ist eine Spektralschar (engl.

resolution of the identity), wenn:

(a) Alle Et sind orthogonale Projektionen.

(b) Wenn t < s, dann Et < Es.

(c) s-limt→−∞ Et = 0 und s-limt→∞ Et = idH.

(d) s-lims↘t Es = Et f�ur jedes t.
Wenn Et = 0 f�ur alle t < a und Eb = idH, dann sagt man, dass der Tr�ager von E in

[a, b] liegt.

18.12 Satz. Es sei E eine Spektralschar mit Tr�ager in [−R, R]. F�ur g ∈ C[−R, R]
und n ∈ N de�nieren wir

Φn(g) :=

2n∑
j=−2n

g

(
jR

2n

)(
EjR/2n − E(j−1)R/2n

)
∈ L(H).

Dann konvergiert Φn(g) in der Operatornorm gegen ein Φ(g) ∈ L(H). Das so

erkl�arte Φ besitzt die folgenden Eigenschaften

Φ(gh) = Φ(g)Φ(h),

g 7→ Φ(g) ist linear,

Φ(g) = Φ(g)∗,

‖Φ(g)‖ ≤ ‖g‖∞
(Φ(g)ϕ,ϕ) ≥ 0 f�ur ϕ ∈ H und g ≥ 0.
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18.13 Definition. Ein signiertes (bzw. komplexes) Borelma� auf einem topologischen

Raum X ist eine Abbildung µ von der σ-Algebra der Borelmengen nach R (bzw.

nach C), so dass:

(a) Es existiert C > 0, so dass ∞∑
j=1

|µ(Aj)| ≤ C,

f�ur alle Folgen (Aj)j∈N von Borelmengen, welche
⋃
j∈NAj = X und Aj ∩ Ak = ∅

f�ur j 6= k erf�ullen.

(b) Falls (Aj)j∈N eine Folge von Borelmengen mit Aj ∩Ak = ∅ f�ur j 6= k ist, so gilt

µ

(∞⋃
j=1

Aj

)
=

∞∑
j=1

µ(Aj).

18.14 Lemma. F�ur ein signierts Borelma� µ erkl�aren wir zwei (positive) Borel-

ma�e durch

µ+(A) := sup
B⊆A

µ(B), µ−(A) := − inf
B⊆A

µ(B).

Dann µ(A) = µ+(A) − µ−(A).

18.15 Definition. F�ur ein signiertes Ma� µ und eine messbare Funktion f de�nieren

wir ∫
f dµ =

∫
f dµ+ −

∫
f dµ−.

F�ur ein komplexes Ma� de�nieren wir
∫
f dµ =

∫
f dReµ+ i

∫
f d Imµ.

18.16 Satz. Es sei T ∈ C(X,R) ′. Dann existieren positive Funktionale T+ und T−,

so dass T = T+ − T−.

18.17 Theorem. Es sei X ein kompakter topologischer Raum und es sei T ∈ C(X) ′
ein (C-wertiges) stetig lineares Funktional. Dann existiert ein eindeutig be-

stimmtes, komplexes Ma� µ auf X, so dass

T(f) =

∫
f dµ, f ∈ C(X).

18.18 Theorem. Es sei H ein separabler Hilbertraum. F�ur eine Spektralschar Et
mit Tr�ager in [−R, R] sei Φ : C[−R, R] → L(H) die in Satz 18.12 konstruier-

te Abbildung. Sie besitzt eine eindeutig bestimmte stetig lineare Fortsetzung

Ψ : B[−R, R]→ L(H).

F�ur jede Wahl von ϕ,ψ ∈ H existiert ein komplexes Borel-Ma� µϕ,ψ auf R
mit Tr�ager in [−R, R] , so dass f�ur alle g ∈ B[−R, R]

(Ψ(g)ϕ,ψ) =

∫
g(t)dµϕ,ψ(t).

Falls Es = Et, so gilt Ψ(g) = 0 f�ur alle g mit Suppg ⊂ ]s, t[.
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18 Der Spektralsatz f�ur beschr�ankte, selbstadjungierte Operatoren

Bemerkung. Man schreibt Ψ(g) =
∫
g(t)dEt.

18.19 Theorem (Spektralsatz). Es sei H ein separabler Hilbertraum und es sei

A ∈ L(H) selbstadjungiert. Dann gibt es eine Spektralschar E mit Tr�ager in

[−‖A‖, ‖A‖], so dass

A =

∫
t dEt.

Bemerkung. F�ur die Abbildung ΦA aus dem messbaren Funktionalkalk�ul gilt

ΦA(g) =

∫
g(t)dEt (18.1)

f�ur die Spektralschar aus Theorem 18.19.

Beweis. F�ur ϕ ∈ H und eine Borelmenge M setzen wir

νϕ(M) := 〈ΦA(χM)ϕ,ϕ〉 .

Wegen νϕ(M) = 〈ΦA(χM)ϕ,ΦA(χM)ϕ〉 ≥ 0 ist leicht zu sehen, dass νϕ ein Borelma�

ist. Ferner sei µϕ,ϕ das Borelma� aus Theorem 18.18, also

µϕ,ϕ(M) =

〈∫
χmdEtϕ,ϕ

〉
= 〈Etϕ,ϕ〉 .

Aus dem Beweis des Spektralsatzes 18.19 wissen wir, dass Et = ΦA(χ]−∞,t]). Also
stimmen µϕ,ϕ und νϕ auf den Intervallen der Form ]−∞, t] �uberein. Da beide Ma�e

σ-endlich sind, sind sie gleich. Wir hatten im Beweis von Lemma 13.5 der Einf�uhrung

in die Funktionalanalysis f�ur selbstadjungiertes A die folgende Polarisationsgleichung

hergeleitet

Re(Ax, y) =
1

4
((A(x+ y), x+ y) − (A(x− y), x− y)).

Da eine �ahnliche Formel auch f�ur den Imagin�arteil gilt folgt hieraus schlie�lich die

Behauptung.

Bei Meise und Vogt hat Theorem 18.19 eine etwas andere Gestalt:

18.20 Definition. Ein Spektralma� ist eine Abbildung Ẽ von der σ-Algebra der Borel-

mengen in R nach L(H) mit den Eigenschaften:

(a) F�ur jedes Borelmenge M ist ẼM eine orthogonale Projektion; ferner Ẽ(∅) = 0

und Ẽ(σ(A) = idH.

(b) F�ur Borelmengen M1 und M2 gilt Ẽ(M1 ∩M2) = Ẽ(M1)Ẽ(M2).

(c) F�ur disjunkte Borelmengen M1 und M2 gilt Ẽ(M1 ∪M2) = Ẽ(M1) + Ẽ(M2).

(d) F�ur jedes ϕ ∈ H ist Ẽϕ,ϕM 7→ (Ẽ(M)ϕ,ϕ) ein Borelma� auf R.

46



18.21 Theorem. Sei H ein separabler Hilbertraum, sei A ∈ L(H) selbstadjungiert
und sei ΦA : B[−‖A‖, ‖A‖] → L(H) die Abbildung des messbaren Funktional-

kalk�uls. Dann wird durch M 7→ ΦA(χM) ein Spektralma� gegeben. Ferner gilt

(Aϕ,ϕ) =

∫
t dẼϕ,ϕ

f�ur alle ϕ ∈ H.

18.22 Theorem. Sei H ein separabler Hilbertraum und sei A ∈ L(H) selbstadjun-
giert. Die folgenden drei Mengen stimmen �uberein:

(a) σ(A),

(b) σ2(A) := {λ ∈ R|∀ε > 0 : Eλ+ε 6= Eλ−ε},

(c) σ3(A) :=
⋃
j∈I Suppµj f�ur die Ma�e µj aus der Formulierung 18.3 mittels

Multiplikation.

Bemerkung. Das bedeutet, dass man beim messbaren Funktionalkalk�ul das Intervall

[−‖A‖, ‖A‖] durch σ(A) ersetzen kann.

18.23 Theorem (Spektraler Abbildungssatz). Es sei H ein separabler Hilbertraum

und es sei A ∈ L(H) selbstadjungiert. F�ur jedes f ∈ C(σ(A)) gilt σ(ΦA(f)) =

f(σ(A)).
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19 Anwendungen des Spektralsatzes

19.1 Satz. Sei H ein separabler Hilbertraum und sei A ∈ L(H) selbstadjungiert.

(a) A ≥ 0 genau dann, wenn σ(A) ⊂ [0,∞[.

(b) Wenn A ≥ 0, dann existiert ein selbstadjungierter Operator B ≥ 0 mit

B2 = A.

19.2 Definition. Es seien µ und ν zwei Borelma�e auf einem topologischen Raum X.

Das Ma� ν hei�t µ-singul�ar, wenn es eine Borelmenge A gibt, f�ur welche µ(A) = 0

und ν(X \A) = 0. Wir schreiben µ ⊥ ν.

19.3 Bemerkung. ν ist genau dann µ-singular, wenn µ auch ν-singul�ar ist.

Das Dirac-Ma� ist λ1-singul�ar.

19.4 Satz. Es seien µ und ν Borelma�e.

(a) Falls es Borelmengen An, n ∈ N gibt, so dass limn→∞ µ(An) = 0 und

limn→∞ ν(X \An) = 0, so ist ν µ-singul�ar.

(b) Falls es nichtnegative, Borel-messbare Funktionen gn, n ∈ N, gibt, so dass

gn > 0 ν-fast �uberall und

lim
n→∞

∫
gndµ = 0 und lim

n→∞
∫
1

gn
dν = 0,

so ist ν µ-singul�ar.

19.5 Definition. Es seien µ und ν Borelma�e. Man sagt, dass ν absolutstetig bez�uglich µ

ist, wenn jede Borelmenge, die eine µ-Nullmenge ist, auch eine ν-Nullmenge ist. In

diesem Fall schreibt man ν� µ.

19.6 Beispiel. Es sei µ ein Borelma� und es sei f ∈ L1(µ). F�ur jede Borelmenge M

setzen wir ν(M) :=
∫
M
f dµ. Dann ν� µ.

Die Umkehrung ist der Satz von Radon-Nikod�ym.

19.7 Theorem (v. Neumann (1940)). Es seien µ und ν endliche Borelma�e auf

einem Messraum X. Dann existieren f ∈ L1(µ) und ein Borelma� νs, so dass

f ≥ 0, νs ⊥ µ und

ν = fµ+ νs.
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19.8 Theorem (Satz von Radon-Nikod�ym). Es seien µ und ν endliche Borelma�e

auf einem Messraum X. Falls ν� µ, so gibt es f ∈ L1(µ), so dass ν = fµ.

Bemerkung. Es gen�ugt, wenn µ σ-endlich ist. Das wird z. B. in derMa�- und Wahr-

scheinlichkeitstheorie von Bauer gezeigt. Der schwierige erste Fall des Beweises ist

genau der hier gezeigte.

19.9 Theorem (Lebesguescher Zerlegungssatz). Es seien µ und ν zwei endliche Bo-

relma�e. Dann existieren Ma�e νac und νs, so dass νs ⊥ µ, νac � µ und

ν = νac + νs.

19.10 Definition. Es sei µ ein Ma� auf X.

(a) Ein Massepunkt ist ein x ∈ X mit µ({x}) > 0. Das Ma� µ ist ein reines

Punktma�, falls aus µ(A) > 0 bereits die Existenz eines Massepunkts in A

folgt.

(b) Ein Ma� hei�t stetig, falls es keine Massepunkte besitzt.

19.11 Lemma. Es sei µ ein endliches Borelma� auf einem topologischen Raum X.

Die Menge {x|µ({x}) > 0} ist h�ochstens abz�ahlbar.

19.12 Satz. Es sei µ ein endliches Borelma� auf einem kompakten Raum X. Dann

existieren ein reines Punktma� µpp und ein stetiges Ma� µc, so dass µ = µpp+µc.

19.13 Bemerkung. Es seien µ und ν endliche Borelma�e auf einem topologischen

Raum X. Das Ma� µ sei stetig. Zerlegt man ν = νac + νs wie im Lebesgueschen

Zerlegungssatz, so ist auch νac stetig. Also νpp = (νs)pp und wir haben die Zerlegung

ν = νac + νpp + νsc.

Bei all den kommenden De�nitionen im Rest dieses Abschnitts ist H ein sepa-

rabler Hilbertraum und A ∈ L(H) selbstadjungiert. Die Beweise mache ich wie in

Abschnitt 7.2 von Weidmann, Linear Operators in Hilbert Spaces.

19.14 Definition. Das Punktspektrum σp(A ist gleich der Menge der Eigenwerte. Es

sei Hpp der Abschluss der Linearen H�ulle aller Eigenvektoren. Wir bezeichnen Hpp
als den unstetigen Unterraum von H.

Das orthogonale Komplement Hc := H
⊥
pp ist der stetige Unterraum von H.

19.15 Bezeichnung. Sei b ∈ R. Dann existiert s-limt↗b E(t) nach Aufgabe 3 von

Blatt 11. Wir bezeichnen diesen Projektor mit E(b+).

19.16 Bemerkung. (a) E(λ) − E(λ+) = ΦA(χ{λ}), wenn ΦA den messbaren Funk-

tionalkalk�ul bezeichnet.

(b) Wenn ϕ ein Eigenvektor zum Eigenwert λ ist, dann (E(λ) − E(λ+))ϕ = ϕ.
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19 Anwendungen des Spektralsatzes

(c) F�ur jedes ϕ gilt mit ψ := ΦA(χ{λ})ϕ

Aψ = ΦA(idR)ΦA(χ{λ})ϕ = ΦA

(
idR χ{λ}

)
ϕ = ΦA

(
λχ{λ}

)
ϕ = λψ.

Es ist aber nat�urlich im allgemeinen nicht klar, dass ψ 6= 0.

(d) Wenn µϕ,ϕ = δλ, dann ist ϕ ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert λ.

19.17 Satz. Isolierte Punkte von σ(A) sind Eigenwerte.

19.18 Satz. (a) Hp besteht aus allen Vektoren ϕ, f�ur welche µϕ,ϕ ein reines

Punktma� ist.

(b) Hc besteht aus allen Vektoren ϕ, f�ur welche µϕ,ϕ stetig ist.

19.19 Definition. Der singul�ar stetige Unterraum Hsc besteht aus allen ϕ ∈ Hc, f�ur
welche eine Borelsche Lebesgue-Nullmenge N existiert, f�ur welche ϕ = ΦA(χN)ϕ.

19.20 Lemma. Hsc ist abgeschlossen in H.

19.21 Definition. Der absolut stetige Unterraum Hac ist das ortogonale Komplement

von Hsc in Hc. Der singul�are Unterraum Hs ist de�niert durch Hs = Hp ⊕Hsc.

19.22 Satz. (a) Hs besteht aus denjenigen ϕ ∈ H, f�ur welche µϕ,ϕ singul�ar zum

Lebesguema� ist.

(b) Hac besteht aus denjenigen ϕ ∈ H, f�ur welche µϕ,ϕ absolutstetig bez�uglich

des Lebesguema�es ist.

Den Beweis �ndet man als Beweis von Theorem 7.27 im Buch von Weidmann.

19.23 Satz. Die R�aume Hp, Hc, Hsc, Hs und Hac sind invariant unter A.

19.24 Bezeichnung. F�ur z ∈ {p, c, sc, ac, s} bezeichnen wir mit Az ∈ L(Hz) die Ein-

schr�ankung von A auf Hz. Man bezeichnet Ts als den (spektral) singul�aren Anteil

von A, entsprechend f�ur die anderen Zeichen.

Das singul�are Spektrum σs(A) ist das Spektrum von As, entsprechen f�ur z =

c, sc, ac. Das Punktspektrum hatten wir bereits de�nert. Es gilt σ(Ap) = σp(A).

Man sagt, dass A ein reines Punktspektrum hat, wenn A = Ap, entsprechend f�ur

die anderen F�alle.
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20 Unitäre Operatoren

20.1 Bezeichnung. F�ur k, ` ∈ Z bezeichnen wir die im Ring C\{0} holomorphe Funktion

f(z) =
∑̀
n=k

αnz
n

als Laurent-Polynom. Wenn αk 6= 0 und α` 6= 0, dann ist `−k der Grad des Laurent-

Polynoms.

20.2 Bemerkung. (a) Indem man z−kf(z) betrachtet, sieht man, dass f unter

Ber�ucksichtigung der Vielfachheiten genau `− k Nullstellen in C \ {0} besitzt.

(b) Wenn f(eiθ) ∈ R f�ur alle θ ∈ R, dann

f

(
1

z

)
= f(z) f�ur alle z 6= 0.

Insbesondere ist der Grad von f dann gerade.

20.3 Theorem (Fej�er-Riesz). Wenn f ein Laurent-Polynom ist, f�ur welches f(eiθ) ≥
0 f�ur alle θ ∈ R, dann existiert ein Polynom P, welches keine Nullstellen in D
besitzt, so dass

f(z) = P(z)P

(
1

z

)
.

Insbesondere gilt f(eiθ) = |P(eiθ)|2.

20.4 Definition. (a) Eine �uber Z indizierte Familie (cn)n∈Z hei�t positiv de�nit,

wenn f�ur alle ` und alle (ζj)j=1,...,` ∈ C` gilt

∑̀
j,k=1

ζjζkck−j ≥ 0.

(b) F�ur n ∈ Z ist das n-te Moment eines endlichen Borelma�es µ auf ∂D de�niert

als

cn =

∫
∂D
zndµ(z).

20.5 Theorem (Carath�eodory-Toeplitz). Eine �uber Z indizierte Familie (cn)n∈Z be-

steht genau dann aus den Momenten eines endlichen Borelma�es auf ∂D, wenn
sie positiv de�nit ist.
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20 Unit�are Operatoren

20.6 Satz. Es sei U ∈ L(H) ein unit�arer Operator mit zyklischem Vektor ϕ. Dann

gibt es ein endliches Borelma� µ, so dass f�ur alle n ∈ Z

(ϕ,Unϕ) =

∫
∂D
zndµ(z).

Von hier aus kann man vorgehen wie im selbstadjungierten Fall und die entspre-

chenden Varianten bekommen. In Satz 14.8 hatten wir bereits gezeigt, dass das Spek-

trum eines unit�aren Operators in ∂D liegt.

20.7 Theorem (Messbarer Funktionalkalk�ul). Sei H ein separabler Hilbertraum und

sei U ∈ L(H) unit�ar. Dann existiert ein ∗-Homomorphismus

ΦU : B(∂D)→ L(H)

mit den Eigenschaften

(a) ΦU(1) = idH,

(b) ΦU(id∂D) = U,

(c) wenn fn(z)→ f(z) punktweise in ∂D und supx,n|fn| <∞, dann

s-limn→∞ΦU(fn) = ΦU(f).

Man kann ebenfalls zeigen, dass Suppµj ⊆ σ(U) f�ur alle j.

Der Spektralsatz f�ur unit�are Operatoren ist ein Spezialfall des Spektralsatzes f�ur

normale Operatoren, den ich allerdings nicht zeigen werde.

20.8 Theorem (Spektralsatz f�ur normale Operatoren (Simon, Cor. 5.6.6)). Sei H ein

Hilbertraum, sei A ∈ L(H) normal und sei ϕ ein zyklischer Vektor f�ur A. Dann

gibt es ein eindeutig bestimmtes Ma� µ auf σ(A), so dass

(
ϕ, (A∗)kA`ϕ

)
=

∫
zkz`dµ(z).
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21 Unbeschränkte Operatoren zwischen
Hilberträumen

Ab jetzt schreiben wir das Skalarprodukt als 〈x, y〉, um es vom Paar (x, y) zu unter-

scheiden.

Aussagen, die ich bereits in Kapitel 18 der Einf�uhrung gezeigt hatte, referiere ich

nur noch. Damals hatte ich mich an dem Buch von Meise und Vogt orientiert.

21.1 Definition. Ein Operator A von H nach G ist eine lineare Abbildung A von einem

Unterraum D(A) von H mit Werten in G. D(A) ist der De�nitionsbereich von A,

R(A) = {Ax | x ∈ D(A)} ist sein Bild. Der Pr�ahilbertraum G(A) = {(x,Ax) | x ∈
D(A)} ist der Graph von A.

Der Operator A ist dicht de�niert, wenn sein De�nitionsbereich dicht ist.

Sind A und B zwei Operatoren von H nach G und gilt G(A) ⊂ G(B), so bezeichnet
man B als Erweiterung von A und A als Einschr�ankung von B.

21.2 Definition. Ein Operator A von H nach G hei�t abgeschlossen, wenn sein Graph

abgeschlossen ist. Er hei�t abschlie�bar, wenn G(A) Graph eines Operators B ist. In

diesem Fall ist B die Abschlie�ung von A. Wir schreiben dann A.

21.3 Bemerkung. (a) A ist also de�niert durch G(A) = G(A).

(b) Wenn A abgeschlossen mit D(A) = H ist, dann ist A stetig. Das folgt aus dem

Satz von abgeschlossenen Graphen.

(c) F�ur H := L2[0, 1] de�nieren wir einen Operator A in H wie folgt: D(A) besteht

aus allen Polynomen, und f�ur ein Polynom p ist Ap := p(2), verstanden als

konstante Funktion. Sei f(x) := x, dann o�enbar f ∈ L2[0, 1]. Wir zeigen (f, 0) ∈
G(A) und (f, 2) ∈ G(A).

21.4 Definition. Der Sobolewraum H1[0, 1] besteht aus allen Funktionen f ∈ L2[0, 1],
deren distributionelle Ableitung f ′ in L2[0, 1] liegt. Er wird versehen mit dem Skalar-

produkt

〈f, g〉 :=
∫
[0,1]

fgdλ1 +

∫
[0,1]

f ′g ′dλ1.

21.5 Bemerkung. Wir hatten in der Einf�uhrung in die Partiellen Di�erentialglei-

chungen gesehen, dass H1[0, 1] ein Hilbertraum ist. Die Ableitung ist ein stetiger

Operator H1[0, 1]→ L2[0, 1].

53



21 Unbeschr�ankte Operatoren zwischen Hilbertr�aumen

21.6 Beispiel. Es sei D(A) := D[0, 1]. Auf D(A) de�nieren wir durch Af := if ′

einen unbeschr�ankten Operator in H := L2[0, 1]. Er ist abschlie�bar. Genauer gelten

D(A) = H10[0, 1] und Af = if
′.

21.7 Lemma. Sei A ein dicht de�nierter Operator von H nach G. Dann de�nieren

wir D(A∗) = {y ∈ G | x 7→ 〈Ax, y〉 ist stetig auf D(A)}. Es gelten

(a) D(A∗) ist ein linearer Unterraum von G.

(b) F�ur jedes y ∈ D(A∗) gibt es ein eindeutig bestimmtes A∗y ∈ H mit

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 f�ur alle x ∈ D(A).

(c) A∗ : D(A∗)→ H ist linear.

21.8 Definition. Sei A ein dicht de�nierter Operator von H nach G. Den Operator A∗

aus 21.7 bezeichnet man als den zu A adjungierten Operator.

21.9 Beispiel. F�ur A wie in Beispiel 21.6 gilt x ∈ D(A∗).

21.10 Lemma. Sei A ein Operator von H nach G. Wenn A abschlie�bar und dicht

de�niert ist, dann gilt A
∗
= A∗.

21.11 Satz. Sei A ein dicht de�nierter Operator von H nach G. Dann gelten

(a) A∗ ist abgeschlossen mit kerA∗ = (BildA)⊥.

(b) A∗ ist genau dann dicht de�niert, wenn A abschlie�bar ist.

(c) Wenn A abschlie�bar ist, dann A = A∗∗.

21.12 Korollar. Wenn A ein dicht de�nierter, abgeschlossener Operator von H

nach G ist, so ist A∗ abgeschlossen und dicht de�niert, und es gilt A = A∗∗.
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22 Unbeschränkte selbstadjungierte
Operatoren

22.1 Definition. Ein dicht de�nierter Operator A in einem Hilbertraum H hei�t sym-

metrisch, wenn A ⊆ A∗. Er ist selbstadjungiert, wenn A = A∗. Ein symmetrischer

Operator A hei�t wesentlich selbstadjungiert, wenn A selbstadjungiert ist.

22.2 Lemma. Sei A ein symmetrischer Operator in H. Dann ist A abschlie�bar,

und A ist symmetrisch.

22.3 Bemerkung. Sei A ein dicht de�nierter, symmetrischer Operator. Dann gilt f�ur

x, y ∈ D(A)

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉.

Insbesondere ist 〈Ax, x〉 reell f�ur jedes x ∈ D(A).

22.4 Beispiel. Es sei A wie in Beispiel 21.6. Dann ist A symmetrisch, aber nicht

selbstadjungiert.

22.5 Definition. Es sei A ein injektiver Operator von H nach G. Dann wird durch

G(A−1) = {(Ax, x) | x ∈ D(A)}

ein Operator mit De�nitionsbereich D(A−1) = BildA erkl�art. A−1 ist der Inverse

zu A.

O�enbar ist A−1 genau dann abgeschlossen, wenn A abgeschlossen ist.

22.6 Lemma. Sei A ein injektiver, dicht de�nierter Operator von H nach G, dessen

Bild dicht in G ist. Dann ist A∗ injektiv, A−1 ist dicht de�niert, und es gilt

(A∗)−1 = (A−1)∗.

22.7 Definition. F�ur Operatoren A,B von H nach G de�nieren wir A+B aufD(A+B) =

D(A) ∩D(B) durch (A+ B)(x) = Ax+ Bx.

22.8 Lemma. A und B seien Operatoren von H nach G. Dann gelten:

(a) Falls A abgeschlossen und B beschr�ankt ist, so ist A+ B abgeschlossen.

(b) Falls A+ B dicht de�niert ist, so gilt A∗ + B∗ ⊂ (A+ B)∗.

(c) Falls A dicht de�niert und B beschr�ankt ist, so gilt A∗ + B∗ = (A+ B)∗.
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22 Unbeschr�ankte selbstadjungierte Operatoren

Ohne Beweis erw�ahne ich den Satz von Rellich-Kato:

22.9 Theorem (Simon, Theorem 7.1.14). Seien A und B zwei Operatoren in dem

Hilbertaum H, wobei A selbstadjungiert ist. Ferner gelte D(A) ⊆ D(B) und es

gebe 0 ≤ α < 1 und 0 ≤ β, so dass ‖Bϕ‖ ≤ α‖Aϕ‖ + β‖ϕ‖. Wenn nun B

selbstadjungiert ist, dann ist auch A+ B selbstadjungiert.

22.10 Definition. Sei A ein Operator von H nach G, und sei B ein Operator von G

nach F. Mit BA wird der Operator bezeichnet, der auf D(BA) = {x ∈ D(A) | Ax ∈
D(B)} de�niert ist durch (BA)x = B(Ax).

22.11 Lemma. Sei A ein dicht de�nierter Operator von H nach G, und sei B in

dicht de�nierter Operator von G nach F. Dann gelten

(a) A∗B∗ ⊂ (BA)∗, falls BA dicht de�niert ist.

(b) Falls B stetig, so ist BA dicht de�niert, und es gilt A∗B∗ = (BA)∗.

22.12 Lemma. Sei A ein symmetrischer, abgeschlossener Operator in H. F�ur jedes

z ∈ C \ R ist z id−A injektiv und Bild(z id−A) abgeschlossen.

22.13 Definition. Sei A ein Operator in H. Die Resolventenmenge ρ(A) besteht aus

denjenigen z ∈ C, f�ur die z id−A injektiv ist mit Bild(z id−A) = H. Die Menge

σ(A) = C \ ρ(A) hei�t Spektrum von A. F�ur z ∈ ρ(A) bezeichnet man R(z,A) =

(id z−A)−1 als Resolvente von A in z.

22.14 Bemerkung. Falls A abgeschlossen ist, so gilt R(z,A) ∈ L(H) f�ur z ∈ ρ(A).

22.15 Satz. Der Operator A sei selbstadjungiert in H. Dann ist sein Spektrum

eine Teilmenge von R.

22.16 Satz. F�ur einen Operator A in H sind �aquivalent:

(a) A ist selbstadjungiert.

(b) A ist symmetrisch mit σ(A) ⊂ R.

(c) A ist symmetrisch, und es gibt z ∈ C \ R, so dass z, z ∈ ρ(A).

22.17 Beispiel. F�ur λ ∈ C betrachten wir in H = L2[0, 1] den durch D(A) ={
f ∈ H1[0, 1]

∣∣f(1) = λf(0)} und Af = if ′ gegebenen Operator. Wenn |λ| = 1, dann

ist A selbstadjungiert.

22.18 Satz. Wenn A ein abgeschlossener Operator ist, dann ist σ(A) abgeschlos-

sen.

22.19 Satz. Sei A ein abgeschlossener Operator in H mit σ(A) = ∅. Dann A−1 ∈
L(H) und σ(A−1) = {0}.

22.20 Satz. Sei A ein selbstadjungierter Operator in H 6= {0}. Dann σ(A) 6= ∅.
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23 Die Cayley-Transformierte

23.1 Definition. Sei A ein symmetrischer, abgeschlossener Operator in H. Nach Lem-

ma 22.12 ist −i id−A injektiv. Der Operator U = (i id−A)(−i id−A)−1 mit D(U) =

Bild(−i id−A) hei�t Cayley-Transformierte von A.

Bemerkung. In der Funktionentheorie war die Cayley-Abbildung ψ : z 7→ z−i
z+i

aufge-

treten. Es handelt sich um eine biholomorphe Abbildung von H nach D. Ihre Inverse
ist w 7→ i 1+z

1−z
.

23.2 Lemma. F�ur jeden abgeschlossenen, symmetrischen Operator A in H ist die

Cayley-Transformierte eine Isometrie von Bild(−i id−A) auf Bild(i id−A).

23.3 Satz. Sei A ein selbstadjungierter Operator in H und sei U seine Cayley-

Transformierte. Dann gelten

(a) U ∈ L(H) ist unit�ar und id−U ist injektiv.

(b) D(A) = Bild(id−U) und A = i(id+U)(id−U)−1.

23.4 Lemma. Sei U ∈ L(H) unit�ar, und sei id−U injektiv. Dann ist der auf D(A) =

Bild(id−U) de�nierte Operator A = i(id+U)(id−U)−1 symmetrisch.

23.5 Satz. Sei U ∈ L(H) unit�ar, und sei id−U injektiv. Dann ist der auf D(A) =

Bild(id−U) de�nierte Operator A = i(id+U)(id−U)−1 selbstadjungiert und seine

Cayley-Transformierte ist U.

23.6 Satz. Wenn U die Cayley-Transformierte eines selbstadjungierten Opera-

tors A ist, welcher nicht beschr�ankt ist, dann σ(U) = { i−µ
−i−µ

| µ ∈ σ(A)} ∪ {1}
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24 Der Spektralsatz für unbeschränkte,
selbstadjungierte Operatoren

24.1 Definition. Sei µ ein Borelma� auf einer messbaren Menge Ω ⊂ RN, und sei

f : Ω → C Borel-messbar. Wir de�nieren den Multiplikationsoperator Mf in L
2(µ)

durch

D(Mf) =
{
ϕ ∈ L2(µ)

∣∣∣ ∫
Ω

|fϕ|2dµ <∞}, Mfϕ = fϕ.

24.2 Satz. Mf ist abgeschlossen und dicht de�niert mit M∗f =Mf.

24.3 Definition. F�ur eine Borel-messbare Abbildung f : Ω→ C bezeichnet

Wµ(f) = {λ ∈ C | ∀ε > 0 : µ(f−1(Bε(λ))) > 0}

den wesentlichen Wertebereich von f. F�ur eine Familie (µi)i∈I von Ma�en setzt man

W(µi)i(f) = {λ ∈ C | ∀ε > 0∃i ∈ I : µi(f−1(Bε(λ))) > 0}.

24.4 Bemerkung. Der wesentliche Wertebereich ist abgeschlossen.

24.5 Satz. σ(Mf) =Wµ(f).

24.6 Beispiel. Es gilt σ(Mt) = R, wenn µ das Lebesgue-Ma� auf R ist.

24.7 Theorem (Spektralsatz). Sei A ein selbstadjungierter Operator in einem sepa-

rablen Hilbertraum H. Dann existieren eine Familie (µi)i∈I endlicher, regul�arer

Borelma�e auf σ(A) und ein unit�arer Operator U : H → ⊕
`2

j∈J

L2(σ(A), µi) mit

UAU−1 =Mx. Hier bezeichnet Mx wieder die Multiplikation mit der identischen

Abbildung auf σ(A).

24.8 Beispiel. Durch D(A) = H1(R), Af = if ′, wird ein Operator im L2(R) gegeben.
Er ist selbstadjungiert. Das zum Spektralsatz geh�orige Diagramm ist

D(A)
F−−−→ D(Mλ)

A

y Mλ

y
L2(R) F−−−→ L2(R),

denn F(f ′)(ξ) = −iξF(f)(ξ).
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