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Übungen zu Funktionalanalysis II

1. (10P) Es sei u die in Beispiel 8.1 konstruierte Lösung des Randwertproblems

∆u = 0, in Ω,

u(r, ϕ) =

{
0, 0 ≤ r < 1,

sin
(
2
3ϕ+ π

3

)
, r = 1,

(r, ϕ) ∈ ∂Ω.

Zeigen Sie u /∈ H2(Ω), indem Sie zeigen, dass uxx /∈ L2(Ω).

2. Es sei χ ∈ D(B1(0)) eine nur von |(x, y)| abhängige Funktion mit χ(x, y) = 1 für
|(x, y)| ≤ 1

2 , es sei u wie in Aufgabe 1 und es sei v := uχ. Zeigen Sie

(a) (5P) ∆v ∈ L2(Ω).

(b) (5P) Offenbar löst v das Dirichletproblem

∆w = ∆v in Ω,

w = 0 in ∂Ω.

Zeigen Sie, dass v /∈ H2(Ω).

3. (10P) Für n ∈ N sei en ∈ L2[0, 1] gegeben durch en(x) =
√

2 sin(πnx). Zeigen Sie,
dass (en)n∈N eine Orthonormalbasis des L2[0, 1] ist.

Hinweis: Konstruieren Sie hilfsweise eine Orthonormalbasis von

E :=
{
f ∈ L2[−1, 1]

∣∣∀x : f(−x) = −f(x)
}
.

4. (10P) Zeigen Sie, dass

H1
0 [0, 1] =

{ ∞∑
n=1

an sin(πnx)

∣∣∣∣∣(nan)n∈N ∈ `2
}
.

Hinweis: Es ist à priori nicht klar, dass die Reihe
∑∞

n=1 an sin(πnx) in H1
0 [0, 1]

konvergiert. Verwenden Sie partielle Integration, um das Problem zu umgehen.
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