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1 Der Satz von Lax-Milgram

Der Satz von Lax-Milgram ist �Ubungsaufgabe 7.5 im Grundkurs [12] von Kaballo.

1.1 Definition. Eine Abbildung β : E× E→ K ist eine Bilinearform, wenn sie in

beiden Komponenten bilinear ist, und eine Sesquilinearform, wenn sie in der

ersten Komponente linear und in der zweiten konjugiert linear ist.

1.2 Lemma. Es sei E ein Banachraum und β : E × E → K eine Bilinearform

oder eine Sesquilinearform. Sie ist genau dann stetig, wenn es ein C > 0

gibt, so dass

|β(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖.

1.3 Definition. Eine Bilinear- oder Sesquilinearform β hei�t koerziv, wenn es γ > 0

gibt, so dass |β(u, u)| ≥ γ‖u‖2 f�ur alle u ∈ E.

1.4 Theorem. Es sei H ein Hilbertraum und es sei β eine stetige Sesquiline-

arform auf H. Dann gibt es genau eine Abbildung T : H→ H, so dass

β(x, y) = (x, Ty)

f�ur alle x, y ∈ H. Dieses T liegt in L(H) und es gilt ‖T‖ = sup {|β(x, y||‖x‖, ‖y‖ ≤ 1}.
Wenn β koerziv ist, dann ist T invertierbar.

1.5 Korollar (Lax-Milgram). Es sei β eine stetige und koerzive Sesquilinear-

form auf dem Hilbertraum H. Zu jeder stetigen Linearform ϕ : H→ K exis-

tiert ein eindeutig bestimmtes y ∈ H, so dass β(x, y) = ϕ(x) f�ur alle x ∈ H.
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2 Sobolewräume

2.1 Definition. Sei Ω ⊂ Rn o�en, sei α ∈ Nn0 ein Multiindex und sei f ∈ L2(Ω).

Dann hei�t g ∈ L2(Ω) schwache Ableitung von f, wenn

〈g,ϕ〉 = (−1)|α|
〈
f, ϕ(α)

〉
f�ur alle ϕ ∈ D(Ω).

Wir schreiben dann Dαf oder f(α) f�ur g.

2.2 Definition. Sei Ω ⊂ Rn o�en, sei m ∈ N0.

(a) Hm(Ω) = {f ∈ L2(Ω) | f�ur alle α mit |α| ≤ m existiert die schwache

Ableitung Dαf in L2(Ω)}.

(b) (f, g)Hm =
∑
|α|≤m (Dαf,Dαg) f�ur f, g ∈ Hm(Ω).

(c) Hm0 (Ω) ist der Abschlu� von D(Ω) in Hm(Ω).

Die R�aume Hm(Ω) und Hm0 (Ω) hei�en Sobolewr�aume.

2.3 Satz (Einf. in die Partiellen Di�erentialgleichungen Satz 16.7). Hm(Ω) und

Hm0 (Ω) sind Hilbertr�aume.

2.4 Satz. Sei f ∈ L2[a, b]. Dann wird durch F(x) =
∫x
a
f dλ1 ein F ∈ H1[a, b]

gegeben, dessen schwache Ableitung gleich f ist.

Das soll in der �Ubung gezeigt werden.

2.5 Theorem (Sobolew-Lemma, Einf. Theorem 17.1). Sei Ω ⊂ Rn o�en und seien

m,k ∈ N0 mit m > k+ n
2
. Zu jedem f ∈ Hm(Ω) existiert ein Repr�asentant in

Ck(Ω).

2.6 Theorem (Einf. pDgl. Theorem 16.22). Sei Ω ⊂ Rn mit C1-Rand. Dann

existiert eine stetige lineare Abbildung T : H1(Ω) → L2(∂Ω) mit T(f) = f∂Ω
f�ur jedes f ∈ C1(Ω).

Sie Abbildung T hei�t Spurabbildung.
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2.7 Theorem (Einf. pDgl. Theorem 16.30). Sei Ω ⊂ Rn o�en mit C1-Rand. Sei

T : H1(Ω)→ L2(∂Ω) die Spurabbildung. Dann H10(Ω) = ker T .

2.8 Beispiel. H1[a, b] ⊂ C[a, b] und H10[a, b] = {f ∈ H1[a, b] | f(a) = f(b) = 0}.

Durch nochmalige Anwendung erh�alt man beispielsweise, dassH2[a, b] ⊂ C1[a, b]
und H20[a, b] = {f ∈ H2[a, b] | f(a) = f ′(a) = f(b) = f ′(b) = 0}.

2.9 Theorem (Rellichscher Einbettungssatz, Einf. FA Theorem 17.3). Sei Ω ⊂ Rn

beschr�ankt und o�en und sei m ∈ N. Dann ist die Einbettung H0(Ω) →
Hm−1
0 (Ω) kompakt.

2.10 Theorem (Einf. FA Korollar 17.15). Wenn Ω ⊂ Rn eine beschr�ankte, of-

fene Menge mit C∞-Rand ist, dann ist die Einbettung Hm(Ω) → Hm−1(Ω)

kompakt.

St�arkere Versionen dieser S�atze mit schw�acheren Voraussetzungen an die Re-

gularit�at des Randes �ndet man in dem Buch [9] von Grisvard.

Die Formulierung der Poincar�e-Ungleichung stammt aus dem Buch [20] von

Renardy und Rogers.

2.11 Theorem (Poincar�e-Ungleichung). F�ur ein d > 0 sei Ω eine o�ene Teil-

menge des Streifens {x ∈ Rn||x1| < d}. Dann gilt f�ur jedes u ∈ H10(Ω)

‖u‖2L2 ≤ 4d
2

∫
Ω

(∇u,∇u) dλn.

2.12 Korollar. Falls Ω in einem Streifen liegt, so ist die Sesquilinearform

β(u, v) :=
∫
Ω
(∇u,∇v) dλn koerziv als Sesquilinearform auf H10(Ω).

Wir wiederholen die Greenschen Formeln aus der Einf�uhrung in die Partiellen

Di�erentialgleichungen (Theorem 16.26).

2.13 Theorem. Sei Ω ⊂ Rn beschr�ankt und o�en mit glattem Rand und seien

f, g ∈ H2(Ω) und h ∈ H1(Ω). Dann

(a) ∫
Ω

h∆gdλn = −

∫
U

(∇h,∇g)dλn +
∫
∂U

h (∇g, ν)dσ.

(b) ∫
Ω

(f∆g− g∆f)dλn =

∫
∂U

(f (∇g, ν) − g (∇f, ν))dσ.
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2 Sobolewr�aume

Dieser Satz gilt auch, wenn der Rand nur fast �uberall glatt ist, beispielsweise,

wenn U ein Polygon ist. Eine pr�azise Formulierung �ndet man in Kaballo [12],

x20.

2.14 Beispiel. Sei Ω ⊂ Rn beschr�ankt und o�en mit glattem Rand. F�ur f, g ∈
C(Ω) sei u ∈ C2(Ω) eine L�osung des Randwertproblems

∆u− fu = g in Ω,

u = 0 in ∂Ω.
(2.1)

Dann gilt f�ur jedes ϕ ∈ D(Ω)∫
Ω

gϕ dλn =

∫
Ω

∆(u)ϕ dλn −

∫
Ω

fuϕ dλn = −

∫
Ω

(∇u,∇ϕ) dλn −
∫
Ω

fuϕ dλn.

Wir sagen, dass u ∈ H10(Ω) eine schwache L�osung von (2.1) ist, wenn f�ur alle

ϕ ∈ D(Ω) gilt ∫
Ω

gϕ dλn = −

∫
Ω

(∇u,∇ϕ) dλn −
∫
Ω

fuϕ dλn.

Das macht dann auch Sinn f�ur f, g ∈ L2(Ω) und beliebige Randregularit�at.

2.15 Satz. Sei Ω ⊂ Rn o�en und in einem Streifen enthalten und sei f ∈ L2(Ω)

komplexwertig mit Re f(x) ≥ 0 f�ur alle x ∈ Ω. F�ur jedes g ∈ L2(Ω) besitzt

das Randwertproblem (2.1) eine schwache L�osung.
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3 Die Friedrichssche Erweiterung

Die Friedrichssche Erweiterung stellt eine Methode dar, zu einem (unbeschr�ank-

ten) symmetrischen Operator eine selbstadjungierte Erweiterung zu konstruie-

ren, ohne dass man dessen De�nitionsbereich �a priori erraten haben muss. Die

Friedrichssche Erweiterung eignet sich vor allem f�ur elliptische Operatoren.

Die Vorlesung orientiiert sich an Chapter 19 von Zeidler [27].

3.1 Definition. Sei A ein symmetrischer Operator im Hilbertraum H. A hei�t mo-

noton, wenn (Ax, x) ≥ 0 f�ur alle x ∈ H und koerziv, wenn die Sesquilinearform

(u, v) 7→ (Au, v) koerziv ist.

3.2 Definition. A sei ein koerziver Operator im Hilbertraum H. Durch

(u, v)E = (Au, v) , u, v ∈ D(A),

wird ein Skalarprodukt aufD(A) erkl�art. Die Vervollst�andigung von (D(A), ‖·‖E)
ist ein Hilbertraum, der als energetischer Raum von A bezeichnet und HE
geschrieben wird.

3.3 Beispiel. In den Beispielen 22.4 und 22.17 hatten wir den Operator A : f 7→
if ′ studiert. Auf dem De�nitionsbereich D(A) = H10[0, 1] ist er symmetrisch, auf

dem De�nitionsbereichD(A) =
{
f ∈ H1[0, 1]

∣∣f(0) = f(1)} sogar selbstadjungiert.
In beiden F�allen ist der Operator nicht koerziv.

3.4 Lemma. Sei A ein koerziver Operator im Hilbertraum H. Die Einbettung

D(A) ↪→ H setzt sich zu einer stetigen Einbettung HE ↪→ H fort.

3.5 Beispiel. Sei H = `2 und sei (λn)n∈N eine wachsende, unbeschr�ankte Fol-

ge in ]0,∞[. Der Operator A in H sei gegeben durch D(A) =
⊕∞

j=1K und

A((xn)n∈N) = (λnxn)n∈N. Er ist koerziv. Es gilt

((xn)n∈N, (yn)n∈N)E =

∞∑
n=1

λnxnyn.

Der energetische Raum von A ist also

HE =
{
(xn)n∈N ∈ KN

∣∣∣ (√λn xn)
n∈N
∈ `2
}
⊂ H.
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3 Die Friedrichssche Erweiterung

3.6 Definition. F�ur einen koerziven Operator A setzt man

D(AF) := {u ∈ HE|x 7→ (x, u)E stetig in H} .

Wegen des Rieszschen Darstellungssatzes und der Dichtheit von HE in H existiert

zu u ∈ HE ein eindeutig bestimmtes AFu ∈ H, so dass (v, u)E = (v,AFu)H f�ur

alle v ∈ HE. Der Operator AF ist die Friedrichs-Erweiterung von A.

3.7 Lemma. AF ist tats�achlich eine Erweiterung von A.

3.8 Beispiel. Betrachte den Operator f 7→ −f ′′ in L2[0, 1]. Wir konstruieren die

Friedrichssche Erweiterung f�ur den De�nitionsbereich D(A) = D(0, 1). Dann gilt

f�ur f, g ∈ D(A)

(f, g)E = −

∫ 1
0

f ′′g =

∫ 1
0

f ′g ′.

F�ur u ∈ D(A) gilt insbesondere also (Au,u) = ‖u ′‖22. Aus der Poincar�e-Unglei-
chung folgt, dass A koerziv ist. Wir haben au�erdem gesehen, dass die energe-

tische Norm �aquivalent zur Norm des Sobolewraums H1[0, 1] ist. Das bedeutet

HE = H
1
0[0, 1].

F�ur u ∈ D(AF) sei f = AFu ∈ L2[0, 1]. F�ur beliebiges ϕ ∈ D(A) bedeutet dies

−

∫ 1
0

ϕ ′′u dλ1 =

∫ 1
0

ϕ ′u ′ dλ1 = (ϕ,u)E = (ϕ,AFu)L2 = (ϕ, f)L2 =

∫ 1
0

ϕf dλ1.

Also ist −f die zweite distributionelle Ableitung von u und daher u ∈ H2[0, 1].
Wir haben gezeigt

D(AF) ⊆ H2[0, 1] ∩H10[0, 1].

Um die Gleichheit zu zeigen, integriert man einmal partiell.

3.9 Lemma. BildAF = H.

3.10 Theorem (Friedrichs (1934)). Sei A ein koerziver Operator in einem Hilbert-

raum H. Dann ist seine Friedrichssche Erweiterung selbstadjungiert.

3.11 Beispiel. Wie variieren Beispiel 3.8 zu D(A) = {u ∈ C2[0, 1] | u ′(0) =

u ′(1) = 0} und Au = u− u ′′. In diesem Fall

(Au,u) = ‖u‖22 + ‖u ′‖22
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und daher HE = H1[0, 1] und (u, v)E =
∫1
0
uv +

∫1
0
u ′v ′. Wenn wir u ∈ D(AF)

haben, dann existiert f ∈ L2[0, 1] mit AFu = f. Wir werten das zuerst f�ur ϕ ∈
D(0, 1) aus. In diesem Fall∫ 1

0

uϕ+

∫ 1
0

u ′ϕ ′ = AE(u)(ϕ) = (f, Jϕ) =

∫ 1
0

fϕ.

Das bedeutet, dass u ∈ H2[0, 1] mit u ′′ = u−f bzw. AFu = u−u ′′. F�ur beliebiges

g ∈ C2[0, 1] gilt

AE(u)(g) =

∫ 1
0

ug+

∫ 1
0

u ′g ′ =

∫ 1
0

ug+ u ′(1)g(1) − u ′(0)g(0) −

∫ 1
0

u ′′g.

Das ist nur dann stetig in der L2-Norm, wenn u ′(1) = u ′(0) = 0. Wir haben

gesehen, dass D(AF) = {u ∈ H2[0, 1] | u ′(1) = u ′(0) = 0}.

3.12 Beispiele. Wir konstruieren jetzt Laplace-Operatoren. Dazu sei Ω ⊂ Rn

ein beschr�anktes Gebiet, f�ur welches die Greenschen Formeln gelten, z. B. ein

glatt berandetes oder ein Polygon.

(a) Wir setzen D(A) = D(Ω) und A = −∆. Dann folgt aus den Greenschen

Formeln f�ur f, g ∈ D(A)

(f, g)E = (∇f,∇g) .

Wegen der Poincar�e-Ungleichung ist das energetische Skalarprodukt �aqui-

valent zum Skalarprodukt auf H1(Ω). Daraus folgt HE = H
1
0(Ω).

(b) Beim Neumannschen Randwertproblem tritt dass Problem auf, dass −∆

wegen ∆1 = 0 nicht koerziv ist. Daher studiert man den Operator A =

id−∆ auf dem De�nitionsbereich D(A) = {f ∈ C2(Ω) | ∀x ∈ ∂Ω : (∇f, ν) =
0}. In diesem Fall erh�alt man HE ⊆ H1(Ω).

(c) Die L�osung liegt �a priori in H1(Ω). Ob sie in einem besseren Raum liegt,

wird mit Methoden der Regularit�atstheorie untersucht. Wir werden das f�ur

elliptische Operatoren zweiter Ordnung tun.

3.13 Beispiel. F�ur den Operator A aus Beispiel 3.5 gilt

D(AF) = {(un)n∈N | (λnun)n∈N ∈ `2}.
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4 Kompakte Resolventen

4.1 Definition. Seien H ein Hilbertraum und A ∈ K(H) selbstadjungiert. Eine

Eigenwertfolge (λn)n∈N von A ist eine Folge aller Eigenwerte von A, derart, dass

(|λn|)n∈N monoton f�allt. Dabei wird jeder einzelne Eigenwert λ so oft aufgez�ahlt,

wie dimker(λ id−A) angibt. Falls es nur endlich viele Eigenwerte gibt, wird die

Folge durch Nullen aufgef�ullt.

4.2 Theorem (Einf�uhrung in die Funktionalanalysis, Satz 14.5). Seien H ein un-

endlich-dimensionaler Hilbertraum und A ∈ L(H) kompakt und selbstad-

jungiert. Sei ferner (λn)n∈N eine Eigenwertfolge von A. Dann λn ∈ R f�ur

alle n ∈ N. Ferner existiert ein Orthonormalsystem (en)n∈N in H, so dass

A =
∑∞

n=1 λn (·, en) en, wobei die Folge in der Operatornorm konvergiert.

4.3 Theorem. Sei A ein koerziver Operator in einem Hilbertraum H mit

abz�ahlbar unendlicher Dimension. Die Einbettung HE ↪→ H der energeti-

schen Erweiterung HE nach H sei kompakt. Dann gibt es ein vollst�andiges

Orthonormalsystem (un)n∈N von H mit den folgenden Eigenschaften:

(a) un ∈ D(AF) f�ur alle n ∈ N.

(b) F�ur jedes n ist un ein Eigenvektor von AF, es gibt also λn ∈ C mit

AFun = λnun.

(c) Alle λn sind reell mit λn ≥ c, wobei c die Konstante aus der Koerzi-

vit�atsabsch�atzung in De�nition 3.1 ist.

(d) limn→∞ λn =∞.

(e) σ(AF) = {λn | n ∈ N}.

4.4 Satz. Die Laplace-Operatoren aus Beispiel 3.12 erf�ullen die Vorausset-

zungen von Theorem 4.3.
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5 Besselfunktionen

5.1 Definition. F�ur ν ∈ C bezeichnet man die Di�erentialgleichung

w ′′ +
1

x
w ′ +

(
1−

ν2

x2

)
w = 0 (5.1)

als Besselsche Di�erentialgleichung. Die Funktion

Jν(z) =
(z
2

)ν ∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(ν+ j+ 1)

(z
2

)2j
, z ∈ C \ ]−∞, 0],

bezeichnet man als Besselfunktion der Ordnung ν. Sie l�ost (5.1).

Literatur zu Besselfunktionen sind die B�ucher von Olver [19], Watson [25]

und Triebel [23], sowie die Digital Library of Mathematical Functions http:

//dlmf.nist.gov/.

5.2 Definition. (a) Auf [0, 1] wird durch

µ(E) =

∫
E

t dλ1(t)

ein Borelma� gegeben. Den zugeh�origen Hilbertraum L2([0, 1], µ) schreiben

wir L2([0, 1], t).

(b) F�ur ν > 0 wird der Besselsche Di�erentialoperator Bν als Operator in

H = L2([0, 1], t) wie folgt gegeben:

D(Bν) besteht aus allen Funktionen der Form f(t) = tνu(t) mit u ∈
C∞([0, 1]) und u ′(0) = u(1) = 0, und

Bν(f)(t) = −f ′′(t) −
1

t
f ′(t) +

ν2

t2
f(t).

5.3 Satz. F�ur ν > 0 ist Bν ein koerziver Operator.

5.4 Bemerkung. Der Beweis zeigt (f, g)E =
∫1
0
f ′tg ′ +

∫1
0
ν2

t
fg.
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5 Besselfunktionen

5.5 Lemma. F�ur ν > 0 ist die Einbettung HE ↪→ H kompakt.

5.6 Lemma. Sei ν > 0 und sei u ∈ D((Bν)F). Dann gilt (Bν)Fu = −u ′′− 1
t
u ′+ ν2

t2
u

im Distributionssinn.

Ferner besitzt u eine Punktauswertung in 1 und es gilt u(1) = 0.

5.7 Satz. u ist genau dann ein Eigenvektor von (Bν)F zum Eigenwert λ, wenn√
λ eine Nullstelle von Jν ist und es ein A 6= 0 gibt, so dass u(t) = AJν(

√
λt).

5.8 Bemerkung. Weil L2([0, 1], t) unendlich-dimensional ist, besitzt Jν f�ur jedes

ν > 0 unendlich viele Nullstellen, die sich nicht h�aufen. Wir bezeichnen sie mit

λ
(ν)
1 < λ

(ν)
2 < λ

(ν)
3 < · · · <∞.

Wegen der Eindeutigkeit der L�osungen linearer Di�erentialgleichungen sind alle

diese Nullstellen einfach. Zwischen je zwei Nullstellen liegt wegen des Satzes von

Rolle mindestens eine Nullstelle der Ableitung. Man kann zeigen, dass es genau

eine ist (Watson [25], 15·23).

5.9 Satz. Die Funktionen
(
Jν(λ

(ν)
n t)

)
n∈N

bilden ein vollst�andiges Orthogonal-

system in L2([0, 1], t).

Bemerkung. Triebel [23] behandelt auch den Fall ν = 0. Das Lemma 5.5 macht

in diesem Fall �Arger.
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6 Elliptische Differentialoperatoren

F�ur einen Multiindex α ∈ Nn0 setzen wir

Dα :=
∂|α|

∂xα11 . . . ∂x
αn
n

.

6.1 Definition. Es sei Ω ein Gebiet im Rn, es sei k ∈ N und es sei

L(x,D) :=
∑
|α|≤2k

aα(x)D
α

ein Di�erentialoperator.

(a) L hei�t elliptisch, wenn

(−1)k
∑
|α|=2k

aα(x)ξ
α > 0

f�ur alle x ∈ Ω, ξ ∈ Rn \ {0}.

(b) L hei�t gleichm�a�ig elliptisch, wenn es θ > 0 gibt, so dass

(−1)k
∑
|α|=2k

aα(x)ξ
α ≥ θ|ξ|2k

f�ur alle x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

6.2 Bemerkung. (a) Im Fall k = 1 hat L die Gestalt

L(x,D) =

n∑
i,j=1

ai,j(x)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x)
∂

∂xi
+ c(x).

Es sei A := −(ai,j(x))i,j. Dann ist L genau dann gleichm�a�ig elliptisch, wenn

es θ > 0 gibt, so dass

ξTA(x)ξ ≥ θ‖ξ‖2

f�ur alle x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.
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6 Elliptische Di�erentialoperatoren

(b) Der negative Laplace-Operator ist gleichm�a�ig elliptisch.

InΩ = {(x, y)|y > 0} ist der Operator−y2∆ elliptisch, aber nicht gleichm�a�ig

elliptisch.

6.3 Definition. Es seien ai,j ∈ C1(Ω) und bi, c ∈ C(Ω). Der Di�erentialoperator L

zweiter Ordnung ist in Divergenzform, wenn

L(x,D)u = −

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
ai,j(x)

∂u

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u. (6.1)

6.4 Lemma. Der Di�erentialoperator L aus (6.1) ist genau dann gleichm�a�ig

elliptisch, wenn es θ > 0 gibt, so dass

n∑
i,j=1

ξiai,j(x)ξj ≥ θ|ξ|2

f�ur alle x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

6.5 Bemerkung. Unter den Regularit�atsvoraussetzungen an die Koef�zienten

aus 6.3 kann man zeigen, dass jeder Di�erentialoperator zweiter Ordnung in

Divergenzform gebracht werden kann.

6.6 Definition. Es sei Ω ⊂ Rn ein beschr�anktes Gebiet, f�ur welches die Green-

schen Formeln gelten, es sei L ein Di�erentialoperator zweiter Ordnung, der in

Divergenzform (6.1) geschrieben ist, und es sei f ∈ (H10(Ω)) ′. Eine Funktion

u ∈ H10(Ω) ist eine schwache L�osung des Dirichletproblems

L(x,D)u = f, in Ω,

u = 0, in ∂Ω,
(6.2)

wenn

β(·, u) = f,

wobei β die folgende Sesquilinearform auf H10(Ω) ist

β(v, u) =

∫
Ω

n∑
i,j=1

ai,j
∂v

∂xi

∂u

∂xj
+

n∑
i=1

biv
∂u

∂xi
+ cvu dλn.

6.7 Bemerkung. Es sei f ∈ C(Ω) eine beschr�ankte Funktion. Wir identi�zieren

sie via (f, v) =
∫
Ω
vf dλn mit einer stetigen Linearform auf H10(Ω). Dann ist

u ∈ C2(Ω) genau dann eine klassische L�osung von (6.2), wenn u eine schwache

L�osung ist.
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6.8 Definition. Den Dualraum von H10(Ω) bezeichnet man mit H−1(Ω).

6.9 Bemerkung. Aus der zweiten binomischen Formel erh�alt man sofort f�ur

ε, a, b > 0

ab ≤ εa2 + 1

4ε
b2.

6.10 Theorem (G�ardingsche Ungleichung). Es sei Ω ⊂ Rn ein beschr�anktes Ge-

biet, es sei L ein gleichm�a�ig elliptischer, partielle Di�erentialoperator zwei-

ter Ordnung in Divergenzform (6.1) und es sei β die zugeh�orige Sesquiline-

arform. Die Koef�zientenfunktionen seien beschr�ankt und messbar. Dann

gibt es γ > 0 und λG ≥ 0, so dass f�ur alle u ∈ H10(Ω)

β(u, u) + λG‖u‖2L2(Ω) ≥ γ‖u‖
2
H1(Ω). (6.3)

6.11 Theorem. Es sei Ω ⊂ Rn ein beschr�anktes Gebiet, f�ur welches die Green-

schen Formeln gelten und es sei L ein Di�erentialoperator zweiter Ordnung

in Divergenzform (6.2), welcher die G�ardingsche Ungleichung (6.3) erf�ullt.

F�ur jedes λ ≥ λG und jedes f ∈ H−1(Ω) besitzt das Dirichletproblem

L(x,D)u+ λu = f, in Ω,

u = 0, in ∂Ω,

eine eindeutig bestimmte schwache L�osung u ∈ H10(Ω). F�ur diese L�osung

gilt

‖u‖H1 ≤ C‖f‖H−1

f�ur eine von f unabh�angige Konstante C.
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7 Innere Regularität

7.1 Bezeichnung. F�ur zwei Teilmengen U,V eines topologischen Raums schreiben

wir U b V, wenn U eine kompakte Teilmenge von V ist.

7.2 Bezeichnung. Es sei Ω ⊂ Rn, es sei U b Ω und es sei j ∈ {1, . . . , n}. F�ur jedes

h ∈ R \ {0} mit U+ hej ⊂ Ω bezeichnen wir die Abbildung

Dj,hu : U→ K, x 7→ 1

h
(u(x+ hej) − u(x))

als Di�erenzenquotienten von u.

7.3 Lemma. Sei j ∈ {1, . . . , n}. Es gebe C > 0, eine reelle Nullfolge (h`)n∈N in

R\ {0} und eine Folge o�ener Mengen U1 b U2 b · · · b Ω mit Um+h`ej ⊂ Ω,
` ≥ m, und

⋃∞
m=1Um = Ω, so dass ‖Dj,hmu‖L2(Um) ≤ C f�ur alle m. Dann liegt

die partielle Ableitung uxj in L
2(Ω) und es gilt ‖uxj‖L2(Ω) ≤ C.

7.4 Lemma. Es sei j ∈ {1, . . . , n} und es seien U b Ω ⊂ Rn o�en. Dann gilt

f�ur jedes u ∈ H1(Ω) und hinreichend kleines h ∈ R \ {0}

‖Dj,hu‖L2(U) ≤ ‖u‖H1(Ω).

7.5 Satz (Partielle Integration f�ur Di�erenzenquotienten). Es sei Ω ⊂ Rn o�en,
es sei U b Ω o�en und es sei |h| < dist(U, ∂Ω). F�ur u ∈ L2(Ω) und v ∈ C(Ω)

mit Tr�ager in U gelten dann

Dj,h(uv)(x) = u(x)Dj,h(v)(x) +Dj,h(u)(x)v(x+ hej),∫
Ω

Dj,h(u)(x) v(x) dλn(x) = −

∫
Ω

u(x)Dj,−h(v)(x) dλn(x).

7.6 Theorem. Es sei L ein gleichm�a�ig elliptischer Di�erentialoperator zweiter

Ordnung in Divergenzform

L(x,D)u = −

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
ai,j(x)

∂u

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u. (7.1)
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Die Koef�zienten ai,j seien in H1(Ω), die bi und c seien in L2(Ω). F�ur

f ∈ L2(Ω) sei u ∈ H10(Ω) eine L�osung des Dirichletproblems (6.2). F�ur jedes

U b Ω gelten dann u ∈ H2(U) und

‖u‖H2(U) ≤ C
(
‖u‖H1(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

)
mit einer von f unabh�angigen Konstanten C.

7.7 Korollar. Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 7.6, au�er dass

die Funktion ai,j, bi, c und f in C
∞(Ω) anstatt in L2(Ω) liegen. Dann liegt

auch u in C∞(Ω).
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8 Randregularität

8.1 Beispiel. Sei Ω =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x > 0 oder y > 0}. Wir nutzen Polarkoordi-

naten x = r cosϕ und y = r sinϕ und de�nieren

u(r,ϕ) = r2/3 sin

(
2

3
ϕ+

π

3

)
.

In Polarkoordinaten hat der Laplace-Operator die Form

∆u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uϕϕ.

Damit sehen wir sofort, dass u das folgende Randwertproblem l�ost

∆u = 0, in Ω,

u(r,ϕ) =

{
0, 0 ≤ r < 1,
sin
(
2
3
ϕ+ π

3

)
, r = 1,

(r,ϕ) ∈ ∂Ω.

Man sieht relativ leicht, dass u ∈ H1(Ω). Man kann zeigen, dass u /∈ H2(Ω),

indem man beispielsweise uxx bestimmt. Dabei helfen

rx =
x

r
, rxx =

r2 − x2

r3
.

Am Ende kommt heraus, dass uxx in der N�ahe der Ecke wie r−4/3 w�achst.

8.2 Lemma. F�ur R > 0 und 0 < λ < 1 de�nieren wir

D+ = BR(0) ∩ {x ∈ Rn|xn > 0} ,
Q+ = BλR(0) ∩ {x ∈ Rn|xn > 0} .

L sei ein gleichm�a�ig elliptisch Di�erentialoperator wie in (7.1) mit zu-

geh�origer Sesquilinearform β. Die Koef�zienten ai,j seien in H1(D+), die bi
und c seien in L2(D+) und es sei f ∈ L2(D+). Falls u ∈ H1(D+) das Variati-

onsproblem

β(v, u) = (v, f), v ∈ H10(D+),
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l�ost und auf dem Teil des Randes mit {xn = 0} verschwindet, so gilt u ∈
H2(Q+). Ferner gilt

‖u‖H2(Q+) ≤ C
(
‖f‖L2(D+) + ‖u‖H1(D+)

)
f�ur eine von f unabh�angige Konstante.

8.3 Bemerkung. Ω besitze einen C2-Rand. F�ur jedes ξ ∈ ∂Ω existiert dann eine

Umgebung U von ξ und eine in einer geeigneten Umgebung von (ξ1, . . . , ξn−1)

de�nierte Funktion ψ von der Klasse C2, so dass nach geeigneter Drehung und

Umnumerierung

Ω ∩U = {x ∈ U|xn > ψ(ξ1, . . . , ξn−1} ,
∂Ω ∩U = {x ∈ U|xn = ψ(ξ1, . . . , ξn−1} .

Wir de�nieren Ψ : U→ Rn durch

Ψ(x) =
(
x1, . . . , xn−1, xn −ψ(x1, . . . , xn−1)

)
.

Dann ist Ψ ein C2-Di�eomorphismus mit Ψ(U ∩ ∂Ω) ⊂ Rn−1 × {0}. Wir setzen

Ω ′ := Ω∩U und Ω ′′ := Ψ(Ω ′). F�ur eine auf Ω ′ de�nierte Funktion v setzen wir

ṽ := v ◦ Ψ−1.

8.4 Lemma. F�ur u ∈ H1(Ω ′) gelte u = 0 in ∂Ω ′ ∩ ∂Ω und f�ur die Sesquiline-

arform

β(v, u) =

∫
Ω

n∑
i,j=1

ai,j
∂v

∂xi

∂u

∂xj
+

n∑
i=1

biv
∂u

∂xi
+ cvu dλn.

gelte β(v, u) = (v, f) f�ur alle v ∈ H10(Ω ′). Dann ũ ∈ H1(Ω ′′) und ũ = 0 in

∂Ω ′′ ∩ (Rn−1 × {0}). Ferner erf�ullt ũ das Variationsproblem β̂(ṽ, ũ) = (ṽ, f̃),

ṽ ∈ H10(Ω ′′). Hierbei

β̂(ṽ, w̃) =

∫
Ω

n∑
i,j=1

âi,j
∂ṽ

∂xi

∂w̃

∂xj
+

n∑
i=1

b̂iṽ
∂w̃

∂xi
+ c̃ ṽ w̃ dλn

und

âk,` =

n∑
i,j=1

ãi,j
∂Ψk

∂xi
◦ Ψ−1 ∂Ψ`

∂xj
◦ Ψ−1.

8.5 Lemma. Der durch β̂ induzierte Di�erentialoperator ist gleichm�a�ig el-

liptisch.
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8 Randregularit�at

8.6 Theorem. Es gelten die Voraussetzungen des Theorems 7.6. Zus�atzlich sei

der Rand von Ω von der Klasse C2. Dann liegt u in H2(Ω) ∩H10(Ω) und es

gilt

‖u‖H2(Ω) ≤ C
(
‖u‖H1(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

)
f�ur eine von f unabh�angige Konstante.

8.7 Theorem (Lemma von Ehrling). Es seien X ⊂ Y ⊂ Z Banachr�aume, wobei

die Einbettung X ↪→ Y kompakt und die Einbettung Y ↪→ Z stetig ist. Dann

existiert zu jedem ε > 0 ein C(ε) > 0, so dass f�ur jedes x ∈ X gilt

‖x‖Y ≤ ε‖x‖X + C(ε)‖x‖Z.

8.8 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Theorem 8.6 gibt es sogar ein C,

so dass

‖u‖H2(Ω) ≤ C
(
‖u‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

)
f�ur alle f ∈ L2(Ω).

8.9 Korollar. Wenn f, ai,j, bi, c ∈ C∞(Ω) und ∂Ω von der Klasse C∞ ist, dann

ist u ebenfalls in C∞(Ω).
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9 Eigenwerte des Laplace-Operators in
beschränkten Gebieten

Aus dem Satz �uber Operatoren mit kompakten Resolventen und dem Korol-

lar zum Satz �uber die Regularit�at am Rand bekommt man sofort das folgende

Ergebnis.

9.1 Theorem. Sei Ω ⊂ Rm ein beschr�anktes Gebiet, f�ur das die Greenschen

Formeln gelten. Dann gibt es eine unbeschr�ankte, monoton wachsende Folge

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . und ein in L2(Ω) vollst�andiges Orthogonalsystem (un)n∈N,

so dass un ∈ C∞(Ω) mit ∆un = −λnun und un|∂Ω = 0.

Wenn das Gebiet einen C∞-Rand hat, dann liegen die un sogar in C
∞(Ω).

9.2 Beispiel. Wir bestimmen die Eigenwertfolge f�ur den Laplace-Operator mit

Dirichlet Randwerten f�ur den Einheitskreis D. Man macht dazu in Polarkoor-

dinaten den Separationsansatz u(r,ϕ) = v(r)w(ϕ). Der Laplace-Operator in

Polarkoordinaten ist

∆u = urr +
1

r2
uϕ,ϕ +

1

r
ur = v

′′(r)w(ϕ) +
1

r2
v(r)w ′′(ϕ) +

1

r
v ′(r)w(ϕ).

Die Gleichung ∆u = −λu transformiert sich zu

r2
v ′′(r)

v(r)
+ r

v ′(r)

v(r)
+ λr2 = −

w ′′(ϕ)

w(ϕ)
,

wo u(r,ϕ) 6= 0. Beide Seiten sind also konstant. Die rechte Seite liefert w(ϕ) =

a cos(Aϕ)+b sin(Aϕ) f�ur ein geignetes A. Da w periodisch sein muss, ist A ganz.

Da negative A nicht zu neuen L�osungen f�uhren, haben wir w(ϕ) = a cos(nϕ) +

b sin(nϕ). Damit erhalten wir f�ur v die Besselsche Di�erentialgleichung

v ′′ +
1

r
v ′ +

(
λ−

n2

r2

)
v = 0.

Durch Substitution wie in x5 �nden wir v(r) = cJn(
√
λr)+dYn(

√
λr). Der zweite

Term ist unbeschr�ankt und der erste erf�ullt die Randbedingung v(1) = 0 nur,
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9 Eigenwerte des Laplace-Operators in beschr�ankten Gebieten

falls Jn(
√
λ) = 0. Also

u = αJn(
√
λr) cos(nϕ+ϕ0),

wobei α 6= 0 und ϕ0 ∈ R beliebig sind und
√
λ eine Nullstelle von Jn ist.

F�ur n ∈ N0 und m ∈ N setze

un,m = Jn

(√
λ
(n)
m r

)
cos(nϕ)

und f�ur n ∈ N und m ∈ N setze

vn,m = Jn

(√
λ
(n)
m r

)
sin(nϕ).

Dann sind un,m und vn,m Eigenfunktionen des Laplace-Operators zum Eigenwert

λ
(n)
m .

9.3 Satz. Die Funktionen {un,m}n∈N0,m∈N∪{vn,m}n∈N,m∈N bilden ein vollst�andiges

Othogonalsystem im L2(D).

9.4 Theorem. Es sei v eine Eigenfunktion des Laplace-Opertors mit Dirichlet-

Randbedingungen auf D. Wenn v rotationssymmetrisch ist, dann besitzt der

zugeh�orige Eigenwert die Vielfachheit 1, sonst besitzt er die Vielfachheit 2.

Beweis. Die Aussage, dass alle λ
(m)
n verschieden sind, wird als Vermutung von

Bourget bezeichnet. Siegel zeigt diese Vermutung in [22], x4Abs. II. Daraus ergibt

sich sofort die Behauptung.

9.5 Bezeichnung. F�ur R > 0 de�nieren wir N(R) als die Anzahl der Eigenwerte, die

h�ochstens gleich R sind. Dabei werden Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfachheit

gez�ahlt.

9.6 Beispiel. Wir bestimmen nun die Eigenwerte des Laplace-Operators mit

Dirichlet Randbedingungen auf dem Rechteck Ω = [0, a]× [0, b]. Durch Separa-

tionsansatz �ndet man sofort die Eigenfunktionen

un,m(x, y) = sin
(nπx
a

)
sin
(mπy
b

)
, n,m ∈ N.

Der zugeh�orige Eigenwert ist

λn,m = π2
(
n2

a2
+
m2

b2

)
.
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Wir wollen N(R) n�aherungsweise bestimmen: Es gilt λn,m ≤ R genau dann, wenn

n2π2

a2R
+
m2π2

b2R
≤ 1,

wenn also der Punkt (n,m) im Schnitt S des ersten Quadranten mit der Ellipse

mit den Halbachsen a
√
R
π

und b
√
R
π

liegt. Der Fl�acheninhalt von S betr�agt abR
4π
. Da

mit (n,m) auch das Quadrat [n− 1, n]× [m− 1,m] in S liegt, haben wir gezeigt

N(R) ≤ abR
4π

.

Hat man umgekehrt (x, y) ∈ S, so setzt man n = dxe und m = dye und hat mit

diesen Werten

λn,m ≤ π2
(
(x+ 1)2

a2
+

(y+ 1)2

b2

)
≤ R+ π2

(
2x+ 1

a2
+
2y+ 1

b2

)
≤ R+π2

(
2a
√
R/π+ 1

a2
+
2b
√
R/π+ 1

b2

)
= R+2π

√
R

(
1

a
+
1

b

)
+π2

(
1

a2
+
1

b2

)
.

Weil jeder Punkt (x, y) ∈ S in einem Quadrat [n − 1, n] × [m − 1,m] mit λn,m
wie oben liegt, haben wir gezeigt

abR

4π
≤ N

(
R+ 2π

√
R

(
1

a
+
1

b

)
+ π2

(
1

a2
+
1

b2

))
.

Invertiert man diese Formel, so �ndet man C1, C2 > 0, abh�angig von a und b,

so dass
abR

4π
− C1

√
R− C2 ≤ N(R) ≤ abR

4π
.

9.7 Bemerkung. Sei Ω ⊂ RN ein beschr�anktes Gebiet oder ein Polygon. Nach

Theorem 9.1 besitzt der Laplace-Operator mit Dirichlet Randbedingungen eine

unendliche Folge 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . von Eigenwerten. Wir schreiben jeden

Eigenwert so oft hin, wie die Dimension des zugeh�origen Eigenraums angibt. Die

Z�ahlfunktion schreibt sich dann N(R) = #{n ∈ N | λn ≤ R}, R > 0. F�ur das

Rechteck haben wir gesehen

lim
n→∞

λn

n
= lim

R→∞
R

N(R)
=
4π

ab
.
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10 Das Courantsche Minimum-Maximum
Prinzip

Bezeichnung. F�ur n ∈ N und v1, . . . , vn ∈ H setzen wir {v1, . . . , vn}
⊥ = {x ∈ H |

1 ≤ j ≤ n : x ⊥ vj}.

10.1 Theorem (Minimum-Maximum Prinzip). Sei B ∈ L(H) ein selbstadjungier-

ter, kompakter Operator mit nicht-negativen Eigenwerten µ1 ≥ µ2 ≥ . . . , wo-
bei jeder Eigenwert entsprechend seiner Vielfachheit aufgez�ahlt wird. Dann

µn = min

{
max

x∈B1(0)∩{v1,...,vn−1}⊥
(Bx, x)

∣∣∣∣ v1, . . . , vn−1 ∈ H}. (10.1)

10.2 Lemma. Sei A ein koerziver Operator im Hilbertraum H. Wenn zus�atzlich

die Einbettung HE ↪→ H der energetischen Erweiterung HE nach H kompakt

und (uj)j∈N ein vollst�andiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren ist, wo-

bei λn der Eigenwert zu un ist, dann HE = {
∑∞

j=1 xjuj |
∑∞

j=1 λj|xj|2 <∞} und( ∞∑
j=1

xjuj,

∞∑
k=1

ykuk

)
E

=

∞∑
j=1

λjxjyj.

10.3 Theorem. Sei A ein koerziver Operator in einem unendlich-dimensionalen

Hilbertraum H. Die Einbettung HE ↪→ H der energetischen Erweiterung HE
nach H sei kompakt. Es seien 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . die Eigenwerte der

Friedrichs-Erweiterung AF, wobei jeder Eigenwert entsprechend seiner Viel-

fachheit aufgez�ahlt wird. Dann

λn = max

{
inf

x∈∂B1(0)∩{v1,...,vn−1}⊥∩HE
(x, x)E

∣∣∣∣ v1, . . . , vn−1 ∈ H}.
Dabei beziehen sich B1(0) und ⊥ auf das Skalarprodukt in H.

10.4 Bemerkung. F�ur eine o�ene Teilmenge Ω des Rn, f�ur die die Greenschen
Formeln gelten, betrachten wir Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen. Im

ersten Fall gilt HE = H
1
0(Ω), im anderen H10(Ω) ⊂ HE ⊂ H1(Ω).
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Im Fall von Neumann-Randbedingungen tritt noch das Problem auf, dass

−∆ nicht koerziv ist. Wir bilden daher die Friedrichs-Erweiterung zu id−∆

und ziehen anschlie�end id wieder ab. Das f�uhrt dazu, dass das energetische

Skalarprodukt nur noch semide�nit ist. In beiden F�allen hat man (u, u)E =∫
Ω
(∇u,∇u) dλn.

10.5 Satz. Sei Ω ein beschr�anktes Gebiet, f�ur welches die Greenschen For-

meln gelten. Es seien 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . die Eigenwerte des Laplace-

Operators mit Dirichlet-Randbedingungen und 0 = ν1 ≤ ν2 ≤ . . . die Ei-

genwerte des Laplace-Operators mit Neumann-Randbedingungen. Dann gilt

νn ≤ λn f�ur jedes n.

10.6 Satz. Seien Ω1 und Ω2 zwei beschr�ankte Gebiete, f�ur welche die Green-

schen Formeln gelten. Es gelte Ω1 ⊂ Ω2. Ferner seien 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . .
die Eigenwerte des Laplace-Operators auf Ω1 und 0 < µ1 ≤ µ2 ≤ . . .

die Eigenwerte des Laplace-Operators auf Ω2, beide Male mit Dirichlet-

Randbedingungen. Dann gilt µn ≤ λn f�ur jedes n.

10.7 Beispiel. Einer Idee in Courant-Hilbert [4] folgend, gebe ich ein Beispiel

von zwei Polygonen Ωε ⊂ Q im R2 an, so dass der zweite Eigenwert des Laplace-
Operators mit Neumann-Randbedingungen f�ur Ωε echt kleiner als der entspre-

chende zweite Eigenwert f�ur Q ist.

Setze dazu Q = (−2, 2) × (− 1
2
, 1
2
) und Ωε = (−2,−1) × (− 1

2
, 1
2
) ∪ [−1, 1] ×

(−ε, ε) ∪ (1, 2) × (− 1
2
, 1
2
) f�ur beliebig kleines ε > 0. In beiden F�allen ist die

konstante Funktion 1 ein Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert 0. Setze

v(x, y) =


−1, −2 < x < −1,

x, −1 ≤ x ≤ 1,
1, 1 < x < 2.

Dann v ∈ L2(Ωε) mit ‖v‖2 = 1 + 2ε
∫1
−1
x2dx + 1 = 2 + 4

3
ε. Au�erdem besitzt v

die schwache erste Ableitung

∇v(x, y) =

{
( 10 ) , −1 ≤ x ≤ 1,
0, sonst.

Also (v, v)E = 2ε. Bezeichnen wir den zweiten Eigenwert des Laplace-Operators

mit Neumann-Randbedingungen auf Ωε mit ν2, so gilt nach einer Aufgabe von

Blatt 6

ν2 = inf

{∫
Ω

(f, f)E

∣∣∣∣ f ∈ HE, ‖f‖ = 1, f ⊥ 1} .
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10 Das Courantsche Minimum-Maximum Prinzip

F�ur das v von oben gilt

(v, v)E
‖v‖2

=
2ε

2+ 4
3
ε
→ 1, ε→ 0.

Also ν2 < ε. Andererseits haben wir den zweitkleinsten Eigenwert des Laplace-

Operators mit Neumann-Randbedingungen f�urQ ebenfalls auf Blatt 6 bestimmt,

er ist gleich π2

16
.

Dieses Beispiel zeigt, dass das Analogon zu Satz 10.6 f�ur Neumannsche Rand-

bedingungen nicht gilt.
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11 Die Weylsche Formel für die
asymptotische Verteilung der
Eigenwerte

11.1 Definition. Sei Ω ⊂ RN ein beschr�anktes Gebiet, f�ur das die Greenschen For-

meln gelten. Seien 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . die Eigenwerte des Laplace-Operators aufΩ
mit Dirichlet-Randbedingungen und seien 0 = ν1 ≤ ν2 ≤ . . . die Eigenwerte des
Laplace-Operators auf Ω mit Neumann-Randbedingungen. Dann setzen wir

ND,Ω(R) = #{n | λn ≤ R},
NN,Ω(R) = #{n | νn ≤ R}.

11.2 Beispiel. F�ur Ω =
∏N

k=1(0, ak) gilt

lim
R→∞

ND,Ω(R)

RN/2
= lim

R→∞
NN,Ω(R)

RN/2
=

αN

(2π)N

N∏
k=1

ak,

wobei αN das Volumen der N-dimensionalen Kugel ist. Die Eigenwerte sind

λn1,...,nN = π2N
(∑N

j=1

n2j
a2j

)
.

Bemerkung. Auf Blatt 10 der Analysis III imWintersemester 2016 wurde gezeigt

αN =


1

k!
πk, N = 2k,

2k+1

1 · 3 · · · (2k+ 1)
πk, N = 2k+ 1.

11.3 Lemma. Seien Q1, . . . , Q` disjunkte, o�ene Quader im RN und sei Ω das

Innere von
⋃`
k=1Qk. Dann

αN

(2π)N

∑̀
k=1

vol(Qk) ≤ lim inf
R→∞

ND,Ω(R)

RN/2
. (11.1)
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11 Die Weylsche Formel f�ur die asymptotische Verteilung der Eigenwerte

11.4 Lemma. Seien Q1, . . . , Q` disjunkte, o�ene Quader im RN und sei Ω das

Innere von
⋃`
k=1Qk. Dann

lim sup
R→∞

NN,Ω(R)

RN/2
≤ αN

(2π)N

∑̀
k=1

vol(Qk). (11.2)

11.5 Lemma. Sei Ω ⊂ RN ein beschr�anktes Gebiet mit C2-Rand oder ein

Polygon. Dann gibt f�ur jedes ε > 0 Zahlen ` < m und disjunkte, o�ene

Quader Q1, . . . , Qm ⊂ RN mit den folgenden Eigenschaften

(a)
⋃`
j=1Qj ⊂ Ω,

(b) Ω ⊂
⋃m
j=1Qj,

(c) vol(Ω) − ε <
∑`

j=1 vol(Qj) ≤ vol(Ω) ≤
∑m

j=1 vol(Qj) < vol(Ω) + ε.

11.6 Theorem (Weylsche Formel). Sei Ω ⊂ RN ein beschr�anktes Gebiet mit

C∞-Rand oder ein Polygon. Dann

lim
R→∞

ND,Ω(R)

RN/2
=

αN

(2π)N
vol(Ω).

Bemerkung. Beachte, dass Satz 10.6 f�ur Neumann-Randwerte nicht zur Verf�ugung

steht. Man kann dennoch zeigen

lim
R→∞

NN,Ω(R)

RN/2
=

αN

(2π)N
vol(Ω).

Details �ndet man in Abschnitt VI x4 von Courant und Hilbert [4].

Bemerkung. Aufbauend auf der dargestellten Arbeit von Weyl und einer Arbeit

von Pleijel zeigt Kac [13] f�ur konvexe Polygone mit r L�ochern

∞∑
n=1

e−λnt ∼
|Ω|
2πt

−
L

4
√
2πt

+
1− r

6
, t→∞,

wobei L der Umfang von Ω ist. Er stellt dann die Frage: \Can one hear the shape

of a drum?"

Gordon, Webb und Wolpert [8] zeigen, dass dies unm�oglich ist, indem sie

zwei Polygone angeben, welche genau dieselben Eigenwerte haben. Wenn man

die Polygone mal hat, sieht man das leicht mit dem Transplantationsverfahren,

welches bei Chapman [2] erkl�art ist.
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12 Integralkerne

12.1 Definition. SeiΩ ⊂ Rn ein Gebiet. Eine stetige Funktion q : Ω×Ω×]0,∞[→
R hei�t W�armeleitungskern, wenn

∆xq(x, y, t) − qt(x, y, t) = 0 x, y ∈ Ω, t > 0,
q(x, y, t) = 0 x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω, t > 0,

und f�ur alle stetigen Funktionen u : Ω→ R gilt

lim
t→0
∫
Ω

q(x, y, t)f(x)dλn(x) = f(y) f�ur alle y ∈ Ω.

12.2 Satz. Jedes beschr�ankte Gebiet Ω ⊂ Rn mit C2-Rand hat einen W�arme-

leitungskern. F�ur alle x, y ∈ Ω und t > 0 gilt q(x, y, t) = q(y, x, t).

Die Existenz war in der Einf�uhrung in die Partiellen Di�erentialgleichungen

im WS 2017/18 als Korollar 17.14 gezeigt worden. Grundlagen war damals das

Buch von Jost [11]. Dort wird in Corollary 5.3.2 auch die Symmetrie gezeigt.

Unser n�achstes Ziel ist der Satz von Mercer. Wir folgen der Darstellung in

Abschnitt VI.4 von Werner [26].

12.3 Bemerkung. Es sei Ω ⊂ Rn ein beschr�anktes Gebiet. F�ur einen Kern k ∈
L2(Ω2) zeigt man wie in Beispiel 11.6 der Einf�uhrung in die Funktionalanalysis,

dass der Integraloperator

Tk : L
2(Ω)→ L2(Ω), Tk(f)(s) =

∫
Ω

k(s, t)f(t) dλn(t),

kompakt ist.

Wenn der Kern symmetrisch ist, also k(s, t) = k(t, s) f�ur alle s, t, dann ist Tk
selbstadjungiert und besitzt daher ein vollst�andiges Orthonormalsystem (en)n∈N
von Eigenfunktionen.

Wenn au�erdem noch k ∈ C(Ω2
), dann ist Tkf f�ur jedes f ∈ L2(Ω) stetig, wie

eine Anwendung des Lebesgueschen Grenzwertsatzes zeigt. Insbesondere liegen

alle en in C(Ω).
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12 Integralkerne

12.4 Lemma. Es sei k ∈ C(Ω2
) symmetrisch, d. h. k(s, t) = k(t, s), und es sei

(ej)j∈N ein vollst�andiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren von Tk. Es

sei µj der Eigenwert zu ej. F�ur jedes f ∈ C(Ω) gilt

Tk(f)(s) =

∞∑
j=1

µj (f, ej) ej(s),

wobei die Reihe gleichm�a�ig konvergiert.

12.5 Lemma. Zus�atzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 12.4 sei Tk po-

sitiv. Dann gilt k(t, t) ≥ 0 f�ur alle t ∈ Ω.

12.6 Theorem (Satz vom Mercer). Es sei k ∈ C(Ω2
) symmetrisch, es sei (ej)j∈N

ein vollst�andiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren von Tk und der

Operator Tk sei positiv. Es sei µj der Eigenwert zu ej. Dann gilt f�ur alle

s, t ∈ Ω

k(s, t) =

∞∑
j=1

µjej(s)ej(t).

Die Konvergenz ist gleichm�a�ig.

12.7 Satz (Dini). Es sei X ein kompakter topologischer Raum und es sei

(fn)n∈N eine fallende Folge in C(X,R), deren punktweiser Grenzwert stetig

ist. Dann ist die Konvergenz gleichm�a�ig.
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13 Beweis der Weylschen Asymptotik mit
der Wärmeleitungsmethode

13.1 Bezeichnung. Es sei Ω ⊂ RN ein beschr�anktes Gebiet mit C2-Rand und es

sei q : Ω×Ω× ]0,∞→ R der W�armeleitungskern. Es sei f ∈ C(Ω). Nach Theo-

rem 17.16 der Einf�uhrung in die partiellen Di�erentialgleichungen bzw. Theo-

rem 5.3.2 in Jost [11] l�ost

u(x, t) :=

∫
Ω

q(x, y, t)f(y) dλn(y)

das Anfangs- und Randwertproblem

ut(x, t) − ∆u(x, t) = 0, x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
u(x, 0) = f(x), x ∈ Ω.

F�ur t > 0 de�nieren wir

Pt : L
2(Ω)→ L2(Ω), Ptf(x) :=

∫
Ω

q(x, y, t)f(y) dλn(y).

Die Operatoren Pt sind selbstadjungiert und kompakt.

13.2 Satz (Halbgruppeneigenschaft). F�ur s, t > 0 gilt Pt ◦ Ps = Pt+s.

13.3 Lemma. Es sei (Φn)n∈N ein vollst�andiges Orthonormalsystem von Eigen-

vektoren von P1 und es sei µjej = P1ej. Dann 0 < µj < 1 und f�ur alle t > 0

gilt PtΦj = µ
t
jΦj.

13.4 Satz. Die Eigenwerte µj aus Lemma 13.3 schreiben wir als e−λj. Dann

q(x, y, t) =

∞∑
j=1

e−λjtΦj(x)Φj(y). (13.1)

F�ur jedes ε > 0 ist die Konvergenz gleichm�a�ig auf Ω×Ω× [ε,∞[.
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13 Beweis der Weylschen Asymptotik mit der W�armeleitungsmethode

13.5 Satz. Das Φj aus der Entwicklung in Satz 13.4 ist Eigenvektor von −∆

mit Dirichlet-Randbedingungen zum Eigenwert λj.

Im weiteren folge ich Dodziuk [5].

13.6 Lemma.
∑∞

j=1 e
−λjt =

∫
Ω
q(x, x, t) dx.

Wir bezeichnen mit

k(x, y, t) :=


1

(4πt)n/2
exp

(
−
|x− y|2

4t

)
, t > 0,

0, t ≤ 0,

die Fundamentall�osung der W�armeleitungsgleichung aus der Einf�uhrung in die

partiellen Di�erentialgleichungen. Das bedeutet, dass f�ur jede beschr�ankte Funk-

tion g ∈ C(Rn) die Funktion

v(x, t) :=

∫
Rn
k(x, y, t)g(y) dλn(y)

das folgende Anfangswertproblem l�ost

vt − ∆v = 0, in Rn × ]0,∞[,

v = g, in Rn × {0}.

13.7 Lemma. F�ur alle x, y ∈ Ω und alle t > 0 gilt q(x, y, t) ≤ k(x, y, t).

13.8 Lemma. F�ur y ∈ Ω sei `(y) := dist(y,Rn \Ω). F�ur x, y ∈ Ω gilt dann

0 ≤ k(x, y, t) − q(x, y, t) ≤


1

(4πt)n/2
exp

(
−
`(y)2

4t

)
, 0 < t ≤ t0,

1

(4πt0)n/2
exp

(
−
`(y)2

4t0

)
, t0 < t

wobei t0 :=
`(y)2

2n
.

13.9 Theorem. Sei Ω ⊂ Rn eine beschr�ankte, o�ene Menge mit C2-Rand und

seien λ1 ≤ λ2 ≤ . . . die Eigenwerte von −∆ mit Dirichlet-Randwerten. Dann

existiert C > 0, so dass f�ur alle t > 0

0 ≤ λn(Ω)

(4πt)n/2
−

∞∑
j=1

e−λjt ≤ Ct−
n
2
+ 1
2 .
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13.10 Definition. Wir schreiben a(t) ∼ b(t), t→ t0, falls limt→t0 a(t)b(t)
= 1.

13.11 Theorem (Taubersatz von Karamata). Falls
∑∞

j=1 e
−λjt ∼ At−γ f�ur t ↘ 0,

so gilt f�ur die Z�ahlfunktion

N(R) ∼
ARγ

Γ(γ+ 1)
, R→∞.

Damit hat man einen zweiten Beweis von Theorem 11.6.
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14 Der Taubersatz von Karamata

Ich zeige den Taubersatz wie in Korevaar [16].

14.1 Definition. Eine Funktion L : ]a,∞[→ R variiert langsam, (engl. \is slowly

varying"), wenn sie Borel-messbar ist, es ein b gibt, so dass L(u) > 0 f�ur alle

u > b, und f�ur alle λ > 0 gilt

lim
u→∞

L(λu)

L(u)
= 1.

14.2 Beispiel. (a) F�ur α,β ∈ R variiert L(u) = (logu)α (log logu)β langsam.

(b) F�ur 0 < α < 1 variiert L(u) = exp((logu)α) langsam.

(c) Es sei |f(u)| = o(1) f�ur u→∞. Dann variiert L(u) = 1+ f(u) langsam.

Als Beispiel, was man mit dem Begri� machen kann, zitiere ich ohne Beweis:

14.3 Theorem ([16], Chapter IV, Proposition 5.1). Es seien a > 0 und β ∈ R\{0}.

Die Funktion L : [a,∞[ → R variiere langsam und sei auf allen kompakten

Teilmengen von [a,∞[ beschr�ankt. Dann gelten die folgenden Asymptotiken

f�ur u→∞ ∫u
a

tβ−1L(t) dt ∼
uβ

β
L(u), β > 0,∫∞

u

tβ−1L(t) dt ∼ −
uβ

β
L(u), β < 0.

14.4 Definition. EineMassefunktion ist eine monoton wachsende Funktion S : R→
R mit S(v) = 0 f�ur alle v < 0 und limv↘v0 S(v) = S(v0) f�ur alle v0. Der Ma�-

fortsetzungssatz liefert uns zu jeder Massefunktion ein Ma� µS mit µS(]a, b]) =

S(b) − S(a). Die Laplace-Stieltjes Transformierte von S | bzw. die Laplace-

Transformierte von µs | ist dann de�niert durch

LµS(t) :=
∫
R
e−tvµS(v).
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14.5 Beispiel. Es sei 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , dann ist die zugeh�orige Z�ahlfunktion

N(R) := {j|λj ≤ R} eine Massefunktion. F�ur jede Funktion f : ]0,∞[→ R gilt∫
[0,u]

f dµN =
∑
λj≤R

f(λj).

Daher

LµN(t) =
∞∑
j=1

e−tλj .

14.6 Beispiel. Es sei f : R→ R eine stetige, nicht-negative Funktion mit f(v) = 0

f�ur alle v ≤ 0 und es sei F(u) =
∫u
0
f dλ1. Wir nehmen an, dass f�ur alle ε > 0 gilt

F(u) = O(eεu), u → ∞. Dann ist F eine Massefunktion und es gilt µF(]a, b]) =∫b
a
f(v) dλ1(v). Damit bekommen wir f�ur t > 0

LµF(t) =
∫∞
0

e−tvf(v) dλ1(v) = −te−tvF(v)
∣∣∞
0
+ t

∫∞
0

e−tvF(v) dλ1(v)

= t

∫∞
0

e−tvF(v) dλ1(v).

14.7 Theorem. F�ur jedes k ∈ N sei eine Massefunktion Sk gegeben. Es gebe

ein a, so dass die Laplace-Stieltjes Transformierten LµSk in ]a,∞[ punktwei-

se gegen eine Funktion F konvergieren. Dann gibt es eine Massefunktion S,

so dass F = LµS und Sk(v)→ S(v), k→∞, an jeder Stelle v, an der S stetig

ist.

Beweis. Das ist Theorem 7.1 in Chapter IV von Korevaar [16]. Er zitiert Fel-

ler [7], Chapter 13, f�ur den Beweis.

14.8 Theorem (Taubersatz von Karamata). Es sei S eine Massefunktion, deren

Laplace-Stieltjes Transformierte f�ur alle t > 0 existiert. Es sei ϕ(v) = vαL(v)

f�ur ein α ≥ 0 und ein L, welches langsam variiert. Dann sind �aquivalent

S(x) ∼ Aϕ(x), x→∞, (14.1)

LµS
(
1

x

)
∼ AΓ(α+ 1)ϕ(x), x→∞. (14.2)

In unserer Anwendung haben wir LµN(x) ∼ λn(Ω)

(4πx)n/2
, genauer

LµN
(
1

x

)
= AΓ

(n
2
+ 1
)
xn/2L(x)

37



14 Der Taubersatz von Karamata

f�ur A := vol(Ω)

(4π)n/2Γ(n
2
+1)

und ein L der Form L(x) = 1 + O(x−1/2). Daher variiert L

langsam. Mit dem Taubersatz folgt

N(R) ∼
vol(Ω)

(4π)n/2Γ(n
2
+ 1)

RN/2.

Vergleicht man dies mit der fr�uheren Formel, muss man sich aus der Analysis III

erinnern, dass im Rn

vol(B1(0)) =
πn/2

Γ(n
2
+ 1)

.
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15 Die hyperbolische Metrik

Wir folgen den B�uchern von Iwaniec [10] und Beardon [1].

15.1 Bezeichnung. (a) Mit H = {z ∈ C | Im z > 0} bezeichnen wir die obere

Halbebene.

(b) Ein Automorphismus der oberen Halbebene ist eine biholomorphe Ab-

bildung H → H, d. h. eine holomorphe Bijektion, deren Inverse ebenfalls

holomorph ist. Die Menge aller Automorphismen bildet die Automorphis-

mengruppe Aut(H), wobei die Gruppenoperation die Komposition von Ab-

bildungen ist.

(c) Eine M�obius-Transformation ist eine Abbildung der Form z 7→ az+b
cz+d

, wo-

bei a, b, c, d ∈ C mit det ( a bc d ) 6= 0.

(d) Die spezielle lineare Gruppe �uber einem K�orper k ist de�niert als SL2(k) ={
( a bc d ) ∈ k2×2

∣∣det(( a bc d )) = 1}.
(e) In der Funktionentheorie wird gezeigt, dass durch

Φ̃ : SL2(R)→ Aut(H), Φ̃(( a bc d )) (z) =
az+ b

cz+ d
,

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus gegeben wird, dessen Kern aus

den beiden Matrizen ± ( 1 00 1 ) besteht. Setzt man also

PSL2(R) = SL2(R) /± ( 1 00 1 ) ,

so wird durch

Φ : PSL2(R)→ Aut(H), Φ(( a bc d )) (z) =
az+ b

cz+ d
,

ein Gruppenisomorphismus gegeben.
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15 Die hyperbolische Metrik

(f) Die Cayley-Abbildung ψi : H → D, z 7→ z−i
z+i

, ist biholomorph. Ihre Um-

kehrabbildung wird gegeben durch ψ−1
i (w) = i 1+w

1−w
. Also sind Aut(H) und

Aut(D) isomorph. In der Funktionentheorie wurde gezeigt

Aut(D) =
{
az+ b

bz+ a

∣∣∣∣a, b ∈ C, |a| > |b|
}
.

15.2 Definition. Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Man sagt, dass G auf M

operiert, wenn es eine Abbildung G×M→M, (g, x) 7→ g.x, mit den folgenden

Eigenschaften gibt

(a) (gh).x = g.(h.x), g, h ∈ G, x ∈M.

(b) F�ur das neutrale Element n von G gilt n.x = x, x ∈M.

Eine Gruppenoperation hei�t transitiv, wenn es zu je zwei Elementen x, y ∈M
ein g ∈ G mit g.x = y gibt.

15.3 Beispiel. SL2(R) und PSL2(R) operieren aufH via M�obius-Transformationen,

d. h. (
a b

c d

)
.z =

az+ b

cz+ d
.

15.4 Lemma. Die Operation der PSL2(R) auf H ist transitiv.

Genauer: Zu z,w ∈ H gibt es f ∈ Aut(H) and y ∈ ]0, 1], so dass f(z) = i

und f(w) = iy.

Erstaunlicherweise gibt es eine Metrik auf H, bez�uglich derer s�amtliche Auto-

morphismen isometrisch sind. Die machen wir jetzt.

15.5 Definition. F�ur einen st�uckweisen C1-Weg γ : [a, b]→ H de�nieren wir seine

hyperbolische L�ange als

L(γ) :=

∫b
a

|γ ′(t)|
Imγ(t)

dt.

Die hyperbolische Metrik ist dann de�niert als

ρ(z,w) := inf
{
L(γ)

∣∣ γ : [a, b]→ H st�uckw. C1-Weg mit γ(a) = z, γ(b) = w
}
.

15.6 Lemma. (a) L(γ) = L(β), wenn β(t) = γ(Ct) f�ur ein C 6= 0.

(b) Die hyperbolische Metrik ist in der Tat eine Metrik.
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15.7 Lemma. F�ur f ∈ Aut(H) von der Form f(z) = az+b
cz+d

, ( a bc d ) ∈ SL2(R), gelten

Im f(z) =
Im z

|cz+ d|2
und f ′(z) =

1

(cz+ d)2
.

15.8 Satz. Die hyperbolische Metrik ist invariant unter Automorphismen.

15.9 Theorem. Setzt man

u(z,w) =
|z−w|2

4 Im z Imw
,

so gilt cosh ρ(z,w) = 1+ 2u(z,w).

15.10 Korollar. Die k�urzesten Verbindungen der hyperbolischen Metrik sind

die Orthokreise. Das sind die Kreisb�ogen und Geraden, die den Rand senk-

recht schneiden.

15.11 Bezeichnung. Zu der Metrik geh�ort auch ein Volumenelement. Durch

µ(E) =

∫
E

dλ2(x, y)

y2

wird ein Borelma� auf H gegeben. Das zugeh�orige Integral ist o�enbar gegeben

durch
∫
H f dµ =

∫
H f(x, y)y

−2dλ2(x, y).

15.12 Satz. F�ur jedes g ∈ Aut(H) und jede Borelmenge E ⊂ H gilt µ(E) =

µ(g(E)).

15.13 Satz (Gau�-Bonnet). Es sei 4 ⊂ H ein hyperbolisches Dreieck mit den

Winkeln α, β und γ. Dann µ(4) = π− α− β− γ.

15.14 Satz. Die durch die hyperbolische Metrik induzierte Topologie auf H
ist gleich der Teilraumtopologie der Riemannschen Zahlensph�are P1(C) =

C ∪ {∞}.

15.15 Bemerkung. F�ur E ⊂ H de�nieren wir Ẽ als den Abschluss von E in H
in der hyperbolischen Metrik und E als den Abschluss in der Riemannschen

Zahlensph�are P1(C). In diesem Sinn ist H = H ∪ R ∪ {∞}.

Wegen des Satzes gilt Ẽ = E ∩H.

15.16 Lemma. Wir de�nieren einen unbeschr�ankten Operator A in L2(H, µ)
durch D(A) = D(H) und

Au = −y2
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
.

Dann ist id+A koerziv.
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15 Die hyperbolische Metrik

15.17 Definition. Wenn BF die Friedrichs-Erweiterung von id+A ist, dann bezeich-

nen wir BF − id als Laplace-Operator auf H. Es handelt sich um den Laplace-

Beltrami-Operator der Riemannschen Fl�ache H.
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16 Fuchssche Gruppen

16.1 Definition. Die Menge Γz = {γ.z | γ ∈ Γ } ist der Orbit von z unter der

Gruppenoperation. Zwei Elemente hei�en �aquivalent, wenn sie im selben Orbit

liegen.

Eine Gruppe Γ operiert diskontinuierlich auf H, wenn kein Orbit einen H�au-

fungspunkt in H besitzt.

Eine Untergruppe Γ ≤ PSL2(R), welche diskontinuierlich auf H operiert, ist

eine Fuchssche Gruppe.

16.2 Lemma. F�ur z ∈ H und K ⊂ H kompakt ist {γ ∈ SL2(R)|γ.z ∈ K} kompakt.

16.3 Theorem. (Poincar�e, siehe Katok [15], Theorem 2.2.6) Eine Untergruppe

Γ ≤ SL2(R) ist genau dann diskret in der Teilraumtopologie von R2×2, wenn
sie als Untergruppe der PSL2(R) diskontinuierlich auf H operiert.

16.4 Korollar. Jede Untergruppe einer Fuchsschen Gruppe ist eine Fuchssche

Gruppe.

16.5 Beispiel. (a) Die Modulgruppe PSL2(Z) ist eine Fuchssche Gruppe.

(b) F�ur N ∈ N ist

Γ(N) := {γ ∈ SL2(Z)|γ ≡ ( 1 00 1 ) mod N}

die N-te Hauptkongruenzgruppe. Es gilt Γ(1) = SL2(Z).

(c) F�ur N ∈ N ist

Γ0(N) := {( a bc d ) ∈ SL2(Z)|c ≡ 0 mod N}

die N-te Hecke Kongruenzgruppe. Es gelten Γ0(1) = SL2(Z) und Γ(N) ≤
Γ0(N).

(d) F�ur q ∈ N \ {1, 2} setzen wir

σ :=

(
0 1

−1 0

)
und τq :=

(
1 2 cos

(
π
q

)
0 1

)
.
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16 Fuchssche Gruppen

Die von σ und τq erzeugte Untergruppe Γq von SL2(R) ist eine Fuchssche
Gruppe. Sie wird als Hecke Gruppe bezeichnet. Der Beweis, dass die Hecke

Gruppe in der Tat diskret ist, ist nicht einfach. Man �ndet ihn in [1], x 10.6.

Dort wird auch gezeigt, dass Γ3 = SL2(Z).

16.6 Definition. Eine Fuchssche Gruppe hei�t von erster Art, wenn jedes Element

von R ∪ {∞} H�aufungspunkt eines Orbits ist.

16.7 Beispiel. (a) Die Modulgruppe PSL2(Z) ist eine Fuchssche Gruppe erster
Art.

(b) Die Fuchssche Gruppe {( 1 m0 1 )|m ∈ Z}, welche aus den Translationen be-

steht, ist nicht von erster Art.

16.8 Satz. Es sei Γ eine Fuchssche Gruppe erster Art und es sei Γ0 ≤ Γ

eine Untergruppe von endlichem Index, dann ist Γ0 ebenfalls eine Fuchssche

Gruppe erster Art.

16.9 Beispiel. (a) Man kann zeigen, dass [SL2(Z) : Γ(N)] = N3
∏

p|N

(
1− p−2

)
,

wobei das Produkt �uber alle Primteiler von N gebildet wird. Daher sind

auch die Kongruenzgruppen Γ(N) und Γ0(N) von erster Art.

(b) Man kann ebenfalls zeigen, dass die Hecke Gruppen von erster Art sind.

16.10 Lemma. Es sei Γ eine Fuchssche Gruppe und es sei z ∈ H. Dann gibt

es eine Umgebung W von z, so dass γ(w) 6= w f�ur alle w ∈W \ {z} und alle

γ ∈ Γ \ {id}.
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17 Fundamentalgebiete

17.1 Definition. Es sei F = G̃ f�ur ein Gebiets G ⊂ H und es sei Γ ≤ PSL2(R). Man

bezeichnet F als Fundamentalgebiet von Γ , wenn

(a)
⋃
γ∈Γ

γ.F = H.

(b) G ∩ γ.G = ∅ f�ur alle γ ∈ Γ \ {id}.

Wenn F ein Fundamentalgebiet von Γ ist, dann bezeichnet man {γ.F|γ ∈ Γ } als
Parkettierung (engl. \tesselation") von H.

17.2 Beispiel. Sei Γ := {( 1 m0 1 )|m ∈ Z}. F�ur jedes m ∈ Z ist

Fm :=

{
z ∈ H

∣∣∣∣m−
1

2
≤ Re z ≤ m+

1

2

}
ein Fundamentalgebiet von Γ . Alle Fm zusammen bilden eine Parkettierung.

17.3 Definition. F�ur z,w ∈ H bezeichnen wir mit [z,w] die hyperbolisch k�urzeste

Verbindung von z und w. Wir bezeichnen [z,w] als hyperbolisches Geraden-

st�uck.

17.4 Definition. Eine hyperbolische Halbebene ist eine von einem Orthokreis be-

randete Teilmenge von H. Eine abgeschlossene Teilmenge von H ist (hyperbo-

lisch) konvex, wenn sie Durchschnitt von abgeschlossenen hyperbolischen Halb-

ebenen ist.

17.5 Bezeichnung. Zu z,w ∈ H sei Φ ∈ Aut(H) gegeben durch Φ(z) = i und

Φ(w) = iy f�ur ein y < 1. Dann ist i
√
y der hyperbolische Mittelpunkt von

[i, iy]. Der Orthokreis L :=
{√
yeiϕ

∣∣0 < ϕ < π} steht senkrecht auf [i, iy] und

schneidet [i, iy] in i
√
y. Dann ist Φ−1(L) die Mittelsenkrechte von [z,w].

17.6 Lemma. Es sei L die Mittelsenkrechte zu [z,w]. F�ur alle u ∈ L gilt

ρ(z, u) = ρ(w,u). F�ur alle u in der Zusammenhangskomponente von z in

H \ L gilt ρ(z, u) < ρ(w,u) und f�ur die in der anderen gilt ρ(z, u) > ρ(w,u).
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17 Fundamentalgebiete

17.7 Theorem. Jede Fuchssche Gruppe besitzt ein konvexes Fundamentalge-

biet.

Beweis. Wir konstruieren das Fundamentalpolygon mit der Methode von Di-

richlet. Wegen Lemma 16.10 existiert w ∈ H, welches von keinem γ ∈ Γ \ {id} auf
sich selbst abgebildet wird. Das zugeh�orige Dirichletgebiet ist de�niert als

Dw(Γ) := {z ∈ H|∀γ ∈ Γ \ {id} : ρ(z,w) ≤ ρ(z, γ.w)} .

Es gilt

Dw(Γ) =
⋂

γ∈Γ\{id}

Hw(γ),

wobei

Hw(γ) := {z ∈ H|ρ(z,w) ≤ ρ(z, γ.w)} .

Wegen γ.w 6= w und des Lemmas ist Hw(γ) eine hyperbolische Halbebene, die

von der Mittelsenkrechte auf [w,γ.w] berandet wird. Also istDw(Γ) hyperbolisch

konvex.

Sei z ∈ H gegeben. Da Γ diskontinuierlich operiert, existiert γ ∈ Γ , so dass

ρ(w,γ.z) minimal ist. F�ur η ∈ Γ \ {id} gilt dann ρ(γ.z,w) ≤ ρ(η−1.(γ.z), w) =

ρ(γ.z, η.w). Also γ.z ∈ Dw(Γ).

Seien nun z ∈ H und γ ∈ Γ \ {id} mit z ∈ Dw(Γ) und γ.z ∈ Dw(Γ). Dann

gilt ρ(z,w) ≤ ρ(z, γ.w), weil z ∈ Dw(Γ), und ρ(γ.z,w) ≤ ρ(γ.z, γ.w) = ρ(z,w),
weil γ.z ∈ Dw(Γ). Insgesamt also ρ(z,w) = ρ(γ.z,w) = ρ(z, γ

−1.w). Daher liegt

z auf der Mittelsenkrechten durch [w,γ−1.w], also in ∂Hw(γ
−1). Dann entweder

z ∈ ∂Dw(Γ) oder z /∈ Dw(Γ).

Wir haben die Eigenschaft (a) aus der De�nition nachgewiesen. Wenn wir G

als das hyperbolische Innere von Dw(Γ) de�nieren, dann haben wir (b) f�ur G

nachgewiesen. Wir m�ussen noch zeigen, dass Dw(Γ) = G̃. Wir nehmen zum

Widerspruch die Existenz einer gegen w konvergenten Folge (zn)n∈N an, so dass

es zu jedem n ein γn ∈ Γ \ {id} gibt mit ρ(zn, w) > ρ(zn, γn.w). Dann

ρ(w,γn.w) ≤ ρ(w, zn) + ρ(zn, γn.w) < 2ρ(w, zn)→ 0.

Dies steht im Widerspruch dazu, dass Γ diskontinuierlich operiert.

Hat man nun einen Randpunkt z ∈ ∂Dw(Γ), dann liegt, da Orthokreise keine

inneren Punkte haben, nicht das ganze Dirichletgebiet in der Geod�atischen [z,w].

Es gibt also ein ζ ∈ Dw(H) \ [z,w]. Dann liegt das von z, w und ζ aufgespannte,

hyperbolische Dreieck in Dw(Γ) und z liegt im Abschluss des Inneren dieses

Dreiecks.
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17.8 Beispiel. Wir bestimmen D2i(SL2(Z)). Zuerst zeigen wir, dass γ.(2i) 6= 2i
f�ur γ ∈ SL2(Z) \ {± id}. Wenn γ.(2i) = 2i, dann

2 = Imγ.(2i) =
2

|2ic+ d|2
=

2

4c2 + d2
.

Das kann nur sein, wenn c = 0 und d = ±1. In diesem Fall ist γ eine Translation.

Wegen ( 1 10 1 ) ,
(
0 1
−1 0

)
∈ SL2(Z) ist D2i(SL2(Z)) jedenfalls eine Teilmenge von

F :=

{
z ∈ H

∣∣∣∣|Re z| ≤ 12, |z| ≥ 1
}
.

Wenn F kein Fundamentalpolygon ist, dann kann das nur daran liegen, dass

Eigenschaft (b) der De�nition verletzt ist. In diesem Fall gibt es also z 6= w im

Innern von F und γ ∈ SL2(Z) mit γ.z = w. Wegen |z| > 1 und |Re z| < 1
2
gilt

|cz+ d|2 = c2|z|2 + 2cdRe z+ d2 > c2 − |cd|+ d2 = (|c|− |d|)2 + |cd|.

Weil die rechte Seite nur im Fall c = d = 0 verschwinden k�onnte, ist sie eine

nat�urliche Zahl. Daher |cz+ d| > 1 und

Imγ.z =
Im z

|cz+ d|2
< Im z.

F�ur γ−1 gilt das aber auch, und wir haben einen Widerspruch.

Die entsprechende Parkettierung der Ebene zeigt Abbildung 17.1.

17.9 Beispiel. Eine Parkettierung der Ebene zur Hecke-Gruppe Γ7 zeigt Abbil-

dung 17.2

17.10 Satz. Es seien Γ0 eine Fuchssche Gruppe und Γ ≤ Γ0 eine Untergruppe

von endlichem Index m. Falls

Γ0 =

m⋃
j=1

Γγj

die Zerlegung von Γ0 in Γ-Nebenklassen und F ein Fundamentalgebiet f�ur Γ0
ist, so ist H :=

⋃m
j=1 γj.F ein Fundamentalgebiet f�ur Γ .

17.11 Beispiel. Wir hatten in der �Ubung gesehen, dass

Γ(1) = Γ(2) ∪ Γ(2)

(
1 0

1 1

)
∪ Γ(2)

(
1 1

0 1

)
∪ Γ(2)

(
0 1

−1 0

)

∪ Γ(2)

(
0 1

−1 1

)
∪ Γ(2)

(
−1 1

−1 0

)
.

Das gem�a� Satz 17.10 dazu geh�orige Fundamentalgebiet zeigt Abbildung 17.3.
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17 Fundamentalgebiete

1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
0.0

0.5

1.0

1.5

Abbildung 17.1: Parkettierung der Modulgruppe

2 1 0 1 2

0.0

0.5

1.0

1.5

Abbildung 17.2: Parkettierung der Hecke-Gruppe Γ7

48



0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

Abbildung 17.3: Fundamentalgebiet der Hauptkongruenzgruppe Γ(2)

17.12 Satz. Die zu einem Dirichletgebiet Dw(Γ) geh�orige Parkettierung ist

lokal endlich, d. h. zu jedem Kompaktum K ⊂ H gibt es nur endlich viele

γ ∈ Γ mit γ.Dw(Γ) ∩ K 6= ∅.

17.13 Satz. Es sei F Dirichletgebiet zu einer Fuchsschen Gruppe. Zu jedem

Kompaktum K existieren h�ochstens endlich viele hyperbolische Halbebenen

H1, . . . , Hk, so dass F ∩ K = K ∩H1 ∩Hk.

17.14 Definition. Ein konvexes Fundamentalpolygon f�ur Γ ist ein konvexes, lokal

endliches Fundamentalgebiet.

17.15 Korollar. Es sei Γ eine Fuchssche Gruppe. Ihr Dirichletgebiet ist ein

konvexes Fundamentalpolygon.

17.16 Definition. Es sei F ein konvexes Fundamentalpolygon einer Fuchsschen

Gruppe Γ . Eine Seite von F ist eine geod�atische Strecke positiver L�ange der

Form F ∩ γ.F f�ur ein γ ∈ Γ \ {id}.
Wenn es γ, η ∈ Γ \{id} mit γ 6= η gibt, so dass F∩γ.F∩η.F genau ein Element z

enth�alt, dann ist z eine Ecke von F.
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17 Fundamentalgebiete

17.17 Bemerkung. Im folgenden muss Γ als Untergruppe der PSL2(R) verstan-
den werden.

(a) In x9.3 von Beardon [1] wird gezeigt, dass jeder Randpunkt von F, der in H
liegt, auf mindestens einer Seite liegt. Ecken sind genau die Randpunkte,

die auf zwei verschiedenen Seiten liegen.

(b) Der Winkel an einer Ecke kann aber den Wert π annehmen.

(c) Zu jeder Seite s existiert ein eindeutig bestimmtes γs ∈ Γ \ {id} mit s =

F∩γs.F. F�ur dieses γs ist s ′ := γ−1
s .s ebenfalls eine Seite von F, die allerdings

nicht notwendig verschieden von s zu sein braucht.

(d) Es gilt γs ′ = γ
−1
s und daher (s ′) ′ = s.

(e) Die Menge {γs| s Seite von F} ist ein Erzeugendensystem von Γ .

(f) Es ist nicht ausgeschlossen, dass s = s ′. Sagen wir s = [z,w]. Wegen γ 6= id

muss gelten γ.z = w und γ.w = z. Wegen des Zwischenwertsatzes gibt

es einen Punkt u ∈ [z,w], u 6= z,w mit γ.u = u. Daher ist γ elliptisch.

Da γ nur einen Fixpunkt haben kann, ist u aus Symmetriegr�unden der

Mittelpunkt von [z,w].

Wenn �uber den Rand integriert werden soll, dann bezeichnet man auch u

als Ecke von F und entsprechend die St�ucke [z, u] und [u,w] als Seiten.

17.18 Beispiel. (a) Ein Erzeugendensystem der PSL2(Z) wird gegeben durch

τ und σ, wobei

τ =

(
1 1

0 1

) (
0 1

−1 0

)
.

(b) Wir hatten in Abbildung 17.3 ein konvexes Fundamentalpolygon der Γ(2)

gesehen. Die Seiten sj, die zugeh�origen γs sind und die transformierten

Seiten γ.sj
−1 sind

s1 =

[
−
1

2
+
i

2

√
3,∞] , (

1 −2

0 1

)
, s2 =

[
1

2
+
i

2

√
3,∞] ,

s3 =

[
−
1

2
+
i

2

√
3, 0

]
,

(
1 0

−2 1

)
, s4 =

[
1

2
+
i

6

√
3, 0

]
,

s5 =

[
1

2
+
i

6

√
3, 1

]
,

(
1 −2

2 −3

)
, s6 =

[
3

2
+
i

2

√
3, 1

]
.
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Wegen der Bemerkung wir Γ(2) also von den angegebenen drei Matrizen

erzeugt. Wegen
(
1 −2
2 −3

)
( 1 20 1 ) = ( 1 02 1 ) gen�ugen sogar beiden ersten.

17.19 Satz. Alle konvexen Fundamentalpolygone einer Fuchsschen Gruppe

haben denselben hyperbolischen Fl�acheninhalt.

17.20 Definition. Eine Fuchssche Gruppe hei�t co�nit, wenn ihre konvexen Fun-

damentalpolygone endlichen hyperbolischen Fl�acheninhalt besitzen.

Sie hei�t cokompakt, wenn ihre konvexen Fundamentalpolygone kompakt sind.

Sie hei�t geometrisch endlich, wenn sie ein konvexes Fundamentalpolygon

mit endlich vielen Seiten besitzt.

17.21 Satz (Siegel (s. Katok [15], Theorem 4.1.1). Co�nite Fuchssche Gruppen

sind geometrisch endlich.

17.22 Bemerkung. Sei F ein konvexes Fundamentalpolygon. Der Rand von F

in der P1(C) besteht aus den Seiten von F und m�oglicherweise noch Punkten in

R∪ {∞} und abgeschlossenen reellen Intervallen. Diese Intervalle bezeichnet man

als freie Seiten.

17.23 Satz. Sei Γ eine geometrisch endliche Gruppe erster Art. Dann ist Γ

co�nit.

Das folgende Lemma wird f�ur das Poincar�esche Scheibenmodell ausgesprochen.

17.24 Lemma. Sei (γn)n∈N eine Abz�ahlung der Fuchsschen Gruppe Γ mit kon-

vexem Fundamentalpolygon F. Dann konvergiert der euklidische Durchmes-

ser von γn.F gegen 0.

17.25 Satz. Sei Γ eine co�nite Fuchssche Gruppe, dann ist Γ von erster Art.

17.26 Satz. Es seien Γ eine Fuchssche Gruppe, σ ∈ PSL2(R) und

B :=
{
σγσ−1

∣∣γ ∈ Γ} .
Dann sind B und Γ isomorph.

Es gilt γ.z = z f�ur ein γ ∈ Γ genau dann, wenn β.(σ.z) = σ.z f�ur ein β ∈ B.

17.27 Definition. Es sei Γ eine Fuchssche Gruppe. Ein Element γ ∈ Γ \ {id} hei�t

(a) elliptisch, wenn es genau ein z ∈ H mit γ.z = z gibt,

(b) parabolisch, wenn es genau ein z ∈ R ∪ {∞} mit γ.z = z gibt,
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17 Fundamentalgebiete

(c) hyperbolisch, wenn es z,w ∈ R ∪ {∞} mit z 6= w, γ.z = z und γ.w = w

gibt.

17.28 Satz. Es sei Γ ≤ PSL2(R) eine Gruppe, welche ein hyperbolisches Ele-

ment η und ein parabolisches Element π enth�alt, so dass π.x = x und η.x = x

f�ur dasselbe x. Dann ist Γ nicht diskret.

17.29 Satz. Sei Γ eine co�nite, nicht cokompakte Fuchssche Gruppe. Dann

enth�alt Γ ein parabolisches Element.
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18 Automorphe Funktionen

18.1 Definition. Eine Funktion f : H→ C hei�t automorph bzgl. Γ , wenn f(γz) =

f(z) f�ur alle z ∈ H und alle γ ∈ Γ . Der Raum C∞(Γ\H) besteht aus allen auto-

morphen Funktionen von der Klasse C∞.
18.2 Bezeichnung. Sei 1 ≤ p < ∞ und sei F ein Fundamentalpolygon von Γ . F�ur

eine messbare, automorphe Funktion f setzen wir

‖f‖p =
(∫

F

|f|p dµ
)1/p

.

Wegen der Invarianz des hyperbolischen Fl�acheninhalts µ h�angt ‖f‖p nicht von
der Wahl von F ab. Wir setzen

Lp(Γ\H) = {f : H→ C automorph | ‖f‖p <∞}.

18.3 Satz. (a) Lp(Γ\H) ist ein Banachraum.

(b) Durch (f, g) =
∫
F
fg dµ wird L2(Γ\H) zu einem Hilbertraum.

(c) Der Raum C∞(Γ\H) ist dicht in Lp(Γ\H).

18.4 Satz. Es sei Γ eine Fuchssche Gruppe erster Art. Der durch D(A) :=

C∞(Γ\H) und Au = u− y2
(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)
gegebene Operator ist koerziv.

18.5 Bemerkung. Im Beweis des vorigen Theorems wurde gezeigt, dass

HE = {f ∈ L2(Γ\H, µ) | f besitzt erste Ableitungen in L2(Γ\H, λ2)},

versehen mit der Norm

‖f‖2E = ‖f‖2L2(Γ\H,µ) + ‖∇f‖
2
L2(F,λ2)

.

Man beachte, dass die (euklidische) Greensche Formel zeigt, dass f�ur automor-

phes f das Integral
∫
F
〈∇u,∇u〉dλ2 unabh�angig von der Wahl des konvexen

Fundamentalpolygons F ist.
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18 Automorphe Funktionen

18.6 Definition. Der automorphe Laplace-Operator ist de�niert als ∆ = AF − id,

wobei AF die Friedrichserweiterung des Operators aus Satz 18.4 ist.

18.7 Satz. Sei Γ eine cokompakte Fuchssche Gruppe. Dann ist die Einbet-

tung HE ↪→ L2(Γ\H, µ) kompakt. Insbesondere gelten die Aussagen von Theo-

rem 4.3.

Bemerkung. F�ur Fuchssche Gruppen Γ erster Art werden wir zeigen, dass

(id+∆)−1 genau dann kompakt ist, wenn Γ cokompakt ist.
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19 Eisenstein-Reihen

In diesem Abschnitt sei Γ eine co�nite Fuchssche Gruppe, welche nicht cokom-

pakt ist. Nach Satz 17.29 besitzt Γ ein parabolisches Element γ. Auf Blatt 11

wird gezeigt, dass man durch �Ubergang zu einer durch Konjugation �aquivalenten

Gruppe erreichen kann, dass

γ =

(
1 1

0 1

)
und Γ∞ =

{(
1 m

0 1

)∣∣∣∣∣m ∈ Z

}
.

Wir gehen davon aus, dass diese Situation hergestellt worden ist.

Hierbei ist Γz := {γ ∈ Γ |γ.z = z} der Stabilisator von z. Mit Γ∞\Γ = {Γ∞γ | γ ∈
Γ } bezeichnen wir die Menge der Rechtsnebenklassen des Stabilisators von ∞.

19.1 Definition. Sei ϕ : (0,∞)→ C messbar. Die formale Reihe

E∞(z,ϕ) =
∑

[γ]∈Γ∞\Γ

ϕ(Im(γz)) (19.1)

bezeichnet man als gewichtete Eisenstein-Reihe (hierbei ist ϕ das Gewicht).

19.2 Satz. (a) ϕ(Im(γz)) h�angt nicht vom Repr�asentaten γ der Nebenklasse

ab.

(b) Wenn
∫∞
0

|ϕ(y)|
y2
dy < ∞, dann konvergiert die Reihe (19.1) absolut in

L1(Γ\H, µ). Speziell ist dann E∞(z,ϕ) automorph.

19.3 Theorem (J�rgensensche Ungleichung, siehe Elstrodt, Grunewald und Men-

nicke [6], Theorem 2.4.1). Wenn A,B ∈ SL(2,R) eine diskrete Untergruppe

erzeugen, dann gilt∣∣tr(A)2 − 4∣∣+ ∣∣tr(ABA−1B−1) − 2
∣∣ ≥ 1,

au�er wenn eine der beiden folgenden Aussagen gelten

(a) tr(A) = 2 und B l�asst den einzigen Fixpunkt von A fest,
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19 Eisenstein-Reihen

(b) BAB−1 ∈ {A,A−1}.

19.4 Lemma. Unter den Voraussetzungen dieses Kapitels gelten:

(a) Wenn γ = ( a bc d ) ∈ Γ , aber γ /∈ Γ∞, dann |c| ≥ 1.
(b) Wenn Suppϕ ⊆ [1,∞[, dann gilt E∞(z,ϕ) = ϕ(z) f�ur alle z mit Im z ≥ 1.

19.5 Satz. Sei ϕ ∈ C∞(]0,∞[) mit Suppϕ ⊂ [ε,∞[ f�ur ein ε > 0. Dann ist die

Reihe (19.1) endlich und E∞(·, ϕ) ist von der Klasse C∞.
Wir m�ussen f�ur den hyperbolischen Laplace-Operator noch die folgende Rech-

nung nachholen:

19.6 Satz. Sei f ∈ C2(H) und sei γ ∈ Aut(H). Dann ∆(f ◦ γ) = (∆f) ◦ γ.

19.7 Lemma. Es sei Γ eine Fuchssche Gruppe erster Art, welche ein parabo-

lisches Element mit Fixpunkt ∞ besitzt. F�ur jedes Paar (c, d) ∈ R2 gibt es
dann h�ochstens eine Nebenklasse [γ] in Γ∞\Γ von der Form γ = ( a bc d ).

19.8 Bemerkung. Der n�achste Satz beruht auf der Beobachtung, dass ∆ys =

s(1−s)ys. Das bedeutet, dass die Eisensteinreihe E∞(·, ys) die Eigenwertgleichung
f�ur λ = s(1− s) erf�ullt, falls sie konvergiert. In den �Ubungen sehen wir, dass das

f�ur Re s > 1 der Fall ist. Dann ist sie aber nicht in L2(Γ\H, µ).

19.9 Satz. Sei Γ eine Fuchssche Gruppe erster Art, die nicht cokompakt ist.

Dann [ 1
4
,∞[ ⊂ σ(∆).

Beweis. Zu vorgegebenem λ ≥ 1
4
setze s = 1

2
+ i
√
λ− 1

4
. Dann 1 − s = s und

s(1− s) = |s|2 = λ. Wir w�ahlen χ ∈ C∞(R) mit χ(x) = 0 f�ur x ≤ 0 und χ(x) = 1
f�ur x ≥ 1. F�ur hinreichend gro�es R setzen wir

ϕR(y) :=

{
χ(y− 1)ys, 0 < y ≤ R,
χ
(
3− y

R

)
ys, y > R.

Wegen der Invarianz gilt ∆E∞(·, ϕR)) = −E∞(·, y2ϕ ′′R). Dabei

− y2ϕ ′′R(y)

=

{
−χ ′′(1+ y)ys+2 − 2sχ ′(1+ y)ys+1 − s(s− 1)χ(1+ y)ys, 0 < y < R,

− 1
R2
χ ′′
(
3− y

R

)
ys+2 + 2s

R
χ ′
(
3− y

R

)
ys+1 − s(s− 1)χ

(
3− y

R

)
ys, y > R.
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Wegen der Folgerung aus der J�rgensenschen Ungleichung kann zu es zu jedem

z ∈ H h�ochstens ein γ ∈ Γ∞\Γ mit Imγ.z > 1 geben. F�ur jedes z ∈ H hat die

Reihe (19.1) also h�ochstens eine von Null verschiedenen Term. (Die Reihe dr�uckt

also eine Fallunterscheidung aus.) Das bedeutet, dass das Quadrat von (19.1)

gliedweise bestimmt werden kann. Insbesondere

‖(λ− ∆)E∞(·, ϕR)‖2L2(Γ\H,µ) =
∫ 1
2

− 1
2

∫ 3R
1

(λϕR(y) − y
2ϕ ′′R(y))

2 dy dx.

Der Integrand verschwindet f�ur 2 ≤ y ≤ 2R. Das Integral f�ur 1 ≤ y ≤ 2 h�angt
nicht von R ab. Bei der Absch�atzung des Integrals f�ur 2R ≤ y ≤ 3R m�ussen die

drei Terme des zweiten Teils der Fallunterscheidung einzeln betrachtet werden.

Der dritte hebt sich dabei gegen λE∞(·, ϕR) weg. Wir sch�atzen den zweiten ab

durch

C1

∫ 3R
2R

1

R2
|ys+1|2 dy

y2
=
C1

R2

∫ 3R
2R

y dy =
5C1

2
.

Der erste Term wird abgesch�atzt durch

C2

∫ 3R
2R

1

R4
|ys+2|2 dy

y2
=
C2

R4

∫ 3R
2R

y3 dy =
65C2

4
.

Damit haben wir gesehen

‖(λ− ∆)E∞(·, ϕR)‖2L2(Γ\H,µ) = O(1), R→∞,
‖E(·, ϕR)‖L2(Γ\H,µ) ≥

√
logR.

Also ist λ− ∆ nicht invertierbar.

19.10 Vermutung (Selbergsche Spektrall�uckenvermutung). Wenn ∆ der auto-

morphe Laplace-Operator zu Γ(N) ist, dann σ(∆) ∩ ]0, 1
4
[ = ∅.
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20 Fourier-Entwicklung automorpher
Funktionen

Es gelten dieselben Vereinbarungen wir in Kapitel 19.

20.1 Satz. Sei Γ eine nicht cokompakte Fuchssche Gruppe erster Art mit

Γ∞ = {( 1 m0 1 )|m ∈ Z}. Es sei f ∈ C2(Γ\H) derart, dass ∆f = λf f�ur ein λ 6= 1
4

und dass maxx∈R|f(x+ iR)| f�ur R→∞ h�ochstens polynomiell w�achst. Es sei

s = 1
2
+ i
√
λ− 1

4
. Dann existieren eine Folge (αm)m∈Z und β0 in C, so dass

f(x+ iy) = α0y
s + β0y

1−s +
√
y

∞∑
m=−∞
m6=0

αmKs− 1
2
(2π|m|y) e2πimx.

Bemerkung. Im Fall λ = 1
4
muss y1−s durch

√
y lny ersetzt werden.

20.2 Satz. F�ur Re s > 1 konvergiert die Reihe E∞(·, ys) gegen eine Funktion

von der Klasse C∞. Diese Funktion erf�ullt

−y2
(
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2

)
E∞(·, ys) = s(1− s)E∞(·, ys).

20.3 Bemerkung. Wenn man Satz 20.1 anwendet, erh�alt man f�ur s mit Re s > 1

E∞(x+ iy, ys) = ys +
√
π
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)
ϕ(s)y1−s +

∑
m 6=0

ϕm(s)
√
yKs− 1

2
(2π|m|y)e2πimx.

(20.1)

Im Fall der Modulgruppe Γ = PSL2(Z) kann man die ϕm bestimmen. Bei-

spielsweise hat man

ϕ(s) =
ζ(2s− 1)

ζ(2s)
,

wobei ζ die Riemannsche ζ-Funktion ist. Findet man in Kubota [17] (4.4.1).

20.4 Satz. Die Funktionen ϕ und ϕm aus der Entwicklung (20.1) sind holo-

morph in {s ∈ C|Re s > 1}.
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Wir werden im n�achsten Kapitel sehen, dass die Funktionen ϕ und ϕm, m ∈
Z \ {0}, meromorphe Fortsetzungen nach C besitzen. Zusammen mit einem Be-

weis der Bemerkung hat man dann auch die meromorphe Fortsetzbarkeit der

Riemannschen ζ-Funktion gezeigt. Dieses Ergebnis hatten wir allerdings in der

Funktionentheorie schon durch Summation der divergenten Reihe bewiesen.
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21 Pseudo-Laplace Operatoren

Es gelten dieselben Vereinbarungen wir in Kapitel 19. Mit F wird ein konvexes

Fundamentalpolygon bezeichnet, welches ∞ als Randpunkt besitzt.

Der Einfachheit halber setzen wir au�erdem voraus, dass∞ der einzige Rand-

punkt von F ist, der nicht in H liegt.

Wir folgen der Arbeit [3] von Colin de Verdi�ere.

21.1 Bezeichnung. F�ur η > 1 de�nieren wir einen Operator Aη in einem Unter-

raum Hη von L
2(Γ\H, µ). Der De�nitionsbereich D(Aη) besteht aus denjenigen

f ∈ L2(Γ\H, µ), welche die folgenden Bedingungen erf�ullen:

(a) In der Fourierentwicklung

f(x+ iy) =

∞∑
m=−∞ fm(y)e

2πimx

gilt a0(y) = 0 f�ur alle y ≥ η.

(b) Der distibutionelle Gradient ∇f (im euklidischen Sinn) liegt in L1
loc
.

(c)

∫
F

(∇f,∇f) dλ2 <∞.

Der Unterraum Hη von L
2(Γ\H, µ) ist nun der Abschluss von D(Aη).

F�ur u ∈ D(Aη) de�nieren wir Aηu durch

(Aηu, v)L2(Γ\H,µ) =

∫
F

uv dµ+

∫
F

(∇u,∇v) dλ2, v ∈ D(Aη).

Dann ist Aη o�enbar symmetrisch und koerziv. Es ist auch klar, dass Aηu ∈ Hη
f�ur u ∈ D(Aη).

Wenn (Aη)F die Friedrichs-Erweiterung ist, dann setzen wir ∆η = (Aη)F−id. Die

Operatoren ∆η bezeichner Colin de Verdi�ere als Pseudo-Laplace Operatoren.

F�ur ein u ∈ L2(Γ\H, µ) undm�Z bezeichnen wir mit um(y) denm-ten Fourier-

Koef�zienten von u(·, y).
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21.2 Bezeichnung. Eine Teilmenge K eines metrischen Raums hei�t pr�akompakt,

wenn es zu jedem ε > 0 eine endliche Teilmenge {x1, . . . , xn} ⊂ K gibt, so dass

K ⊂
⋃n
j=1 Bε(xj).

In Meise und Vogt [18], Satz 4.8, wird gezeigt, dass pr�akompakte Teilmengen

eines vollst�andigen metrischen Raums kompakt sind.

21.3 Satz. Der Operator ∆η besitzt eine kompakte Resolvente.

21.4 Bezeichnung. Mit ∆ bezeichnen wir den (positiven) hyperbolischen Laplace

Operator auf H. Mit ∆∞ bezeichnen wir den automorphen Laplace-Operator zur

Fuchsschen Gruppe Γ .

21.5 Definition. Es sei E ein lokalkonvexer C-Vektorraum und es sei Ω ⊂ C o�en.

(a) Eine Abbildung f : Ω→ E hei�t schwach holomorph, wenn f�ur alle y ∈ E ′
die Funktion y ◦ f holomorph im klassischen Sinn ist.

(b) Die Abbildung hei�t stark holomorph, wenn f�ur jedes z ∈ Ω der Grenzwert

lim
w→z

f(w) − f(z)

w− z

in E existiert.

In Rudin [21], Theorem 3.31 wird gezeigt: Wenn E ein Fr�echetraum ist, dann

sind die Begri�e schwach holomorph und stark holomorph �aquivalent.

21.6 Satz. Es sei h ∈ C∞(]0,∞[) mit h(y) = 0 f�ur y ≤ b f�ur ein b > η und

h(y) = 1 f�ur y ≥ b+ 1. Wir setzen

Ω :=

{
s ∈ C

∣∣∣∣Re s > 1

2
, s(1− s) /∈ σ(∆∞)

}
.

Dann existiert eine eindeutig bestimmt Funktion E : H × Ω → C mit den

Eigenschaften

(a) (∆− s(1− s))E(·, s) = 0,

(b) E(z, s) − h(y)ys ∈ L2(Γ\H, µ), wobei y = Im z.

Die Funktion s 7→ E(z, s) − h(y)ys ist holomorph mit Werten im L2(Γ\H, µ).

21.7 Lemma. Es gilt E(z, s) = E∞(z, ys), falls Re s > 1.
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22 Pole der Resolventen

Zuerst mache ich ein vektorweriges Integral wie in Aufgabe 9.5 von Kaballo [12].

22.1 Lemma. Es sei E ein Banachraum und es sei J : E ↪→ E ′′ die Inklusion

in den Bidualen. Ferner sei eine stetige Abbildung f : [a, b] → E gegeben.

O�enbar wird durch

F : E ′ → C, 〈F, T〉 :=
∫b
a

〈T, f(t)〉 dt,

ein Element F ∈ E ′′ gegeben. Dieses F liegt sogar in J(E).

22.2 Definition. In der Situation von Lemma 22.1 setzt man∫b
a

f(t) dt := F ∈ E.

Entsprechend sind dann auch Wegintegrale erkl�aert.

Ich folge nun dem Abschnitt I.5.3 des Buchs von Kato [14].

22.3 Lemma. Es sei A ein Operator im Hilbertraum H mit kompakter Resol-

vente und es sei 0 ∈ σ(A). Sei Br(0) \ {0} ⊂ ρ(A). Dann gilt

R(A, ζ) =

∞∑
n=−∞ ζ

nAn falls |ζ| < r, (22.1)

wobei

An :=
1

2πi

∫
∂+Bε

R(A, ζ)
dζ

ζn+1

f�ur ein beliebiges ε < r.

22.4 Lemma. Setzt man

ηn :=

{
1, n ≥ 0,
0, n < 0,

so gilt f�ur An wie in Lemma 22.3

AnAm = (ηn + ηm − 1)An+m+1. (22.2)
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22.5 Bemerkung. Aus (22.2) folgen nun:

(a) P := −A−1 ist eine Projektion.

(b) Mit S := A0 gilt An = Sn+1 f�ur alle n ∈ N0.

(c) Mit D := −A−2 gilt A−n = −Dn−1 f�ur alle n ≥ 2.

(d) Daher hat die Laurentreihe von R im Ursprung die Gestalt R(A, ζ) =

R1(A, ζ) + R2(A, ζ) mit

R1(A, ζ) = −ζ−1P −

∞∑
n=1

ζ−n−1Dn und R2(A, ζ) =

∞∑
n=0

ζnSn+1.

22.6 Satz. Die Unterr�aume H1 := PH und H2 := (1−P)H sind invariant unter

R1(A, ζ) bzw. R2(A, ζ).

Die Dimension von H1 ist endlich.

22.7 Lemma. D|H1 ist nilpotent.

22.8 Theorem. Wenn A kompakte Resolventen R(A, ζ) besitzt, dann ist die

Resolvente eine meromorphe Funktion von ζ.
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23 Meromorphe Fortsetzung der
Eisensteinreihen

Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in Kapitel 21. Es gilt η > 2.

Sei h(y) ≡ 0 in der N�ahe von 1 und ≡ 1 in der N�ahe von η. F�ur 6= 1
2
und

s(1 − s) /∈ σ(∆η) sei H(y, s) := (s(1 − s) − ∆)(h(y)ys) und H̃(z, s) diejenige

automorphe Funktion, die in F mit H �ubereinstimmt. Wir setzen

F(z, s) := h(y)ys −
(
(s(1− s) − ∆η)

−1H(·, s)
)
(z).

F�ur 1 < y < η gilt dann (s(1 − s) − ∆)F = 0. Daher gibt es A(s) und B(s)

mit F0(z, s) = A(s)ys + B(s)y1−s. Weil die Resolvente nach Hη abbildet, gilt

F0(η, s) = η
s.

23.1 Lemma. Setzt man

F̃(z, s) := F(z, s) + χ[η,∞[(y)
(
A(s)ys + B(s)y1−s − ys

)
,

so gilt (s(1− s) − ∆)F(z, s) = 0.

23.2 Lemma. A und B sind meromorph in C.

F�ur Re s > 1
2
gilt F̃(z, s) = A(s)ys + g(y, s) f�ur eine L2-Funktion g. Daher gilt

E(z, s) = A(s)F̃(z, s)

F�ur s mit Re s < 1
2
gilt F̃(z, s) = B(s)y1−s + g̃(y) f�ur eine L2-Funktion g̃. Also

E(z, 1− s) = B(s)F̃(z, s).

Beide Gleichungen gelten �uberall. Wir schreiben die Fourierentwicklung (20.1)

noch einmal hin, multiplizieren aber die Gamma-Funktion nach ϕ hinein:

E∞(x+ iy, ys) = ys +ϕ(s)y1−s +
∑
m6=0

ϕm(s)
√
yKs− 1

2
(2π|m|y)e2πimx.

Also ϕ(s) = B(s)
A(s)

und ϕ(1− s) = A(s)
B(s)

. Wir haben gezeigt:
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23.3 Theorem. Die Eisensteinreihen besitzen eine meromorphe Fortsetzung

nach C in dem Sinn, dass alle Fourierkoef�zienten meromorph sind. Es

gelten

ϕ(s)ϕ(1− s) = 1,

E(z, s) = ϕ(s)E(z, 1− s).

Beweis. F�ur Re s > 1
2
folgt aus Satz 21.6, dass

E(z, s) =
1

A(s)
F̃(z, s),

weil beide dieselbe Di�erentialgleichung l�osen und die Di�erenz zwischen linker

und rechter Seite in L2(Γ\H, µ) liegt. F�ur Re s < 1
2
ergibt sich mit demselben

Argument

E(z, 1− s) =
1

B(s)
F̃(z, s).

Die beiden Gleichungen implizieren nun jeweils

ϕ(s) =
B(s)

A(s)
und ϕ(1− s) =

A(s)

B(s)
.

23.4 Bemerkung. Die Vermutung von Phillips und Sarnak besagt, dass eine ge-

nerische, co�nite, nicht cokompakte Fuchssche Gruppe nur endlich viele Eigen-

werte besitzt. Die spannende Frage ist hier nat�urlich: Was bedeutet generisch?

Arithmetische Gruppen wie Γ(N) sind jedenfalls nicht generisch.

Die Vermutung von Selberg und Roelcke besagt, dass jede co�nite, nicht co-

kompakte Fuchssche Gruppe unendlich viele Eigenwerte besitzt. Diese Version

der Vermutung von Selberg und Roelcke wird von Venkov berichtet. Elstrodt,

Grunewald und Mennicke schreiben ihnen sogar eine sch�arfer Formulierung zu,

die ich im folgenden erl�autern werde.

23.5 Definition. Eine ganze Funktion f ∈ O(C) ist von endlicher Ordnung, wenn
es κ,C > 0 gibt, so dass

|f(z)| ≤ Ce|z|κ .

Eine meromorphe Funktion h ist von endlicher Ordnung, wenn es ganze Funk-

tionen f und g von endlicher Ordnung κ gibt, so dass h = f
g
.

In beiden F�allen ist das In�mum �uber diese κ die Ordnung der Funktion.

23.6 Beispiel. (a) Der Sinus hat die Ordnung 1. Das In�mum wird angenom-

men.
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23 Meromorphe Fortsetzung der Eisensteinreihen

(b) Die Gamma-Funktion hat ebenfalls die Ordnung 1, das In�mum wird aber

nicht angenommen. Das sieht man an der Stirlingschen und der Spiege-

lungsformel.

(c) Man kann zeigen, dass die Riemannsche ζ-Funktion ebenfalls die Ordnung 1

besitzt.

(d) Die von Elstrodt, Grunewald und Mennicke angegebene Formulierung der

Selberg-Roelcke Vermutung besagt, dass die Ordnung vonϕ immer gleich x1x

ist.

23.7 Bezeichnung. Mit N(R) bezeichnen wir die Zahl der Eigenwerte λ von ∆∞
mit λ ≤ R.

23.8 Theorem (Weyl-Selbergsche Asymptotik, Venkov [24], (7.8)).

N(r) −
1

4π

∫√R− 1
4

−
√
R− 1

4

ϕ ′
(
1
2
+ ir

)
ϕ
(
1
2
+ ir

) dr ∼ R
µ(F)

4π
, R→∞.

23.9 Bemerkung. (a) Der Intergrand des zweiten Terms ist negative.

(b) Die Philosophie ist an dieser Stelle, dass die logarithmische Ableitung einer

ganzen Funktion der Ordnung κ w�achst wie Rκ+ε−1.

(c) Im Fall Γ = PSL2(Z) gilt

ϕ(s) =
√
π
Γ
(
s− 1

2

)
ζ(2s− 1)

Γ(s)ζ(2s)
.

Das ist eine Funktion der Ordnung 1. Genauere Absch�atzungen ergeben

tats�achlich, dass in der Weyl-Selbergschen Asymptotik der erste Term

�uberwiegt.

(d) Mit demselben Ergebnis wurde das f�ur die anderen Hauptkongruenzgrup-

pen gemacht. Kongruenzuntergruppen sind arithmetisch.

(e) Die Hecke-Gruppe Γd ist nur f�ur d = 3, 4, 6 arithmetisch. In allen F�allen

gibt es aber unendlich viele ungerade Eigenfunktionen, denn die Weyl-

Selbergsche Asymptotik kann auch f�ur die ungeraden Funktionen allein

gezeigt werden. Dort verschwindet das Integral dann komplett, weil die

Eisensteinreihen gerade sind.
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