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1 Grundlagen

Die Vorlesung orientiert sich an dem Buch [7] von Grosse-Erdmann und Peris.

Dieses Kapitel enthdlt grundlegende Definitionen sowie einige klassische Beispiele
aus der endlich-dimensionalen Theorie. Diese sind alle nichtlinear.

1.1 Definition. (a) Ein diskretes dynamisches System besteht aus einem metri-
schen Raum X und einer stetigen Abbildung T: X — X.

(b) Fiir x € X bezeichnen wir
orb(x, T) ={T™"x | n € Ny}
als Bahn von x.

1.2 Beispiel. Sei e(t) = e’ Ferner seien X =S', «c e Rund T: S" = S', x — e(x)x.
Fiir o« € Q ist orb(x, T) fiir jedes x € S' endlich und fiir irrationales « ist orb(x, T)
flir jedes x unendlich.

Fir n # m gilt ndmlich T"x = T™x genau dann, wenn 2mtinx = 2mima + 27tik fir
ein k € Z.

1.3 Bezispiel (Logistische Abbildung). Einen kontinuierlichen, exponentiellen Wachs-
tumsprozess modelliert man durch die Differentialgleichung y’ = yy. Der entspre-
chende diskrete Prozess wird gegeben durch die Differenzengleichung

Nn+1 — N, = ‘YNn

Ist das Wachstum durch eine Schranke [ begrenzt, so verwendet man stattdessen die
logistische Differenzengleichung

Nn+1 - Nn
—— =v(L—N,).
N ¥( )

Fiir N; < L und yL < 1 ist die Folge (N, )nen streng monoton wachsend.

Fiir groflere v kann sie aber den Wert L iiberschieflen, dann wird die Dynamik
nicht-trivial.

Man skaliert nun um zu
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Dann M1 = uM, (1 — M,).
Daher definiert man fiir u € R die logistische Abbildung durch

Lp:R—Ryx — pux(1 —x).

Fir 0 < p <4 bildet L, das Inheitsintervall in sich ab, im Falle von u = 4 sogar auf
sich. Auf der Website wird die Entwicklung der Orbits urspriinglich benachbarter
Punkte unter L, gezeigt.
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0.25 0.25
0.00 & 0.00 t

L L L L L L L L L L
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Abbildung 1.1: Die logistische Abbildung [, und die Zeltabbildung

1.4 Beispiel (Zeltabbildung (engl.: tent map)). Wir werden spater sehen, dass die fol-

gende, einfacher zu behandelnde, Abbildung dquivalent zur Einschrankung L4: [0,1] —
[0, 1] ist. Dazu werden wir im nichsten Punkt einen angemessenen Aquivalenzbegriff

erklaren

2x, 0<x<3,

T:[0,1] = [0,1], Tx=
2 —2x, %<x§1.

Abbildung 1.1 zeigt die logistische Abbildung [, und die Zeltabbildung. Auf der
Website wird auch die Entwicklung der Bahnen urspriinglich benachbarter Punkte
unter der Zeltabbildung gezeigt.

1.5 Definition. Es seien S: Y — Y und T: X — X dynamische Systeme.

(a) T heifit quastkonjugiert zu S, wenn es eine stetige Abbildung ®:Y — X mit
dichtem Bild gibt, so dass To ® = ® - S.

(b) T und S heiflen konjugiert, wenn ® homdomorph gewdhlt werden kann.
Bemerkung. Konjugiertheit von dynamischen Systemen ist offenbar eine Aquiva-
lenzrelation.

1.6 Bewspiel. (a) Fiir p # 0,2 sind die logistischen Abbildungen L, und L,_, kon-
jugiert.

(b) Die Einschrankung von L, auf [0, 1] ist konjugiert zur Zeltabbildung.

1.7 Bemerkung. Wenn ®@: Y — X eine Quasikonjugation von T zu S ist, so gilt
S(orb(y,S)) = orb(®(y), T) fiir jedes y € Y.


https://www.math.uni-duesseldorf.de/~internet/fa2_24/logistisch.gif
https://www.math.uni-duesseldorf.de/~internet/fa2_24/zelt.gif

1.8 Definition. Es sei T: X — X ein dynamisches System. Ein Y C X heifit T-tnvariant,
wenn TY CY.

1.9 Satz. Es ser T: X — X ewn dynamaisches System. Dann sind dquivalent:

(a) Wenn X = AUB, wobei A C X einen inneren Punkt besitzt und T-invariant
ist und B C X ebenfalls einen inneren Punkt besitzt, dann A NB # ().

(b) Wenn U und V zwei nicht-leere, offene Teilmengen von X sind, dann ezis-
tiert n € Ny, so dass T"UNV # (.

(c) Fir jedes nicht-leere, offene U C X ist |J._, T"U dicht in X.
(d) Fir jedes nicht-leere, offene U C X ust .-, T U dicht in X.

1.10 Definition. Ein dynamisches System, welches den Bedingungen aus Satz 1.9 geniigt,
heiflt topologisch transitiv.

1.11 Korollar. Es ser T: X — X ein dynamisches System mait homdomorphem T.
Es ist genau dann topologisch transitiv, wenn T~ topologisch transitiv ist.

1.12 Beispiel. Die Zeltabbildung ist topologisch transitiv.

1.13 Satz. Wenn T quasikonjugiert zu S und S topologisch transitiv ist, dann ist
auch T topologisch transitiv.

1.14 Satz. Es ser X ein metrischer Raum ohne isolierte Punkte und sez T: X — X
emn dynamisches System.

(a) Wenn orb(x,T) dicht in X ist, dann ist fir jedes n € N auch orb(T"x,T)
dicht in X.

(b) Wenn T eine dichte Bahn besitzt, dann ist T topologisch transitiv.
1.15 Definition. Eine Gs-Menge ist ein abzdhlbarer Durchschnitt offener Mengen.

1.16 Definition. Seien X ein metrischer Raum und M eine Teilmenge von X. M heif3t
nirgends dicht in X, falls M keinen inneren Punkt besitzt. M heiBt von erster Kate-
gorie in X, wenn M abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist. Andernfalls
heiflt M von zweiter Kategorie in X.

1.17 Theorem (Bairescher Kategoriensatz). Ein vollstindiger metrischer Raum st
von zweiter Kategorie in sich.

1.18 Theorem (Birkhoff 1920). Es sei X ein separabler, vollstandiger, metrischer
Raum ohne 1solierten Punkt und es ser T: X — X ein dynamaisches System.
Dann sind gleichwertig:
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(a) T ist topologisch transitiv.
(b) Es gibt x € X, so dass orb(x, T) dicht in X ist.

In diesem Fall 1st die Menge der Punkte mait dichtem Orbit sogar eine dichte
Gs-Menge.

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass die Implikation (a) = (b) auch dann gilt, wenn
X isolierte Punkte besitzt.

1.19 Beispiel. Die Verdopplungsabbildung ist gegeben durch T: §' — S, z — 22,
Sie ist topologisch transitiv, wie aus den folgenden Uberlegungen folgt.
Wir schréanken Sie ein auf die T-invariante Teilmenge

W={zeS' |IneN:z" =1}.

Wir zeigen, dass T: W — W topologisch transitiv ist. Sei dazu () # U C W offen.
Dann umfasst U eine Menge der Form

V= {oce(z]—n) ‘n € Ny, |j| < ez“}

fiir geeignete « € W und € > 0. Dann

m (2™ m j
TmV:{oc2 e(z—n]) 'nENO,|j]<e2“}:{oc2 e(%) ’kENO,|j|<e2mZk}.

Das ist gleich W, falls 2™e > 1.

Weil W dicht in S' ist, folgt auch die erste Aussage.

Jede Bahn orb(x, T) mit x € W ist endlich, also nicht dicht. Das zeigt, dass der
Satz von Birkhoff ohne die Voraussetzung der Vollstandigkeit von X nicht gilt.

1.20 Satz. Se: T: X — X quastkonjugiert zu S: Y — Y via ®: Y — X. Besitzt ye'Y
ewne dichte Bahn unter S, so besitzt ®(y) eine dichte Bahn unter T.



2 Chaos

2.1 Definition. Sei T: X — X ein dynamisches System.
(a) x € X ist ein Fizpunkt, wenn Tx = x.

(b) x € X ist ein periodischer Punkt, wenn es ein n € N mit T"x = x gibt. Das
kleinste solche n ist dann die Periode von x.

2.2 Bemerkung. Es seien x,y € X periodische Punkte. Dann sind orb(x, T) und
orb(y, T) entweder disjunkt oder gleich.

2.3 Satz. Es ser T: X — X gquastkonjugiert zu S: Y — Y. Wenn S eine dichte
Menge von periodischen Punkten hat, dann auch T.

2.4 Definition. Ein dynamisches System T: X — X heifit chaotisch (im Sinne von
Devaney), wenn es die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

(a) T ist topologisch transitiv.
(b) T besitzt eine dichte Menge von periodischen Punkten.

2.5 Satz. Es ser T: X — X quastkonjugiert zu S: Y — Y. Wenn S chaotisch 1ist,
dann auch T.

2.6 Beispiel. (a) Die Zeltabbildung ist chaotisch. Um das zu sehen, muss noch die
Existenz einer dichten Menge periodischer Punkte gezeigt werden.

Sei € > 0 und sei x € [0, 1]. Wir miissen zeigen, dass in B.(x) ein periodischer
Punkt von T liegt. Jedenfalls umfasst B.(x) ein Intervall der Form ] = [, 3|
mit m,n € N. Wir hatten bereits gesehen, dass

™ <E> _ 0, m gerade,
A 1, m ungerade.

Wegen des Zwischenwertsatzes enthalt | einen Fixpunkt von T". Dieser Fix-
punkt ist ein periodischer Punkt von T.

(b) Das dynamische System L,: [0, 1] — [0, 1] ist chaotisch.



2 Chaos

(c) Fiir « € R\ Q betrachten wir die irrationale Drehung T: S" — S, z — e(a)z.
Auf Blatt 2 wird gezeigt, dass jedes z € S' eine dichte Bahn besitzt. Wegen
des Satzes von Birkhoff ist T topologisch transitiv. Da man aber sofort sieht,
dass T keine periodischen Punkte hat, ist T nicht chaotisch.

2.7 Definition. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein dynamisches System T: X — X
besitzt empfindliche Abhdngigkeit von den Anfangsbedingungen (engl.: “sensitive
dependance”), wenn es ein & > 0 gibt, so dass fiir jedes € > 0 und jedes x € X
ein y € B.(x) und ein n € Ny existieren, so dass d(T™y, T"x) > 6. Jedes solche &
bezeichnet man als Empfindlichkeitskonstante von T.

2.8 Beispiel. Sei X = ]1,00[ mit der durch den Betrag gegebenen Metrik. Durch
T: X — X, x — 2x wird ein dynamisches System gegeben, fiir weldches |[T"x—T"y| =
2"|x—y| gilt. Es besitzt also emfindliche Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen.
Versieht man X mit der Metrik d(x,y) = |logx — logy]|, so ist T" eine Isometrie.
Das bedeutet, dass die Eigenschaft der Empfindlichkeit von der gewahlten Metrik
abhangt und keine Invariante der Topologie ist. Sie ist auch nicht invariant unter
Konjugationen, denn T: (X, |-|) — (X, |-|) ist konjugiert zu T: (X,d) — (X, d).

2.9 Theorem (Banks-Brooks-Cairns-Davis-Stacey). Sei X ein metrischer Raum ohne
1solierte Punkte und se1 T: X — X ewn dynamisches System. Wenn T topologisch
transitiv 1st und eine dichte Menge periodischer Punkte besitzt, dann besitzt T
empfindliche Abhdangigkeit von den Anfangsbedingungen.

2.10 Beispiel (Linksshift). Wir setzen
ZZ = {0) 1}N0

und versehen X, mit der Metrik
_ = Xn = Yn|
d(X»U) = j§_0 —Zn .

In dieser Topologie konvergiert (xg))neN genau dann gegen (Yn)nen, Wenn es zu jedem

n € Nein | € N gibt, so dass xW = x, fiir alle j > J. Dies ist die Produkttopologie,

daher ist X, kompakt nach dem Satz von Tychonoff.
Der Linksshaift fur zwer Symbole ist das durch

o: Zz—)Zz, ()'(Xo,X],Xz,...):(X1,X2,X3,...),
gegebene dynamische System.

2.11 Satz. x € X, 1st genau dann periodisch unter o, wenn x als Folge periodisch
1st. Insbesondere besitzt o eine dichte Menge periodischer Punkte.

10



2.12 Satz. (a) Die Bahn von x ist dicht genau dann, wenn es fir jede endliche
Folge (y1,...,ym) n {0,1} etn n € N gibt, so dass x5 =y;, j =1,...,m.

(b) o besitzt ein Element mit dichter Bahn.
2.13 Korollar. Der Linksshift fiir zwet Symbole ist chaotisch.

2.14 Beispiel. Die Verdopplungsabbildung T: S' — S', z — z?, ist chaotisch. Dazu
zeigen wir, dass sie quasikonjugiert ist zum Linksshift via

o) X,
O: 0y — 81, (Xn)nENo — e( W) .

n=0

Wegen xy = 0, 1 gilt ndmlich

TD(x) = €<Xo+i;—2> = e( 3 ;—:) = ®(ox).
n=0

n=0

11



3 Mischende Systeme

3.1 Definition. Ein dynamisches System T: X — X heiflt mischend (engl. “mixing”),
wenn es zu je zwel offenene, nicht-leeren Teilmengen U,V C X ein N € N, gibt, so
dass

T"UNV #( fir alle n > N.

Offenbar ist ein mischendes dynamisches System topologisch transitiv.

3.2 Satz. Wenn T gquastkonjugiert zu S und S mischend ist, dann st auch T
maschend.

3.3 Beisptel. (a) Die Zeltabbildung ist mischend. Das zeigt der Beweis von Bei-
spiel 1.12.

(b) Ly: [0,1] — [0, 1] ist mischend.

3.4 Definition (Produktsysteme). Fiir zwei dynamische Systeme S: X — Xund T: Y —
Y ist das Produktsystem definiert als

SXT: XXY—=XxY,(x,y) — (Sx, Ty).

Der Produktraum tragt die Metrik d((x,y), (z,w)) = d(x,z) + d(y,w).

3.5 Bemerkung. S x T ist quasikonjugiert zu S via ®: X x Y — X, (x,y) — x. Die
analoge Aussage fiir T gilt ebenso.

3.6 Korollar. Es seten S: X — X und T: Y — Y dynamische Systeme.
(a) Wenn S x T eine dichte Bahn besitzt, dann auch S und T.
(b) Wenn S x T topologisch transitiv ist, dann auch S und T.
(c) Wenn S x T chaotisch ist, dann auch S und T.

3.7 Definition. Es sei T: X — X ein dynamisches System. Fiir A,B C X wird die
Wiederkehrmenge von A nach B definert als

N(A,B) ={n € Ny | T"ANB # 0}.

3.8 Lemma. T: X — X se: ewn topologisch transitives dynamaisches System. Dann
ist flir je zwet nicht-leere, offene Mengen U,V C X die Wiederkehrmenge N(U, V)
unendlich.

12



39 Satz. s seten S: X - X und T: Y = Y dynamische Systeme. Wenn S und T
topologisch transitiv sind und mindestens eines der beiden Systeme mischend
1st, dann st auch S x T topologisch transitiv.

3.10 Satz. Es seien S: X - X und T: Y — Y dynamische Systeme. S x T st genau
dann mischend, wenn S und T mischend sind.

3.11 Beispiel. Fiir ein irrationales o« ist die Drehung T: S' — S, z — e(«)z, topo-
logisch transitiv. (Das ist eine Ubungsaufgabe.) Fiir (z,w) € S! x S' gilt aber
Tz
Tw

z :

= — fiir jedes n.
w

Also kann T x T nicht topologisch transitiv sein.

3.12 Definition. Ein dynamisches System T: X — X heifit schwach mischend, wenn
T x T topologisch transitiv ist.

Wir haben bereits gesehen
mischend = schwach mischend = topologisch transitiv

Ferner haben wir gesehen, dass die Riickrichtung fiir die zweite Folgerung nicht gilt.
Wir werden spater sehen, dass auch die Riickrichtung der ersten Folgerung nicht gilt.

3.13 Satz. Wenn T quasikonjugiert zu S und S schwach maschend ist, dann ist
auch T schwach mischend.

3.14 Satz. Seien S: X — X und T: Y — Y dynamische Systeme. Wenn S x T
schwach mischend 1st, dann auch S und T.

3.15 Satz. Es sei T: X — X ewn dynamisches System.

(a) T ist topologisch transitiv genau dann, wenn fiir je zwetr nicht-leere offene
Teilmengen W,V von X die Menge N(U, V) nicht leer 1ist.

(b) T ist mischend genau dann, wenn fir je zwei nicht-leere offene Tetlmengen
U,V von X die Menge N(U,V) kofinit ist.

(c) T ist schwach mischend genau dann, wenn fiir je vier nicht-leere offene
Teilmengen Uy, Uy, Vi, V5 von X die Menge N(Uy, Vi) N N(Uy, V3) nicht leer
15t.

3.16 Lemma (4-Mengen-Trick). Sei T: X — X ein dynamisches System und seien
Uy, Uy, V4,V C X nicht-leer und offen.

13



3 Mischende Systeme

(a) Falls es eine stetige Abbildung S: X — X gibt, die mit T kommutiert und
flr die
S(U;) NU, + 0 und S(\Vi)N'V, =+ 1)

gilt, so gibt es nicht-leere offene Mengen U; C U; und V{ C V;, so dass
N(Uj, Vi) € N(Uy, V,) und N(V{,U7) € N(V,, U,).
Falls T zusatzlich topologisch transitiv ist, so gilt N(Uy, Vi) N N(Uy, V2) # 0.
(b) Falls T topologisch transitiv ist, so gult

N (U, Uy) NNV, Va) # 0= N(Uy, Vi) NIN(Uy, V2) # 0.

3.17 Theorem (Furstenberg 1967). Se: T: X — X ein schwach mischendes dynamsi-
sches System. Fur jedes n > 2 ist dann auch das n-fache Produkt T x T x---xT
schwach maischend.

3.18 Satz. Ewn dynamaisches System T: X — X ist genau dann schwach mischend,
wenn fiir je drer nicht-leere offene Mengen U, V;,V, C X gilt

N(U,V1) ﬂN(u,Vz) 7£®

3.19 Bemerkung. Es sei T: X — X ein topologisch transitives dynamisches System.
Fiir jedes n € N ist das Bild von T™ dicht in X.

3.20 Satz. Ewn dynamaisches System T: X — X ist genau dann schwach mischend,
wenn fiur je zwetr nicht-leere offene Mengen U,V C X gilt

N(U, U) N N(U, V) # 0.
3.21 Theorem. F'ir ein dynamasches System T: X — X sind dquivalent:

(a) T ist schwach mischend.

(b) Fiir je zwei nicht-leere offene Mengen U,V C X enthdlt N(U,V) beliebig
lange Intervalle.

14



4 Operatoren in Fréchetraumen

Dieses Kapitel besteht zum grofiten Teil aus Zitaten aus der Einfiihrung in die Funk-
tionalanalysis.

4.1 Definition. Eine Familie (p;)ic; von Halbnormen auf E heiflt separierend, wenn es
zu jedem x € E \ {0} ein i mit p;(x) # O gibt.

4.2 Definition. Sei E ein K-Vektorraum. Eine F-Norm auf E ist ein Funktion q: E —
[0, co[ mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir alle x,y € E gilt q(x +y) < q(x) + q(y).

(b) Fiir alle x € E und alle A € K mit [A| <1 gilt q(Ax) < q(x).
(c) Fiir alle x € E gilt lim, o q(Ax) = 0.

(d) Wenn q(x) =0, dann x = 0.

4.3 Lemma. Es sei (pn)nen eine separierende Folge von Halbnormen auf einem
K- Vektorraum E und es sei (x;)jen eine Folge in E.

(a) Durch
q(x) = ZZ*“p“—(X) (4.1)

n=

—_

wird eine F-Norm auf E gegeben.

(b) Es gilt genau dann limj . q(x; —x) = 0, wenn limj_, pn(x; —x) = 0 fiir
jedes n € N.

(c) Die Folge (xj)jen ist genau dann eine Cauchyfolge beziiglich der Metrik
d(x,y) = q(x—y), wenn es zu jedem € > 0 und jedem n € N ein ] € N gubt,
5o dass pn(xi —xj) < € fir alle i,j > J.

(d) FirneN und e >0 ist
U={x€E|pnlx) <e} (4.2)
eine Nullumgebung in der durch (4.1) gegebenen Metrik.

(e) Wenn p; < p2 < ..., dann liegt in jeder Nullumgebung der durch (4.1)
gegebenen Metrik eine Nullumgebung der Form (4.2).

15



4 Operatoren in Fréchetrdumen

4.4 Definition. Es sei (pn)nen €ine separierende Folge von Halbnormen auf einem K-
Vektorraum E. Wir versehen E mit der durch die F-Norm (4.1) induzierten Metrik.
Wenn E vollstdndig ist, dann ist E ein Fréchetraum.

In dieser Vorlesung verlangen wir, abweichend vom iiblichen Sprachgebrauch, dass
Fréchetraume separabel sind.

Die Forderung der Separabilitdt benotigen wir, um den Satz von Birkhoff anwenden
zu konnen. Nicht-triviale Fréchetrdume haben keine isolierten Punkte.

4.5 Beispiel. Sei U C C offen und sei H(U) der Raum der holomorphen Funktionen
auf U. Es sei l°<1 C Ky C l°<2 C K; C ...U eine kompakte Ausschépfung von U. Fiir
n € N ist

Pn: HW) — [0,00[, pn(f) =sup{|f(x)| | x € K.}

eine Halbnorm auf H(U). Weil jedes x € U in einem der K, liegt, ist die Folge
separierend. Der Raum H(U) wird mit der durch die p,, indizierten Metrik versehen.
Eine Folge (fj)jen konvergiert genau dann in dieser Metrik, wenn sie kompakt im
Sinne der Funktionentheorie konvergiert. Wegen des Satzes von Montel ist H(U) ein
Fréchetraum.

4.6 Beispiele. Weitere Beispiele fiir Fréchetraume sind

(a) Sei K ¢ R™ kompakt von der Form K = G fiir ein offenes G C R™ Dann
versehen wir

C*(K) = () C™(K)
n=1
mit den Halbnormen

p;(f) = sup max |f(°‘)(x)| , jeN.

xeG <)

(b) Es sei U C R™ offen. Wir wahlen eine kompakte Ausschopfung und definieren
fir n € N die Halbnorm p;(f) = max{|f(x)| | x € Kj}.

(c) Es sei U C R" offen. Auf die folgende Weise wird ein Halbnormensystem fiir
C*(U) erklart
p;(f) = max max { |f'¥(x)| | x € K;}.

lof<n

Man kann zeigen, dass C*°(U) dadurch zu einem Fréchetraum wird.

4.7 Satz. Es seien E,F Fréchetradume, deren Topologien durch die Halbnormen-
systeme (pjlien und (qj)ien gegeben sind. Eine lineare Abbidung T: E — T ust
genau dann stetig, wenn es zu jedem k € N ein j € N und eitn C > 0 gibt, so
dass fur alle x € E gilt

qi(Tx) < Cp;(x).

16



4.8 Beispiel. (a) Wenn G C R" offen ist, so ist fiir jedes o € N} die Ableitungs-
abbildung
D: C®(G) — C=(G), fws £

ein stetig. Das folgt sofort aus dem Satz.

(b) Dasselbe gilt fiir kompakte Mengen K, welche der Abschluss einer offenen Menge
sind.

(c) Wenn U C C offen ist, dann ist die Abbildung
D: H(U) — H(W), fwsf’

stetig. Auch das folgt aus dem Satz, wenn man die Cauchysche Abschatzungs-
formel verwendet.

4.9 Definition. Es sei F ein Fréchetraum.
(a) Ein Operator auf F ist eine lineare stetige Abbildung T: F — F.

(b) Ein lLineares dynamisches System ist ein Operator auf einem separablen
Fréchetraum.

17



b Hyperzyklische Operatoren

5.1 Definition. Sei T: X — X ein lineares dynamisches System.

(a)
(b)
(c)
(d)

x € X heifit zyklisch, wenn die lineare Hiille seiner Bahn dicht ist.
x € X heilt superzyklisch, wenn {AT"x | A € K, n € Ny} dicht ist.
x € X heiflt hyperzyklisch, wenn seine Bahn dicht ist.

Ein Operator heif3t hyperzyklisch, wenn er einen hyperzyklischen Vektor be-
sitzt.

Bemerkung. (a) In §6 der Funktionalanalysis I hatten wir bereits den Begriff des

zyklischen Vektors eingefiihrt. Damals hatten wir & als zyklischen Vektor der
Darstellung W: A — [(H) definiert, wenn {¥(a)é | a € A} dicht in H ist. Die
jetzige Definition ist eine Variante, bei der H durch X und die Banachalgebra A
durch den Polynomring K[X] ersetzt wird.

Wahrscheinlich das bedeutendste offene Problem der abstrakten Funktional-
analysis ist das “invariant subspace problem”: Besitzt jeder beschrankte Ope-
rator auf einem Hilbertraum einen nicht-trivialen invarianten abgeschlossenen
Unterraum?

Wenn man “Hilbertraum” durch “Banachraum” ersetzt, dann gibt es ein Ge-
genbeispiel von Read von 1984.

Ein anderes offenes Problem ist das “invariant subset problem”: Besitzt jeder
beschrankte Operator auf einem Hilbertraum eine nicht-triviale invariante ab-
geschlossene Teilmenge?

Auch hier gibt es im Banachraumfall ein Gegenbeispiel von Read, und zwar
von 1988.

5.2 Bemerkung. Ein Operator T besitzt genau dann keinen nicht-trivialen abge-
schlossenen invarianten Unterraum, wenn jeder von O verschiedene Vektor zyklisch

ist.

Er besitzt genau dann keine nicht-triviale abgeschlossene invariante Teilmenge,
wenn jeder von O verschiedene Vektor hyperzyklisch ist.
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5.3 Theorem (Birkhoff). Ein Operator T: X — X st genau dann hyperzyklisch,
wenn er topologisch transitiv ist. In diesem Fall 1st

HC(T) ={x € X | x hyperzyklisch}
ewne dichte Gs-Menge.

Den Beweis des folgenden Satzes von Runge habe ich dem Buch [12] von Rudin
entnommen.

5.4 Theorem (Runge). Ser K C C kompakt und seir C\ K zusammenhdngend. Se:
ferner QO C C ewne offene Obermenge von K. Fiir jedes f € O(Q) gibt es eine
Folge (Py)nen von Polynomen, welche in K gleichmaflig gegen f konvergiert.

5.5 Beispiel (Birkhoff). Sei 0 # a € C. Der Translationsoperator
T:0(C) — O(C), Tf(z) =f(z+ a),

ist hyperzyklisch.
5.6 Betspiel (MacLane). Der Operator D: O(C) — O(C), f +— f’, ist hyperzyklisch.

5.7 Beispiel (Rolewicz). Es sei X =P fiir 1 < p < oo oder X = ¢y, es sei A € K und
es seil

TZX—)X, (X],Xz,...)-)()\Xz,)\Xg,...)

das A-fache des Riickwartsshifts.
Im Fall |A| <1 gilt || T™x|| < ||x|| fiir alle n, also kann T nicht hyperzyklisch sein.
Im Fall |A| > 1 ist T dagegen hyperzyklisch.

5.8 Bemerkung. (a) Wenn T invertierbar und hyperzyklisch ist, dann ist auch T~
hyperzyklisch. Das folgt sofort aus Satz 1.9 und dem Satz von Birkhoff.
(b) Wenn T quasikonjugiert zu S und S hyperzyklisch ist, dann ist auch T hyper-
zyklisch.
Das ist Satz 1.13. Interessant ist hier, dass die Abbildung @, welche die Quasi-

konjugation induziert, nicht linear zu sein braucht.

(c) Wenn X ein reeller Fréchetraum ist, dessen Topologie durch das Halbnormen-
system (pn)nen gegeben wird, dann ist

sz{x+iy!x,y€X}

mit den Halbnormensystem p.((x,y)) = pn(x) + pn(y), ein komplexer Fréchet-
raum, den man als Komplezifizierung bezeichnet. Er ist R-linear isomorph
und homoéomorph zum Produkt X ¢ X.
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5 Hyperzyklische Operatoren

Die Komplexifizierung von T ist
T(x +iy) = Tx +iTy.

Aus Korollar 3.6 und der vorhergehenden Bemerkung folgt sofort: Wenn die
Komplexifizierung T hyperzyklisch ist, dann auch T.

5.9 Satz. Hyperzyklische Operatoren haben empfindliche Abhdngigkeit von den
Anfangsbedingungen. Jede positive Zahl kann als Empfindlichkeitskonstante ge-
wahlt werden.

5.10 Bezispiel. Fir |[A| > 1 ist der Rolewicz-Opertor chaotisch.

5.11 Lemma. Es sei T: X — X eine lineare Abbildung. Dann ist die Menge ihrer
periodischen Punkte ein Untervektorraum von X.

Fiir eine lineare Abbildung T: X — X bezeichnen mit E(A) ihren Eigenraum zum
Eigenwert A.

5.12 Satz. Se: T: X — X eine C-lineare Abbildung. Der Unterraum threr periodi-
schen Punkte st gleich
P E(e()

xeQ

5.18 Bemerkung. Fir A € C setzen wir f)(z) = exp(Az). Wenn (un)nen €ine kom-
plexe Nullfolge ist, dann konvergiert fiir jedes k € N, die Funktionenfolge

1 < 7
ZHpn ( Z—' >
in H(C) gegen z — ‘%

Bewes. Wir miissen fiir jedes R > 0 zeigen, dass

sup |—
l2I<R

< | n] Z w < e,
j= k+1

_ _ 0 _
s (f”“(z) ! ”“) Kl

5.14 Lemma. Es sei A C C eine Menge mit Haufungspunkt. Dann ist die lineare
Hiille von {f\ | A € A} dicht in O(C).

O
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Beweis. Wir bezeichnen den Abschluss der linearen Hiille mit E. Es sei A ein Hau-
fungspunkt von A. Dann gibt es eine Folge (A, )nen in A\{A}, die gegen A konvergiert.

Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion, dass fiir jedes k € Ny die Funktion z —
z*fA(z) in E liegt. Dazu setzen wir p, = A, — A.

Induktionsanfang: f) = f)f,, konvergiert in O(C) wegen der Bemerkung gegen f.
Da E abgeschlossen ist, folgt f) € E.

Zum Schluss von k nach k + 1 gehen wir davon aus, dass zZ'f\ € E fiirj =0,...,k.

Dann
k+1

1 ~J z
E f — — W, f — ——f
> ket < a(2) = j!Mn A(Z)) k+1)! Ay

wobei die Folge in O(C) konvergiert. Daher z“*'f, € E.
Fiir ein beliebiges f € H(C) gilt nun

f(z) = e¥(f(z)e ™) = Z az“fi(z),
k=0

wobei die ay die Taylorkoeffizienten von ff_, sind. Da die Taylorreihe in H(C) kon-
vergiert, ist f € E gezeigt. ]
5.15 Beuspiel. (a) Der MacLanesche Operator D: H(C) — H(C) ist chaotisch.

(b) Fiir a # 0 ist der Birkhoffsche Operator T,: H(C) — H(C) chaotisch.
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6 Der Satz von Herrero und Bourdon

6.1 Satz. Es ser T: X — X ewn lineares dynamisches System. Wenn T einen hy-
perzyklischen Vektor besitzt, dann ist jedes x € X Summe zweier hyperzyklischer
Vektoren.

6.2 Korollar. Wenn T hyperzyklisch ist und HC(T)U{0} ein Untervektorraum von X
1st, dann 1st jeder von Null verschiedene Vekor hyperzyklisch.

6.3 Definition. (a) Fiir einen Fréchetraum X bezeichnen wir mit X’ den Raum aller
linearen, stetigen Funktionale ¢: X — K. Man nennt X’ den Dualraum von X.

Dieser Raum ist offensichtlich ein K-Vektorraum. Er kann topologisiert werden,
ist dann aber i.a. kein Fréchetraum.

(b) Fiir @ € X’ und x € X schreibt man gelegentlich (¢, x) anstelle von @(x).

(c) Es T: X — Y eine stetige lineare Abbildung zwischen Fréchetrdumen. Ihre
Transponierte ist die durch

(T'pyx) = (@, Tx), @eX xeX,

gegebene Abbildung. Wenn man X’ auf verniinftige Weise topologisiert, dann
ist T’ stetig.

(d) Es gilt (ST)’ =T’S’, speziell also (T")™ = (T")".

6.4 Lemma. Es ser X ein Fréchetraum. Ein Unterraum E C X ist genau dann
dicht in X, wenn es kein @ € X'\ {0} gibt, welches auf E verschwindet.

6.5 Lemma. Fir einen Operator T: X — X und A € K sind dquivalent:
(a) A ist kein Eigenwert von T'.
(b) T—A hat dichtes Bild.

6.6 Satz. Es T hyperzyklisch. Dann besitzt T' keine Eigenwerte und fir alle A € K
st Bild(T —A) dicht.

6.7 Lemma. Es ser T: X — X ewn hyperzyklischer Operator auf einem reellen
Fréchetraum X. Dann besitzt die Transponierte T' der Komplexifizierung keine
Eigenwerte.
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6.8 Korollar. Endlich dimensionale lineare Operatoren sind nicht hyperzyklisch.

6.9 Theorem (Bourdon). Es sei T ein hyperzyklischer Operator und es sei P ein
von Null verschiedenes Polynom. Dann hat der Operator P(T) dichtes Bild.

6.10 Theorem (Herrero(1991)/Bourdon(1993)). Es set x ein hyperzyklischer Vektor
fir den Operator T. Dann 1st die Menge

{P(T)x | P Polynom} \ {0}
eine dichte Menge von hyperzyklischen Vektoren.

6.11 Korollar. Jeder hyperzyklische Operator besitzt einen dichten tnvarianten Un-
terraum, welche aus hyperzyklischen Vektoren und der Null besteht.

6.12 Korollar. Fir einen hyperzyklischen Operator ist HC(T) zusammenhdngend.

6.13 Satz. Die Bahn eines hyperzyklischen Punktes ist K-linear unabhdngig.
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[ Das Hyperzyklizitats-Kriterium

7.1 Theorem (Kriterium von Kitai (1982)). Es seir T: X — X ein Operator. Es gebe
dichte Teilmengen Xy, Yo C X und ewne Abbildung S: Yy — Yy, so dass fir alle
Wahlen x € Xo undy € Y

(a) T"x — 0,
(b) S"y =0,

(c) TSy =vy.
Dann 1st T mischend.

Bemerkung. Die Abbildung S braucht weder linear noch stetig zu sein.

7.2 Bespiel. Damit gelingt ein sehr kurzer Beweis, dass fiir [A| > 1 der Operator
von Rolewicz
T: 00 =0, (X1,X2y...) — (AX2, AX3y ... ),

hyperzyklisch ist. Man wahlt namlich fir X, = Y, den Unterraum der endlichen

Folgen und fiir S: Yy — Y, die Abbildung

X1 X2
(X],Xz,Xg,,...) — <0,7,7,> .

7.3 Beispiel. Wir versehen Z mit dem durch v({n}) =
betrachten den Riickwarts-Shift

gegebenen Mafl und

_1
1+|n|

B: el (Z)V) — E] (Z>V)> (Xn)nGZ — (Xn+1)neZ-

Wie definieren Xy = Y, als den Unterraum der endlichen Folgen und S: Yy — Y, als
den Vorwarts-Shift. Dann sind die Voraussetzungen des Kriteriums von Kitai erfiillt.
Folglich ist B hyperzyklisch.

7.4 Theorem (Kriterium von Godefroy und Shapiro (1991)). Es set T: X — X ein
Operator. Die Unterrdume

Xo=LH{x e X| A e K:|A| <1, Tx = Ax},
Yo=LH{x e X| A€ K:|A| > 1, Tx = Ax}

seten dicht in X. Dann 1st T maischend.
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7.5 Beispiel. Der Riickwarts-Shift aus Beispiel 7.3 besitzt keine Eigenwerte. Das
zeigt, dass das Kriterium von Kitai echt starker als das von Godefroy und Shapiro
ist.

7.6 Theorem (Hyperzyklizitdts-Kriterium). Es seir T: X — X ein Operator. Es ge-
be dichte Teilmengen X,,Yy C X, eine unbeschrinkte Folge (ni)xen n N und
Abbiuldungen S, : Yo — X, k € N, so dass fiur alle x € Xo, y € Yo

(a) T"™x — 0,
(b) Sn.(y) =0,
(¢) T™Sn (y) = y.
Dann st T schwach mischend.

Bemerkung. Wenn T die Voraussetzungen des Hyperzyklizitats-Kriterium erfiillt,
dann tut dies auch T @ T. Es hédtte also geniigt, die Hyperzyklizitdt von T zu zeigen.

7.7 Theorem (Kriterium von Gethner und Shapiro (1987)). Es se: T: X — X ein Ope-
rator. Es gebe dichte Teilmengen Xo, Yy, C X, eine unbeschrankte Folge (ny)xen
mn N und ewne Abbildung S: Yo — Yy, so dass fir alle x € Xo, y €Yy

(a) TVx — 0,
(b) S™(y) — 0,
(c) TS(y) =vy.
Dann st Z schwach mischend.

7.8 Bewspiel. Fiir

1 11 111
W:<1>2>§>2>2>§>§>2>2>2>§>§>z>--->

betrachten wir den gewichteten Riickwarts-Shift
TZCo—)Co, X*—)(WzXz,W3,X3,...).

Da w beschrankt ist, ist T stetig. Wir zeigen, dass T schwach mischend, aber nicht
mischend ist.

7.9 Definition. Seien T, : X — X Operatoren. Die Folge (T, )ncn heilt topologisch tran-
sis1ty, wenn es zu je zwei nicht-leeren, offenen Mengen U,V C X ein n € N, gibt, so
dass T,UNV # 0.

7.10 Theorem (Universalitdtskriterium). Es seten X ein Fréchetraum und T,,: X — X
Operatoren. Es sind gleichwertig
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7 Das Hyperzyklizitdts-Kriterium

(a) (T)nen st topologisch transisitv.

(b) Es gibt eine dichte Menge von Punkten x € X, fir welche {T,x | n € N} dicht
in X 1st.

In diesem Fall ist die Menge aller x, fir welche {T,x | n € Ny} dicht ist, eine
dichte Gs-Menge.

7.11 Theorem. Es seien X ein Fréchetraum und T,,: X — X Operatoren mat dichtem
Bild, die paarweise kommutieren. Es sind gleichwertig

(a) (To)nen St topologisch transisitv.
(b) Es gibt ein x € X, fir welches {T,x | n € N} dicht in X ist.

7.12 Lemma. T ser schwach mischend. Fir jede endliche Auswahl V,U,..., Uy
nicht-leerer, offener Mengen in X gibt es n € N, so dass

T"UNV#£D, j=1,...,k

7.13 Definition. Es sei (ny)xen eine streng monoton wachsende Folge in N. Ein Opera-
tor T heifit hereditdr hyperzyklisch in Bezug auf (ny)xen, wenn es zu jeder Teillfolge
(my)ren von (ny)yen €in x € X gibt, so dass {T™x | k € N} dicht in X ist.

T heiflt hereditar hyperzyklisch, wenn er hereditdr hyperzyklisch in Bezug auf eine
Folge ist.

7.14 Theorem (Bés und Peris (1999)). Es se: T: X — X ewn Operator. Es sind
dquivalent:

(a) T erfillt das Hyperzyklizitdt-Kriterium.
(b) T ist schwach mischend.
(c) T ist hereditdr hyperzyklisch.

Die Frage, ob hyperzyklisch und schwach mischend dasselbe sind, war allerdings
1999 noch offen. Durch den Satz von Beés und Peris ist klar, dass sie aquivalent
zu einer Frage von Herrero von 1992 ist: Ist jeder hyperzyklische Operator schwach
mischend?

7.15 Korollar. Das Hyperzyklizitdts- Kriterium ist dquivalent zu folgendem:

Es gibt einen dichten Unterraum X, C X, ewne unbeschrdankte Folge
(N )ken und fiir jedes k € N eine lineare Abbildung S, : Xo — X, so
dass fiir jedes x € X,

(a) T"x — 0,

26



(b) Sn.x — 0,

(c) TS, x — x.

7.16 Theorem (Abstrakter Satz von Mittag-Lefller). Es seien X,,, n € N, vollstdndige
metrische Rdume und es seien f: Xui1 — Xy, 1 € N, stetig mit dichtem Bild.
Dann gibt es fiir jede nicht-leere offene Menge U C X; eine Folge (x,)neny mit
Xn € Xn, 50 dass x; € U und f,(xny1) = xn flir alle n.

Der klassische Satz von Mittag-Lefller ist

7.17 Theorem (Mittag-LefHler (1877)). Set S C C ewne diskrete Menge. Jedem Punkt
w € S ser ein h,, € O(C) mit h,,(0) =0 zugeordnet. Dann ezistiert f € O(C\ S),
so dass fir jedes w € S die Funktion

ZHf(Z)—hW( 1 )

Z—W

in w ewne hebbare Singularitdt besitzt.

7.18 Theorem (Peris (2001)). Ein Operator erfillt genau dann das Hyperzyklizitdts-
Kriterium, wenn er das Kriterium von Gethner und Shapiro erfillt.

Bemerkung. De la Rosa und Read [11] sowie Bayart und Matheron [2] haben Bei-
spiele von Operatoren angegeben, die hyperzyklisch, aber nicht schwach mischend
sind.
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8 Verkniipfungsoperatoren

8.1 Definition. Es seien G und H Gebiete in C. Eine Abbildung ¢: G — H heifit
biholomorph, wenn sie bijektiv ist und ¢ und @' holomorph sind. Eine biholo-
morphe Abbildung ¢: G — G heifit automorph. Die Gesamtheit aller automorphen
Abbildungen von G ist die Automorphismengruppe Aut(G).

8.2 Bemerkung. Grosse-Erdmann und Peris bezeichnen bijektive holomorphe Ab-
bildungen zwischen zwei Gebieten als konform. Es ist eine Konsequenz des Satzes
von der Gebietstreue, dass konforme Abbildungen biholomorph sind.

8.3 Bezeichnung. Sei O C C ein Gebiet und sei ¢ € Aut(Q). Dann wird durch
Co: 0(Q) - 0(Q), fr=fogq,

ein Operator erkldrt. Wir nennen ihn Verkettungsoperator (engl. composition ope-
rator).

8.4 Satz. Es seien )y und Q, Gebiete und P: Q; — Q, bitholomorph. Es seien
@; € Aut(Qy), so dass @0 =P o @;. Dann sind C,, und C,, konjugiert.

8.5 Beispiel. Je zwei Birkhoff-Operatoren T, und T, mit a,b # 0 sind konjugiert.
Man wahlt dazu die biholomorphe Abbildung ) (z) = 2z.

8.6 Definition. Sei O C C ein Gebiet. Fiir n € N sei @,: Q — Q holomorph. Man
bezeichnet (@n)nen als weglaufende Folge (engl. run-away sequence), wenn es zu
jedem Kompaktum K C Q ein n € N gibt, so dass ¢, (K) N K = (.

8.7 Beispiel. Fiir Q = C und ¢(z) = az + b ist die Folge (¢"),en genau dann
weglaufend, wenn a =1 und b # 0.

8.8 Satz. Es ser QO C C ein Gebiet und ¢ € Aut(Q). Wenn C, hyperzyklisch ist,
dann 1st (@")nen eine weglaufende Folge.

8.9 Definition. SL,(R) ist die Gruppe der reellen 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1.

8.10 Satz. Sei D = {ze€C||z|] <1} die Einheitskreisscheibe und ser H =
{z€ C|Imz > 0} die obere Halbebene. Dann

Aut(C) ={z+— az+b | a # 0},

Aut(D) = {E”E

bz+a

Aut(H) = {ziz‘ (S 2) c SLZ(R)}.

abeC|al > |b|},
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Das wurde in meiner Funktionentheorie gezeigt. Wer eine weniger algebraisch ori-
entierte Funktionentheorie gehort hat, konsultiert §9.2 aus dem Buch [10] von Rem-
mert.

8.11 Satz. a
Aut(C*) ={z+— az| a;éO}U{ZH - ‘ a;éO}.

8.12 Beispiel. Filir ¢ € Aut(C) ist (¢")nen genau dann weglaufend, wenn ¢(z) =
z+ b fiir ein b # 0. Das hatten wir im letzten Beispiel gesehen. Wir hatten gesehen,
dass C, dann chaotisch ist.

8.13 Beispiel. @ € Aut(C*) ist genau dann weglaufend, wenn ¢(z) = az fiir ein a
mit |a| # 1 ist.

Beweis. Wenn ¢(z) = 7, dann

©
o
n
I
wle| @
I
N

und daher
{9 n ungerade,

z, ™ gerade.

Das ist schon mal nicht weglaufend.

Wenn |a| =1, dann @(S') = S', also auch nicht weglaufend.

Wir setzen RG(w,R,1) ={z € C|r < |z—w| < R}. Jedes Kompaktum liegt in ei-
nem Ringgebiet RG(0, R, 7). Im Fall |a| # 1 existiert wegen

(Pn(RG(O) R,T)) = RG(O> ‘a’nR) |a|nr)
ein n mit @™ (K)NK = 0. O
8.14 Satz. Fiir kein ¢ € Aut(C*) st C, hyperzyklisch.

8.15 Satz ([1], Kapitel 4, Theorem 14). Ein beschrdinktes Gebiet Q in C ist genau
dann einfach zusammenhangend, wenn C\ Q zusammenhdngend ist.

8.16 Lemma. Seien U; C U; C U;z--- C X zusammenhdngende Teilmengen eines
topologischen Raums X. Dann ist | )., U, zusammenhdngend.

8.17 Bemerkung. Die SL,(C) vie Mobiustransformation operiert auf C. Das ge-

schieht wir folgt: Fiir
a b
M =

b
M.z = az + .
cz+d

Mit derselben Formel operiert SL;(R) auf H.

gilt
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8 Verkniipfungsoperatoren

8.18 Definition. Ein Element M € SL,(R) \ {id} heifit
(a) elliptisch, wenn es genau ein z € H mit M.z = z gibt,
(b) parabolisch, wenn es genau ein z € R U {oo} mit M.z = z gibt,
(c) hyperbolisch, wenn es t,u € R U{oo} mit t # u, M.t =t und M.u = u gibt.

Ein Automorphismus von H heifit elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch, wenn er
die Mobiustransformation zu einem entsprechendem Element der SL,(R) ist.

8.19 Satz. M € SL,(R) \ {£id} ist genau dann
(a) elliptisch, wenn |Spur M| < 2,
(b) parabolisch, wenn |Spur M| = 2,
(c) hyperbolisch, wenn |Spur M| > 2.

Insbesondere 1st jedes @ € Aut(H) \ {id} entweder elliptisch, parabolisch oder
hyperbolisch.

Beweis als Ubung.
8.20 Beispiel. (a) Die Abbildung V;: H — D, z +— %2, heifit Cayleyabbildung.

z4+i?
Die Cayleyabbildung ist biholomorph. Ihre Inverse ist 1\; Tw E—XL

(b) Fiir a € R\{0} operiert (|} ¢) auf H als Translation. Ihr einziger Fixpunkt ist co.
Sie ist daher parabolisch, ihre Spur betragt 2.

(c) Die Rotation p, um den Winkel « liegt in Aut(ID). Man kann sie als Operation

der Matrix
(e(%) 0 )
0 e(=3)

auf D schreiben. Dann ist 11)1_] o pa oy € Aut(H). Die zugehoérige Matrix M, €
SL,(R) ist elliptisch. Wegen Spur(AB) = Spur(BA) gilt Spur(M,) = 2cos 5.
Auser fir « € Zm ist [Spur(M,)| < 2. Fiir « € Zm gilt M, = £1id.

(d) Auf den ersten Blick sieht es so aus, als hdtten wir eine andere Definition als
Grosse-Erdmann und Peris. Das ist aber nicht so.

8.21 Bemerkung. Sei M € SL,(R) und sei A € GL;,(C) so, dass AMA ™" € SL,(R).
Dann ist M genau dann elliptisch, parabolisch bzw. hyperbolisch, wenn dies fiir
AMA™" zutrifft.

Das folgt aus Spur(M) = Spur(A~'(AM)) = Spur((AM)A1).

8.22 Lemma. Set M = (¢ 5) € SLy(R) parabolisch. Dann ist M konjugiert zu einer
Translation z — z+ 1 fiir esn r € R\ {0}
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8.23 Lemma. Sei M = (¢5) € SLy(R) hyperbolisch. Dann ist M konjugiert zu
ewner Dilatation z +— rz fir ein v € ]0,00[\ {1}.

8.24 Theorem. Sei Q C C einfach zusammenhdngend und set @ € Aut(Q). Dann
sind gleichwertig:

(a) C, ist hyperzyklisch.
(b) C, st mischend.

(c) C, st chaotisch.

(d) (@™)nen 28t weglaufend.
(e) © hat keinen Fizpunkt.

(f) C, ist quastkonjugiert zu einem Birkhoff-Operator.
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9 Der Hardyraum

9.1 Bemerkung. Seien (ay)nen, € ¢(No) und 0 < v < 1. Dann gilt nach Cauchy-
Schwarz

(e .e] o (e.e] .]
D lan™ < J Zanzd Y rin= Tl (@n)nen2.
n=0 n=0 n=0

Also konvergiert die Reihe ) > ja,z" in O(D).

9.2 Definition. Der Hardyraum ist der Raum

H}(D) = {z — i az" € O(D)

n=0

(an)nENo € EZ(NO)} )

versehen mit dem Skalarprodukt
<Z anz", Z bmzm> = Z anby.
n=0 m=0 n=0

Es ist klar, dass H?(ID) ein Hilbertraum ist, in dem die Monome eine Orthonor-
malbasis bilden.

9.3 Definition. Fiir A € D definieren wir k) € O(D) durch

Die k, heiflen reproduzierende Kerne.
9.4 Satz. Ser A € D.
(a) k\ € H*(D).
(b) Fiir jedes f € H*(D) gilt f(A) = (f,ka).

9.5 Satz. f € O(D) liegt genau dann in H3(D), wenn

1
sup J [f(re(t))][*dt < oo.
0<r<1Jo

Ferner gilt fiir f,g € H*(D)

1

(f,9) =lim | f(relt))glrelt)]at.
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9.6 Lemma. Es set A C DD eine Teilmenge mit Haufungspunkt in D. Dann st die
lineare Hiille von {ky | A € A} dicht in H?(D).

9.7 Bezeichnung. Fiir beschrianktes ¢ € O(ID) wird durch

M,: H*(D) — H* (D), f— of,
ein Operator gegeben, den man als Multiplikationsoperator bezeichnet.
9.8 Bemerkung. M,, ist nie hyperzyklisch.

9.9 Theorem (Godefroy und Shapiro (1991)). Se: ¢ € O(D) beschrinkt, aber nicht
konstant. Fir den Adjungierten Mj, des Multiplikationsoperators sind gleich-
wertig

(a) M}, ist hyperzyklisch.
(b) M, ist mischend.
(c) M, st chaotisch.

(d) (D)NS' #0.

9.10 Theorem (Spektralabbildungssatz fiir das Punktspektrum im Dunford-Riesz—
Kalkiil). Se: T: X — X ein Operatur, sei QO eine offene Obermenge von o(T)
und ser f € O(Q) auf keiner Zusammenhangskomponente von Q konstant. Fiir
A € C st f(A) genau dann ewn Eigenwert von f(T), wenn A ein Eigenwert von T
15t.

9.11 Bemerkung. Es sei X = (P fiir 1 < p < oo oder X = ¢, und es sei B: X — X der
Riickwarts-Shift. Fiir A € D ist

ex= (AN .LL)
ein Eigenvektor des Riickwarts-Shifts zum Eigenwert A.

9.12 Lemma. Es ser X wie in Bemerkung 9.11 und es ser A C DD eine Teilmenge
mat Hdufungspunkt in D. Dann st die lineare Hiille E von {e) | A € A} dicht in X.

9.13 Theorem (deLaubenfels und Emamirat (2001)). Es se1 X = £ fir 1 < p <
oo oder X = ¢y und es ser B: X — X der Rickwdrts-Shift. Es seir @ eine
nicht-konstante holomorphe Funktion in einer Umgebung von D. Dann sind
aquivalent:

(a) ©(B) ist chaotisch.
(b) @(D)NS' #0.

(c) ©(B) hat einen nicht-trivialen periodischen Punkt.

9.14 Beispiel. Fiir A # 0 sind die Operatoren id +AB und e*® chaotisch.
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10 Verkniipfungsoperatoren im Hardyraum

Im letzten Kapitel wurde iiber Multiplikationsoperatoren berichtet. In diesem ist ¢
wieder ein Automorphismus und die Multiplilation ist die Operation der Automor-
phismengruppe.

10.1 Bemerkung.

Aut(D) = {E”b'a,b € C,a| > |b|}.

bz+a

@ € Aut(DD) besitzt einen Pol bei —%, also in C\ D. Insbesondere ist ¢(z) fiir z € S'
definiert. Man rechnet sofort nach, dass ¢(S') C S'.

10.2 Satz. Fiir ¢ € Aut(D) st C, ein Operator von H*(D) nach H*(D). Es gilt

1+

<
ICall < 4/ 1,

wober v = |@(0)].

10.3 Lemma. Sei ¢ € Aut(H) parabolisch und ser t € RU{oo} der Fizpunkt. Dann
gilt fiir jedes z € H U {oo}

lim ¢"(z) = lim @ "(z) =t.

n—oo n—oo

10.4 Lemma. Se: @ € Aut(H) hyperbolisch. Dann gibt es u,t € RU{oo}, so dass
fiir jedes z € (HU {o0}) \ {u, t}

lim " (z) =u wund lim @ "(z)=t.
n—oo n—oo

Daber sind u und t die beiden Fizpunkte von ¢ in R U{oco}.

10.5 Theorem (Bourdon und Shapiro). Sei ¢ € Aut(D) und sei C,: H3(D) — H*(D)
der zugehorige Verkettungsoperator. Es sind dquivalent:

(a) C, ist hyperzyklisch.
(b) C, ist mischend.

(c) ¢ hat keinen Fizpunkt in D.
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11 Spektrale Eigenschaften hyperzyklischer
Operatoren

In diesem Kapitel ist X immer ein komplexer Banachraum.

11.1 Lemma. Set T: X — X ein hyperzyklischer Operator. Dann st jede nicht-
triviale Bahn von T’ unbeschrankt.

Wir wiederholen aus der Funktionalanalysis I:

11.2 Definition. Sei A eine Banachalgebra. Fiir a € A definiert man den Spektralradius
als
r(a) =sup{|z| | z € o(a)}.

11.3 Satz (Spektralradiusformel). Sei A eine Banachalgebra. Fir a € A gult

r(a) = lim {/a"].

Insbesondere r(a) < ||al.
11.4 Lemma. Sez 1 > 0.

(a) Falls o(T) C B,(0), so gibt es € > 0 und M > 0, so dass ||[T"x|| < M(r—e)™||x||
fiir alle x € X und n € Np.

(b) Falls o(T) ¢ C\ B,(0), so gibt es € > 0 und M > 0, so dass |[T™x| >
M(r + e)™|x|| fir alle x € X und n € Ny.

11.5 Satz (Riesz-Zerlegung, Satz 11.14 der Funktionalanalysis I). Es se1 T: X — X ein
Operator mit o(T) = MUN fiir disjunkte, nicht-leere, abgeschlossene Mengen M
und N. Dann gibt es nicht-triviale abgeschlossene Unterraume X;,X; C X mat
X=X ® X, so dass T = T‘xj: X; = X; und o(Ty) =M und o(T,) = N.

11.6 Satz. Se: T ein hyperzyklischer Operator. Dann o(T)NS' # (.
11.7 Beispiel. Der Volterra-Operator ist nicht hyperzyklisch.

11.8 Lemma. Seien A eine kompakte und B kompakte, zusammenhdngende Teul-
menge eines topologischen Raums X. Dann sind aquivalent:

(a) Jede Zusammenhangskomponente von A trifft B.
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11 Spektrale Eigenschaften hyperzyklischer Operatoren

(b) AUB 1ist zusammenhdngend.

11.9 Theorem (Kitai (1982)). Sei T ein hyperzyklischer Operator. Dann trifft jede
Zusammenhangskomponente von o(T) den Einheitskreis.

In der Einfithrung hatten wir einen Spektralsatz fiir kompakte Operatoren bewie-
sen. Er zeigt insbesondere:

11.10 Theorem. Sei T ein kompakter Operator. Dann 0 € o(T) und o(T) ist entwe-
der endlich oder eine Nullfolge. Wenn A € o(T)\{0}, dann st A Eigenwert von T
und es gibt eine Zerlegung X = X; @ X, so dass Tj: X; — X;, die Dimension von
Xy endlich ist, {A\} = o(Tq) und A € o(T,).

11.11 Korollar. Kompakte Operatoren sind nicht hyperzyklisch.

11.12 Satz. Sei T ein chaotischer Operator. Dann enthdlt o(T) keinen isolierten
Punkt und unendlich viele Einheitswurzeln sind Eigenwert von T.

11.13 Definition. Ein Operator T heifit quasi-nilpotent, wenn lim, .| T"||* = 0.

11.14 Satz. Es ser T = Aidx +K fiir einen kompakten Operator K. Wenn T hyper-
zyklisch ist, dann |A\| = 1 und K st quasi-nilpotent.

11.15 Korollar. Es ser T = Aidx +K fiir einen kompakten Operator K. Dann ist T
nicht chaotisch.

11.16 Definition. Eine Folge (x,)nen in einem Banachraum heifit (Schauder)-Basts,
wenn es zu jedem x € E eine eindeutig bestimmte Folge (A,)nen in K gibt, so dass

X =3 01 AnXn.

Der folgende Satz geht auf Banach zuriick. Einen Beweis findet man in Diestel [3],
Chapter V.

11.17 Satz. Es sei (xn)nen eine Schauderbasis. Fir n € N st das Koeffizienten-
funktional

en: X 2K, D Agxn i Ay,

n=1

linear und stetig.

11.18 Bezeichnung. Es sei X ein Banachraum mit einer Schauderbasis und essei T: X —
X ein Operator. Wir ordnen ihm eine Matrix (an)nken 21, Wobei

Ank = (pn(TXk) .

11.19 Lemma. Wenn eine Zeile der Matriz (anx)nxen keine Auflerdiagonalelemen-
te besitzt, dann ist T nicht hyperzyklisch.
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11.20 Lemma (Arithmetisch-geometrische Mittelungleichung). Sez 1 < p < co und

set %+]E:]' Dann gilt fir x,y >0

x4 ¥ X/Pyla,
P 4
Das wird iiblicherweise zur Vorbereitung der Holderschen Ungleichung in der Ana-
lysis III gezeigt.

11.21 Satz (Hardy-Ungleichung [8], Theorem 326). Fir N € N und a;,az,...,an > 0
gult
- <[ P
;<nk_1ak> _(p—1> ;an

11.22 Beispiel. Der Cesaro-Operator ist gegeben durch

C((an)neN) = (T]_‘L Z ak)
k=1

neN

Die zugehorige Matrix ist

100 0
1300
3330
P11
i 4 1 %

Wegen der Hardyschen Ungleichung ist der Cesaro-Operator stetig. Wegen Lem-
ma 11.19 ist er nicht hyperzyklisch.

11.23 Definition. Es sei H ein Hilbertraum. Ein Operator T: H — H ist hyponormal,
wenn T*T —TT* > 0.

11.24 Bemerkung. (a) Positive Operatoren hatten wir in der Einfiihrung erklart.
Ein A € L(H) ist positiv, wenn (Ax,x) > 0 fiir alle x.

(b) Normale Operatoren sind hyponormal.
11.25 Lemma. T st genau dann hyponormal, wenn ||Tx| > ||T*x|| fir alle x € X.

11.26 Definition. Ein Operator T: X — X in einem Banachraum hei}t paranormal,
wenn || Tx||* < [ T*x[|[[x].

11.27 Satz. Hyponormale Operatoren sind paranormal.

11.28 Theorem (Kitai (1982 fiir hyponormale Operatoren), Bourdon (1997)). Kein
paranormaler Operator ist hyperzyklisch.

11.29 Korollar. Normale Operatoren auf Hilbertrdumen sind nicht hyperzyklisch.
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12 Der Satz von Ansari

Bis auf weiteres ist X wieder ein Fréchetraum.

12.1 Lemma. Es sei X ein metrischer Raum ohne isolierte Punkte, sei T: X — X
stetig und seien A und B zwei Bahnen unter T. Falls ANB # 0, so gilt A = B.

12.2 Theorem (Ansari 1995). Se: T: X — X ein Operator. Fir jedes p € N gilt
HC(T?) = HC(T).

Bemerkung. Der Satz von Ansari ist ein Phdnomen der linearen dynamischen Sys-
teme, wie das Beispiel X = {£1}, Tx = —x, zeigt.
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13 Der Satz von Bourdon und Feldman

13.1 Definition. Eine Teilmenge M eines topolgischen Raums X ist irgendwo dicht,
wenn sie nicht nirgends dicht ist.

13.2 Bezeichnung. Sei T: X — X ein Operator. Fiir x € X setzen wir

D(x) =orb(x,T) und U(x) = D(x).
13.3 Lemma. (a) Wenn y € D(x), dann D(y) C D(x).

(b) U(x) = U(T*x) fiir alle k € N.
13.4 Lemma. Wenn R: X — X eine stetige Abbildung ist, die mit T vertauscht,
dann R(D(x)) C D(R(x)).
13.5 Satz. Wenn T einen Vektor mat irgendwo dichter Bahn besitzt und p ein von

Null verschiedenes Polynom ist, dann hat p(T) dichtes Bild.

13.6 Lemma. Wenn orb(x, T) irgendwo dicht ist, dann ist die Menge
A ={p(T)x | p Polynom, p # 0}

eine zusammenhdangende, dichte Teilmenge von X.

13.7 Theorem (Bourdon und Feldman (2003)). Set T: X — X ein Operator und sei
x € X. Falls die Bahn orb(x,T) irgendwo dicht in X 1ist, dann ist sie dicht in X.

13.8 Theorem. Costakis und Peris (2002)] Ser T: X — X ewin Operator und seien
X1y...,Xn Vektoren, so dass

X = Jorb(x;, T).
j=1

Dann gibt es ewn j, so dass x; hyperzyklisch 1st.
13.9 Bemerkung. Hieraus kann man einen anderen Beweis des Satzes von Ansari
bekommen. Es gilt namlich

p—1

orb(x, T) = ] orb(Tx, T7).

=0
Wenn x hyperzyklisch ist, dann ist nach Costakis und Peris eine dieser Bahnen dicht
und damit T'x ein hyperzyklischer Vektor fiir TP. Da TP~ dichtes Bild besitzt und

TP (orb(T'x, T?)) C orb(x, TP),

ist dann auch x ein hyperzyklischer Vektor fiir TP.
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14 Der Satz von Ledn und Miiller

14.1 Definition. Es sei G eine Halbgruppe. Sie operiert auf X mittels der Abbildung
Y: G — L(X),
wenn
(a) Y(0) = idx.
(b) Y(g1 + g2) = ¥(g1)¥(g2) fiir g1, 92 € G.

(c) Die Abbildung
Gx X=X, (g,x)—¥(g)x,

ist stetig.

Fiir x € X ist orb(x,¥) ={¥(g)x | g € G} die Bahn von x unter der Halbgruppen-
operation.

14.2 Beispiel. Sei X ein Banachraum. Wir hatten eine C,-Halbgruppe definiert als
eine Familie (T;)¢>o in L(X), so dass

(a) To=idx.

(b) Tiys = TiT; fiir alle s, t > 0.

(c) limgp Tex = x fiir alle x € X.
Wir hatten als Lemma 19.3 gezeigt:

Sei (Ty)i>o ewne Co-Halbgruppe auf etnem Banachraum X. Dann ezis-
tieren M > 1 und w € R, so dass ||Ti|| < Me** fir alle t > 0.

Damit konnen wir zeigen: Wenn (T;):>o eine Co-Halbgruppe ist, dann operiert R*
mittels
Y:RY - L(x), (t,x)~— T,

auf X.

14.3 Definition. Eine Halbgruppenoperation ¥ auf einem Fréchetraum X heifit hyper-
zyklisch, wenn es ein x € X gibt, dessen Bahn orb(x,¥) dicht in X ist. Dann ist x
ein hyperzyklischer Vektor fiir W. Die Menge aller fiir ¥ hyperzyklischen Vektoren
bezeichnet man mit HC(V).
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14.4 Bemerkung. In diesem Kapitel ist immer G = Ny x R*.

(a) Setzt man
Y(n,t) =e(t)TH,

dann orb(x, G) = S' orb(x, T). Diese Bahnen sind Thema das Satzes von Leén

und Miiller.
(b) Setzt man
W(T‘L, t) = Tt
so kann man Cy-Halbgruppen untersuchen. Das machen wir im nachsten Kapi-

tel.

14.5 Theorem (Ledén und Miiller (2004)). Sei X ein komplezer Fréchetraum und set
T: X — X ewn Operator. Falls fiir ein x € X die Menge
{AT"x | A e S, ne Ny}
dicht in X 1ist, so ist fiir jedes einzelne A bereits die Bahn orb(x,AT) dicht in X.
Insbesondere gilt HC(T) = HC(AT) fiir alle A € S'.
Mit der Gruppenoperation aus Teil (a) der Bemerkung bedeutet das, dass orb(x, V)
genau dann dicht ist, wenn alle orb(x, ¥(1,t)) dicht sind.

Der Satz von Leén und Miiller ist ein Spezialfall von Theorem 14.7. Dessen Beweis
bendtigt aber noch Vorbereitungen.

14.6 Lemma. Die Halbgruppe G = Ny x R™ operiere via ¥V: G — L(X) auf X. Sez
W C X einen Nullumgebung. Dann gibt es eine Nullumgebung V C X, so dass
Y(0,t)(V) C W fiir alle t € [0,2].

14.7 Theorem. Ser X ewn unendlich-dimensionaler komplexer Fréchetraum, auf
dem G = Ny x R operiert. Die Gruppenoperation werde durch Y induziert.
Ferner sollen gelten

() Y(1,0) = idx oder W(0,1) = idx (d. h. ¥ ist periodisch in einer der Varia-
blen.)

(B) Falls die Halbgruppenoperation hyperzyklisch ist, so hat jede Konvezkom-
bination von Y(0,s) und Y(1,t) dichtes Bild.

Dann 1st jeder hyperzyklische Vektor fir VY auch hyperzyklisch fir jeden Operator
Y(1,t), t > 0.

Bewesis. Es geniigt, die Behauptung fiir t = 1 zu zeigen.
Fiir u,v € X definieren wir

Fu,v = {}\ es! ‘ (g, te) Jxen € G - Wy, ti)u — vye(ty) — 7\} .

Die ersten drei Schritte des Beweises werden zeigen, dass F,, eine abgeschlossene
Unterhalbgruppe der S' ist.
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14 Der Satz von Leén und Miiller

Schritt 1: Wenn u € HC(VY) und v € X, dann F, # 0.

Schritt 2: Wenn A € Fuy,, vk = v und A — A, dann A € Fy,. Fir u,v € X 1st
F.. abgeschlossen.

Schritt 3: Wenn u,v,w € X, A€ F,, und n € F,,,, dann Ap € Fy,,.
Bis jetzt ist gezeigt, dass F,, eine abgeschlossene Unterhalbgruppe der S' ist.

Schritt 4: Es gibt m € Ny, so dass es zu jedem y € HC(¥) ein A € S' gibt mit
Foy ={Az|z™ =1}

Schritt 5: Fiir m wie in Schritt 4 gibt es eine stetige Funktion f: HC(Y) — S’
derart, dass f(W(0,t)x) = e(mt) fir jedes t > 0.

Schritt 6: m = 0.
Wir machen dies vorerst nur fiir den Fall ¥(0,1) = id,, den wir zum Beweis des
Satzes von Miiller und Ledén benotigen.

Schritt 7: x ist hyperzyklisch fiir W(1,1).
O

14.8 Lemma. Seien 0 < u <1 sowie u,v € S'. Wenn {AT"x |A € S, n € No} dicht
i X ist, dann hat upidyx +(1 —u)vT dichtes Bild.

14.9 Satz. Es ser X ein Fréchetraum und es se1t W eine Nullumgebung. Wenn W
relativ kompakt ist, dann hat X endliche Dimension.

14.10 Korollar. Se: ¥ eine Halbgruppenoperation auf einem komplexen, unendlich-
dimensionalen Fréchetraum X, welche die Vorbereitungen («) und (3 ) aus Theo-
rem 14.7 erfullt. Wenn x € X hyperzyklisch fir ¥V ist, dann st x hyperzyklisch
fiir jeden Operator ¥Y(n,t), n €N, t > 0.
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15 Chaotische Operatorhalbgruppen

In diesem Kapitel ist X ein separabler Banachraum.
15.1 Definition. Es sei (T;):>o eine Cp-Halbgruppe.
(a) Sie heilt hyperzyklisch, wenn es ein x € X gibt, dessen Bahn
orb(x, (Ty)y) ={Tix | t > 0}
dicht ist.

(b) Sie heifit topologisch transitiv, wenn es fiir je zwei nicht-leere, offene Mengen
U,V C X ein t, gibt, so dass TUNV # 0.

(c) Sie heilt mischend, wenn es fiir je zwei nicht-leere, offene Mengen U,V C X
ein t, gibt, so dass ;U NV # () fiir alle t > t,.

(d) Sie heilt schwach mischend, wenn (T, & T,)i>o topologisch transitiv ist.
15.2 Satz. (Ti)>o st genau dann hyperzyklisch, wenn sie topologisch transitiv ist.

15.3 Lemma. Die Summe aus einer mischenden und einer hyperzyklischen Halb-
gruppe 1st hyperzyklisch.

15.4 Satz. Es sei X ein unendlich-dimensionaler Banachraum, es sei (Ti)i>o eine
Co-Halbgruppe und es ser x € X. Es sind daquivalent:

(a) x st ein hyperzyklischer Vektor fir (Ti)io-

(b) Es gibt eine streng monoton wachsende, unbeschrinkte Folge (t,)nen tn RT,
so dass x ein hyperzyklischer Vektor der Folge (T, )nen %St

15.5 Definition. Es sei (T;)>o eine Cp-Halbgruppe.
(a) x € X ist ein periodischer Punkt von (T;)i>0, wenn es t > 0 mit Tyx = x gibt.

(b) (Ti)t>o heifit chaotisch, wenn (T)i>o hyperzyklisch ist und eine dichte Menge
von periodischen Punkten besitzt.

15.6 Definition. Eine Familie (T;);>o von Operatoren heilt lokal gleichstetig, wenn es
zu jedem b > 0 ein M > 0 gibt, so dass

IToxll < Mix|| 0<t<b,xeX.
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15 Chaotische Operatorhalbgruppen

15.7 Satz. Es sei (Ti)i>0 eine Familie von Operatoren. Es sind gleichwertig
(a) limg , T;x = Tyx fiir allex € X, t > 0.

(b) (Ti)i>o st lokal gleichstetig und es gibt eine dichte Teilmenge X, C X, so
dass lim,_,; Tyx = Tyx fur alle x € Xo, t > 0.

(c) Die Abbildung
Rt x X =X, (t,x) — T,

1st stetig.

15.8 Beispiel (Translationshalbgruppe). Sei 1 < p < oo und sei v: R™ — R eine
streng positive, lokal Lebesgue-integrierbare Funktion, d.h. fiir jedes Kompaktum
K c R* mit A;(K) > 0 gilt

O<Jvd?\1<oo.
K

Dann ist u(E) = [; vdA,; ein BorelmaR auf R*. Wir bezeichnen den LP () mit L} (R").
Die Translationshalbgruppe ist dann gegeben durch

Tf(x) = f(x +t), x,t>0.

Wir behaupten, dass die Translationshalbgruppe genau dann eine Cy-Halbgruppe ist,
wenn es M > 1 und w € R gibt, so dass fiir alle t > 0

v(x) < Me“*(x+1t) fii. (15.1)
Ein Gewicht, fiir welches M > 1 und w € R existieren, so dass
v(x) < Me®VMy(y), y>x>0, (15.2)

heifit zuldssig. Hier ist die Ungleichung tatsachlich punktweise und nicht nur A;-f. i.
gemeint. Dann ist auch klar, dass v(x) < oo fiir alle x.

15.9 Satz. Es set v ein zuldssiges Gewicht und es sei (Ti)i>o die Translationshalb-
gruppe auf LP(R"). Dann sind dquivalent:

(a) Die Translationshalbgruppe ist hyperzyklisch.
(b) Die Translationshalbgruppe ist schwach mischend.
(c) liminf, ,,v(x) =0.

15.10 Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass (Ti)i>p sogar mischend ist, wenn
limi_, v(x) =0.

15.11 Satz. Es sei v ein zuldssiges Gewicht und es set (Ti)i>o die Translations-
halbgruppe auf LY (R"). Dann sind dquivalent:
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(a) (Ti)i>o 25t mischend.
(b) lim, ., v(x) =0.
15.12 Satz. F'ir festes w > 0 definieren wir auf Co(R™) eine Co-Halbgruppe durch
Tif(x) = e"'f(x + t).
Diese Halbgruppe ist mischend und chaotisch.

15.13 Definition. Eine Co-Halbgruppe (Ti)i>o auf X heiit quasikonjugiert zu einer Co-
Halbgruppe (Si)i>0 auf Y, wenn es eine stetige Abbildung ®@: Y — X mit dichtem
Bild gibt, so dass T, c ® = ®@S; fiir alle t.

Falls es sogar ein homoomorphes @ gibt, so heiflen die beiden Halbgruppe konju-
guert.

15.14 Satz. (Ty)>0 set quasikonjugiert 2u (Si)i>o und (Si)i>o set hyperzyklisch (bzw.
schwach mischend, mischend oder chaotisch, dann ist auch (Ti)i>o hyperzyklisch
(bzw. schwach mischend, mischend oder chaotisch).

Wie im diskreten Fall erkldaren wir die Komplezifizierung einer Halbgruppe.

15.15 Korollar. Wenn die Komplezifizierung (Tt)tzo ewner Halbgruppe hyperzyklisch
(bzw. schwach mischend, mischend oder chaotisch) ist, dann gilt das auch fir

(T ezo-
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16 Der Satz von Conejero, Miiller und Peris

In diesem Kapitel ist X weiterhin ein separabler Banachraum.
16.1 Lemma. Es set (Ti)i>0 eine hyperzyklische Cy-Halbgruppe. Es gelten:

a) Fur kein t > 0 besitzt T/ einen Eigenwert.
( ) t g

(b) Fiir jedes A € K und jedes t > 0 hat T, — Aidx dichtes Bild.

16.2 Korollar. Auf einem endlich-dimensionalen Banachraum ist keine Co-Halb-
gruppe hyperzyklisch.

16.3 Lemma. Es sei (Ti)i>o ewne hyperzyklische Co-Halbgruppe auf einem rellen
Banachraum X und es set (T)>o thre Komplezifizierung. Es gelten:

a) Fiir kein t > 0 besitzt T/ einen Eigenwert.
( ) t g

(b) Fiir jedes A € K und jedes t >0 hat T, — Aidg dichtes Bild.

Aus Lemmata 16.1 und 16.3 folgt wie im diskreten Fall das folgende Analogon zum
Satz von Bourdon:

16.4 Theorem. Es (Ti)i>o eine hyperzyklische Co-Halbgruppe und es sei p # 0 ein
Polynom. Dann hat fiir jedes t > 0 der Operator p(T,) dichtes Bild.

Um den Satz von Conejero, Miiller und Peris zeigen zu konnen, miissen wir den
Beweis von Theorem 14.7 noch einmal anschauen. Statt des dort angegebenen (f3)
benotigt man namlich im Fall W(1,0) = idx nur

(B) Alle W(0,t) und alle Konvexkombinationen von id, und ¥(1,t), t > 0, haben
dichtes Bild.

16.5 Theorem (Conejero, Miiller und Peris (2007)). Es sei (Ti)i>o etne Co-Halbgruppe
auf dem Banachraum X. Falls x € X hyperzyklisch fir (Ti)i>o st, so ist x hyper-
zyklisch fur jedes Ty, t > 0.

Damit kann man jetzt das Analogon zum Satz von Herrero und Bourdon zeigen.

16.6 Theorem. Set (Ty)i>o eine Co-Halbgruppe und sei x ein hyperzyklischer Vektor.
Dann 1st fir jedes t > 0 die Menge

{p(Ty)x [ p Polynom}\ {0}

eine dichte Menge von hyperzyklischen Vektoren.
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17 Der Erzeuger einer hyperzyklischen
Halbgruppe

In diesem Kapitel ist X weiterhin ein separabler Banachraum.

17.1 Bezeichnung. Es sei A ein unbeschrankter Operator auf X mit Definitionsbereich
D(A). Wir bezeichnen A € K als Figenwert von A’, wenn es ein ¢ € X' gibt mit
@ # 0 und

(p,Ax) = A(@,x) fiir alle x € D(A).

In §19 der Funktionalanalysis I hatten wir den Erzeuger eine Halbgruppe definiert
durch

_ . ThX —X
lim
hN\O

Ax = lim nx
h\,0

und D(A) = {x e X

existiert} .

Wir hatten gezeigt, dass
T(D(A)) € D(A).

Wir erinnern auflerdem an Satz 19.11 der Funktionalanalysis I:

17.2 Satz. Es sei A der Erzeuger der Co-Halbgruppe (Ti)i>o und es set xo € D(A).
Dann st die Funktion u: [0,00] — X, u(t) = Tyxo, stetig differenzierbar mat
Werten in D(A) und eine Lésung des abstrakten Cauchyproblems

u =Au, u(0)=xo. (17.1)

Ferner ist u die einzige stetig differenzierbare, D(A)-wertige Lésung von (17.1)
und u(t) hdngt stetig vom Anfangswert xo ab.

17.3 Lemma. Es sei (Ti)i>0 eine hyperzyklische Cy-Halbgruppe mit Erzeuger A.
Dann besitzt A’ keinen Eigenwert.

Der folgende Satz folgt direkt aus Satz 17.2.

17.4 Satz. Es sei (Ti)i>o0 eine Co-Halbgruppe mit Erzeuger A. Es sei x ewmn Eigen-
vektor von A zum Eigenwert A\. Dann Tx = eMx fiir alle t > 0.

Die Umkehrung entnehme ich dem Buch von Engel und Nagel [5], Chapter V, § 2.6.

17.5 Satz. Seien A # 0 und ty > 0.
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17 Der Erzeuger einer hyperzyklischen Halbgruppe

(a) A ist genau dann ein Eigenwert von T,,, wenn es einen Eigenwert pu von A
gibt, so dass e*o = A,

(b)

* 2mik
ker(id —T,,) :LH< g ker( 1“ idy —A)).

k=—o00 0

17.6 Theorem. Seir X ein komplezer Banachraum und ser A der Erzeuger einer
chaotischen Halbgruppe auf X. Dann besitzt A unendlich viele rein imagindre
Eigenwerte und es gilt

X =LH ( |J ker(\idx —A)>. (17.2)

AEiR

17.7 Satz. Set v ein zuldssiges Gewicht, se1 1 <p < oo und set (Ti)i>o die Trans-
lationshalbgruppe auf LY (R"). Es sind dquivalent

(a) (Ti)i>0 @5t chaotisch.
(b) [vdA < oco.
Nachtrag zum Beweis des Satzes von Conejero, Miiller und Peris:

17.8 Korollar. Sei (T;)i>o eine hyperzyklische Halbgruppe, set 0 <1 <1 und seien
s,t > 0. Dann hat vT, + (1 — )T, dichtes Build.

Antwort auf eine Frage aus der Ubung:

17.9 Theorem (Grivaux [6]). Set X ein separabler Banachraum. Dann besitzt X
einen mischenden Operator.
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18 Kriterien fiir die Hyperzyklizitat von
Halbgruppen

In diesem Kapitel ist X weiterhin ein separabler Banachraum.

18.1 Definition. Eine Diskretisierung einer C,-Halbgruppe (Ti)i>o ist eine Folge
(Tt Jnen mit lim,, o, t, = co. Eine autonome Diskretisierung ist eine Folge (Thi)nen
mit einem t > 0.

18.2 Satz. Es sei (Ti)i>o eine Co-Halbgruppe auf X und es set x € X. Es sind
dquivalent:

(a) x ist hyperzyklisch fir (Ti)i>o.

(b) Es gibt eine Diskretisierung, fir die x hyperzyklisch ist.

(c) Es gibt eine autonome Diskretisierung, fir die x hyperzyklisch ist.
(d) x ist hyperzyklisch fir jede autonome Diskretisierung.

18.3 Korollar. Es sei (Ti)i>o eine Co-Halbgruppe auf X und es sei x € X. Es sind
dquivalent:

(a) (Ti)i>o 25t schwach mischend.

(b) Es gibt eine schwach mischende Diskretisierung.

(c) Es gibt eine autonome Diskretisierung, die schwach mischend ist.
(d) Jede autonome Diskretisierung ist schwach mischend.

Bemerkung. Man kann sogar zeigen, dass es in diesem Fall eine mischende Diskre-
tisierung gibt.

18.4 Satz. Es sei (Ti)i>o eine Co-Halbgruppe auf X und es ser x € X. Es sind
aquivalent:

(a) (Ti)i>o ist mischend.
(b) Jede Diskretisierung ist mischend.

(c) Jede Diskretisierung ist schwach maischend.
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18 Kriterien fiir die Hyperzyklizitdt von Halbgruppen

(d) Jede Diskretisierung ist hyperzyklisch.
(e) Jede autonome Diskretisierung ist mischend.
(f) Es gibt eine autonome Diskretisierung, die mischend ist.

18.5 Theorem (Hyperzyklizitatskriterium fiir Folgen von Operatoren). Es set (T, )nen
eine Folge von Operatoren. Es gebe dichte Teilmengen X,,Yy C X, eine streng
monotone Folge (ny)wen tn N und Abbildungen S, : Yo — X, so dass fiir alle
x e Xoundy €Yy

(a) T, . x — 0,
(b) Sw,y — 0,
(c) T Sn Yy — y.
Dann ist (T, )nen Schwach mischend, insbesondere hyperzyklisch.

18.6 Theorem (Hyperzyklizitdtskriterium fiir Halbgruppen). Es se: (Ti)>0 eine Co-
Halbgruppe. Es gebe dichte Teilmengen Xo, Yy C X, eine Folge (t)nen tn RT mat
lim,, .ty = 00 und Abbildungen S.: Yy — X, so dass fir alle x € Xop und y € Y)

(a) T, x — 0,
(b) St,y =0,
(c) T, S,y — y.
Dann 1st (T)i>0 schwach mischend, insbesondere hyperzyklisch.

18.7 Theorem. Set (Ti)i>o eine Co-Halbgruppe. Es gebe dichte Teilmengen Xy, Y, C
X und Abbildungen Si: Yo — X, so dass fir alle x € Xp und y € Y)

(a) Tox — 0,
(b) Sty —0,
(c) TSty — y.
Dann 1st (T,)i>0 mischend.

18.8 Theorem. Set (Ti)i>o eine Co-Halbgruppe. Es gebe dichte Teilmengen Xy, Yy C
X, so dass

(a) lim;_,., Tyx =0 fiir alle x € X,.

(b) Fir jedes y € Y, gibt es eine Familie (W)i>0, S0 dass limi oo uy = 0 und
].imt*}oo Ttut - y.

50



Dann 1st (T;)i>o mischend.

18.9 Theorem (Desch, Schappacher und Webb (1997)). Sez X ein komplezer Banach-
raum und sei (Ti)i>0 eine Co-Halbgruppe mit Erzeuger A. Es gebe ein Gebiet
U C C, emne Menge | und fiir jedes j € ] eine schwach holomorphe Funktion
fi: U — X, so dass

(a) UNiR # 0;

(b) fj(A) € ker(Aidy —A) fiir jedes A € U und j € J;

(c) wenn (@,fj(A)) =0 fir alle A€ U und j € ], dann ¢ =0.
Dann 1st (Ti)i>0 mischend und chaotisch.

18.10 Beispiel. Sei v(x) = e *. Wir zeigen noch einmal, dass L?(R") chaotisch ist.
Der Dualraum ist L4 (R*) mit w = v =97, wobei % + % =lund w=v"" firp=1.

Wir definieren f: D — [P(R") durch f(A)(x) = e™. Diese Funktion ist offenbar
schwach holomorph. Auflerdem gilt Af(A) = Af(A). Sei g € LY, (R™). Falls (g, f(A)) =0
fiir alle A, so gilt

J g(x)eMdx = 0.
0

Wir differenzieren n-mal nach A. Das fiihrt zu

J x"g(x)eMdx =0
0
und daher auch fiir alle Polynome p
J p(x)g(x)eMdx = 0.
0

Da die Polynome dicht in LP(R") sind, haben wir g = 0 gezeigt und koénnen das
Theorem anwenden.

51



19 Halbgruppenlosungen von
Differentialopersatoren

19.1 Beispiel. Wir betrachten auf X = L'(R*) das Cauchy-Problem
ou  Ju 2x

T ox T (19.1)
u(0,x) = @(x),
mit ¢ € L'(RF).
19.2 Lemma. Se: 4 1)
u(x,t) = H—Xz(p(x + t).

Dann u € ] _(R") und u ist eine Distributionslésung von (19.1).

19.3 Lemma. Durch

14 (x +1)?

T LRY) = LR, Tex) = ——3

o(x+1),

wird eine Cy-Halbgruppe gegeben.
19.4 Satz. Die Halbgruppe aus Lemma 19.3 i1st mischend und chaotisch.

19.5 Beispiel. Wir untersuchen die folgende hyperbolische Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung. Dabei sind T, x > 0 Konstanten.

Qu u_ o
otz ot T ox?’
LL(O,X) — (PO(X), (192)
ou
a(O,XJ = @1(x).

Zuerst reduzieren wir sie zu einem Syteme erster Ordnung, indem wir 1y = u und

0 id Uop
a2 1ig) \w )’
(19.3)
)

u = %—Lt‘ einfiihren.

52



Wir untersuchen das Problem auf einem Raum reell analytischer Funktionen. Fiir

p > 0 beliebig setzen wir

[e.o]

anp"
El(an)neNo €Co: f(X) = Z o X }

Xp:{f:R—HC
n!

n=0
o0

und versehen ihn mit der Norm ||} 7, %X“H = SUPp e, | Anl-

19.6 Lemma. Durch

wird ewn stetig linearer Endomorphismus von X =X, ® X, gegeben.

19.7 Satz. A st der Erzeuger einer normstetigen Halbgruppe. Nach Satz 17.2 lost

diese Halbgruppe das Cauchy-Problem (19.3).

19.8 Satz (Conejero, Peris und Trujillo (2010)). Wenn otp? > 2, dann ist die Halb-

gruppe (Ti)i>o mischend und chaotisch.

Bemerkung. Emamirad, Goldstein und Goldstein haben gezeigt, dass die Black-

Scholes Gleichung chaotische Losungshalbgruppen besitzt.
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20 Frequent hypercyclicty

In diesem Kapitel ist X ein Fréchetraum.
20.1 Definition. (a) Die untere Dichte einer Teilmenge A C N, ist definiert als

.. o< <N[neA}
lim inf .
N—oo N+1

(b) Eine Operator T: X — X heit frequently hypercyclic, wenn es zu jedem of-
fenen, nicht-leeren U C X ein x € X gibt, so dass die untere Dichte von
{n € No | T"x € U} positiv ist. In diesem Fall ist x ein frequently hypercyclic
Vektor von T.

Die Menge aller dieser Vektoren bezeichnen wir mit FHC(T).

20.2 Bemerkung. (a) Ein messbare Abbildung T: (X, A, u) — (X, B, V) zwischen
zwei Wahrscheinlichkeitraumen heifit maflerhaltend, wenn pw(T~'(M)) = v(M)
fiir jedes messbare M.

(b) Eine maferhaltende Abbildung T: (X, B,u) — (X, B, u) heilt ergodisch, wenn
fiir jedes U € B mit u(U) > 0 gilt

“(U T“(U)) =1.
n=0

(c) Der Birkoffsche Ergodizitdtssatz (s. [4], Theorem 2.30) sagt:

Wenn T ergodisch und f € L'(p) ist, dann

n—oo

]nfl .
lim — f(Px) =|fd -f. 1.
lmn; (Tx) J pop-fd

(d) Hieraus kann man schlieen ([7], §9.1), dass ergodische Operoren frequently
hypercyclic sind.

20.3 Bemerkung. x € FHC(T) genau dann, wenn es zu jeder nicht-leeren, offenen
Teilmenge U C X eine Folge (ny)xen gibt, so dass T™x € U und n;, = O(k).

20.4 Satz. Wenn T gquastkonjugiert zu S und S frequently hypercyclic ist, so gilt
dies auch fir T.
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20.5 Lemma (Bayart und Grivaux (2006)). Es gibt paarweise disjunkte Teilmengen
A(L,v) C Ny, {,v € N, mit positiver unterer Dichte, so dass fiir alle n € A({,v),
m e A(k, ) gelten

(a) n>v,
(b) n=m oder In—m| > v+ .

Das beweisen wir schrittweise. Der Beweis des Lemmas von Bayart und Grivaux
aus dem Buch [7] stammt von Bonelli und Grosse-Erdmann.

20.6 Bezeichnung. (a) Wir identifizieren eine natiirliche Zahl n mit ihrer dyadischen
Darstellung (ao, as,...), wobei

o
n= E a;2.
j=0

Dann besteht I({,v) aus denjenigen n, deren dyadische Darstellung mit genau
¢ —1 Nullen, gefolgt von genau v Einsen, gefolgt von einer Null, beginnt. Diese
Mengen bilden eine Partition von N.

(b) Fiir k € I({,Vv) setzen wir &, = v.
Beispiel: 5] :], 62:], 6322 s 64:], 6521, 66:2

(c) Fiir k € N setzen wir
k-1

nk:226j+5k.

j=1

Diese Folge ist streng monoton wachsend.

(d) Nun setzen wir
A, v) ={n |k e I(LV)}.

Dann sind die A({, v) paarweise disjunkt. Ferner n, > &, = v fiir n, € A({,v).
(e) Seien nun n; € A(f,v) und n,, € A(k,p) mit nj # n,,. Ohne Einschrdnkung
sei m < j. Dann

j—1 j—1
nj_nm:6j+zzéi_6m:6j+2 Z 5i+5m26j—|—6m:‘v—|—p.

i=m+1
20.7 Lemma. Es gibt M, so dass ny, < Mk fir alle k.

20.8 Definition. Eine Reihe } *° ja, in einem Fréchetraum heiflt unbedingt konver-
gent, wenn es ein b gibt, so dass fiir jede Permutation 7 von N die Reihe ) 7, axn)
gegen b konvergiert.
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20 Frequent hypercyclicty

20.9 Beispiel. Die Reihe ) %en konvergiert unbedingt, aber nicht absolut in ¢,.

20.10 Satz ([9], Proposition 1.c.1). Sei X ein Fréchetraum mit F-Norm |-|| und set
> > Xn eine Reihe in X. Es sind dquivalent:

(a) > >, xn konvergiert unbedingt.
(b) Zu jedem € >0 gibt es etn n € N, so dass

2%

jeF

< €

fir jede endliche Teilmenge F von {j|j > n}.

20.11 Theorem (Frequent Hypercyclicity Criterion, Bayart und Grivaux (2006), Bo-
nilla und Grosse-Erdmann (2007)). Es set T: X — X ein Operator. Es gebe eine
dichte Teilmenge Xo C X und eine Abbildung So: Xo — Xo, so dass fiir jedes
x € Xo

(a) 3 o, T"x konvergiert unbedingt,
(b) > 2, S™x konvergiert unbedingt,
(c) TSx =x.

Dann st T frequently hypercyclic.

20.12 Lemma. Es sei X ein Fréchetraum, dessen Topologie durch das Halbnor-
mensystem (pi)xen gegeben wird und es sei ) ., x, eine Reihe in X. Wenn
> 2, pr(xn) < oo fir alle k € N, dann konvergiert die Rethe unbedingt.

20.13 Beispiel. Der Operator von MacLane T: O(C) — O(C), f — f’, ist frequently
hypercyclic.

20.14 Beispiel. Fir a # 0 ist der Birkhoff-Operator T,: O(C) — O(c), Tf(z) =
f(z 4+ a), frequently hypercyclic.

Das beweisen sowohl Bayart und Grivaux als auch Grosse-Erdmann und Peris
direkt. Die letztere Gruppe nutzt den Satz von Runge, um rekursiv einen frequently
hypercyclic vector zu konstruieren.

Einen — zumindest philosophischen — Grund, warum in der Theory der frequent

hypercyclicty so viel Handarbeit angesagt ist, zeigt folgender Satz:

20.15 Satz (Bayart und Grivaux (2006)). Der Operator T: X — X sei frequently
hypercyclic. Ferner gebe es eine dichte Menge X, C X, so dass lim, .., [™x =0
fiir alle x € Xo. Dann st FHC(T) von erster Kategorie.
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20.16 Definition. (a) Eine streng wachsende Folge natiirlicher Zahlen heifit synde-
tisch, wenn sup, (M — i) < 0o.

(b) Fiir A C Ny setzen wir A— A ={m—n|n,me A}NN,.

20.17 Satz (Erdds-Sarkozy). A C Ny habe positive untere Dichte. Dann ist A — A
syndetisch.

Ahnlich wie in § 3 zeigt man

20.18 Satz. Ewn Operator T: X — X st genau dann schwach mischend, wenn fiir
jede Nullumgebung W und jede Wahl von nicht-leeren, offenen Mengen U,V C X
gult

N(U, W) N NW, V) #£ (.

20.19 Theorem (Bayart und Grivaux). Wenn ein Operator frequently hypercyclic
1st, dann 1st er auch schwach mischend.

Die Riickrichtung gilt nicht. Als Example 9.18 wird in [7] ein Operator angegeben,
der mischend, aber nicht frequently hypercyclic ist.

Zumindest als das Buch erschienen ist war beispielsweise offen, ob fiir einen fre-
quently hypercyclic Operator T dies auch fiir die Summe T & T gilt.
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