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Übungen zu Einführung in die Funktionalanalysis

1. Es seien H ein Hilbertraum und T : H → H eine lineare Abbildung, so dass (Tx, y) =
(x, Ty) für alle x, y ∈ H. Zeigen Sie:

(a) (8P) Der Graph von T ist abgeschlossen.

(b) (2P) T ist stetig.

2. (10P) Sei E ein Vektorraum. Auf E gebe es zwei Normen ‖·‖1 und ‖·‖2, durch die E
zu einem Banachraum wird. Es gebe C > 0, so dass ‖·‖1 ≤ C‖·‖2. Zeigen Sie, dass
dann die beiden Normen bereits äquivalent sind.

3. (10P) Sei E = C1[0, 1], aber versehen mit der Supremumsnorm

‖f‖∞ = sup
0≤t≤1

|f(t)|.

Zeigen Sie, dass die Abbildung

A : E → C[0, 1], f 7→ f ′,

abgeschlossenen Graphen hat, aber nicht stetig ist.

4. Zeigen Sie das “Prinzip der Verdichtung der Singularitäten”: Es sei E ein Banachraum,
und es seien F1, F2, . . . normierte Räume. Für jedes n ∈ N sei Gn ⊂ L(E,Fn) eine
unbeschränkte Teilmenge. Gegeben sei die Menge

S =
{
x ∈ E

∣∣∣ ∀n ∈ N : sup
T∈Gn

‖Tx‖ =∞
}
.

(a) (8P) Schreiben Sie das Komplement von S als abzählbare Vereinigung von ab-
geschlossenen Mengen.

(b) (2P) Verwenden Sie Teil (a) und den Baireschen Kategoriensatz, um S 6= ∅ zu
zeigen.
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