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1 Normierte Raume und stetige lineare
Abbildungen

Uberall K = C oder K = R. Null ist keine natiirliche Zahl.

1.1 Definition. Sei E ein K-Vektorraum. Eine Norm auf E ist eine Funktion ||-||: E —
[0, co[ mit den folgenden Eigenschaften:

(N1) |]Ax|| = |Al||x|| fiir alle A € K, x € E.

(N2) [|x +yll < |||l + ||yl fir alle x,y € E (Dreiecksungleichung).
(N3) ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

Ein normierter Raum (E,|-||) ist ein K-Vektorraum mit einer Norm.

1.2 Bemerkung. Auf einem normierten Raum wird durch

d(x,y) =[x —yll

eine Metrik definiert. Daher sind alle Begriffe, die fiir metrische Raume erklart sind,
auch fiir normierte Raume definiert. Ich wiederhole die wichtigsten:

Grenzwert lim, .., x, = x genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N gibt, so dass
|xn —x|| < € fiir alle n > N.

Cauchy-Folge Die Folge (x)nen ist eine Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein N
gibt, so dass ||x, —xn|| < € fiir alle n,m > N.

e-Umgebung Fiir € > 0 bezeichnet man die Menge
B.(x)={yeE||x—y]| < €}
als e-Umgebung von x.

Umgebung Eine Menge U heifit Umgebung eines Punktes x € E, wenn U eine e-
Umgebung von x umfasst.

Ist F C E ein linearer Unterraum eines normierten Raums (E, ||-||) und ist ||-||r die
Einschrankung von ||-|| auf F, so ist (F, ||-||r) ebenfalls ein normierter Raum.



1 Normierte Rdume und stetige lineare Abbildungen

1.3 Beispiele. (a) Es sei M eine nicht-leere Menge. Dann ist
lOO(M) = {(Xn)nEM ‘ Sup|xn’ < OO},
nem
versehen mit der Norm
| (Xn)nemlloo = sUP|Xn,
nemMm

ein normierter Raum. Wenn M endlich ist, erhdlt man den K™ mit der Supre-
mumsnorm.

(b) Mit c bezeichnet man den Unterraum von 1*°(N), der aus den konvergenten
Folgen besteht. Mit cy bezeichnet man den Unterraum von c, der aus den
Nullfolgen besteht.

(c) Sei X ein kompakter topologischer Raum (also beispielsweise eine kompakte
Teilmenge des K"). Dann bezeichnet

C(X)={f: X = K| f stetig}

den Raum der stetigen Funktionen auf X. Wegen der Kompaktheit von X ist
C(X) ein Unterraum von 1*°(X). Wir versehen ihn mit der Norm ||-||.

1.4 Satz. Sei G C R™, sei A = G, und sei f: G — R™ gleichmdfig stetig. Dann
existiert eine eindeutig bestimmte, gleichmadfiig stetige Abbildung h: A — R™

Ein solches h bezeichnet man als stetige Fortsetzung von f.

1.5 Bezeichnung. Sei K C R™ kompakt. Ferner gebe es eine offene Menge G C R™, so
dass G = K. Fiir n € N definieren wir

C"(K) = {f e C(G) ] alle partiellen Ableitungen von f bis einschlie3lich

zur Ordnung n existieren und sind gleichméBig stetig}.

Wegen Satz 1.4 besitzt fiir jedes o mit || < n die Ableitung f* eine stetige Fort-
setzung f, € C(K). Wir versehen C"(K) mit der Norm

= — (o)
[£]ln = Ig?fl}}g}!fa(x)\ = %Si‘i‘gg‘f (x)].

1.6 Satz. Seien E und F normierte Rdume, und set A: E — F eine lineare Abbil-
dung. Es sind dquivalent:

(a) A st stetig.

(b) A ist gleichmdf$ig stetig.



(c) Zu jeder Nullumgebung U wn F existiert eine Nullumgebung V wn E mat
A(V) c U.

(d) Es gibt C > 0 mat ||Ax|| < C||x|| fiir alle x € E.

1.7 Definition. Bei linearen Abbildungen zwischen normierten Rdumen werden die
Worte ,stetig” und ,beschrankt“ synonym verwendet. Stetige lineare Abbildungen
zwischen normierten Raumen werden auch als beschrankte Operatoren bezeichnet.
Fiir einen beschrankten Operator A: E — F definieren wir

IA]] = sup{[|[Ax]| ]| =1} (1.1)

Wegen Satz 1.6 ist das Supremum endlich. Alle stetigen linearen Abbildungen von E
nach F bilden einen Vektorraum, den wir mit L(E,F) bezeichnen. Man sieht sofort,
dass ||-|| aus (1.1) eine Norm auf L(E,F) ist. Sie heifit Operatornorm.

Spezialfille mit eigener Bezeichnung: L(E) = L(E,E) und E’ = L(E,K). Die Ele-
mente von E’ heiflen stetige Linearformen oder Funktionale.

1.8 Bemerkung. Fiir A € L(E,F) und x € E gilt ||Ax]|| < ||A]] ||x]-

1.9 Definition. Zwei Normen ||-||; und |-||; auf E heiflen dquivalent, wenn es C > 0
gibt mit

1

-y < -1, < Cll-lly.

CH I <[l < CJl-[lx

1.10 Satz. Set E ewn endlich-dimensionaler normierter Raum, und set F ein be-
liebiger normierter Raum. Dann 1ist jede lineare Abbildung A: E — F stetig.

1.11 Bemerkung. (a) Wenn umgekehrt F endlich-dimensional und E beliebig ist,
dann gibt es sehr wohl unstetige lineare Abbildungen von E nach F. Solche
Abbildungen kann man mit Hilfe einer Vektorraumbasis von E konstruieren.

(b) Die Bestimmung der Operatornorm von A ist meist auch im endlich dimensio-
nalen Fall trickreich.

1.12 Korollar. Auf einem endlich dimensionalen Vektorraum sind je zwer Normen
aquivalent.

1.13 Definition. Eine lineare Abbildung zwischen normierten Raumen heif3t Isomor-
phismus, wenn sie bijektiv und stetig ist und auch ihre Inverse stetig ist.

Bemerkung. Ein Isomorphismus normierter Raume ist also ein Isomorphismus der
zu Grunde liegenden Vektorrdume, der gleichzeitig ein Homéomorphismus der zu-
gehorigen metrischen Raume ist.

Zwei Normen |-||; und |-||; auf einem Vektorraum E sind genau dann dquivalent,
wenn id: (E, ||-|[y) — (E,||-||2) ein Isomorphismus ist.



1 Normierte Rdume und stetige lineare Abbildungen

1.14 Beispiel. BEs sei K: [0,1] x [0, 1] — K stetig. Definiere

1
(TF)(s) :J K(s,t)f(t)dt, fe C[0,1,0<s< 1.
0
T: C[0,1] — CI[0, 1] ist ein stetiger Operator. Es ist ein Fredholmscher Integral-
operator mit Kern K.



2 Banachraume

2.1 Definition. Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum, also einer, in
dem jede Cauchyfolge konvergiert.

2.2 Bemerkung. (a) Eine Cauchyfolge in einem metrischen Raum konvergiert ge-
nau dann, wenn sie eine konvergente Teilfolge besitzt.

(b) Wenn zwei normierte Rdume E und F isomorph sind, dann ist der eine genau
dann ein Banachraum, wenn der andere einer ist.

2.3 Beispiele. (a) Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist ein Banachraum.
(b) Fiir jede Menge M ist {*°(M) ein Banachraum.

2.4 Satz. (a) IstE ein Banachraum und F ein abgeschlossener Untervektorraum
von E, so ist F ein Banachraum.

(b) Ist E ein normierter Raum und F ein Untervektorraum von E, der ein
Banachraum 1st, so 1st F abgeschlossen in E.

2.5 Bemerkung. Der Kern eines stetigen linearen Operators ist abgeschlossen.
Diese Bemerkung liefert gelegentlich einen einfachen Nachweis der Bedingung aus
Teil (a) des Satzes.

2.6 Bespiele. (a) c und ¢, sind Banachrdume.

(b) Sei X ein kompakter topologischer Raum. Dann ist C(X) eine Banachraum.

Das ist klar, weil der gleichmafige Limes einer Folge stetiger Funktionen wieder
stetig ist.

(c) Sei K C RN kompakt von der Form K = G fiir eine offene Menge G. Sei m € N.
Dann ist C™(K) ein Banachraum.

2.7 Satz. Ser E ein normierter Raum, ser F ein abgeschlossener Unterraum von E.
Dann wird auf E/F wie folgt eine Norm erklart

|Ix + F|| = inf]||x +w||.
weF

Falls E vollstandig ist, so auch E/F.



2 Banachridume

2.8 Satz (Homomorphiesatz). E und G seien mormierte Rdume, und F sei ein
abgeschlossener Unterraum von E. Die Quotientenabbildung werde mit m: E —
E/F bezeichnet. Fiir @ € L(E,G) gelte F C ker ¢. Dann existiert ein eindeutig
besttimmtes P € L(E/F,G) mit ¢ =P om. Es gilt || < |o].



3 [P-R3aume

Das Lebesguemafl A, auf dem R" ist vollstdndig, das heifit jede Teilmenge einer
Nullmenge ist messbar.

Ich wiederhole im Skript die wichtigsten Grenzwertsatze der Analysis III. Sie wer-
den in der Vorlesung aber nicht angeschrieben.

Theorem (Satz von Fubini). Es sei f: R™™ — K eine messbare Funktion.

(a) Es gibt Lebesgue-Nullmengen Ny C R™ und N, C R™, so dass fir jedes
s € R*\ Ny die Funktion t — f(s,t) messbar 1st und fir jedes t € R™\ N,
die Funktion s — f(s,t) messbar ist. Ferner sind die Funktion

S IRNI f(s>t)|d)\m(t)> S E Rn \ N])
O) S & N],
und die Funktion
t = jRn‘f(s)t)’d}\n(S)> te R™ \ NZ»
O, te N,

messbar (mit Werten in [0, co] ).
(b) Falls
J J [f(s,t)] dAn(s) dAL(t) < oo,
so st f integrierbar.

(c) Ist f integrierbar, so ist f.: s — f(s,t) fir fast alle t integrierbar,

et Jgn ftdAn,  falls f, integrierbar,
b
0, sonst

1st integrierbar, und es gult
J fdAim = J hdA,.
Rn+m m

Theorem (Lemma von Fatou). Es sei 1 ein Mafl auf T. Firn € N sei f,: T — [0, co]
messbar. Der punktweise Grenzwert f = lim,,_,, . ezistiere. Dann st f messbar,
und es gult

J fdu < liminfj fn dp.
T n—oo Jt



3 LP-Rdume

Beispiel. Setze

fo(t) = {] ltem Rl nmlstsnad,

0, sonst.

Dann [, fndA =1 fiir alle n, aber lim, o, f, = 0.

Theorem (Satz von Beppo Levi, Satz iiber monotone Konvergenz). Es sei u ein
Maf auf T. Seien fi,fy,...: T — [0,00] messbar mit 0 < f; < f, < .... Es set
lim,_, f, = f punktweise. Dann ist f messbar mit

limJ fndll:J fdu € [0, o0].
T T

n—oo

Theorem (Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz von der majorisierten Konvergenz).
Es ser 1 ein vollstandiges Maf auf T. Seien fi,f;,...: T — K integrierbar mit
lim, . fn = f fast tberall. Es existiere ferner eine integrierbare Funktion g,
so dass fir jedes n € N die Ungleichung |f,| < g fast uberall gilt. Dann st f
integrierbar, und es gult

limJ fndu:J fdu.
T T

n—oo
3.1 Definition. Sei 1 ein Maf} auf T, sei 1 < p < oo. Dann
1/p

(zwm:{ﬁT—me%wa]me<m},|mg:(Lmﬂ

Dann ist £P(u) ein Vektorraum, und [|/f||; erfiillt (N1) und (N2). Falls das Maf nicht-
leere Nullmengen besitzt, so erfiillt ||f[|; aber nicht (N3), ist also nicht definit. Die
Holdersche und die Minkowskische Ungleichung werden in der Analysis III gezeigt.

Falls 1 das Lebesguemaf auf einer messbaren Menge A ist, so schreiben wir .£P(A)
anstellen von .Z7(u).

3.2 Satz (Holdersche Ungleichung). Sei 1 < p < oo, set q bestimmt durch

11
=1
P q

Fiir f € £P(n) und g € £9(u) gelten fg € £'(u) und

Ifglly < Il liglls-

Bemerkung. Fir p = 2 gilt auch q = 2. In diesem Fall heifit die Holdersche Unglei-
chung tiblicherweise Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

3.3 Satz (Minkowskische Ungleichung). Fir f,g € £P(u), 1 <p < o0, gilt

I+ glly < Iflly + llgllp-

10



3.4 Definition. Sei p ein Mafl auf T, und sei 1 < p < oco. Setze
N, = {f: ToK ‘ J P = o} = {f: T — K messbar | u({x | f(x) # 0}) = 0}.
T

Dann folgt fiir f € ZP(u) und g € N, aus der Minkowskischen Ungleichung
1+ glly < [Ifll; + llglly = Il < WIf+gll; + =gl = [If + gll;,
also ||f + gl = [|f]|; fiir alle g € N. Wir konnen daher definieren
LP(w) = 2P (W)/Ny  Ifllp = [Ifll;-

3.5 Satz. Es seten 1 <p; < pr < oo und es ser u ein Maf$ auf etner Menge A mit
wW(A) < co. Dann existiert eine stetige Einbettung

Lo LP2(p) — L7 ().

Es gilt
1 1
] < p(A)Pr P2,

3.6 Satz (Riesz-Fischer). Se:t u ein Mafl auf T. Dann st LP(u) ein Banachraum.
Dieser Satz war in der Analysis III aus dem folgenden Ergebnis hergeleitet worden.

3.7 Satz. Ser u ein Mafl auf T und set (f,)ney eine Cauchyfolge in LP(u). Dann
besitzt sie eine Teilfolge, die sowohl in LP(u) als auch p-fast iberall punktweise
konvergiert.

11



4 Hilbertraume

4.1 Definition. Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum E ist eine Abbildung
(+,-): E x E — K mit den folgenden Eigenschaften:

(S1) (Ax+ wy,z) = A(x,z) + nly, z) fiir alle A, p € K, x,y,z € E,
(S2) (x,y) = (y,x) fiir alle x,y € E,
(S3) (x,x) > 0 fiir alle x € E und (x,x) = 0 genau fiir x = 0.

Das Paar (E, (+,-)) bezeichnet man als Prdhilbertraum. Durch die Setzung ||x|| =
v/ (x,x) wird E zu einem normierten Raum. Ein Hilbertraum ist ein vollstdndiger
Prahilbertraum.

4.2 Lemma. (a) ||x+y|* = ||x]|* + 2Re(x,y) + |[y||* fir alle x,y € E,
(b) [(x,y)| < |Ix|l|ly]l fiir alle x,y € E (Cauchy-Schwarz Ungleichung),
(c) |||l st eitne Norm auf E,

(d) fir jedes y € E ist @(y): x — (x,y) eine stetige Linearform auf E mit
[P = [lyll-

Bemerkung. Der Beweis der Cauchy-Schwarz Ungleichung zeigt auflerdem, dass
Gleichheit genau dann gilt, wenn x und y linear abhéngig sind.

4.3 Lemma. In jedem Prdhilbertraum gelten die folgenden Identitdten:
(a) Ix+yl* + [[x =yl = 2(|[x||* + [ly[|*) (Parallelogrammgleichung),

(b) (Polarisationsgleichungen )

1
(oy) = Z(Ix+ylF=llx—y[*), falls K =R,
1 i . )
Ooy) = g Ux+yllP = e =ylI*) + g+l =[x —tyl"),  falls K =C.
4.4 Beispiele. (a) BEs sei (X,u) ein Mafiraum. Dann ist [?(u) ein Hilbertraum.

Insbesondere sind ¢* und alle K", versehen mit der euklidischen Norm |x| =
Va2 + -+ [xa]?, Hilbertrdume.

12



(b) Jeder abgeschlossene Unterraum eines Hilbertraums ist ein Hilbertraum.

(c) Beispielsweise besitzt C[0, 1] das folgende Skalarprodukt

] —_—
(f,g) = Jo f(x)g(x)dx.

Mit diesem Skalarprodukt wird C[0, 1] zu einem Prahilbertraum.

4.5 Lemma. Set A # () eine abgeschlossene, konvere Teilmenge eines Hilbert-
raums E. Dann ezistiert zu jedem x € E ein eindeutig bestimmtes y € A mat
I —yll = dist(x, A).

4.6 Definition. Es sei E ein Prahilbertraum.

(a) Zwei Elemente x,y € E heilen orthogonal, falls (x,y) = 0. Man schreibt dann
x 1 y. Zwei Unterraume G und H von E heiflen orthogonal, wenn x L y, falls
x € GundyeH.

(b) Falls F ein Unterraum von E ist, so bezeichnet man
Fr={xcE|xLyfiiralley € F}
als das orthogonale Komplement von F in E.
4.7 Bemerkungen. (a) Das orthogonale Komplement ist offenbar abgeschlossen.
(b) Fiir orthogonale Elemente x,y € E gilt der Satz des Pythogoras
I +yl1? = [IxI1* + [lyl*.

4.8 Lemma. Se: F ein Unterraum eines Prdhilbertraums E, und seien x € E und
y € F. Dann sind dquivalent

(a) lIx—yll =dist(x, F),
(b) x—y € FL.

4.9 Definition. (a) Es sei E ein k-Vektorraum. Eine lineare Abbildung P: E — E
heiit Projektion, wenn P? = P.

(b) Sei E ein Préhilbertraum. Eine Projektion P: E — E heiflt orthogonal, wenn
Bild P L kerP.
4.10 Beispiel. Auf E = 120, 1] wird durch

1
P(f)(x) = L fdA;

eine orthogonale Projektion auf den Unterraum der konstanten Funktionen gegeben.

13



4 Hilbertraume

4.11 Bemerkung. Aus Lemma 4.8 folgt || x—Px|| = dist(x, Bild P) fiir jede orthogonale
Projektion P in einem Prahilbertraum.

412 Satz. Se: £ ein Prdhilbertraum.

(a) Es sei P: E — E eine K-lineare Abbildung mit P> = P und BildP L kerP.
Dann ist P stetig.

(b) Es sei P eine orthogonale Projektion in einem Prdhilbertraum, die nicht
die Nullabbildung ist. Dann |P|| =1.

4.13 Definition. Sei E ein normierter Raum. Ein Unterraum F C E heif3t komplemen-
tiert, wenn es eine Projektion P € L(E) mit Bild P = F gibt.

4.14 Satz. Seien E ein Hilbertraum und F C E ein abgeschlossener Unterraum.
Dann st F komplementiert.

4.15 Bemerkung. Wenn E ein normierter Raum und X, Y zwei Unterrdume mit E =
Y+Y sowie XNY = {0} sind, dann schreibt man E = X@ Y. Fiir einen abgeschlossenen
Unterraum F eines Hilbertraums H haben wir gezeigt

H=FoF.

Bemerkung. Wir haben soeben gesehen, dass jeder abgeschlossene Unterraum eines
Hilbertraums komplementiert ist. Lindenstrauss und Tzafriri haben 1971 gezeigt,
dass umgekehrt jeder Banachraum, dessen samtliche abgeschlossenen Unterraume
komplementiert sind, isomorph zu einem Hilbertraum ist.

4.16 Korollar. Seien E ein Hilbertraum und F C E ein Unterraum. Dann gelten
F=F und F=F-L,

4.17 Theorem (Rieszscher Darstellungssatz fiir Linearformen auf Hilbertrdumen). Sei-
en E ein Hilbertraum und y € E'. Dann ezistiert ein eindeutig bestimmtesn € E
mat

y(x) = (x,n) fiir alle x € E.
Fiir dieses n gilt |n| = [ly]l-

14



5 Orthonormalsysteme

5.1 Definition. Eine Folge (xn)neny in einem Banachraum heifit (Schauder)-Basis,
wenn es zu jedem x € E eine eindeutig bestimmte Folge (A,)nen in K gibt, so dass

X =2 o0 AnXn.

Bemerkung. Eine Familie (v;)icr in einem k-Vektorraum E heif3t linear unabhdngig,
wenn alle ihre endlichen Teilfamilien linear unabhangig sind. Eine endliche Familie
(V1y...,vn) heift linear unabhéngig, wenn die Gleichung

i }\j\)j =0
j=1

nur die triviale Losung (A1,...,A,) = 0 besitzt.
Eine Hamel-Basis B eines Vektorraums E ist eine linear unabhangige Familie mit
der Eigenschaft LH(B) = E; hier bezeichnet LH die lineare Hiille.

5.2 Definition. Sei E ein Prdhilbertraum. Eine Teilmenge (e;)ic; heilt Orthogonalsys-
tem in E, falls e; # O fiir alle i € I und e; L e fiir 1 # j. Falls zusdtzlich noch
|le|li = 1 fiir alle i € I, so spricht man von einem Orthonormalsystem. Ein Ortho-
normalsystem heifit vollstadndig, wenn seine lineare Hiille dicht ist. Ein vollstandiges
Orthonormalsystem wird auch als Orthonormalbasis bezeichnet.

5.3 Bemerkung. Sei (e;)icm ein endliches Orthonormalsystem in einem Prahilbert-
raum E. Dann wird durch P: x — ) ,.\i(x,ei)e; eine orthogonale Projektion mit
Bild P = LH{e; | i € M} gegeben. Fiir jedes Tupel (Ai)iem gilt

HZ Aie; ’ = (Z ?\iei,Z?\je]) = Z Ain(ei, ej) = ZP\|2
ieM ieM jemM

LiEM ieM
Damit ist gezeigt, dass jedes (nicht notwendig endliche) Orthonormalsystem linear
unabhangig ist. Da die Projektion P orthogonal ist, folgt ferner fiir endliches M

D 10 e = IPx|I* < P[] = fIxII*
ieM

5.4 Satz (Besselsche Ungleichung). Set I endlich oder I = N und set (e;)ic; ein
Orthonormalsystem. Dann gilt

Z\(X, e)|” < ||x|* fiir alle x € E.

iel

15



5 Orthonormalsysteme

5.5 Satz. Ser E ein Prdhilbertraum, sei (e,)nen ein Orthonormalsystem in E.
Dann sind aquivalent

(a) (en)nen st vollstindig,
(b) (en)nen st eine Schauderbasis,

(c) fiir jedes x € E gilt die Parsevalsche Gleichung

[e o]

> 1xy e = IIxI.

n=1

o0

n=1 (X, en)en fur alle x.

Wenn (en)nen vollstdndig ist, dann gilt x = )_

5.6 Satz. Sei I eine Indexmenge und (ei)ic; ein Orthonormalsystem in einem
Hilbertraum H. Dann 1st (e;)ic1 genau dann vollstandig, wenn es kein x € H\ {0}
gibt mat x L e; fur alleie 1.

5.7 Satz (Gram-Schmidt Orthogonalisierung). Se: E ein Prdahilbertraum, set (xn)nen
eine Folge linear unabhdngiger Elemente von E. Dann ezistiert ein Orthonor-
malsystem (e, )neny mit

LH{x,...,xn} = LH{ey,...,e,} fiir alle n € N.

Beweis. Die e, werden rekursiv definiert. Setze e; = |x;]|~'x;. Seien nun ey,...,e,
bereits bestimmt, dann setze

n

Ynt1l = Xn41 — Z(Xn+1) ej)ej-

j=1

Wegen der linearen Unabhangigkeit der x; gilt yn1 # 0. Auflerdem ist klar, dass
Yni1 L e fiir j < n. Setze eni1 = [|[Yni1l| 'Yns- O

5.8 Definition. Ein normierter Raum heifit separabel, wenn er eine abzdhlbare dichte
Teilmenge besitzt.

5.9 Beispiel. (a) Fiir 1 < p < oo ist der {P sparabel. Der ¢, ist separabel. Der {*°
ist nicht separabel.

(b) Offenbar impliziert die Existenz einer Schauderbasis die Separabilitat.

(c) Enflo konstruierte in einem 1973 verdffentlichten Artikel einen separablen Ba-
nachraum ohne Basis.

5.10 Satz. Set E ein separabler Prdhilbertraum. Dann besitzt E ein héchstens
abzahlbares, vollstadndiges Orthonormalsystem.

16



5.11 Korollar. Jeder unendlich-dimensionale, separable Hilbertraum 1ist isome-
trisch isomorph zum 2.

Bemerkung. Ein Unterraum E eines normierten Raums F heifit Hyperebene, wenn
er der Kern eines stetigen, linearen, nicht-trivialen Funktionals ist. Aus dem Korollar
ergibt sich sofort, dass jeder unendlich-dimensionale, separable Hilbertraum isomorph
zu allen seinen Hyperebenen ist.

Andererseits erhielt Timothy Gowers 1998 die Fields-Medaille unter anderem fiir
das folgende Ergebnis:

Es gibt einen unendlich-dimensionalen, separablen Banachraum, der zu kei-
ner seiner Hyperebenen isomorph ist.

5.12 Definition. Es sei (A, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Kette in A ist eine
total geordnete Teilmenge, also eine Teilmenge, in der je zwei Elemente vergleichbar
sind.

5.13 Satz (Zornsches Lemma). Set (A, <) eine partiell geordnete, nichtleere Menge,
in der jede Kette eine obere Schranke besitzt. Dann besitzt A ein mazimales
Element.

Wir zeigen als Beispiel fiir die Anwendung des Zornschen Lemmas den Satz, dass
jeder Vektorraum eine (Hamel-)Basis besitzt. Zur Vorbereitung bendtigen wir das
folgende Lemma.

5.14 Lemma. Ser E ein k-Vektorraum und ser B C E eine linear unabhdngige
Teilmenge. Dann sind gleichwertig

(a) B ist eine mazimale linear unabhdngige Teilmenge von E, d. h. es gibt keine
echte Obermenge von B, die ebenfalls linear unabhdangig ist.

(b) B ist eine Basis von E.

5.15 Satz (Basisergdnzungssatz). Es seten E ein k-Vektorraum und M C E eine
linear unabhdangige Teilmenge. Dann gibt es eine Basis B von E mit M C B.

5.16 Satz. Es ser H ewin Hilbertraum. Jedes Orthonormalsystem wn H ldsst sich
zu ewner Orthonormalbasis ergdnzen.

5.17 Definition. Eine Reihe Z;’; v; in einem normierten Raum konvergiert unbedingt,
wenn fiir jede Permutation 7 von N die Reihe Zfi] Vn(j) konvergiert und dieser Wert
immer derselbe ist.

Bemerkung. Sei (a;)jen eine Folge in [0, co[. Wenn die Reihe Z;’i , a; konvergiert,
dann konvergiert sie unbedingt. Man kann den Grenzwert ganz ohne Verwendung
der Ordnung ausdriicken, es gilt ndmlich

faj:sup{zaj

j=1 ieM

MCN endlich} .
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5 Orthonormalsysteme

5.18 Satz. Es sei (ej)jen eine Orthonormalbasis in einem Hilbertraum H. Fir
jedes x € {> konvergiert die Reihe Z;’i] xje; unbedingt.
Speziell konvergiert fiir jedes v € H die Reihe Z;’; (v, ej)e; unbedingt gegen v.

5.19 Definition. Sei X ein kompakter topologischer Raum. Ein Unterraum A C C(X,R)
ist eine Unteralgebra vin C(X,R), wenn A die konstanten Funktionen und zu je zwei
Funktionen f,g € A deren Produkt fg enthalt.

5.20 Lemma. Seten X ein kompakter topologischer Raum und A C C(X,R) eine
abgeschlossene Unteralgebra von C(X,R). Falls f € A keine negativen Funkti-
onswerte annimmdt, so liegt /T in A.

5.21 Satz. Sew X ewn kompakter topologischer Raum, und sei A eine abgeschlossene
Unteralgebra von C(X,R). Falls A die Punkte von X trennt, d. h. falls es zu je
zwerx,y € X mit x #y ewn f € A mat f(x) # f(y) gibt, so gilt A = C(X,R).

5.22 Theorem (Satz von Stone-Weierstral). Seien X ein kompakter topologischer
Raum und A eine abgeschlossene Unteralgebra von C(X,C) mit den folgenden
Eigenschaften

(a) A tremnt die Punkte von X,
(b) mit f liegt auch f in A.
Dann A = C(X,C).

5.23 Theorem (Weierstrascher Approximationssatz). Sei X # () eine kompakte Teil-
menge des R". Dann kann jede stetige Funktion auf X gleichmajig durch Poly-
nome approximiert werden.

5.24 Definition. Fiir m € Z sei e, € C([0, 1], C) definiert durch
em(x) = ™™,

Ein trigonometrisches Polynom ist eine endliche Linearkombination der e,.

5.25 Satz. Die trigonometrischen Polynome sind dicht in

Cpe: ([0, 1], C) == {f € C([0, 1], C)If(0) = £(1)}.

5.26 Definition. Der Trdger Supp f einer stetigen Funktion f: X — K ist gleich

Suppf ={x € X| f(x) # 0}.

Eine Testfunktion ist eine Funktion ¢ € C*(X) mit kompaktem Tréger. Der Raum
aller Testfunktionen wird mit D(X) bezeichnet.
Eine Funktion f liegt in L] _(Q), wenn es zu jedem x € Q eine Umgebung U von x

loc

gibt, so dass die Einschriankung von f auf U in L'(U) liegt.
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Ich erinnere an Lemma 15.21 aus der Einfilhrung in die partiellen Differentialglei-
chungen im WS 2017/18:

5.27 Lemma. Sei U C R™ offen, sei g € L] _(U) mat Ju®gdA, =0 fir alle ¢ €
D(U). Dann g =0.

5.28 Satz. Die Testfunktionen sind dicht in 1%[0,1].

5.29 Satz. Die Funktionen (en)mez bilden ein vollstandiges Orthonormalsystem
wn L2[0,1].

5.80 Beispiel. Sei E = 1%([0,1]), versehen mit dem Lebesguemaf. Die Funktionen

€o(t) = ]>
ex(t) = \/ZCOS(k’C), k € N,
er(t) = v2sin(kt), —k €N,

bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in L*([0, 1]).
Die Orthonormalitdt rechnet man sofort nach. Die Vollstandigkeit folgt aus dem
vorstehenden Satz.

5.81 Bemerkung. Fiir ein f € L?[0, 1] und (ey)rez eine der beiden zuletzt vorgestell-
ten Orthonormalbasen bezeichnet man die Reihe

o0

Z (fv ek)ek

k=—o0

als Fourierrethe von f. Es ist sofort klar, dass die Fourierreihe in [ [0, 1] konvergiert.
Eine ausfiihrliche Behandlung der Fourierreihen bietet das gleichnamige Buch von
Korner.

Ich gebe noch zwei vollstandige Orthonormalsysteme ohne Beweis an.

5.32 Beispiel. Die Legendre-Polynome sind definiert als

[2n+1 1 4" n
P.(x) = > Z“n!dx“(xz_”’ n € No.

Sie bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in [2[—1, 1].

5.33 Beispiel. Die Hermite-Polynome sind definiert als

dTL
ho(x) = (=1 —e ™, neN,.
dxn
Die Hermate- Funktionen sind definiert als

1
v/ 2!

Die Hermite-Funktionen bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in L*(R).

H, (x) = e ¥/, (x), mne€N,.
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6 Dualraume

6.1 Satz. Sez E ein normierter Raum. Dann ist sein Dualraum B’ ein Banach-
raUmM.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des folgenden.

6.2 Satz. Seien E ein normierter und F ein Banachraum. Dann st L(E,F) ein
Banachraum.

6.3 Satz. Fir p mit 1 <p < oo wdhle q mit 1 < q < oo, so dass § + ¢ =1. Dann
gult (P)" = (9.
Genauer gilt folgendes: Die Abbildung

T: 09— (), (Tx)(y) = ixnym
n=1

1st ein i1sometrischer Isomorphismus.
6.4 Satz. ¢ ={' mit derselben Abbildung wie Satz 6.3.
Beweis. Ubung. O]

Bemerkung. Man kann auch den Dualraum von (> angeben, er ist aber haflich. Man
findet diese Darstellung z.B. im ersten Band der Trilogie von Dunford und Schwartz.

Erinnerung: Ein Maffraum (Q, X, i) heifit o-endlich, wenn es eine Folge (E, )nen
messbarer Mengen gibt, so dass Q = J_; E, und p(E,) < oo fiir alle n.

6.5 Satz. Se1 1 < p < o0 und set (Q,X,u) ein o-endlicher Mafiraum. Es gelte

% + 15 = 1. Dann defintert

T L) — (W), (Tg)(f) = JQ fg dy,

einen isometrischen Isomorphismus.

Einen Beweis findet man bei Meise und Vogt, Satz 13.13, oder Werner, Satz [1.2.4.
Der Beweis bei Werner benutzt den folgenden Satz von Radon-Nikodym.

6.6 Definition. Es sei (Q,Y) ein Messraum. Eine o-additive Abbildung u: £ — R be-
zeichnet man als signiertes Mafs, eine o-additive Abbildung pu: £ — C als komplezes
Mafs.
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6.7 Theorem (Radon-Nikodym). Es set (Q,X,u) ein o-endlicher MafSraum und es
sei v ein signiertes (bzw. komplexes) Maf3 auf . Dann sind dquivalent:

(a) Fir jede u-Nullmenge E gilt auch v(E) = 0.

(b) Es existiert eine u-integrierbare Funktion g: Q — R (bzw. g: Q — C), so
dass
v(E) :J gdp fir alle E € L.
E

Einen Beweis findet man beispielsweise in Simon, Real Analysis, Theorem 4.7.4.
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{ Der Satz von Hahn-Banach

7.1 Definition. (a) Eine Halbnorm auf einem K-Vektorraum E ist eine Funktion
p: E — [0, 0c0[ mit den Eigenschaften

(N1) p(Ax) = |Alp(x) fiir alle A € K, x € E.
(N2) p(x+y) <p(x)+p(y) fir alle x,y € E (Dreiecksungleichung).

(b) Ein sublineares Funktional auf einem R-Vektorraum E ist eine Funktion p: E —
R mit den Eigenschaften

(i) p(Ax) =Ap(x) fiir alle A > 0, x € E,
(ii) p(x+y) < p(x)+p(y) fiir alle x,y € E.

7.2 Beispiele. (a) Jede Norm ist eine Halbnorm und jede Halbnorm auf einem
R-Vektorraum ist ein sublineares Funktional.

(b) Ein sublineares Funktional, das nicht von dieser Form ist, wird gegeben durch

p: =R, x+— limsupx,.
n—oo

7.3 Beuspiel. Sei E ein R-Vektorraum, und sei p ein sublineares Funktional auf E.
Sei F ein Unterraum von E und sei y: F — R linear mit

y(x) < p(x) fiir alle x € F.

Setze

Z ={(G,Y)| G Unterraum von E mit F C G,
Y: G — R linear mit Y|y =y und Y(x) < p(x) fiir alle x € G}.

Auf Z definieren wir wie folgt eine (partielle) Ordnung
(G1,Y1) < (G2, Y2) & G C Gy und Yifg, =Y.

Wir zeigen, dass jede Kette A C Z ein maximales Element besitzt. Dazu definieren
wir Gy C E und Yy: Gy — R durch

Go={x € E| es gibt (G,Y) € A mit x € G},
Yo(x) = Y(x), falls x € G fiir ein (G,Y) € A.
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Da A eine Kette ist, zeigt man leicht, dass G, ein Vektorraum und dass Y, wohlde-
finiert ist. Daher (Gy, Yy) € Z. Es ist klar, dass (Gy, Y,) eine obere Grenze fiir A ist.
Aus dem Zornschen Lemma folgt, dass (£, <) ein maximales Element (Gaxy Ymax)
besitzt.

7.4 Lemma. Es seien B ewmn R-Vektorraum, p ein sublineares Funktional auf E,
G C E ewin Unterraum und Y: G — R linear mit Y(x) < p(x) fiir alle x € G. Dann
existiert fiir jedes z € E\ G eine lineare Abbildung Y;: H=LH(G U{z}) — R mait
Yile =Y und Y;(x) < p(x) fir alle x € H.

7.5 Theorem (Satz von Hahn-Banach). Seten E ein R-Vektorraum, p ein sublineares
Funktional auf E, F C E etn Unterraum und y: F — R ewn lineares Funktional
mit y(x) < p(x) fir alle x € F. Dann ezistiert ein lineares Funktional Y auf E
mit Yy =y und Y(x) < p(x) fir alle x € E.

7.6 Satz. Ser E ewn K-Vektorraum, sei p eine Halbnorm auf E, ses F C E ein
Unterraum, und sei y: F — K linear mit |y(x)| < p(x) fir alle x € F. Dann
existiert Y: E — K linear mat Y|y =y und |Y(x)| < p(x) fir alle x € E.

7.7 Korollar. Sei E etn normierter K-Vektorraum, sei F C E ein Unterraum, und
sety € F'. Dann existiert Y € E' mit Y|y =y und ||Y|| = ||y||-

7.8 Korollar. In jedem mormaierten Raum E ezistiert zu jedem x € E, x # 0, ewn
y et miat
[yl =1 und y(x) = [|x]|.

Speziell trennt B/ die Punkte von E, d.h. zu je zwei verschiedenen Punkten
x1,X2 € E ezistiert y € B mit y(x1) # y(x2).

7.9 Korollar. In jedem normierten Raum gilt fiir jedes x € E
Ix[| = max{[y(x)| | y € E', [y = 1}.

7.10 Definition. Sei E ein Vektorraum. Eine Teilmenge A C E heiflt konvez, wenn
Ax+ (1 —A)y € A fiir alle x,y € A und A € [0, 1].

7.11 Definition. Sei E ein Vektorraum, sei A C E. Das Minkowskifunktional pa: E —
[0, oo] wird definiert als

Pa(X) :inf{A >0 ‘ ; € A}.

A heilt absorbierend, falls pa(x) < oo fiir alle x € E.

7.12 Bemerkung. (a) Es sei A konvex mit 0 € A. Falls pa(x) < 1, so gilt x =
AL+ (1—A)0€A.
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7 Der Satz von Hahn-Banach

(b) Ist A die offene Einheitskugel eines normierten Raums E, so ist pa = |||

7.13 Lemma. Sei E ein normierter Raum und set U C E konvex mit B.(0) C U.
Dann gelten

(a) pu < 1||-||; speziell ist U absorbierend,
(b) pu ist sublinear,
(c) ist U offen, so git U =py'([0,1]).

7.14 Lemma. Se: E ewn normierter Raum und ser V C E konvex und offen mit
0¢V . Dann existiert y € £/ mat

Rey(x) < 0 fiir alle x € V.

7.15 Theorem (Hahn-Banach Trennungsatz (Mazur)). Se: E ein normierter Raum.
Vi, V, C E seten konvexr, auferdem sei Vi offen. Es gelte Vi NV, = (). Dann
existiert y € B/ mat

Rey(vi) < Rey(vz), vi € Vi, v, €V,

7.16 Theorem (strikter Hahn-Banach Trennungsatz (Mazur)). Set E ein normierter
Raum. V C E set konver und abgeschlossen, und set x ¢ V. Dann ezistieren
y e b und e >0, so dass

Rey(x) < Rey(v) — e fir allev e V.

7.17 Definition. Es seien E ein normierter Raum und F C E ein Unterraum. Der Raum
Fr={y e ¥’ |y(x) =0 fiir alle x € F}

heifit Annihilator von F in E’.

7.18 Korollar. Sezen E ein normierter Raum und F C E ein Unterraum. Dann sind
dquivalent

(a) F ist dicht in E,
(b) F-={0}.

7.19 Theorem. Es se1 () C R™ offen, es set u ein o-endliches Maf$ auf O und es
set 1 < p < oo. Dann sind die Testfunktionen dicht in LP(u).

Weil wir den Dualraum von L'(p) nicht bestimmt haben, hat die Version fiir den
L' etwas stirkere Voraussetzungen.

7.20 Theorem. Es sei QO C R™ offen, es seir u ein Borelmafi auf Q mit u(B) < oo
fiir alle kompakten Mengen B. Dann sind die Testfunktionen dicht in L'(n).

7.21 Satz. Ser E ein normuierter Raum, dessen Dualraum E’ separabel ist. Dann
1st auch E separabel.
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8 Schwache Konvergenz und Reflexivitat

8.1 Notation. Fiir T € E’ und x € E schreiben wir (T, x) fiir T(x).

8.2 Definition. Sei E ein normierter Raum. Eine Folge (x,,)nen konvergiert genau dann
schwach gegen x € E, wenn fiir jedes T € E’ gilt lim,, o, (T, x,) = (T, x).

8.3 Bemerkung. (Fiir Teilnehmer der “Einfiihrung in die Topologie”) Die schwa-
che Topologie ist die kleinste Topologie, fiir die alle Mengen der Form {x € E |
(Tx—y)| <€}, TEEL, e >0,y € E, offen sind.

Eine Folge konvergiert genau dann schwach im Sinne der Definition 8.2, wenn sie
in der schwachen Topologie konvergiert.

Die schwache Topologie ist i. A. nicht metrisch.

8.4 Bemerkung. Jede konvergente Folge ist auch schwach konvergent. Die Umkeh-
rung gilt aber nicht. Beispielsweise ist die Folge (en)neny im €P, T < p < o0, eine
schwache Nullfolge. Sie konvergiert aber nicht in der Norm.

Daher ist die Einheitssphare im {P auch nicht schwach abgeschlossen.

8.5 Lemma. Es sei (xn)nen eine Folge im nmormierten Raum E. Sie konvergiere
schwach gegen x und gegen y. Dann gilt x =y.

8.6 Satz. Es sei E ein normierter Raum, und sei E” = (E’)’ sein Bidual. Dze
Abbildung

J;E=EY JX)(Y) =y,
1st eine Isometrie auf thr Bild, d. h. es gilt ||J(x)|| = ||x|| fiir jedes x € E.

8.7 Definition. Ein normierter Raum E, fiir den die Abbildung J: E — E” aus Satz 8.6
surjektiv (also ein Isomorphismus) ist, heifit refleziv.

8.8 Bemerkungen. (a) Jeder reflexive normierte Raum ist vollstdndig.

(b) Wenn E reflexiv ist, so ist E = E”. Die Umkehrung gilt nicht, denn James hat
1951 einen Raum konstruiert, der isometrisch isomorph zu seinem Bidual, aber
nicht reflexiv ist.

8.9 Bemerkung. Sei E ein normierter Raum, sei J: E — E” die isometrische Einbet-
tung in seinen Bidual. Dann einerseits E = J(E), andererseits ist ](_E) ein Banachraum.
Wir haben gesehen, dass jeder normierte Raum E dicht in einem Banachraum X liegt,
derart, dass die Norm auf E die Einschrankung der Norm auf X ist. Man bezeichnet

J(E) als vollstandige Hulle von E.
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8 Schwache Konvergenz und Reflexivitat

8.10 Satz. Se: E ein Banachraum. E 1st genau dann reflexiv, wenn ' reflexiv ist.

8.11 Satz. Sei p ein o-endliches Maf. Fiur 1 <p < oo sind (P und LP(u) refleziv.
Dagegen sind cy, (' und (® nicht refleziv.

8.12 Satz. Hilbertrdume sind refiexiv.

Um das Theorem 8.15 auch fiir nicht separable Raume zeigen zu konnen, benotige
ich noch den folgenden Satz.

8.13 Satz. Abgeschlossene Unterrdume reflexiver Rdume sind reflexiv.

8.14 Satz. Es set E ein normierter Raum mat separablem E' und es set (X, )nen
eine beschrdnkte Folge in E. Dann besitzt sie eine Teilfolge (xn, )xen derart, dass
fiir jedes y € B/ die Folge (y(xn,))\ oy konvergiert.

Das folgende Theorem stammt fiir den ¢* von Hilbert. Der allgemeine Fall ist von
Banach.

8.15 Theorem. In einem reflexiven Raum E besitzt jede beschrankte Folge eine
schwach konvergente Teilfolge.

8.16 Satz. E's ser E ewn normierter Raum, es sei1 C C E eine konveze, abgeschlos-
sene Menge, und es sei (xq)nen eine Folge in C. Wenn (xn)neny Schwach gegen x
konvergiert, so gilt x € C.

8.17 Bezeichnung. Die konvezre Hiille einer Teilmenge M eines K-Vektorraums E ist
die kleinste konvexe Teilmenge von E, die M umfasst. Sie besteht aus allen endlichen
Summen der Form 3 [, Ajx; wobei x; € M und Ayy... A > 0mit 3 1 A =1

8.18 Satz (Mazur). Es sei E etn normierter Raum und es set (x,)nen eine Folge
in E, die schwach gegen x konvergiert. Dann gibt es zu jedem € >0 ein m € N
und Zahlen sy > 0, so dass ) | ;s =1 und

m
E SkXk — X
k=1

8.19 Definition. (a) Es sei E ein K-Vektorraum und es sei C C E konvex. Eine Funk-
tion F: C — R heiflt konvez, wenn fiir alle m € N, alle x;,...,x, € C und alle
Alyeeoy A > 0 mit ZJ’L Ay =1 gilt

F (i 7\ij> < i }\jF(X)’).
k=1

j=1

< E.

(b) Seien E ein normierter Raum und QO C E. Eine Funktion F: QO — R heift
unterhalbstetig in xo € ), wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass fiir
alle x € Q mit ||[x—xo|| < & bereits F(x) > F(xo)—e gilt. Sie heifit oberhalbstetig,
wenn —F unterhalbstetig ist.
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Also ist eine Funktion F: QO — R genau dann stetig, wenn sie unterhalb- und
oberhalbstetig ist.

8.20 Satz. Es sei E ein reflexiver Banachraum und es sei () # C C E eine abge-
schlossene, konvexe Menge. Ferner set F: C — R eine nach unten beschdankte,
unterhalbstetige, konvere Funktion, so dass fir jede Folge (x,)neny tn C mit
lim, oo|[Xn]| = o0 auch lim, . F(x,) = oo gilt. Dann besitzt F ein Minimum
n C.

8.21 Definition. Fiir 1 < p < oo und normierte Raume E, F versehen wir das Produkt
E x F mit der Norm

lx )u—{(||x||v+uy|m‘/p, p< oo,
Wl =
max(|x|, llyl), P = oo.

Den Produktraum schreiben wir dann als E @, F.
Im Fall, dass E und F Hilbertraume sind, wird das Skalarprodukt auf E®,F gegeben
durch ((er, 1), (ez,f2)) = (er, e2) + (fi, f2).

8.22 Bezeichnung. Fiir a < b betten wir C*[a, b] wie folgt nach L*[a, b] @, L*[a, b] ein:
®: C*®[a,b] — L*[a,b] @, [*[a,b], u— (u,u’).

Dann ist der Sobolewraum H'[a,b] definiert als der Abschluss von Bild ®. Anstelle
von (ug, ;) € H'[a, b] schreiben wir aber u, € H'[a, b] mit uj = u;.

In der Einfiihrung in die Partiellen Differentialgleichungen hatten wir die schwache
Ableitung benutzt. Das wollen wir fiir den Augenblick vermeiden.

8.23 Satz. Gegeben seien «, p € R, sowie Funktionen p € C'[a,b], q € Cla,b] und
f € L2[a,b] mit p >0 und q > 0. Dann besitzt das quadratische Funktional

1
F:Vl—)—J (pv’2+qv2)d7\1—J fvdA
2 Jiayo fa,b)

emn Minimum auf dem affinen Raum
Rop = {v € H'[a,b]|[v(a) = &, v(b) = B} .

In der Einfiihrung in die Partiellen Differentialgleichungen hatten wir uns iiberlegt,
dass fiir f € H'[a, b] die Randwerte v(a) und v(b) tatsichlich erklirt sind.

Bemerkung. In dem Buch von Kaballo wird gezeigt, dass jedes Minimum u von F
schwache Losung der Differentialgleichung

—(pu) +qu="~f

ist.
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9 Der Bairesche Kategoriensatz

9.1 Satz. Sei X ein vollstindiger metrischer Raum, sei X = |Jo-; M,, wobes alle
M., abgeschlossen sind. Dann besitzt mindestens eine der Mengen M, einen
inneren Punkt.

9.2 Definition. Seien X ein metrischer Raum und M eine Teilmenge von X. M heifit
nirgends dicht in X, falls M keinen inneren Punkt besitzt. M heit von erster Kate-
gorie in X, wenn M abzahlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist. Andernfalls
heilt M von zweiter Kategorie in X.

9.3 Theorem (Bairescher Kategoriensatz). Ein vollstindiger metrischer Raum 1st
von zweiter Kategorie in sich.

9.4 Definition. Seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heif}t
offen, wenn fiir jede offene Teilmenge U von X die Bildmenge f(Ul) ebenfalls offen
ist. Sie heifit abgeschlossen, wenn fiir jede abgeschlossene Teilmenge U von X die
Bildmenge f(U) ebenfalls abgeschlossen ist.

Bemerkung. Die Abbildung f: R — R, x +— x?, ist nicht offen, denn f(]—1,1[) = [0, T[.
Die Abbildung g: R*? — R, (x,y) — x, ist nicht abgeschlossen, denn

g({(x,yllxy =1} =R\ {0}

9.5 Lemma. Seien X und Y metrische Raume, ser X vollstdndig. Sei f: X — Y
stetig mit der folgenden Eigenschaft

Ve > 030 > 0Vx € X: f(Be(x)) D Bs(f(x)). (9.1)

Dann ist f offen.

9.6 Satz. Seien E ein Banachraum und F ein normierter Raum. Die Abbildung
A:E — F ser linear und stetig und erfille

Ve > 030> 0:A(B(0)) D B;s(0).
Dann st A offen und surjektiv.

9.7 Lemma. Seien E und F normierte Raume und set A € L(E,F). Falls A(E) in F
von zweiter Kategorie ist, so existiert zu jedem € > 0 ewn & > 0 mat A(B.(0)) D
Bs(0).
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9.8 Satz. Seien E eimn Banachraum und F ein normierter Raum. Seir A € L(E,F)
so, dass A(E) in F von zweiter Kategorie ist. Dann ist A offen und surjektiv.

Der Bairesche Kategoriensatz besagt, dass die Bedingung an A automatisch erfiillt
ist, falls A surjektiv und F vollstdndig ist.

9.9 Theorem (Satz von der offenen Abbildung). E und F seien Banachrdume. A: E —
F set linear, stetig und surjektiv. Dann st A offen.

9.10 Theorem (Banachscher Isomorphiesatz). E und F seten Banachrdume, A €
L(E,F) set byektiv. Dann ist A ein Isomorphismus.

9.11 Korollar. E und F seien Banachrdume. Fir A € L(E,F) sind dquivalent:
(a) A st injektiv und Bild A ist abgeschlossen in F,
(b) es gibt ¢ >0, so dass ||Ax|| > c||x|| fiir alle x € E.

9.12 Definition. Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Der Graph
von f ist die Menge
G(f) = {(x,f(x)) [ x e X} C X x Y.

9.13 Bemerkungen. (a) Falls E und F Vektorrdume sind, so ist G(f) genau dann
ein Unterraum von E x F, wenn f linear ist.

(b) Falls X und Y metrische Rdume sind und f stetig ist, so ist G(f) abgeschlossen.
Die Umkehrung gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt

1

- t#£0
fR—-R, t—{t 70,

0, t=0.

9.14 Lemma. Seien E und F normierte Rdume, und se1 A: E — F linear. Dann
ist G(A) genau dann abgeschlossen, wenn fir jede Nullfolge (x,)nen, flir die
(Axn)nen gegen ein Element y € F konvergiert, bereits y =0 gult.

9.15 Theorem (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Es seien E und F Banachrdume.
Die Abbildung A: E — F set linear, und thr Graph seir abgeschlossen in E x F.
Dann ist A stetag.

Als Anwendungsbeispiel zeigen wir den folgenden Satz.

9.16 Satz. Seien |||y und ||-||, 2wet Normen auf einem K-Vektorraum E. Be-
trachte die Dualrdume (E,||-||1)" und (E,|-||2)" als Unterrdume des algebraischen
Dualraums E*. Falls (E,|-|[1)" = (E,||l2)’, so sind die Normen ||| und |||
daquivalent.
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9 Der Bairesche Kategoriensatz

9.17 Theorem (Prinzip von der gleichméfBigen Beschrénktheit). Seien E ein Banach-
raum und F ein normierter Raum. Seit A C L(E,F) so, dass supac||Ax|| < oo fiir
jedes x € E. Dann supac4]|All < oo.

9.18 Satz. Seien E ein normierter Raum und M eine Teilmenge von E, so dass
SUpP,em|y(x)| < oo fiir jedes y € E'. Dann sup,cu||x| < oo.

9.19 Definition. Seien E und F normierte Raume.
(a) M C E heiit beschrankt, wenn sup, .y ||x|| < oo.
(b) M C E heifit schwach beschrdnkt, wenn sup, .\ |y(x)| < oo fiir alle y € E’.

(c) A C L(E,F) heifit punktweise beschrdnkt, wenn {Ax | A € A} fiir jedes x € E
beschrankt ist.

9.20 Korollar. (a) In einem normaierten Raum st jede schwach beschrdnkte Men-
ge beschrankt.

(b) Jede punktweise beschrdankte Menge in L(E,F) st beschrankt, falls E ein
Banachraum ist.

Der folgende Satz ist aus dem Buch von Banach (p. 200 der franzdsischen Ausgabe).

9.21 Satz. Set (xn)nen eine schwache Nullfolge im P, 1 < p < co. Dann gibt es
eine Teilfolge mat

=0(k'?).
P

3~

9.22 Lemma. Fir einen Banachraum E ser ®(E) das Supremum aller p > 1, so
dass jede schwache Nullfolge (x,)nen tn E eine Teilfolge besitzt mat

m
[ x.
k=1

Dann ist © eine Isomorphieinvariante.

=0(m'?).

9.23 Beispiel. Fiir 1 <p < oo gilt ©({?) =p.
9.24 Korollar. (a) Fir 1 <p < q < oo sind {? und (9 nicht isomorph.
(b) Fir1 <p < oo undp # 2 ist der {¥ nicht isomorph zu einem Hilbertraum.

9.25 Satz. Ser E ein Banachraum, sei F ein normierter Raum, und set (A,)nen
ewne Folge in L(E,F). Falls (AnX)nen flir jedes x € E konvergiert, so wird durch
A:x— lim A, x

n—oo

emn A € L(E,F) gegeben.
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9.26 Lemma. Seien E ein normierter Raum, F ein Banachraum und M eine dichte
Teilmenge von E. Gegeben sei eine Folge (A,)neny tn L(E,F) mit den folgenden
Eigenschaften

(a) supeyl|Anll < oo,
(b) fiir jedes x € M st (A x)nen etne Cauchyfolge in F.

Dann konvergiert (AnX)nen flir jedes x € E, und durch A: x — lim,_,., Anx wird
ein A € L(E,F) defintert mit |A|| < sup, eyl Anll-

9.27 Theorem (Satz von Banach-Steinhaus). Seten E und F Banachrdume, und se:
M eine dichte Teilmenge von E. Gegeben sei eine Folge (An)neny mit den folgen-
den Eigenschaften

(a) sup,cny(Anx)| < oo fir allex € E, y e F,
nX)nen 15t fir jedes x € M eine Cauchyfolge.
b) (AnX)nen 48t fiir jed M eine Cauchyfol

Dann konvergiert (AnX)nen flir jedes x € E, und durch A: x — lim,_,., Anx wird
ein A € L(E,F) definiert.

Als Anwendung zeige ich die Existenz einer stetigen, 27-periodischen Funktion mit
divergenter Fourierreihe.

9.28 Definition. Mit C,, werde der Unterraum von {*°(RR, C) bezeichnet, der aus allen
stetigen, 2m-periodischen Funktionen besteht. Fiir f € C,; und k € Z definiere den
k-ten Fourierkoeffizienten durch

N ] 27 )
f = —J f(t)e ™tdt.
27 J,

Die Reihe -
to 3 fe
k=—o00
heiit Fourierreihe von f. Sie konvergiert in %[0, 271].

9.29 Satz. Es gibt eine Funktion f in C,,, deren Fourierrethe im Punkt t = 0
dwergiert.
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10

Transponierte Operatoren

10.1 Definition. Seien X und Y normierte Rdume, und sei T € L(X,Y). Der transpo-
nierte Operator T’ € L(Y',X’) wird definiert durch

(Ty)(x) =y(Tx), yeY,xeX

Es ist klar, dass in der Tat T’ € L(Y’, X’). In der Schreibweise mit spitzen Klammern
ist T’ erklart durch (T'y,x) = (y, Tx).

10.2 Beuspiele. (a) Sei t: X < Y die Einbettung des Unterraums X nach Y. Dann

(b)

(c)
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V(y)(x) =y(wx) fiiry € Y und x € X . Also V/(y) = ylx.
Sei 1 <p < oo, und sei T € L({?) der Linksshaft
T(X],Xz,...) = (Xz,Xg,...).

Wir identifizieren (£P)’ mit {9, wobei q der zu p konjugierte Exponent ist. Wir
schreiben die Identifikationsabbildungen nicht mehr explizit hin. Dann gilt fiir
ye ) =09und x €

(TYE) =y(TX) =D YnXni1 = ) Yn1xn =wW(x)
n=1 n=2

fiir

0, n=1,
Wy =
Yn-_1, sonst.

Also ist T’ der Rechtsshift
T/(yhyl»---) = (0)1.:“)92)---)-

Sei k € 12([0,1]2). Sie werden in den Ubungen zeigen, dass dann ein Operator
T € L(L%([0,1])) gegeben wird durch

1
Te(f)(s) = J k(s U)F(1) dt.

Dann gilt T = T; fiir k(s,t) = k(t,s). Auch das wird in den Ubungen gezeigt.



10.3 Satz. (a) Die Abbildung T — T’ won L(X,Y) nach L(Y',X’) ist linear und
isometrisch (aber, wie spdter gezeigt werden wird, . a. nicht surjektiv).

(b) (ST =T'S" fir T € L(X,Y), S € L(Y,Z).

10.4 Definition. Es seien E ein normierter Raum und F ein Unterraum vom E’. Der
Raum
Fi={x€E|y(x)=0firalley € F}

heiflt Annihilator von F in E.
Wenn man sich auf reflexive Raume beschriankt, kommt man mit F* aus.
10.5 Lemma. Wenn H ein Unterraum von B’ ist, dann gilt H C (H,)*.

10.6 Satz. Seien E und F normierte Rdume, und set T € L(E,F). Dann
BildT = (ker T'),.

10.7 Korollar. Seien E,F normierte Raume, ser T € L(E,F) ein Operator mit ab-
geschlossenem Bild. Seiy € F. Die Gleichung Tx =y besitzt genau dann eine
Losung x, wenn die folgende Implikation gilt:

Tz=0=1zy)=0, zeF.

Ob ein Operator abgeschlossenes Bild besitzt, hatten wir — zumindest fiir injektive
Operatoren — in Korollar 9.11 untersucht.

10.8 Satz. Seien E und F Banachrdume, sei A € L(E,F). Falls Bild A abgeschlossen
1st, so gelten

(a) BildA = (kerA’)
(b) (BildA)* =kerA’,
(c) BildA’ = (ker A)*,

(d) (BildA’), =kerA.
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11 Kompakte Operatoren

11.1 Definition. (a) Eine Teilmenge A eines metrischen Raums heilt relativ kom-
pakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist.

(b) Seien E und F normierte Rdume. Eine lineare Abbildung A: E — F heifit kom-
pakt, wenn A(B;(0)) relativ kompakt ist. Wir definieren K(E,F) ={A: E — F|
A kompakt} und K(E) = K(E, E).

(c) Eine lineare Abbildung A: E — F besitzt endlichen Rang, wenn ihr Bild end-
liche Dimension hat.

Wegen des Satzes von Heine-Borel sind stetige lineare Abbildungen von endlichem
Rang kompakt.

Wir zeigen nun, dass die Identitdt id: E — E nicht kompakt ist, wenn E unendliche
Dimension hat. Dazu bendétigen wir etwas Vorbereitung.

11.2 Lemma (Rieszsches Lemma). Se:i F ein abgeschlossener Unterraum des nor-
mierten Raums E mit F # E. Fir jedes 6 mit 0 < & < 1 existiert x € E mat
IIx|| =1 und

|x —ul|>1-38 fiiralleuctF.

11.3 Satz. F4ir einen normierten Raum E sind dquivalent:
(a) dimE < oo,
(b) {x € E|||x|| <1} ist kompakt,
(c) jede beschrinkte Folge in E besitzt eine konvergente Teulfolge.
Speziell 1st id: E — E genau dann kompakt, wenn dimE < co.

Bemerkung. Pitt hat gezeigt, dass fiir 1 < p < q < oo jedes A € L(£9,{P) kompakt
ist. Man findet den Satz als Proposition 2.c.3 in Lindenstrauss und Tgzafriri, Classical
Banach Spaces I

Aus Satz 11.3 und dem Satz von Pitt folgt ebenfalls das Korollar 9.24.

11.4 Satz. Seien E ein normierter und F ein Banachraum. Dann 1st K(E,F) ein
abgeschlossener Unterraum von L(E,F).
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11.5 Korollar. Seien E ein normierter und F ein Banachraum, und ser T € L(E, F).
Falls es eine Folge stetiger linearer Operatoren von endlichem Rang gibt, die
gegen T konvergiert, so ist T kompakt.

Bemerkung. Eine schwierige Frage, die die Funktionalanalysis lange beschéaftigt hat,
ist, ob die Umkehrung von Korollar 11.5 gilt. Sie wurde 1973 von Enflo mit ,nein
beantwortet. Sein Gegenbeispiel ist auflerordentlich kompliziert.

11.6 Beispiel. In den Ubungen wurde gezeigt, dass fiir k € L2([0, 1]?) der zugehérige
Fredholmsche Integraloperator gegeben wird durch
1
Tie: L2[0,1] — L2[0, 1],  Ti(f)(s) :J k(s,t)f(t)dt.
0

Fir jedes k ist T, kompakt. Das sieht man wie folgt: Fiir gegebenes ¢ > 0 ap-
proximiere k durch eine elementare Treppenfunktion T mit |k — ||, < e. Es gilt
ITe — T2l = [|Teee]] < |k — 7]z < €. Wir zeigen, dass T, endliche Bilddimension
besitzt. Dazu schreiben wir T aus

N
T= 2 anEj ><Fj .
j=1

A']'SO Wegen XEj ><Fj (S) t) - XEj (S)XFj (t)

1
TN = L X, (8) X, (1) (1) dt = Z(ajj

j=1 j=1
Also Bild T: € LH(Xg,y -+ XEn)-

11.7 Satz. Seien E,F, G normierte Raume, seten T € L(E,F) und S € L(F,G). Falls
eine der berden Abbildungen S oder T kompakt ist, so auch die Hintereinander-
ausfiihrung SoT.

11.8 Definition. Es sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Eine Teilmenge M C
C(X) hei3t gleichgradig stetig, wenn

Ve > 036 > 0Vf e MVx,y € X:d(x,y) <= I|f(x) —f(y)| <e.

11.9 Theorem (Arzela-Ascoli). Sei X ein kompakter metrischer Raum, ser C(X)
mit der Supremumsnorm |||, versehen, und ser M eine Teilmenge von C(X),
welche beschrdnkt und gleichgradig stetig ist. Dann ist M relativ kompakt.

11.10 Theorem (Satz von Schauder). E und F seien Banachrdume, und sei A €
L(E,F). Dann st A genau dann kompakt, wenn A’ kompakt ist.
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12 Spektraltheorie fiir kompakte Operatoren

12.1 Definition. Seien E ein Banachraum und A € L(E).

(a) Das Spektrum von A ist definiert als
o(A) ={A € C|Aid —A ist kein Isomorphismus}.
p(A) =C\ o(A) ist die Resolventenmenge von A.

(b) A € C heifit Eigenwert von A, wenn es ein x € E \ {0} gibt mit Ax = Ax. Die
Menge
Ex={x € E| Ax = Ax} = ker(Aid —A)

heilt Eigenraum von A zum Eigenwert A. Die von Null verschiedenen Elemente
von E, heiflen Eigenvektoren von A zum Eigenwert A.

12.2 Bemerkung. Die Eigenwerte von A gehoren offenbar zu o(A). Falls dim E < oo,
so gilt o(A) = {A € C | A ist Eigenwert von A}. Falls dimE = oo, so enthédlt das
Spektrum im allgemeinen Zahlen, die keine Eigenwerte sind. Betrachte z.B. den

Operator
1
AP x— (—xn) )
n neN

Er ist injektiv, aber nicht surjektiv. Daher gehort 0 zu o(A), obwohl 0 kein Eigenwert
von A ist.

12.3 Lemma. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Dann dimker(id —A) < oo.

12.4 Satz (Neumannsche Reihe). Es seien E ein Banachraum und A € L(E) emn
invertierbarer Operator. Falls fir B € L(E) gult

1
|A =B < ——
AT

so 1st B invertierbar.
12.5 Korollar. p(A) st offen und o(A) st abgeschlossen.

12.6 Lemma. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Dann st Bild(id —A) abge-
schlossen.
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12.7 Definition. (a) Sei E ein Vektorraum und F C E ein Unterraum. Die Kodimen-
ston von F in E ist definiert als codim F = dim E/F.

(b) Seien E ein Banachraum und S € L(E). Der Operator S heifit Fredholm-
Operator, wenn sein Kern endliche Dimension besitzt und sein Bild abgeschlos-
sen ist und endliche Kodimension besitzt.

(c) Fiir einen Fredholm-Operator S auf E bezeichnet man die Zahl
ind(S) = dimker S — codim Bild S
als Indez von S.

12.8 Bemerkung. Sei E = C". Dann ist offenbar jeder Operator in A € L(E) ein
Fredholm-Operator. Aus dem Rangsatz folgt sogar ind(A) = 0.

12.9 Satz. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Dann ist id —A ein Fredholm-
Operator.

12.10 Bemerkung. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Setze S =id —A. Dann
gilt firneN

"= (id AN =id— ) (;‘) (—1)7AL
j=1
Also ist S™ ebenfalls ein Fredholm-Operator. Ferner sind klar
ker(S™') O ker(S™), Bild(S™"") c Bild(S"M).

12.11 Lemma. Seien E ein Banachraum, A € K(E) und S =id—A. Dann existiert
n € N mat ker(S™) = ker(S™) fiir alle m > n.

12.12 Lemma. Seien E ein Banachraum, A € K(E) und S = id—A. Dann gibt es
emn n € N, so dass fiir N =ker S™ und R = Bild S™ folgendes gilt:

(a) die Kodimension von R in E st endlich,
(b) NNR={0},

(c) N+ R=E,

(d) SN C N,

(e) SR C R,

(f) Sk: R —= R, x — S(x), ist tnvertierbar,

(g) (S|N).rL = O;
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12 Spektraltheorie fiir kompakte Operatoren

(h) ind S™ = 0.

12.13 Lemma. Se: E ewn Banachraum. Ein abgeschlossener Unterraum Fy von E ist
komplementiert, wenn es einen weiteren abgeschlossenen Unterraum F, von E
gibt, so dass FyNF, ={0} und F; + F, = E.

Man schreibt dann E=F, @ F,.

Beweis als Ubung. Man sagt dann auch, F; sei komplementdr zu F,. Das Komple-
ment ist im allgemeinen nicht eindeutig.

12.14 Lemma. Seien E ein unendlich-dimensionaler Banachraum und A € K(E).
Fir jedes A € o(A) \ {0} gibt es komplementdre Unterrdume R, und N, von E,
welche von Aid —A wn sich selbst abgebildet werden und fir die gelten

(a) (Nid—A)lg,: Ry — Ry st ein Isomorphismus,

(b) es gibt ewn (von A abhdngiges) n € N, so dass (Aid—A)[}, =0,

(c) {0} # ker(Aid —A) C N und dim N, < oo, speziell ist A ein Eigenwert von A.
Ferner gelten 0 € o(A) und |A| < ||A|| fir alle A € o(A).

12.15 Satz. Sei E ewn unendlich-dimensionaler Banachraum, und seir A € K(E).
Dann gelten

(a) 0 € o(A),

(b) jedes A € o(A)\ {0} ist ein Eigenwert von A, und der zugehdrige Eigen-
raum E, st endlich-dimensional,

(c) o(A)\{0} ist hdchstens abzdhlbar; wenn o(A)\{0} unendlich ist, dann st 0
der einzige Haufungspunkt von o(A),

(d) fir A € C\{0} gult ind(Aid —A) = 0, spezzell gilt fiir A # O die Fredholmsche
Alternative:
Aid —A wnygektiv & Aid —A surjektiv.

Das Kapitel wird abgeschlossen durch ein Beispiel zur Fredholmschen Alternative.

12.16 Beispiel. Fiir k € C([0, 1)?) betrachten wir den Volterraschen Integralopera-
tor

T: Cl0,1] — C[0,1], Tf(s) = JS k(s, t)f(t) dt.
0

In Beispiel 11.6 wurde die Kompaktheit von T gezeigt, denn man kann den Kern
durch Null in das Dreieck t > s fortsetzen. Fiir A # 0 wollen wir die Losbarkeit der
Integralgleichung

Tf—Af=g
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fiir beliebiges g € CI[0, 1] zeigen. Wegen der Fredholmschen Alternative brauchen wir
dazu nur die Injektivitdt von T — Aid nachzuweisen. Da wir k durch k/A ersetzen
konnen, diirfen wir 0. E. A = 1 annehmen. Sei nun f € ker(T — id). Dann gilt

(s)] = [TE(s)] < jj\k(s,tmf(t)\dt < 51Kl [l

Wir setzen diese Abschdtzung wieder in die Formel fiir Tf ein

S

s 2
[f(s)| = [Tf(s)] < L\k(s,t)|t\|k|!oo\|f||oodt <5 %[12 1]l o-

Durch wiederholtes Einsetzen erhdlt man schliefilich
I£(s)] < %Hk”;‘onHw 0 mitn — oco.

Daher f = 0. Folglich ist T — Aid injektiv und wegen der Fredholmschen Alternative
auch surjektiv.
Wir haben auflerdem gezeigt, dass o(T) = {0}, denn O ist immer im Spektrum.

12.17 Lemma. Es set M C RY eine Menge, die hichstens einen Hdufungspunkt
besitzt. Dann ist M hdchstens abzdhlbar.
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13 Beschrankte selbstadjungierte
Operatoren

13.1 Definition. Seien E und F Hilbertrdume, und sei A € L(E,F). Fiir jedes y € F
ist x — (Ax,y) stetig. Aus dem Rieszschen Darstellungsatz folgt daher die Existenz
eines eindeutig bestimmten Elements A*y € E mit (Ax,y) = (x, A*y) fiir alle x € E.
Die Abbildung A*: F — E ist die Adjungierte von A.

13.2 Bemerkung. A* € L(F,E). Die Linearitdt ist klar. Aus dem Rieszschen Dar-
stellungsatz wissen wir, dass ||[A*y|| gleich der Norm des Funktionals x — (Ax,y)
ist. Diese ist wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung hochstens gleich ||All[|y||- Also
AT < [[Al-

13.3 Satz. E, F und G seten Hilbertrdume.

(a) Die Abbildung A — A* ist ein isometrischer, konjugiert-linearer Isomor-
phismus von L(E,F) auf L(F E),

(b) A** = A fiir jedes A € L(E,F),
(c) [A*A]| = ||A|)* fir jedes A € L(E,F),
(d) (BoA)* = A*oB* fir A € L(E,F), B € L(F,G).

13.4 Definition. E sei ein Hilbertraum. Ein Operator A € L(E) heiit selbstadjungiert,
wenn A = A*. Ein Operator A € L(E, F) heifit unitdr, wenn A* = A",

Bemerkung. Man spricht auch von beschrankten selbstadjungierten Operatoren, um
den Unterschied zu den unbeschrankten, d.h. unstetigen selbstadjungierten Opera-
toren hervorzuheben, mit denen wir uns in der Funktionalanalysis I beschaftigen
werden.

13.5 Lemma. A sei ewn selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum E.
Dann gelten

(a) (Ax,x) € R fiir alle x € E,
(b) [[A]l = sup{|(Ax,x)| | [[x]| = 1}.

13.6 Satz. A sei ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum E. Je zwet
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.
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13.7 Satz. Seien E ein Hilbertraum und P € L(E) eine Projektion. P ist genau
dann orthogonal, wenn P selbstadjungiert ist.
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14 Spektraltheorie fiir kompakte,
selbstadjungierte Operatoren

14.1 Lemma. Seien H ein Hilbertraum und A € L(H) kompakt und selbstadjun-
giert. Dann ist mindestens eine der beiden Zahlen |A|| oder —||A|| etn Eigenwert
von A.

14.2 Lemma. Seien H ein Hilbertraum und A € L(H) selbstadjungiert. Sei A € C
emn Eigenwert von A. Dann

(a) A € R,
(b) ker(Aid —A) = ker((Aid —A)") fir alle n € N.

14.3 Definition. Seien H ein Hilbertraum und A € K(H) selbstadjungiert. Eine FEs-
genwertfolge (A,)neny von A ist eine Folge aller Eigenwerte von A, derart, dass
(|An]|)nen monoton fallt. Dabei wird jeder einzelne Eigenwert A so oft aufgezdhlt, wie
dimker(Aid —A) angibt. Falls es nur endlich viele Eigenwerte gibt, wird die Folge
durch Nullen aufgefiillt.

14.4 Theorem. Seien H ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum und A € L(H)
kompakt und selbstadjungiert. Ser ferner (An)neny €ine Eigenwertfolge von A.
Dann A, € R fiir alle n € N. Ferner existiert ein Orthonormalsystem (en)nen
in H, so dass A =Y 7, An(-, en)en, wobei die Folge in der Operatornorm kon-
vergiert.

14.5 Satz. Seien H und G unendlich-dimensionale Hilbertrdume, und ser A €
K(H, G). Es existieren eine Nullfolge (sn)nen tn [0, 00[ und Orthonormalsysteme
(en)nen m H und (fu)neny tn G, so dass

A= Z Sn(') en)an
n=1

wober die Rethe in der Operatornorm konvergiert.

14.6 Korollar. Seien H und G Hilbertrdume. Dann 1ist jeder Operator in K(H, G)
Grenzwert eine Folge von Operatoren mit endlichem Rang (also endlichdimen-
sionalem Bild) in der Operatornorm.
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14.7 Bemerkung. Die Darstellung aus Satz 14.5 hei3t Schmaidt-Darstellung von A.
Man kann zeigen, dass die Zahlen s,, n € Ny, von der Wahl der Orthonormalsysteme
unabhédngig sind. Sie heilen singuldre Zahlen des Operators A.

Die kompakten Operatoren werden danach unterteilt, ob die singuldren Zahlen
in einem (P liegen. Diejenigen, fiir die (s, )nen, in €% liegt, heifien Hilbert-Schmidt-
Operatoren, diejenigen, fiir die diese Folge sogar in {' liegt, heilen nuklear.
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15 Sobolewraume

15.1 Definition. Fiir O C R™ offen definieren wir
D(Q) ={f € C*°(R") | Supp f ist eine kompakte Teilmenge von Q}.

Dabei ist Supp f der Trdger von f

Supp f = {x € Qf(x) # 0},
wobei der Abschluss im R™ genommen wird.

15.2 Definition. Sei Q C R™ offen, sei « € N ein Multiindex und sei f € [?(Q). Dann
heiflt g € L?(Q) schwache Ableitung von f, wenn

(g, 9) = (—1)(f, 0'*)) fiir alle ¢ € D(Q).
Wir schreiben dann D*f oder f® fiir g.

Beispiel. Sei Q = ]—1,1][, sei f(x) = |x|. Dann ist g mit g(x) = signum(x) die
schwache Ableitung von f. Das rechnet man sofort nach, indem man die Integrale
J"i] und J"(]) einzeln partiell integriert.

15.3 Definition. Sei QO C R™ offen, sei m € Nj.

(a) HM(Q) = {f € [}(Q) | fiir alle  mit |x| < m existiert die schwache Ableitung
Df in [2(Q)}.

(b) (f,g)um = 2| y<m(D*f,D%g) fiir f,g € H™(Q).
(c) HF'(Q) ist der Abschlu8l von D(Q) in H™(Q).
Die Raume H™(Q) und H'(Q) heiflen Sobolewrdume.

In der “Einfiihrung in die Partiellen Differentialgleichungen” hatten wir als Satz 16.7
gezeigt:

15.4 Satz. H™(Q) und HF'(Q) sind Hilbertrdume.

15.5 Beispiel. Sei I =]—1,1[, sei f: I = R, x + |x|. Dann f € H'(I) \ H%(I).
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16 Die Fouriertransformation

16.1 Definition. Co(R"™) = {f € C(R") | lim}y_, f(x) = 0} ist der Raum der «m Un-
endlichen verschwindenden stetigen Funktion auf dem R"™. Er wird mit der Supre-
mumsnorm |||« versehen.

16.2 Lemma. Cy(IR") st ein abgeschlossener Unterraum des {*°(R"), insbesondere
emn Banachraum.

16.3 Bezeichnung. Fiir x, & € R™ setzen wir

n n
2 2
xe=) xg, ¥=) %, MZ(
j=1 j=1

16.4 Definition. Fiir f € L'(R"™) setze

n
1/2
2)
AN
=1

)

(FF)(E) = — J fe"Edy, £ e R

(2m)"/2 Jg

Die Funktion Ff heit Fouriertransformierte von f, und die Abbildung F heifit
Fouriertransformation.

16.5 Satz. Fiir f € L'(R"™) st Ff € Co(R™). Ferner ist F: L'(R") — Co(R™) stetig
und linear mit | F|| < (2m) /2.

16.6 Definition. Eine Funktion f: R™ — C heif3t schnell fallend, wenn

lim x*f(x) =0

[x]—00
fiir alle Multiindices o € Nj. Der Raum
Z(R") = {f € C*°(R") | DPf schnell fallend fiir jedes p € N}
heifit Schwartzraum. Die Elemente von . (R™) heiflen Schwartzfunktionen.

16.7 Bemerkungen. (a) Der Schwartzraum heifit nach Laurent Schwartz (1915-
2002).

(b) Ein Beispiel fiir eine Schwartzfunktion ist x — e .

(c) Offenbar .(R") C LP(R") fiir jedes p > 1.
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16 Die Fouriertransformation

(d) Eine C*-Funktion f ist genau dann eine Schwartzfunktion, wenn

sup (1 + |x|™)|D*f(x)| < oo Vm € Ny, o € Nj.
xeRM

(e) Der Schwartzraum ist kein Banachraum, sondern ein Fréchetraum, also ein
vollstandiger metrischer Vektorraum mit einem konvexen System von Nullum-
gebungen. Statt mit der metrischen Topologie wird er auch gerne mit der schwa-
chen Topologie versehen. Dann ist er allerdings nicht vollstandig.

16.8 Lemma. Fiir f € . (R") und o € N§ gelten
(a) Ff € C°(R") und D*(Ff) = (—i)I*F(x*f),
(b) F(D*f) = ildgxFf.
16.9 Lemma. Wenn f € ¥ (R"), dann auch Ff € ./ (R").

16.10 Notation. Mit y(x) = e /2 bezeichnen wir den Gauf-Kern. Fiir a > 0 setzen
wir ferner y.(x) = y(ax).

Der Gaufikern ist fast die einzige Funktion, deren Fouriertransformierte wir tatsachlich
berechnen miissen. Aus der Analysis wissen wir

1

EE;EF;E'J n'Y(XJ dx =1.

16.11 Lemma. ]
Fy=v, (Frd(&)= J(Fv) <—) .

16.12 Lemma. F4ir f € /(R") gilt

(FFf)(x) = f(—x), xeR"
16.13 Theorem. Die Fouriertransformation ist eine Bijektion von . (R") auf sich.
Ihre Inverse wird gegeben durch

(FH0) = — j HE)e™ dE, x € R™.

(22 g

Ferner gilt
(Ff, Fgliz = (f, 9)r2 (Plancherel-Gleichung).

16.14 Bemerkung. Wir haben gezeigt, dass || Ff|2 = ||f|| 2 fiir alle f € /(R"). Da
Z(R™) dicht in L?(R"™) ist, 148t sich F stetig zu einer Isometrie 7,: [*(R") — L?(R")
fortsetzen. Diese Fortsetzung heiit Fourier-Plancherel-Transformation. Man be-
achte, dass F, nicht durch die Integralformel gegeben ist. Den Zusammenhang erlau-
tert das nachste Lemma.
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16.15 Lemma. (a) Fir R > 0 setze gr(&) = (2@%/2 fMSR f(x)e ¥¢d&. Dann gilt fiir
jedes f € L?(R"™)
Fof = lim gg,
R—o0o

wobei Konvergenz im Sinne von L*(R™) vorliegt.
(b) Fiir f € L'(R™) N L2(R™) galt

1

(Ff) (&) = (2n2

J f(x)e *tdx fast tberall.

Wir werden ab sofort darauf verzichten, die Operatoren F und J, zu unterscheiden.
16.16 Lemma. Se: f € H™(R"). Dann gilt fir || < m
F(D*f) = il¥gxFr.

16.17 Satz.
H™(R™) = {f € L*(R™) | (1 + [E)))™2Ff € L2(RY)}.

Bemerkung. Diesen Satz kann man verwenden, um H*(R") fiir s ¢ Ny zu erkldren.
Fir s ¢ Ny und Q # R"™ wird die Definition von H*(Q) allerdings schwieriger. In
diesem Fall verwendet man beispielsweise die Methode der komplexen Interpolation.
Sie erlaubt es, zu je zwei Banachrdumen F — E eine Schar von Zwischenrdumen
[E, Flo, 0 < 0 < 1, zu konstruieren.

Man braucht reelle positive Sobolew-Ordnungen s fiir die Untersuchung von Réndern.
Fiir s > 1/2 und glatt berandetes Gebiet O C R™ setzt sich namlich jedes f € H*(Q)
zu g € H1/2(0Q)) fort.

Literatur zum Thema ist beispielsweise das Buch “Partial Differential Equations I”
vom Micheal E. Taylor.
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17 Die Einbettungssatze von Sobolew und
Rellich

17.1 Theorem (Sobolew-Lemma). Sei O C R™ offen und seten m,k € Ny mit m >
k+ 3. Zu jedem f € H™(Q) ezistiert ein Reprdsentant in Ck(Q).

17.2 Lemma. Se: Q) eine beschrankte, offene Menge im R™. Dann st die Einbet-
tung H)(Q) — 12(Q) kompakt.

17.3 Theorem (Rellichscher Einbettungssatz). Se: Q C R" beschrdnkt und offen und
m € N. Dann ist die Einbettung Hf'(Q) — HZ)“’] (Q) kompakt.

17.4 Satz. . (R") ist dicht in H™(R").

17.5 Bezeichnung. Wir bezeichnen den offenen Halbraum
{(x1y...yxn) [ X1 > 0,%x2,...,%, beliebig}

mit RT.

17.6 Lemma. Se: f € L*(R?). Defintere fiir § > 0

f(x1 +08,X2y. .y Xn)y, X1 > =0,
O> X1 S —9d.

T (f)(x) = {

Dann Ts|gy € L*(RY) und

17.7 Lemma. Sez m € N, ser f € H™(R?). Wadhle x € C*(R) mit Supp(x) C J0,00[
und x(t) =1 fir alle t > 1. Setze X(t) = x((t + €)/€). Dann st fiir jedes € > 0
die Funktion

fe(x) = Xe(x1)Te () ()
in H™(R™). Ferner gilt
£1{1(13f€:f m H™(RT).

17.8 Definition.
S (RY) = {flgn [ f € Z(R")}
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17.9 Satz. .(R?}) st dicht in H™(RT).

17.10 Definition. Es sei QO C R™ offen. Eine stetige lineare Abbildung E: H™(Q) —
H™(RR"), so dass E(f)|q = f fiir alle f € H™(Q), bezeichnet man als Ausdehnungs-
operator.

17.11 Satz. H™(R}) besitzt einen Ausdehnungsoperator.

17.12 Lemma (Verheftungslemma). Es seten Q,Q,; C R™ offen, und es sei f: Q; U
Q, — K derart, dass die Einschrdnkungen flo, jeweils in H™(Q;) sind. Dann
fe H™(Q;UQ,).

17.13 Theorem. Wenn Q) eine beschrdnkte offene Menge mit C*°-Rand ist, dann
besitzt H™(Q) fiir jedes m einen Ausdehnungsoperator.

Der Ausdehnungssatz kann sogar fiir beschrankte Gebiete mit Lipschitz-Rand wie
z. B. Polytope gezeigt werden. Entsprechende Literaturhinweise findet man in Ab-
schnitt 1.4.3 von Grisvard, Elliptic Problems in Nonsmooth Domains.

17.14 Satz. E's ser () eine beschrdankte, offene Menge, die einen Ausdehnungsope-
rator besitzt. Dann ist die Einbettung H™(Q) — H™(Q) kompakt.

17.15 Korollar. Wenn Q) eine beschrdnkte offene Menge mit C*-Rand ist, dann
st die Einbettung H™(Q) — H™'(Q) kompakt.

Auch dieses Ergebnis kann fiir den Fall beschrankter Gebiete mit Lipschitz-Rand
gezeigt werden.
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18 Unbeschrankte Operatoren zwischen
Hilbertraumen

Problem: Differentialoperatoren sind keine stetigen Endomorphismen.

Das Produkt zweier Hilbertraume hatten wir in 8.21 erklart.

18.1 Definition. Ein Operator A von H nach G ist eine lineare Abbildung A von einem
Unterraum D(A) von H mit Werten in G. D(A) ist der Definitionsbereich von A,
R(A) ={Ax | x € D(A)} ist sein Bild. Der Graph G(A) ={(x,Ax) | x € D(A)} von A
ist dann ein Prahilbertraum.

Der Operator A ist dicht definiert, wenn sein Definitionsbereich dicht ist.

Sind A und B zwei Operatoren von H nach G und gilt G(A) C G(B), so bezeichnet
man B als Erweiterung von A und A als Einschrankung von B.

18.2 Lemma. Ein Unterraum L von H x G st genau dann der Graph eines Ope-
rators von H nach G, wenn {(x,y) € L | x =0} ={(0,0)}.

18.3 Lemma. Seti A ewn dicht definierter Operator von H nach G. Dann definieren
wir D(A*) ={y € G | x — (Ax,y) st stetig auf D(A)}. Es gelten

(a) D(A*) ist ein linearer Unterraum von G.
(b) Fir jedesy € D(A*) gibt es ein eindeutig bestimmtes A*y € H mat

(Ax,y) = (x,A"y) fir alle x € D(A).

(c) A*: D(A*) — H 1st linear.

18.4 Definition. Sei A ein dicht definierter Operator von H nach G. Den Operator A*
aus 18.3 bezeichnet man als den zu A adjungierten Operator.

18.5 Beispiel. Es werde ein Operator A im %[0, 1] gegeben durch D(A) = D(]0,1])
und A = ¢’. Er ist dicht definiert. Wir behaupten D(A*) = H'[0, 1].
Sei zuerst f € H'[0, 1]. Dann liegt auch f in H'[0, 1] und die Definition der schwa-
chen Ableitung ergibt 1 ]
J @'fdA = —J of dA;.
0 0
Daraus folgt, die Stetigkeit des Funktionals ¢ — (A, f) und dann auch A*f = f’.
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Sei nun f € D(A*). Daher ist das Funktional
] —
T:@— J @'f dA (18.1)
0
stetig. Wegen des Rieszschen Darstellungssatzes existiert g € L?[0, 1], so dass
1
To =(9,9) = J ©g dAs. (18.2)
0

Zusammen zeigen die Gleichungen (18.1) und(18.2), dass f die schwache Ableitung —g
besitzt. Speziell f € H'[0, 1].

18.6 Bezeichnung. Definiere U: Hx G — G x H, U(x,y) = (—y, x). Dann ist U offenbar
ein unitarer Isomorphismus.

18.7 Lemma. Set A ein dicht definierter Operator von H nach G. Dann
G(A*) = U(G(A)") = (UG(A)). (18.3)

18.8 Bemerkung. Falls A und B dicht definierte Operatoren mit A C B sind, so
folgt sofort aus dem vorangegangenen Lemma, dass B* C A*.

18.9 Definition. Ein Operator A von H nach G heifit abgeschlossen, wenn sein Graph

abgeschlossen ist. Er heift abschliefSbar, wenn G(A) Graph eines Operators B ist. In
diesem Fall ist B die Abschliefung von A. Wir schreiben dann A.

18.10 Bemerkungen. Sei A ein Operator von H nach G.

(a) Wenn A abgeschlossen mit D(A) = H ist, dann ist A stetig. Das folgt aus dem
Satz von abgeschlossenen Graphen.

(b) A ist genau dann abschliefbar, wenn A eine abgeschlossene Erweiterung hat.

(c) A ist genau dann abschlieSbar, wenn fiir jede Nullfolge (x,)nen, flir welche
(Axn)nen gegen ein y € G konvergiert, bereits y = 0 gilt.

A ist ndmlich genau dann abschliefSbar, wenn G(A) ein Graph ist. Wir haben
gezeigt, dass das genau dann der Fall ist, wenn das einzige Element der Form

(0,y) in G(A) das Nullelement ist.
(d) Wenn A abschlieBbar und dicht definiert ist, dann gilt A” = A*.
18.11 Satz. Sei A ewn dicht definierter Operator von H nach G. Dann gelten
(a) A* ist abgeschlossen mit ker A* = (Bild A)* .

(b) A* ist genau dann dicht definiert, wenn A abschliefSbar ist.
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18 Unbeschridnkte Operatoren zwischen Hilbertrdumen

(c) Wenn A abschliefbar ist, dann A = A**.

18.12 Korollar. Wenn A ein dicht definierter, abgeschlossener Operator von H
nach G 1st, so 1st A* abgeschlossen und dicht definiert, und es gilt A = A**.

18.13 Definition. Es sei A ein injektiver Operator von H nach G. Dann wird durch
G(A™) ={(Ax,x) | x € D(A)}

ein Operator mit Definitionsbereich D(A~') = Bild A erklart. A~' ist der Inverse
zu A.
Offenbar ist A~ genau dann abgeschlossen, wenn A abgeschlossen ist.

18.14 Lemma. Ser A ewn injektiver, dicht definierter Operator von H nach G,
dessen Bild dicht in G ist. Dann ist A* injektiv, A~ ist dicht definiert, und es
gilt (A*)7 = (A7)~

Falls auferdem A abgeschlossen mit Bild A = G ist, so st A~ stetig.

18.15 Definition. Fiir Operatoren A, B von H nach G definieren wir A + B auf D(A +
B) = D(A)ND(B) durch (A 4+ B)(x) = Ax + Bx.

Die Definition macht nur richtig Sinn, wenn einer der beiden Operatoren be-
schrankt ist.

18.16 Lemma. A und B seien Operatoren von H nach G. Dann gelten:
(a) Falls A abgeschlossen und B beschrdnkt ist, so ist A + B abgeschlossen.
(b) Falls A + B dicht definiert ist, so gilt A*+ B* C (A + B)*.
(c) Falls A dicht definiert und B beschrdnkt ist, so gilt A* + B* = (A + B)*.

18.17 Definition. Sei A ein Operator von H nach G, und sei B ein Operator von G
nach F. Mit BA wird der Operator bezeichnet, der auf D(BA) = {x € D(A) | Ax €
D(B)} definiert ist durch (BA)x = B(Ax).

18.18 Definition. Sei A ein Operator in H. Die Menge
p(A) ={z € C| zid—A: D(A) — H ist bijektiv und die Inverse ist stetig}

heifit Resolventenmenge von A, und die Menge o(A) = C \ p(A) heilt Spektrum
von A. Fiir z € p(A) bezeichnet man R(z,A) = (idz — A)~' als Resolvente von A
in z.

Bemerkung. Falls A abgeschlossen ist, so ist die Inverse automatisch stetig.

18.19 Satz (Resolventengleichung). Sei A ein Operator in H und seien z,( € p(A).
Dann gilt
R(Z> A) - R(C) A) = (C - Z)R(Z) A)R(Cy A)
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18.20 Satz. Fs seir A ein Operator in H, so dass fiir ein z € p(A) die Resolvente
R(z, A) kompakt ist. Dann ist fiir jedes ( € p(A) die Resolvente R((,A) kompakt.

18.21 Definition. Ein dicht definierter Operator A in einem Hilbertraum H heifit sym-
metrisch, wenn A C A*. Er heifit selbstadjungiert, wenn A = A*.

18.22 Bemerkung. Sei A ein dicht definierter, symmetrischer Operator. Dann gilt
fiir x,y € D(A)
<Ax)y> - <X) Ay)'

Insbesondere ist (Ax,x) reell fiir jedes x € D(A).

18.23 Lemma. Ser A ewn symmetrischer Operator in H. Dann st A abschliefSbar,
und A ist symmetrisch.

18.24 Lemma. Sez A ein symmetrischer, abgeschlossener Operator in H. Fiir jedes
z€ C\ R ist zid —A ingektiv und Bild(zid —A) abgeschlossen.

18.25 Satz. Der Operator A sei selbstadjungiert in H. Dann st sein Spektrum
eine Teilmenge von R.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass o(A) # () fiir selbstadjungierte Operatoren A.

53



19 Die Friedrichssche Erweiterung

19.1 Beispiel. Sei I =10, 1[, und sei D(A) ein Unterraum von W?(I). Wir betrachten
den Operator in H = L?(I), der durch Af = f” definiert ist. Man iiberlegt sich mit
Stetigkeitsargumenten und dem Satz von Sobolev, dass die folgenden Anwendungen
der partiellen Integration auch fiir schwache Ableitungen gerechtfertigt sind:

1 1

g = £'(1)g(1) — (0)g(0) —L g’

(Af,g) = J

0

1
— P(1)g(1) — £(0)g(0) — f(1)g'(1) + F(0)g'(0) + J fg"

= f'(1)g(1) — £'(0)g(0) — f(1)g’(1) + f(0)g’(0) + (f, Ag).

Setzt man also beispielsweise D(A) = W?(I), so ist A nicht symmetrisch. Setzt man
dagegen D(A) = H3(1), so ist A symmetrisch. In diesem Fall gilt D(A*) = W2(1), also
ist A nicht selbstadjungiert. Vom analytischen Standpunkt sind beide Definitionsbe-
reiche unnatiirlich, denn im ersten Fall haben wir keine Randbedingung gestellt, im
zweiten dagegen vier, was klar zu viel ist.

19.2 Definition. Sei A ein symmetrischer Operator im Hilbertraum H. A heifit akkretiv,
wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass (Au,u) > c||ul|? fiir alle uw € D(A), und stark akkretiv,
wenn ¢ > 0 gewahlt werden kann.

Bemerkung. Einige Autoren (Zeidler) sagen “monoton” anstelle von “akkretiv”. Ei-
nige Autoren verwenden den Begriff iiberhaupt nicht und bezeichnen stattdessen den
Negativen eines akkretiven Operators als dissipativ.

19.3 Definition. A sei ein stark akkretiver Operator im Hilbertraum H. Durch
<u’v>E = <Auav>a u,v € D(A),

wird ein Skalarprodukt auf D(A) erklart. Die Vervollstdndigung von (D(A), ||-||¢) ist
ein Hilbertraum, der als energetischer Raum von A bezeichnet und He geschrieben
wird.

19.4 Lemma. Se: A ewn stark akkretiver Operator im Hilbertraum H. Die Einbet-
tung D(A) — H setzt sich zu einer stetigen Einbettung Hg — H fort.
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19.5 Bemerkung. Da Hg ein dichter Unterraum von H ist, ist H' ein Unterraum
von H{. Wir wollen dabei H' mit H identifizieren. Das geht kanonisch, wenn K = R
gilt. Im Fall K = C tut man sich leichter, wenn man eine konjugiert lineare iso-
metrische Involution J: H — H verwendet. In diesem Fall ist ndmlich (-, ](-)) eine
Bilinearform. Falls H ein Funktionenraum ist, kann man J(f) = f wihlen. Im all-
gemeinen Fall sei (b,,)mem €in vollstdndiges Orthonormalsystem von H. Dann kann
man setzen J() .y Xmbm) = 2 cpm Xmbm. Im Fall K = R wéhlt man | = id.

19.6 Lemma. Sei A ein stark akkretiver Operator im Hilbertraum H, ser J: H — H
eine konjugiert lineare isometrische Involution wie in Bemerkung 19.5. Dann
wird durch

Ag: Hg — Hé» AE(u)(V) = <u>J(V)>E)
emn 1sometrischer Isomorphismus definiert, der als Energieerweiterung von A
bezeichnet wird.

Bemerkung. Da die Einbettung He — H dichtes Bild besitzt, ist H’ in H{ einge-
bettet. Wir identifizieren H’ mit H linear isomorph via T +— u fiir dasjenige u mit
Tv = (v,]J(u)) fiir alle v € H. Wir definieren die Friedrichssche Erweiterung durch
dieselbe Vorschrift wie Ag, aber mit Definitionsbereich AE] (H). Die Details behandelt
das folgende Lemma.

19.7 Lemma. Ser A ein stark akkretiwver Operator in H. Mit Ag: He — H{ werde
die Energieerweiterung von A bezeichnet. Definiere einen Operator Ar in H
durch

D(Af) ={u e He | Apue H'},  (Apu, Jv) = Ag(u)(v) fir alle v € Hg.
Dann st Ar eine Erweiterung von A, genannt Friedrichssche Erweiterung.

19.8 Theorem (Friedrichs (1934)). Sei A ein stark akkretiver Operator in einem
Hilbertraum H. Dann 1st seine Friedrichssche Erweiterung selbstadjungiert.

Ferner 1st 0 € p(Af). Falls die Inklusion Hy — H kompakt ist, so ist die
Resolvente R(Af, 0) kompakt.

Beweis. Da Ay eine Erweiterung von A ist, ist Ar dicht definiert. Weil Ag: Hg — H{
surjektiv ist, gilt Bild Ay = H. Wegen der Monotonie von A ist B = A;': H — D(Aj)
stetig. Wegen Lemma 18.14 geniigt es zu zeigen, dass B selbstadjungiert ist. Wegen
D(B) = H reicht dazu bereits der Nachweis der Symmetrie. Dazu seien f,g € H
gegeben. Setze u = Bf und v = Bg. Das bedeutet Af(U) = f und somit

(f;Bg) = (Aru,v) = Ae(W)(Jv) = (w,v)g = (Bf, Bg)e .
Dasselbe gilt, wenn man f und g vertauscht. Man erhalt

<f>Bg> = <Bf)Bg>E = <Bg>Bf>E = <9)Bf> = <Bf) 9> .
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19 Die Friedrichssche Erweiterung

Der letzte Teil der Behauptung ergibt sich aus der folgenden Faktorisierung von A"
A" H — H{ — Hg — He
mit A? in der Mitte und einem kompakten Operator am Schluss. O]

19.9 Beispiel. Wir nehmen das Beispiel von oben wieder auf. Betrachte den Operator
f — —f” Wir konstruieren die Friedrichssche Erweiterung fiir den Definitionsbereich
D(A) =D(I). Dann gilt fiir f,g € D(A)

1 1

g = (f, g) +J f'g’.
0

(f,9)c = (f,9) |

0
Also stimmt das energetische Skalarprodukt mit dem Skalarprodukt von W'(I) iiberein.
Daraus folgt He = H}(I). Fiir f,g € He = H}(D) gilt Ae(f)(g) = (f,g)e = [,fg +
f; f'g’. Fiir @ € D(I) gilt also A¢(f)(@) = jé fo — ﬂ) fo”. Falls also Ag(f) € L*(I)’
liegt, so ist f € W2(I) und erfiillt Agf = f — f”. Wir haben gezeigt:

D(Af) = HY(I) n WA(T) = {f € WA(I) | f(0) = (1) = 0.

Das ist ein anderer Raum als H3(I), weil keine Bedingungen an f'(0) und /(1) gestellt
werden. Man sollte in den meisten Féallen gar nicht erst versuchen, D(Af) auszurech-
nen.

19.10 Beiwspiele. Wir konstruieren jetzt Laplace-Operatoren. Dazu sei O C R" ein
Gebiet mit C*-Rand. Setze Af = f — Af.

(a) D(A) =D(Q). Dann folgt aus der Greenschen Identitét fiir f,g € D(A)

<f> 9>E - <f> 9> + <Vf, v9>'

Also ist das energetische Skalarprodukt dquivalent zum Skalarprodukt auf W'(Q).
Daraus folgt He = H)(Q). Falls also f fiir ein g € [?(Q) die Gleichung A¢f =g
16st, so gilt flyo = 0. Dass f € W?(Q) gilt, muss dagegen mit analytischen
Mitteln gezeigt werden.

Aus dem Rellichschen Einbettungssatz folgt die Kompaktheit von Hg <— H. Wir
haben also gezeigt, dass es eine unbeschrankt wachsende Folge (A, )nen in [0, 00]
und ein vollstindiges Orthonormalsystem (f,)nen in L2(Q) mit Af, = —A.fy
und f, € H}(Q) gibt.

(b) Das Neumannsche Randwertproblem bearbeitet man analog, indem man als
Definitionsbereich die Menge D(A) = {f € C*(Q) | f'|oo = 0} wihlt. In diesem
Fall erhilt man Hg = W'(Q). Man benétigt daher den Rellichschen Einbet-
tungssatz fiir W',

Man beweist so die Existenz einer unbeschrdankt wachsenden Folge (An)nen
in [0,00] und eines vollstindigen Orthonormalsystems (f,)ney in W2(Q) mit
Af, = —A.fp und floq = 0.
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