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1 Normierte Raume und stetige
lineare Abbildungen

Uberall K = C oder K = R. Null ist keine natiirliche Zahl.

1.1 Definition. Sei E ein K-Vektorraum. Eine Norm auf E ist eine Funktion ||-||: E —
[0, co[ mit den folgenden Eigenschaften:

(N1) ||Ax|| = |Al||x|| fiir alle A € K, x € E.
(N2) [|x +yl| < |||l + ||yl fir alle x,y € E (Dreiecksungleichung).
(N3) ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

Ein normierter Raum (E,|-||) ist ein K-Vektorraum mit einer Norm.
Wenn ||-|| nur die Eigenschaften (N1) und (N2) besitzt, so handelt es sich um eine
Halbnorm.

1.2 Beispiele. (a) Es sei M eine nicht-leere Menge. Dann ist
]VOO(M) = {(Xn)neM ‘ Sup‘xn’ < OO},
neM
versehen mit der Norm
H(Xn)TLEMHOO = SUP|Xn‘>
nemM

ein normierter Raum. Wenn M endlich ist, erhadlt man den K™ mit der Supre-
mumsnorm.

(b) Mit ¢ bezeichnet man den Unterraum von 1*°(N), der aus den konvergenten
Folgen besteht. Mit co bezeichnet man den Unterraum von c, der aus den
Nullfolgen besteht.

(c) Sei X ein kompakter topologischer Raum (also beispielsweise eine kompakte
Teilmenge des K"). Dann bezeichnet

C(X)={f: X 2 K| fstetig}

den Raum der stetigen Funktionen auf X. Wegen der Kompaktheit von X ist
C(X) ein Unterraum von 1*°(X). Wir versehen ihn mit der Norm ||-||.



1 Normierte Rdume und stetige lineare Abbildungen

1.3 Bemerkung. (a) Ist F C E ein linearer Unterraum eines normierten Raums
(E,||-]|) und ist ||-||r die Einschréankung von ||-|| auf F, so ist (F,||-||f) ebenfalls
ein normierter Raum.

(b) Auf einem normierten Raum wird durch

d(x,y) = ”X _yH
eine Metrik definiert. Daher sind alle Begriffe, die fiir metrische Raume erklart
sind, auch fiir normierte Raume definiert. Ich wiederhole die wichtigsten:

Grenzwert lim,,_,,, X, = x genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N gibt, so
dass d(xn,x) < € fiir alle n > N.

Cauchyfolge Die Folge (x,)nen ist eine Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0
ein N gibt, so dass d(x,,xn) < € fiir alle n, m > N.

e-Umgebung Fiir € > 0 bezeichnet man die Menge
B.(x) ={y € E|d(x,y) < €}

als e-Umgebung von x.

Umgebung Eine Menge U heiflt Umgebung eines Punktes x € E, wenn U eine
e-Umgebung von x umfasst.

Stetigkeit Eine Abbildung f: (X,d) — (Y, d,) zwischen metrischen Radumen ist
stetig, wenn es zu jedem x € X und jedem € > 0 ein & < O gibt, so dass
da(f(x), f(y)) < € fiir alle y mit d(x,y) < 9.

GleichmaBige Stetigkeit Eine Abbildung f: (X,d) — (Y, d,) ist gleichmadfig
stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass d,(f(x),f(y)) < €
fiir alle x,y mit d(x,y) < 6.

Vollstdndigkeit Ein metrischer Raum ist vollstandig, wenn in ihm jede Cauchy-
folge konvergiert.

1.4 Satz. Es seien (X,d) ein metrischer und (Y, d,) ein vollstdndiger metrischer
Raum und es sei G C X mit G = X. Ferner sei f: G — Y gleichmdfSig stetig. Dann
existiert eine ewndeutig bestimmdte, gleichmafSig stetige Abbildung h: X — Y mat
hlg =f.

Ein solches h bezeichnet man als stetige Fortsetzung von f.

1.5 Bezeichnung. Sei K C R™ kompakt. Ferner gebe es eine offene Menge G C R",
so dass G = K. Fiir n € N definieren wir

C'(K) = {f e C(G) ‘ alle partiellen Ableitungen von f bis einschlie3lich

zur Ordnung n existieren und sind gleichmaBig stetig}.



Wegen Satz 1.4 besitzt fiir jedes o mit || < n die Ableitung f(* eine stetige Fort-
setzung f, € C(K). Wir versehen C"(K) mit der Norm

— — (o)
[£lln = max max|f(x)| = max sup|£(x]]. (1.1)

1.6 Satz. Seien E und F normierte Rdume, und se1 A: E — F ewine lineare Ab-
bildung. Es sind dquivalent:

(a) A st stetig.
(b) A ist gleichmdfSig stetig.

(c) Zu jeder Nullumgebung U wn F existiert eine Nullumgebung V wn E mat
A(V) c U.

(d) Es gibt C >0 mit ||Ax|| < C||x|| fiir alle x € E.

1.7 Definition. Ein beschrdnkter Operator zwischen zwei normierten Raumen ist
eine stetige lineare Abbildung. Fiir einen beschrankten Operator A: E — F definieren
wir

AN = supll[Ax[| [ [[x[| = 1. (1.2)

Wegen Satz 1.6 ist das Supremum endlich. Alle stetigen linearen Abbildungen von E
nach F bilden einen Vektorraum, den wir mit L(E,F) bezeichnen. Man sieht sofort,
dass ||| aus (1.2) eine Norm auf L(E, F) ist. Sie heifit Operatornorm.

Spezialfdlle mit eigener Bezeichnung: [(E) = L(E,E) und E’ = L(E,K). Die Ele-
mente von E’ heiflen stetige Linearformen oder Funktionale.

1.8 Bemerkung. Fir A € L(E,F) und x € E gilt ||Ax|| < [|A]]||x]-

1.9 Definition. Zwei Normen ||-||; und ||-||; auf E heiflen dquivalent, wenn es C > 0
gibt mit

1

—I-lly < -1, < Cll-ll4.

<l < Il < I

1.10 Satz. Set E ein endlich-dimensionaler normierter Raum, und set F ein
beliebiger normierter Raum. Dann ist jede lineare Abbildung A: E — F stetig.

Bemerkung. Wenn umgekehrt F endlich-dimensional und E beliebig ist, dann gibt
es sehr wohl unstetige lineare Abbildungen von E nach F.

1.11 Korollar. Auf einem endlich dimensionalen Vektorraum sind je zwei Nor-
men aquivalent.

1.12 Definition. Eine lineare Abbildung zwischen normierten Raumen heifit [so-
morphismus, wenn sie bijektiv und stetig ist und auch ihre Inverse stetig ist.



1 Normierte Rdume und stetige lineare Abbildungen

Bemerkung. Ein Isomorphismus normierter Raume ist also ein Isomorphismus der
zu Grunde liegenden Vektorraume, der gleichzeitig ein Homoomorphismus der zu-
gehorigen metrischen Raume ist.

Zwei Normen ||-||; und |||, auf einem Vektorraum E sind genau dann &quivalent,
wenn id: (E, ||-||;) — (E, ||-|l2) ein Isomorphismus ist.

1.13 Beuspiel. Es sei K: [0, 1] x [0,1] — K stetig. Definiere

1
(TF)(s) :J K(s,t)f(t)dt, fe C[0,1],0<s<1.
0
T: C[0,1] — CI[0, 1] ist ein stetiger Operator. Es ist ein Fredholmscher Integral-
operator mit Kern K.



2 Banachraume

2.1 Definition. Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum, also einer,
in dem jede Cauchyfolge konvergiert.

2.2 Lemma. Eine Cauchyfolge in einem metrischen Raum konvergiert genau
dann, wenn sie eine konvergente Teilfolge besitzt.

2.8 Beispiele. (a) Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist ein Banachraum.

(b) Fiir jede Menge M ist {*°(M) ein Banachraum.

2.4 Satz. (a) Ist E ein Banachraum und F ein abgeschlossener Untervektor-
raum von E, so ist F ein Banachraum.

(b) Ist E ein mormierter Raum und F ein Untervektorraum von E, der ein
Banachraum 1st, so 1st F abgeschlossen in E.

2.5 Bemerkung. Der Kern eines stetigen linearen Operators ist abgeschlossen.
Diese Bemerkung liefert gelegentlich einen einfachen Nachweis der Bedingung aus
Teil (a) des Satzes.

2.6 Bespiele. (a) c und ¢, sind Banachrédume.

(b) Sei X ein kompakter topologischer Raum. Dann ist C(X) eine Banachraum.

Das folgt aus der Vollstandigkeit von £*°(X), weil der gleichméfige Limes einer
Folge stetiger Funktionen wieder stetig ist.

(c) Sei K ¢ RN kompakt von der Form K = G fiir eine offene Menge G. Sei m € N.
Dann ist C™(K) ein Banachraum.

2.7 Satz. Ser E ewn normierter Raum, seir F ein abgeschlossener Unterraum
von E. Dann wird auf E/F wie folgt eine Norm erklart

|x + F|| = inf||x +w||.
weF
Falls E wvollstandig 1st, so auch E/F.

2.8 Satz (Homomorphiesatz). E und G seien normierte Rdume, und F sei ein
abgeschlossener Unterraum von E. Die Quotientenabbildung werde mit m: E —
E/F bezeichnet. Fiir ¢ € L(E,G) gelte F C ker ¢. Dann existiert ein eindeutig
bestimmtes P € L(E/F,G) mit ¢ =P om. Es gilt || < |o].



3 Fréchetraume

3.1 Definition. Eine Familie (p;)ic; von Halbnormen auf E heifit separierend, wenn
es zu jedem x € E \ {0} ein i mit p;(x) # O gibt.

3.2 Definition. Sei E ein K-Vektorraum. Eine F-Norm auf E ist ein Funktion q: E —
[0, co[ mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir alle x,y € E gilt q(x +y) < q(x) + q(y).

(b) Fiir alle x € E und alle A € K mit |A| <1 gilt q(Ax) < q(x).
(c) Fiir alle x € E gilt lim,_,, q(Ax) = 0.

(d) Wenn q(x) =0, dann x = 0.

Bemerkung. Jede Norm ist auch eine F-Norm. Wenn ¢ eine F-Norm auf E ist, dann
wird durch d(x,y) = q(x —y) eine Metrik auf E gegeben.

3.3 Lemma. Es set (pn)nen eine separierende Folge von Halbnormen auf einem
K- Vektorraum E und es sei (x;)jen etne Folge in E.

(a) Durch

o0

o Pax)
q(x) = yn_ PniX) (3.1)
; 14 pn(x)

wird eine F-Norm auf E gegeben.

b) Es qilt genau dann lim;_,, q(x; — x) = 0, wenn lim;_,,. pn(x; — x) = 0 fiir
j—o0 q1X; j—oo PnlX;
jedes n € N.

(c) Die Folge (Xj)ien 15t genau dann eine Cauchyfolge beziiglich der Metrik
d(x,y) = q(x—y), wenn es zu jedem € >0 und jedem n € N ein | € N gibt,
so dass pn(xi —x;) < € fir alle i,j > J.

3.4 Definition. Es sei (pn)nen eine separierende Folge von Halbnormen auf einem
K-Vektorraum E. Wir versehen E mit der durch die F-Norm (3.1) induzierten Metrik.
Wenn E vollstdndig ist, dann ist E ein Fréchetraum.

Bemerkung. Nicht jede F-Norm kommt von einer Folge von Halbnormen. Die Ei-
genschaft, die einen Fréchetraum von einem vollstandigen F-normierten Raum un-
terscheidet, ist die Existenz einer Nullumgebungsbasis aus konvexen Mengen.
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3.5 Beuspiel. Sei U C C offen und sei H(U) der Raum der holomorphen Funktionen
auf U. BEs sei l°<1 C Ky C l°<2 C K; C ... U eine kompakte Ausschopfung von U. Fiir
n € N ist

pri HW) — [0,00[,  palf) = sup {[f(x)] | x € Ky)

eine Halbnorm auf H(U). Weil jedes x € U in einem der K, liegt, ist die Folge
separierend. Der Raum H(U) wird mit der durch die p,, indizierten Metrik versehen.
Eine Folge (fj)jen konvergiert genau dann in dieser Metrik, wenn sie kompakt im
Sinne der Funktionentheorie konvergiert.

Um zu zeigen, dass H(U) ein Fréchetraum ist, erinnern wir an das Theorem von

Montel aus der Funktionentheorie.

3.6 Definition. Sei E ein K-Vektorraum, welcher mit der durch eine separierende
Folge (pn)nen von Halbnormen indizierten Metrik versehen ist. Eine Folge (fj)jen in E
heifit beschrdinkt, wenn es zu jedem n € N ein C > 0 gibt, so dass p,(f;) < C fiir
alle j.

In der Funktionentheorie hatten wir die beschrankten Folgen in H(U) als lokal
beschrdnkt bezeichnet.

3.7 Theorem (Satz von Montel). Es set U C C offen. Jede in H(U) beschrdnkte
Folge (fj)jen besitzt eine Teilfolge, die in H(U) konvergiert.

3.8 Satz. H(U) st ein Fréchetraum.
3.9 Beispiel. Die Abbildung D: H(U) — H(U), f — f’, ist stetig.
3.10 Beuwspiele. Weitere Beispiele fiir Fréchetrdaume sind

(a) Sei K C R™ kompakt. Dann versehen wir
C*(K) = () C™(K)
n=1

mit der Folge der Halbnormen |||, aus (1.1). Weil die C*(K) Banachrdume
sind, ist C°°(K) vollstandig.

(b) Es sei U C R™ offen. Wir wahlen eine kompakte Ausschopfung und definieren
fiir n € N die Halbnorm p,(f) = max{|f(x)| | x € K,,}. Dadurch wird C(U) zu
einem Fréchetraum.

(c) Es sei U C R" offen. Auf die folgende Weise wird ein Halbnormensystem fiir
C(U) erklart
pn(f) = maxmax {|f¥(x)| | x € K.} .

lof<n

Man kann zeigen, dass C*°(U) dadurch zu einem Fréchetraum wird.

11



3 Fréchetrdume

(d) Alle Ableitungsoperatoren sind stetig sowohl als Endomophismen von C*(K)
als auch von C°°(U).

Im Seminar wird das folgende Resultat verwendet:

3.11 Lemma. Es set E ein F-normierter Raum (also z. B. ein Fréchetraum) und
es seten ) # U C E offen und W C E eine Nullumgebung.

(a) Es gibt eine offene Menge U; und eine Nullumgebung V, so dass U;+V C
u.

(b) Es existiert etne Nullumgebung V, so dass V+V CW.

12



4 1P-Raume

Das Lebesguemafl A, auf dem R" ist vollstdndig, das heifit jede Teilmenge einer
Nullmenge ist messbar.

Ich wiederhole im Skript die wichtigsten Grenzwertsatze der Analysis III. Sie wer-
den in der Vorlesung aber nicht angeschrieben.

Theorem (Satz von Fubini). Es set f: R™™ — K eine messbare Funktion.

(a) Es gibt Lebesgue-Nullmengen Ny C R™ und N, C R™, so dass fir jedes
s € R*\ Ny die Funktion t — f(s,t) messbar 1st und fir jedes t € R™\ N,
die Funktion s — f(s,t) messbar ist. Ferner sind die Funktion

S IRNI f(s>t)|d)\m(t)> S E Rn \ N])
O) S & N],
und die Funktion
t jRn‘f(s)t)’d}\n(S)> teR™ \ NZ»
O, te N,

messbar (mit Werten in [0, co] ).
(b) Falls
J J |f(s,t)] dAn(s) dAL(T) < oo,
so st f integrierbar.

(c) Ist f integrierbar, so ist f.: s — f(s,t) fir fast alle t integrierbar,

et Jgn ftdAn,  falls f, integrierbar,
St
0, sonst

1st integrierbar, und es gult
J fdAim = J hdA,.
Rn+m m

Theorem (Lemma von Fatou). Es sei u ein Maf auf T. Firn € N set f,: T —
[0, 00] messbar. Der punktweise Grenzwert f = lim,_,, f,, existiere. Dann ist f
messbar, und es gilt

J fdu < liminfj fn dp.
T n—oo Jt

13



4 [P-Ridume

Beispiel. Setze

fo(t) = {] ltem Rl nmlstsnad,

0, sonst.

Dann [, fndA =1 fiir alle n, aber lim, o, f, = 0.

Theorem (Satz von Beppo Levi, Satz iiber monotone Konvergenz). Es sei 1 ein
Maf auf T. Seien fi,fy,...: T — [0,00] messbar mit 0 < f; < f, < .... Es set
lim,_, f, = f punktweise. Dann ist f messbar mit

limJ fndll:J fdu € [0, 00].
T T

n—oo

Theorem (Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz von der majorisierten Konvergenz).
Es ser 1 ewn vollstandiges Maf auf T. Seien fi,fs,...: T — K integrierbar mit
lim, . fn = f fast tberall. Es existiere ferner eine integrierbare Funktion g,
so dass fir jedes n € N die Ungleichung |f,| < g fast uberall gilt. Dann st f
integrierbar, und es gult

limJ fndu:J fdu.
T T

n—oo
4.1 Definition. Sei p ein Mafl auf T, sei 1 < p < co. Dann
1/p

(zwm:{ﬁT—me%wa]me<m},|mg:(Lmﬂ

Dann ist #P(u) ein Vektorraum und |[/f||; eine Halbnorm auf #7(u), welche nur
dann eine Norm ist, wenn die einzige p-Nullmenge die leere Menge ist.

Falls u das Lebesguemaf auf einer messbaren Menge A ist, so schreiben wir -Z?(A)
anstellen von ZP(u).

4.2 Satz (Holdersche Ungleichung). Sei 1 < p < oo, set q bestimmt durch

=1
P q

Fiir f € £?(u) und g € £9(u) gelten fg € £'(u) und
IfgllT < Ifll5[lgllg-

Bemerkung. Fir p = 2 gilt auch q = 2. In diesem Fall heif3t die Holdersche Unglei-
chung iiblicherweise Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Die Holdersche und die Minkow-
skische Ungleichung wurden in der Anlysis III gezeigt.

4.3 Satz (Minkowskische Ungleichung). Fir f,g € £P(u), 1 <p < oo, gilt

I+ glly < Iflly + llgllp-

14



4.4 Definition. Sei p ein Mafl auf T, und sei 1 < p < co. Setze
N, = {f: ToHK ‘ J P = o} = {f: T — K messbar | u({x | f(x) # 0}) = 0}.
T

Dann folgt fiir f € ZP(u) und g € N, aus der Minkowskischen Ungleichung
I+ glly < [Ifll; + llglly = Il < WIf+gll; + =gl = [If + gll;,
also ||f + gl = [|f]|; fiir alle g € N. Wir konnen daher definieren
LP(n) = 2P (W)/Ny  |Ifllp = [Ifll;-

4.5 Satz. Es seten 1 < p; < p2 < oo und es ser u ein Maf auf etner Menge A
mit W(A) < co. Dann existiert eine stetige Einbettung

Lo LP2(p) — L7 ().

Es gilt
1 1
] < p(A)Pr P2,

4.6 Satz (Riesz-Fischer). Sei u ein Maf auf T. Dann ist LP(u) ein Banachraum.
Dieser Satz war in der Analysis III aus dem folgenden Ergebnis hergeleitet worden.

4.7 Satz. Ser n ein Maf$ auf T und set (f,)nen etne Cauchyfolge in LP(u). Dann
besitzt sie eine Teilfolge, die sowohl in LP(u) als auch u-fast iberall punktweise
konvergiert.

15



5 Hilbertraume

5.1 Definition. Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum E ist eine Abbildung
(+,-): E x E — K mit den folgenden Eigenschaften:

(S1) (Ax+ wy,z) = A(x,z) + uly, z) fiir alle A\, u € K, x,y,z € E,
(S2) (x,y) = (y,x) fiir alle x,y € E,
(S3) (x,x) >0 fiir alle x € E und (x,x) = 0 genau fiir x = 0.

Das Paar (E,(-,-)) bezeichnet man als Prdhilbertraum. Durch die Setzung ||x|| =
v/ (x,x) wird E zu einem normierten Raum. Ein Hilbertraum ist ein vollstdndiger
Prahilbertraum.

5.2 Lemma. (a) ||[x+y|* = ||x||* + 2Re(x,y) + ||y||* fir alle x,y € E,
(b) |(x,y)] < [|x]|lly]l fir alle x,y € E (Cauchy-Schwarz Ungleichung),
(c) |I|l st eitne Norm auf E,

(d) fir jedes y € E ist ®(y): x — (x,y) eine stetige Linearform auf E mit
[P = [lyl-

Bemerkung. Der Beweis der Cauchy-Schwarz Ungleichung zeigt auflerdem, dass
Gleichheit genau dann gilt, wenn x und y linear abhangig sind.

5.3 Lemma. In jedem Prdhilbertraum gelten die folgenden Identitdten:
(a) [x+yl* + Ix =yl = 2(]Ix|I* + ly||*) (Parallelogrammgleichung),

(b) (Polarisationsgleichungen )

1
(x,y) = ;1(||><+y||2 —x—yl*), falls K=R,
1 i . )
(x,y) = Z(||X+U||2 —lx—=yl*) + ;L(IIXJrlyII2 —x—ylP*), falls K=C.
5.4 Beispiele. (a) Es sei (X,p) ein Mafraum. Dann ist [?(u) ein Hilbertraum.

Insbesondere sind ¢* und alle K", versehen mit der euklidischen Norm |x| =
VI + -+ [xa]?, Hilbertrdume.

16



(b) Jeder abgeschlossene Unterraum eines Hilbertraums ist ein Hilbertraum.

(c) Beispielsweise besitzt C[0, 1] das folgende Skalarprodukt

] —
(f,q) = Jo f(x)glx)dx.

Mit diesem Skalarprodukt wird C[0, 1] zu einem Prahilbertraum, der aber kein
Hilbertraum ist.

5.5 Lemma. Sei A # () eine abgeschlossene, konveze Teilmenge eines Hilbert-
raums E. Dann ezistiert zu jedem x € E ein eindeutig bestimmtes y € A mat
Ix —yl| = dist(x, A).

5.6 Definition. Es sei E ein Prahilbertraum.

(a) Zwei Elemente x,y € E heilen orthogonal, falls (x,y) = 0. Man schreibt dann
x L y. Zwei Unterraume G und H von E heiflen orthogonal, wenn x L y, falls
x € GundyeH.

(b) Falls F ein Unterraum von E ist, so bezeichnet man
Fr={xcE|xLyfiralley e F}
als das orthogonale Komplement von F in E.
5.7 Bemerkungen. (a) Das orthogonale Komplement ist offenbar abgeschlossen.
(b) Fiir orthogonale Elemente x,y € E gilt der Satz des Pythogoras
I+ gl = I + fy

5.8 Lemma. Sei F ein Unterraum eines Prdhilbertraums E, und seten x € E und
y € F. Dann sind dquivalent

(a) lIx—yll =dist(x, F),
(b) x—y e FL.

5.9 Definition. (a) Es sei E ein k-Vektorraum. Eine lineare Abbildung P: E — E
heit Projektion, wenn P? = P.

(b) Sei E ein Préhilbertraum. Eine Projektion P: E — E heift orthogonal, wenn
Bild P L ker P.

5.10 Beispiel. Auf E = [?[0, 1] wird durch

1
P(f)(x) = Jo f dA;

eine orthogonale Projektion auf den Unterraum der konstanten Funktionen gegeben.

17



5 Hilbertraume

5.11 Bemerkung. Aus Lemma 5.8 folgt ||[x—Px|| = dist(x, Bild P) fiir jede orthogonale
Projektion P in einem Prahilbertraum.

5.12 Satz. Ser E ein Prdhilbertraum.

(a) Es sei1 P: E — E eine K-lineare Abbildung mit P> = P und BildP 1 kerP.
Dann ist P stetig.

(b) Es sei P eine orthogonale Projektion in einem Prdhilbertraum, die nicht
die Nullabbildung ist. Dann |P|| =1.

5.13 Definition. Sei E ein normierter Raum. Ein Unterraum F C E heifit komple-
mentiert, wenn es eine Projektion P € L(E) mit Bild P = F gibt.

5.14 Satz. Seien B ein Hilbertraum und F C E ein abgeschlossener Unterraum.
Dann 1st F komplementiert.

5.15 Bemerkung. Wenn E ein normierter Raum und X, Y zwei Unterrdume mit E =
Y+Y sowie XNY = {0} sind, dann schreibt man E = X@ Y. Fiir einen abgeschlossenen
Unterraum F eines Hilbertraums H haben wir gezeigt

H=FoF.

Bemerkung. Wir haben soeben gesehen, dass jeder abgeschlossene Unterraum eines
Hilbertraums komplementiert ist. Lindenstrauss und Tzafriri haben 1971 gezeigt,
dass umgekehrt jeder Banachraum, dessen samtliche abgeschlossenen Unterraume
komplementiert sind, isomorph zu einem Hilbertraum ist.

5.16 Korollar. Seien B ein Hilbertraum und F C E ewin Unterraum. Dann gelten
F =F und F=F-L.

5.17 Theorem (Rieszscher Darstellungssatz fiir Linearformen auf Hilbertrdumen).
Seien E ein Hilbertraum und T € E'. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes
n €k mat

T(x) = (x,m) fur alle x € E.

Fiir dieses n gilt ||| = ||T||-

5.18 Beispiel. Wir wollen die Punktauswertung als stetiges lineares Funktional dar-
stellen. Auf dem L?(R) gibt es allerdings gar keine Punktauswertungen. Aus dem
Spursatz (Einf. in die Partiellen Differentialgleichungen Theorem 15.23) oder dem
Sobolev-Lemma (Theorem 15.26 ebd), die wie allerdings beide nicht bewiesen hat-
ten, folgt, dass es stetige Punktauswertungen auf dem Sobolevraum

H'(R) = {f e L*(R) | f' € L*(R) }
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gibt. Dabei bezeichnet f’ die Distributionsableitung. Das Skalarprodukt ist gegeben
durch

(f, g) :J fgd\, +J f'g’dA;.
R R

In der Einfiihrung in die Partiellen Differentialgleichungen war gezeigt worden, dass
H'(R) ein Hilbertraum ist. Wir setzen

T:H'(R) = R, f— f(0).

Dem Beweis des Rieszschen Darstellungssatzes folgend, versuchen wir zuerst, ein
0 #no € (ker T)* zu bestimmen. Wegen Lemma 5.8 kann man 1, wie folgt finden:
Wir wahlen zuerst ein g ¢ ker T, beispielsweise g(x) = e*"z, und bestimmen dazu
h € ker T, so dass |h — g|| minimal wird. Dann np = h — g € (ker T)*. Um dieses
Minimierungsproblem zu losen, wenden wir einen Trick aus der Variationsrechnung
an.

Sei @ € D(]0,0[) beliebig und sei t € R. Fiir k = h + to gelten k(0) = h(0) =0
und

Hk—mP=L mfgfdm+ﬁ (W — g/ dA,

,0] —00,0]

+J (h—g+te)*dA +J (h' — g’ 4+ t@')*dA;.
[0,00( [0,00(

Diese Funktion hat bei t = 0 ithr Minimum, also verschwindet dort die Ableitung
nach t, also

O:J 2(h—g)(pd7\1+J 2(h" — g") ' dA.
[0,00( [0,00(

Wir integrieren jetzt partiell; rechtfertigen konnen wir das am Ende, indem wir eine
Probe machen. Dann

0=2J (h—g)— (h" — g"))pdh.
[0,00(

Da dies fiir alle ¢ € D(]0, oo[) gilt, 16st h — g in ]0, oo die Differentialgleichung
(h—g)"=h—g.

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist Ae* + Be™™, welche aber nur
fiir A = 0 in H'(]0, oo[) liegt. Im Intervall ]—oo, O[ argumentiert man genauso. Wir
machen also den Ansatz
Be™, 0<x,
n(x) = {

Ce*, x<0.

In den Ubungen wird gezeigt, dass es tatsichlich Werte fiir B und C gibt, so dass
@(0) = (¢p,n) fiir alle ¢ € D(R). Da D(R) dicht in H'(R) liegt, ist damit auch das
Sobolev-Lemma fiir diesem Spezialfall gezeigt.
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6 Orthonormalsysteme

Bemerkung. Eine Familie (v;)ic1 in einem k-Vektorraum E heif3t linear unabhdng:g,
wenn alle ihre endlichen Teilfamilien linear unabhangig sind. Eine endliche Familie

(Viy...,Vn) heift linear unabhéngig, wenn die Gleichung
Z )\jvj =0
j=1

nur die triviale Losung (Aq,...,A) = O besitzt.

6.1 Definition. Eine Folge (x,)nen in einem Banachraum heifit (Schauder)-Basis,
wenn es zu jedem x € E eine eindeutig bestimmte Folge (A,).cn in K gibt, so dass
X =2 o0 AnXn.

Eine Hamel-Basis B eines Vektorraums E ist eine linear unabhangige Familie mit
der Eigenschaft LH(B) = E; hier bezeichnet LH die lineare Hiille.

6.2 Definition. Sei E ein Prahilbertraum. Eine Teilmenge (e;)ic; heifit Orthogonal-
system in E, falls e; # O fiir alle i € I und e; L e; fiir i # j. Falls zusétzlich noch
llelli = 1 fiir alle i € I, so spricht man von einem Orthonormalsystem. Ein Ortho-
normalsystem heifit vollstandig, wenn seine lineare Hiille dicht ist. Ein vollstandiges
Orthonormalsystem wird auch als Orthonormalbasis bezeichnet.

6.3 Bemerkung. Sei (e;)icm €in endliches Orthonormalsystem in einem Pré&hilbert-
raum E. Dann wird durch P: x — ) ,.\\(x,ei)e; eine orthogonale Projektion mit
Bild P = LH{e; | i € M} gegeben. Fiir jedes Tupel (A;)icm gilt

HZ Aiei ’ = <Z 7\161, Z }\]e]> =
ieM ieM jeEM

Damit ist gezeigt, dass jedes (nicht notwendig endliche) Orthonormalsystem linear

7\in(€1, Cj) = ZP\|2
M

Lj€ ieM
unabhdngig ist.

6.4 Satz (Besselsche Ungleichung). Sei I endlich oder 1 = N und set (e;)ic; ein
Orthonormalsystem. Dann gilt

> lxye)l* < |[x|* fiir alle x € E.

iel
6.5 Satz. Sei E ein Prdhilbertraum, sei (e,)nen ein Orthonormalsystem in E.
Dann sind aquivalent
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(a) (en)nen st vollstindig,
(b) (en)nen st eine Schauderbasis,

(c) fiir jedes x € E gilt die Parsevalsche Gleichung

[eo]

3 06 el = [l

n=1

o0

n=1 (X, en)en fur alle x.

Wenn (en)nen vollstdndig ist, dann gilt x = )_

6.6 Satz. Sei I eine Indermenge und (e;)ic; ein Orthonormalsystem in einem
Hilbertraum H. Dann 1st (e;)ic1 genau dann vollstandig, wenn es kein x € H\ {0}
gibt mat x L e; fur alleie 1.

6.7 Satz (Gram-Schmidt Orthogonalisierung). Set E ein Prdhilbertraum, set (Xn)nen
eine Folge linear unabhdngiger Elemente von E. Dann ezistiert ein Orthonor-
malsystem (e, )neny mit

LH{xi,...,xn} = LH{ey,...,e,} fiir alle n € N.

Beweis. Die e, werden rekursiv definiert. Setze e; = ||x;]|7'x;. Seien nun ey,...,e,
bereits bestimmt, dann setze

n

Yntl = Xnt1 — Z(th ej)e;.

j=1

Wegen der linearen Unabhangigkeit der x; gilt yn1 # 0. Auflerdem ist klar, dass
Yns1 L e fiir j < n. Setze eni1 = [|[Yni1l| 'Yns- O

6.8 Definition. Ein normierter Raum heif}t separabel, wenn er eine abzahlbare dich-
te Teilmenge besitzt.

6.9 Beispiel. (a) Fiir 1 < p < oo ist der P sparabel. Der ¢, ist separabel. Der {*°
ist nicht separabel.

(b) Offenbar impliziert die Existenz einer Schauderbasis die Separabilitat.

(c) Enflo konstruierte in einem 1973 verdffentlichten Artikel einen separablen Ba-
nachraum ohne Schauderbasis.

6.10 Satz. Sei E ein separabler Prdhilbertraum. Dann besitzt E ein héchstens
abzahlbares, vollstandiges Orthonormalsystem.

6.11 Korollar. Jeder unendlich-dimensionale, separable Hilbertraum ist isome-
trisch isomorph zum {%.
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6 Orthonormalsysteme

Bemerkung. Ein Unterraum E eines normierten Raums F heiit Hyperebene, wenn
er der Kern eines stetigen, linearen, nicht-trivialen Funktionals ist. Aus dem Korollar
ergibt sich sofort, dass jeder unendlich-dimensionale, separable Hilbertraum isomorph
zu allen seinen Hyperebenen ist.

Andererseits erhielt Timothy Gowers 1998 die Fields-Medaille unter anderem fiir
das folgende Ergebnis:

Es gibt einen unendlich-dimensionalen, separablen Banachraum, der zu kei-
ner seiner Hyperebenen isomorph ist.

6.12 Definition. Es sei (A, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Kette in A ist eine
total geordnete Teilmenge, also eine Teilmenge, in der je zwei Elemente vergleichbar
sind.

6.13 Satz (Zornsches Lemma). Set (A, <) eine partiell geordnete, nichtleere Men-
ge, in der jede Kette eine obere Schranke besitzt. Dann besitzt A ein mazimales
Element.

Wir zeigen als Beispiel fiir die Anwendung des Zornschen Lemmas den Satz, dass
jeder Vektorraum eine (Hamel-)Basis besitzt. Zur Vorbereitung benétigen wir das
folgende Lemma.

6.14 Lemma. Se: B ein k-Vektorraum und ser B C E eine linear unabhdngige
Teilmenge. Dann sind gleichwertig

(a) B ist eine mazimale linear unabhdngige Teilmenge von E, d. h. es gibt keine
echte Obermenge von B, die ebenfalls linear unabhangig ist.

(b) B ist eine Basis von E.

6.15 Satz (Basisergdnzungssatz). Es seien E ein k-Vektorraum und M C E eine
linear unabhangige Teilmenge. Dann gibt es eine Basis B von E mit M C B.

6.16 Satz. Es ser H ewn Hilbertraum. Jedes Orthonormalsystem in H ldsst sich
zu ewner Orthonormalbasis erginzen.

6.17 Definition. Eine Reihe } [, v; in einem normierten Raum konvergiert unbe-
dingt, wenn fiir jede Permutation 7t von N die Reihe } [, vy(;) konvergiert und dieser
Wert nicht von 7t abhangt.

Bemerkung. Sei (a;)jen eine Folge in [0, 00[. Wenn die Reihe Z;’i] a; konvergiert,
dann konvergiert sie unbedingt. Man kann den Grenzwert ganz ohne Verwendung

der Ordnung ausdriicken, es gilt namlich

iaj:sup{zaj

j=1 jeM

MCN endlich} )
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6.18 Satz. Es sei (¢j)jen etne Orthonormalbasis in einem Hilbertraum H. Fir
jedes x € {> konvergiert die Reihe Z;’i] xje; unbedingt.

Speziell konvergiert fiir jedes v € H die Reihe Z;’; (v, ej)e; unbedingt gegen v.
6.19 Definition. Sei X ein kompakter topologischer Raum. Ein Unterraum A C

C(X,R) ist eine Unteralgebra von C(X,R), wenn A die konstanten Funktionen und
zu je zwel Funktionen f, g € A deren Produkt fg enthalt.

6.20 Lemma. Seiten X ewn kompakter topologischer Raum und A C C(X,R) eine
abgeschlossene Unteralgebra von C(X,R). Falls f € A keine negativen Funkti-
onswerte annimmt, so liegt /T in A.

6.21 Satz. Ser X ein kompakter topologischer Raum, und sei A eine abgeschlos-
sene Unteralgebra von C(X,R). Falls A die Punkte von X trennt, d. h. falls es
zu je zwer x,y € X mit x #y ewn f € A mat f(x) # f(y) gibt, so gilt A = C(X,R).

6.22 Theorem (Satz von Stone-Weierstral). Seien X ein kompakter topologischer
Raum und A eine abgeschlossene Unteralgebra von C(X,C) mit den folgenden
Eigenschaften

(a) A tremnt die Punkte von X,
(b) mit f liegt auch f in A.
Dann A = C(X,C).

6.23 Theorem (Weierstrafischer Approximationssatz). Sei X # () eine kompakte
Teilmenge des R™. Dann kann jede stetige Funktion auf X gleichmdfsig durch
Polynome approximiert werden.

Der Beweis benotigt den erst weiter unten gezeigten Satz 6.30.

6.24 Satz. Fiir ein kompaktes Intervall I = [a,b] und f € C*®(]a,b[)NL'[a, b] mit
f(x) > 0 fir alle x € ]a,b[ ser das Borelmaf w auf I definiert durch

w(M) = JMfdM.

Ferner sei (pn)nen €in Orthonormalsystem im 1*(u), dessen lineare Hiille gleich
dem Raum der Polynome ist. Dann ist (pn)nen eine Orthonormalbasis des L2(w).

6.25 Beispiel. (a) In den Ubungen wird gezeigt, dass die durch

i+l 1 a4 )
Pn(x) = 2 il an(] _Xz) y ME NO>

definierten Legendre-Polynome ein Orthonormalsystem im [?[—1,1] sind. Da
der Grad von P, gleich n ist, besteht ihre lineare Hiille aus allen Polynomen.
Aus diesem Grund bilden die Legendre-Polynome eine Orthonormalbasis des
L2[-1,1].

23



6 Orthonormalsysteme

(b) Durch u(M) = [}, j)%jz) wird ein endliches Borelmaf3 auf [—1, 1] gegeben. In

den Ubungen wird ebenfalls gezeigt, dass die durch
T.(x) = cos(narccos(x)), mn € Ny,

gegebenen Tschebyschow-Polynome ein Orthogonalsystem im [%(n) bilden. Nor-
miert man die Tschebyschow-Polynome, so erhadlt man eine Orthonormalbasis
des L?(p), da T,, den Grad n besitzt.

6.26 Definition. Fiir m € Z sei e,, € C([0, 1], C) definiert durch
em(x) = e,

Ein trigonometrisches Polynom ist eine endliche Linearkombination der e,,.

6.27 Satz. Die trigonometrischen Polynome sind dicht in

Cper([o)”)(c) = {f € C([O)H)C) | f(O) = f(])}

6.28 Definition. Der Trdger Supp f einer stetigen Funktion f: X — K ist gleich

Suppf ={x € X| f(x) # 0}.

Eine Testfunktion ist eine Funktion ¢ € C*(X) mit kompaktem Trager. Der Raum
aller Testfunktionen wird mit D(X) bezeichnet.
Eine Funktion f liegt in L] _(Q), wenn es zu jedem x € Q eine Umgebung U von x

loc

gibt, so dass die Einschrankung von f auf U in L'(U) liegt.

Ich erinnere an Lemma 14.21 aus der Einfilhrung in die partiellen Differentialglei-
chungen im WS 2022/23:

6.29 Lemma. Ser U C R™ offen, set g € L] _(U) mat J"u(PQCD\n = 0 fir alle
@ € D(U). Dann g =0.

6.30 Satz. Das Borelmaf 1 sei definiert wie in Satz 6.24. Dann sind die Test-
funktionen dicht in L%(u).

Beweis. Fir F = D(]a,b[) sei g € F-, wobei L beziiglich des Skalarprodukts im
[%(u) zu verstehen ist. Wegen Bemerkung 5.15 muss nur g = 0 gezeigt werden. Sei
dazu ¢ € D(]a, bl) beliebig. Setzen wir }(x) = 22, so gilt 1 € D(Ja, b[) und daher
noch Wahl von ¢

0 =J gtbdu:J g dA;.
[a,b] [a,b]

Da ¢ beliebig gewdhlt war, folgt g = 0 aus Satz 6.30. O]

6.31 Satz. Die Funktionen (e, )mecz bilden ein vollstandiges Orthonormalsystem
wn L2[0,1].
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6.32 Beispiel. Sei E = 1%([0,1]), versehen mit dem Lebesguemaf. Die Funktionen

eO(t) = ]»
er(t) = V2 cos(kt), k € N,
er(t) = V2sin(kt), —k €N,

bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in L2([0, 1]).
Die Orthonormalitat rechnet man sofort nach. Die Vollstandigkeit folgt aus dem
vorstehenden Satz.

6.33 Bemerkung. Fiir ein f € L?[0, 1] und (ey)cz eine der beiden zuletzt vorgestell-
ten Orthonormalbasen bezeichnet man die Reihe

o0

Z (f» ek)ek

k=—o0

als Fourierrethe von f. Es ist sofort klar, dass die Fourierreihe in [? [0, 1] konvergiert.
Eine ausfiihrliche Behandlung der Fourierreihen bietet das Buch “Fourier Analysis”
von Korner.

6.34 Beispiel (Ohne Beweis). Die Hermaite-Polynome sind definiert als

dTl
he(x) = (=1 —e ™, n e N,.
dxn
Die Hermate- Funktionen sind definiert als
1

— —x2/2
Hn(x) - %\/Zn—me hn(x)) ne N()'

Die Hermite-Funktionen bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in L?(RR).
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¢ Dualraume

7.1 Satz. Sez E ein normierter Raum. Dann ist sein Dualraum B’ ein Banach-
raum.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des folgenden.

7.2 Satz. Seien E ein normierter und F ein Banachraum. Dann st L(E,F) ewn
Banachraum.

7.3 Satz. Fir p mit 1 <p < oo wihle ¢ mit 1 < q < oo, so dass + ¢ =1. Dann
gult (€°)" = (9.
Genauer gult folgendes: Die Abbildung

T: 09 — (Rp)/, (TX)(H) = ixnym
n=I1

15t ewn 1sometrischer Isomorphismus.
7.4 Satz. ¢/ = (' mit derselben Abbildung wie Satz 7.3.
Beweis. Ubung. O

Bemerkung. Man kann auch den Dualraum von {* angeben, er ist aber hafllich. Man
findet diese Darstellung z.B. im ersten Band der Trilogie von Dunford und Schwartz.

Erinnerung: Ein Mafiraum (Q, X, i) heit o-endlich, wenn es eine Folge (E.)nen
messbarer Mengen gibt, so dass Q =, ; E, und u(E,) < oo fiir alle n.

7.5 Satz. Se1 1 < p < oo und ser (Q,X,u) ein o-endlicher MafSraum. Es gelte
% + 15 = 1. Dann definiert

TL) (W), (To)f) = | fadu
Q
einen 1sometrischen Isomorphismus.

Einen Beweis findet man bei Meise und Vogt, Satz 13.13, oder Werner, Satz 11.2.4.

7.6 Lemma. Die Topogie des Fréchetraums F sei gegeben durch die separie-
rende Folge (pn)nen von Halbnormen. Dann wird sie auch gegeben durch die
Folge (qn)nen mit qn = MaXm<n Pm-

7.7 Satz. Es ser F ein Fréchetraum, dessen Toplogie durch die separierende
Folge (pn)nen von Halbnormen gegeben wird. Eine lineare Abbildung T: F — K st
genau dann stetig, wenn es ein n € N und ein C > 0 gibt, so dass |Tx| < Cpn(x)
fur alle x.
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8 Der Satz von Hahn-Banach

8.1 Definition. Ein sublineares Funktional auf einem R-Vektorraum E ist eine
Funktion p: E — R mit den Eigenschaften

(a) p(Ax) = Ap(x) fiir alle A > 0, x € E,

(b) p(x+y) <plx) +ply) fiir alle x,y € E.

8.2 Beispiele. (a) Jede Halbnorm auf einem R-Vektorraum ist ein sublineares Funk-
tional.

(b) Ein sublineares Funktional, das nicht von dieser Form ist, wird gegeben durch

p:{* =R, x+— limsupx,.
n—oo

8.3 Lemma. Es seien E ein R-Vektorraum, p ewn sublineares Funktional auf E,
G C E ein Unterraum und Y: G — R linear mit Y(x) < p(x) fiir alle x € G. Dann
existiert fir jedes z € E\ G ewne lineare Abbildung Yi: H=LH(G U{z}) - R mat
Yilg =Y und Y;(x) < p(x) fiir alle x € H.

8.4 Theorem (Satz von Hahn-Banach). Seien E ein R-Vektorraum, p ein sub-
lineares Funktional auf E, F C E ein Unterraum und y: F — R ein lineares
Funktional mit y(x) < p(x) fiir alle x € F. Dann ezistiert ein lineares Funktio-
nal Y auf E mit Y[r =y und Y(x) < p(x) fir alle x € E.

8.5 Satz. Set E ein K-Vektorraum, sei p eine Halbnorm auf E, ses F C E ein
Unterraum, und sei y: F — K linear mit |y(x)| < p(x) fir alle x € F. Dann
existiert Y: E — K linear mut Y|y =y und |Y(x)| < p(x) fiir alle x € E.

8.6 Korollar. Set E eitn normierter K-Vektorraum, sei F C E ein Unterraum,
und sety € F'. Dann existiert Y € E' mit Y| =y und ||Y]| = |ly]|.

8.7 Korollar. Se: E ewn Fréchetraum, ses F C E ein Unterraum und sety: F - K
stetig und linear. Dann existiert eine stetige, lineare Abbildung Y: E — K mat
Ylr=vy.
8.8 Korollar. In jedem normierten Raum E ezxistiert zu jedem x € E, x #0, ewn
y et miat

[yl =1 und y(x) = [|x]|.
Speziell trennt B’ die Punkte von E, d.h. zu je zwei verschiedenen Punkten
x1,X2 € B ezistiert y € B mat y(x1) #y(xz).
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8 Der Satz von Hahn-Banach

8.9 Korollar. In jedem normierten Raum gilt fir jedes x € E

x|l = max{ly(x)| |y € &', Jyll = 1}.

8.10 Definition. Sei E ein Vektorraum. Eine Teilmenge A C E heifit konvez, wenn
Ax + (1 —A)y € A fiir alle x,y € A und A € [0, 1].

8.11 Definition. Sei E ein Vektorraum, sei A C E. Das Minkowskifunktional
pa: E — [0, 00] wird definiert als

Pal(x) :inf{A >0 ' ; € A}
mit der Vereinbarung inf () = co.

8.12 Bemerkung. (a) Es sei A konvex mit 0 € A. Falls pa(x) < 1, so gibt es ein
0 <A <1 mit § €A und daher auch x =A$ + (1 —=AJ0 € A,

(b) Ist A die offene Einheitskugel eines normierten Raums E, so ist pa = ||-|.

8.13 Lemma. Sei E ein normierter Raum und seir U C E konvex mit B.(0) C U.
Dann gelten

(a) pu < {1,
(b) pu ist sublinear,
(c) ist U offen, so gilt U =py'([0,1]).

8.14 Lemma. Set E ein normierter Raum und ser V C E konver und offen mit
0¢V . Dann existiert y € £/ mat

Rey(x) < 0 fiir alle x € V.

8.15 Theorem (Hahn-Banach Trennungsatz (Mazur)). Se: E ein normierter Raum.
V1, V; C E seien konvez, aufSerdem sei V; offen. Es gelte V1NV, = (). Dann exis-
tierty € E' mait

Rey(vi) < Rey(vz), vi € Vi, v, €V,

8.16 Theorem (strikter Hahn-Banach Trennungsatz (Mazur)). Se: E ein normauer-
ter Raum. V C E set konvex und abgeschlossen, und set x ¢ V. Dann ezistieren
y €t und e >0, so dass

Rey(x) < Rey(v) — € fir allev e V.

8.17 Definition. Es seien E ein normierter Raum und F C E ein Unterraum. Der

Raum
Fr={y et |y(x) =0 fiir alle x € F}

heifit Annihilator von Fin E’.
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8.18 Korollar. Seien E ein normierter Raum und F C E ein Unterraum. Dann
sind dquivalent

(a) F ist dicht in E,
(b) T+ = {0}

8.19 Theorem. Es set 3 C R"™ offen und es se1 1 < p < oo. Dann sind die
Testfunktionen dicht in LP(Q).

In Theorem 15.18 der Einfiihrung in die Partiellen Differentialgleichungen hatten
wir einen dhnlichen Satz gezeigt. Dort wurden die Testfunktionen explizit mittels
Faltung konstruiert. Der Fall p = 1 war eingeschlossen.

8.20 Satz. Sei E ein normierter Raum, dessen Dualraum E’ separabel ist. Dann
1st auch E separabel.
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9 Schwache Konvergenz und
Reflexivitat

9.1 Notation. Fiir T € E’ und x € E schreiben wir (T, x) fiir T(x).

9.2 Definition. Sei E ein normierter Raum. Eine Folge (x,)nen konvergiert genau
dann schwach gegen x € E, wenn fiir jedes T € B’ gilt lim,,_,, (T, xn) = (T, x).

9.3 Bemerkung. Jede konvergente Folge ist offenbar auch schwach konvergent.

9.4 Bemerkung. (Fiir Teilnehmer der “Einfiihrung in die Topologie” ) Die schwache
Topologie ist die grobste Topologie, die alle Mengen der Form {x € E | (T, x —y)| <
e}, TEE, € >0,y € E, enthalt.

Eine Folge konvergiert genau dann schwach im Sinne der Definition 9.2, wenn sie
in der schwachen Topologie konvergiert.

Die schwache Topologie ist i. A. nicht metrisch.

9.5 Beuspiel. Die Folge (en)neny im €P, 1 < p < o0, ist eine schwache Nullfolge.

Zum Beweis sei ein beliebiges y € ({P)’ = {9 gegeben, wobei q der zu p konjugierte

Exponent ist. Dann (y,e) = y; — 0 da } %i|yj|? < co und y daher eine Nullfolge

ist. Man sieht daraus, dass die Einheitssphére im {P nicht schwach abgeschlossen ist.
Die Folge (en)ncn konvergiert aber nicht in der Norm.

9.6 Lemma. Es sei (X, )nen eine Folge im normierten Raum E. Sie konvergiere
schwach gegen x und gegen y. Dann gilt x =y.

9.7 Satz. Es sei E ein normierter Raum, und set E” = (E’)’ sein Bidual. Die
Abbildung

J;E=EY JX)(y) =y,
st eine Isometrie auf thr Bild, d. h. es gilt ||J(x)|| = ||x|| fir jedes x € E.

9.8 Definition. Ein normierter Raum E, fiir den die Abbildung J: E — E” aus
Satz 9.7 surjektiv (also ein Isomorphismus) ist, heifit refleziv.

9.9 Bemerkungen. (a) Jeder reflexive normierte Raum ist vollstandig.

(b) Wenn E reflexiv ist, so ist E = E”. Die Umkehrung gilt nicht. Beispielsweise
hat James in 1951 einen Raum konstruiert, der isometrisch isomorph zu seinem
Bidual, aber nicht reflexiv ist.
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9.10 Bemerkung. Sei E ein normierter Raum, sei J: E — E” die isometrische Einbet-
tung in seinen Bidual. Dann einerseits E = J(E), andererseits ist ](_E) ein Banachraum.
Wir haben gesehen, dass jeder normierte Raum E dicht in einem Banachraum X liegt,
derart, dass die Norm auf E die Einschrankung der Norm auf X ist. Man bezeichnet

J(E) als vollstandige Hulle von E.

9.11 Satz. Set E ein Banachraum. E st genau dann reflexiv, wenn E’ reflexiv
15t.

9.12 Satz. Sei 1 ein 0-endliches MafS. Fir 1 <p < oo sind (7 und LP(u) refleziv.
Dagegen sind co, {' und (* nicht refleziv.

9.13 Satz. Hilbertrdume sind reflexiv.

9.14 Satz. Abgeschlossene Unterrdume reflexiver Raume sind reflexiv.

9.15 Satz. Es set E ein normierter Raum mat separablem B’ und es set (X, )nen
eine beschrdnkte Folge in E. Dann besitzt sie eine Teilfolge (xn, )xen derart, dass
fiir jedes y € B’ die Folge (y(xn,))\cy konvergiert.

Das folgende Theorem stammt fiir den ¢* von Hilbert. Der allgemeine Fall ist von
Banach.

9.16 Theorem. In einem reflexiven Raum E besitzt jede beschrankte Folge eine
schwach konvergente Teilfolge.

9.17 Satz (Mazur). Es sei E ein normierter Raum, es sei C C E eine konveze,
abgeschlossene Menge, und es sei (X, )nen eine Folge in C. Wenn (X, )nen Schwach
gegen x konvergiert, so git x € C.

9.18 Bezeichnung. Die konveze Hiille einer Teilmenge M eines K-Vektorraums E
ist die kleinste konvexe Teilmenge von E, die M umfasst. Sie besteht aus allen endli-
chen Summen der Form } [, Ajx; wobei x; € M und Ay,..., A > 0mit 3 % Ay = 1.

9.19 Satz. Es seir E ein normierter Raum und es set (Xn)nen €ine Folge in E,
die schwach gegen x konwvergiert. Dann gibt es zu jedem € > 0 ezn m € N und
Zahlen s, > 0, so dass ) - sk =1 und

m
E SkXk — X
k=1

9.20 Definition. (a) Es sei E ein K-Vektorraum und es sei C C E konvex. Eine
Funktion F: C — R heif3t konvez, wenn fiir alle m € N, alle x4,...,x, € C und
alle Ajy...,Ap > 0mit 3° ") Ay =1 gilt

F (Z )\ij) < Z }\jF(Xj).

=1

< €.
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9 Schwache Konvergenz und Reflexivitdt

(b) Seien E ein normierter Raum und QO C E. Eine Funktion F: Q — R heift
unterhalbstetig in xo € (), wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass fiir
alle x € Q mit ||x—x|| < & bereits F(x) > F(xo)—e gilt. Sie heiflt oberhalbstetig,
wenn —F unterhalbstetig ist.

Also ist eine Funktion F: O — R genau dann stetig, wenn sie unterhalb- und
oberhalbstetig ist.

9.21 Satz. Fs set E ein refleziver Banachraum und es sei ) # C C E eine abge-
schlossene, konvexe Menge. Ferner set F: C — R eine nach unten beschdankte,
unterhalbstetige, konvere Funktion, so dass fiur jede Folge (Xn)neny tn C mit
lim, oo|[xXn]| = o0 auch lim,_,. F(x,) = oo gilt. Dann besitzt F ein Minimum
wn C.

Einen Spezialfall hatten wir als Theorem 18.18 der Einfiihrung in die partiellen
Differentialgleichungen hergeleitet, wobei wir damals das Theorem 9.16 von Hilbert
und Banach und den Satz 9.19 von Mazur nicht gezeigt hatten.
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10 Der Bairesche Kategoriensatz

10.1 Satz. Sei X ein vollstandiger metrischer Raum, sei X = |J,_; M., wobet
alle M, abgeschlossen sind. Dann besitzt mindestens eine der Mengen M,, einen
inneren Punkt.

10.2 Definition. Seien X ein metrischer Raum und M eine Teilmenge von X. M heifit
nirgends dicht in X, falls M keinen inneren Punkt besitzt. M heit von erster Kate-
gorie in X, wenn M abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist. Andernfalls
heiflt M von zweiter Kategorie in X.

10.3 Theorem (Bairescher Kategoriensatz). Ein vollstindiger metrischer Raum
1st von zweiter Kategorie in sich.

10.4 Definition. Seien X und Y topologische Raume. Eine Abbildung f: X — Y heifit
offen, wenn fiir jede offene Teilmenge U von X die Bildmenge f(U) ebenfalls offen
ist. Sie heifit abgeschlossen, wenn fiir jede abgeschlossene Teilmenge U von X die
Bildmenge f(U) ebenfalls abgeschlossen ist.

10.5 Bemerkung. (a) Die Abbildung f: R — R, x +— x?, ist nicht offen, denn

(b) Die Abbildung g: R* — R, (x,y) — X, ist nicht abgeschlossen, denn

g({(x,y) [xy =1} = R\{0}.

(c) Eine lineare Abbildung A: E — F zwischen zwei normierten Rdumen ist genau
dann offen, wenn das Bild jeder Nullumgebung eine Nullumgebung ist.

10.6 Lemma. Seien X und Y metrische Rdume, ser X vollstandig. Sei f: X =Y
stetig mit der folgenden Eigenschaft

Ve > 036 > 0Vx € X: f(B(x)) D Bs(f(x)). (10.1)

Dann st f offen.

10.7 Satz. Seien E ein Banachraum und F ein normierter Raum. Die Abbildung
A:E — F ser linear und stetig und erfille

Ve > 036 > 0:A(B.(0)) D Bs(0).

Dann st A offen und surjektiv.
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10 Der Bairesche Kategoriensatz

10.8 Lemma. Seien E und F normierte Raume und sei A € L(E,F). Falls A(E)
in F von zweiter Kategorie ist, so existiert zu jedem € > 0 ein & > 0 mat
A(B(0)) D Bs(0).

10.9 Satz. Seien E ein Banachraum und F ein normierter Raum. Seir A € L(E,F)
so, dass A(E) in F von zweiter Kategorie ist. Dann ist A offen und surjektiv.

Der Bairesche Kategoriensatz besagt, dass die Bedingung an A automatisch erfiillt
ist, falls A surjektiv und F vollstandig ist.

10.10 Theorem (Satz von der offenen Abbildung). E und F seten Banachrdume.
A:E — F ser linear, stetig und surjektiv. Dann st A offen.

10.11 Theorem (Banachscher Isomorphiesatz). E und F seien Banachrdume, A €
L(E,F) set byektiv. Dann ist A ein Isomorphismus.

10.12 Korollar. E und F seten Banachraume. Fir A € L(E,F) sind dquivalent:
(a) A st injektiv und Bild A st abgeschlossen in F,
(b) A ist ein Isomorphismus zwischen E und Bild A,
(c) es gibt ¢ > 0, so dass ||Ax|| > c||x|| fir alle x € E.

10.13 Definition. Seien X und Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Der Graph
von f ist die Menge
G(f) = {(x,f(x)) [ x e X} C X x Y.

10.14 Bemerkungen. (a) Falls E und F Vektorrdume sind, so ist G(f) genau dann
ein Unterraum von E x F, wenn f linear ist.

(b) Falls X und Y metrische Rdume sind und f stetig ist, so ist G(f) abgeschlossen.
Die Umkehrung gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt

1

- t#0
f:RoR, t—{t 70,

0, t=0.

10.15 Lemma. Seien E und F normierte Raume, und sei A: E — F linear. Dann
1st G(A) genau dann abgeschlossen, wenn fir jede Nullfolge (x,)nen, flr die
(Axn)nen gegen ein Element y € F konvergiert, bereits y =0 gilt.

10.16 Theorem (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Es seien E und F Ba-
nachrdume. Die Abbildung A: E — F set linear, und thr Graph set abgeschlossen
in E X F. Dann st A stetig.

Als Anwendungsbeispiel zeigen wir den folgenden Satz.
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10.17 Satz. Seien ||| und ||-||, 2wet Normen auf einem K-Vektorraum E. Falls
Linearformen y: E — K genau dann stetig bzgl. ||-||; sind, wenn sie stetig
bzgl. ||-|l2 sind, so sind die Normen ||-||y und ||-||, dquivalent.

10.18 Theorem (Prinzip von der gleichméafiigen Beschranktheit). Seien E ein Ba-
nachraum und F ein normierter Raum. Ser A C L(E,F) so, dass supac||Ax|| < o0
fiir jedes x € E. Dann suppc 4/|A|| < 0.

10.19 Satz. Seien E ewn normierter Raum und M eine Teilmenge von E, so dass
SUpP,em|y(x)| < oo fiir jedes y € E'. Dann sup,cu||x|| < oo.

10.20 Definition. Seien E und F normierte Raume.
(a) M C E heiit beschrankt, wenn sup, .y ||x|| < oo.
(b) M C E heit schwach beschrdnkt, wenn sup,y|y(x)| < oo fiir alley € E'.

(c) A C L(E,F) heifit punktweise beschrdnkt, wenn {Ax | A € A} fiir jedes x € E
beschrankt ist.

10.21 Korollar. (a) In einem normierten Raum st jede schwach beschrinkte
Menge beschrankt.

(b) Jede punktweise beschrinkte Menge in L(E,F) st beschrinkt, falls E ein
Banachraum 1st.

10.22 Satz. Set E ein Banachraum, set F ein normierter Raum, und set (A, )nen
ewne Folge wn L(E,F). Falls (AnX)nen fiir jedes x € E konvergiert, so wird durch

A:x— lim Ax

n—oo
ein A € L(E,F) gegeben.

10.23 Lemma. Seien E ein normierter Raum, F ein Banachraum und M ei-
ne dichte Teilmenge von E. Gegeben sei eine Folge (An)nen tn L(E,F) mit den
folgenden Eigenschaften

(a‘) SupneN”AnH < 00,
(b) fiir jedes x € M ist (A, X)nen etne Cauchyfolge in F.

Dann konvergiert (Anx)nen flir jedes x € E, und durch A: x — lim,_,., Anx wird
ein A € L(E,F) definiert mit ||A| < sup,enl/Anll-

10.24 Theorem (Satz von Banach-Steinhaus). Seien E und F Banachrdume, und
set M eine dichte Teilmenge von E. Gegeben sei eine Folge (An)nen tn L(E,F)
mait den folgenden Eigenschaften
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10 Der Bairesche Kategoriensatz

(a) sup,cnly(Anx)| < co fir allex € E, y € F/,
(b) (AnX)nen 15t fiir jedes x € M etne Cauchyfolge.

Dann konvergiert (AnX)nen flir jedes x € E, und durch A: x — lim,_,., Anx wird
ein A € L(E,F) definiert.

Als Anwendung zeige ich die Existenz einer stetigen, 27t-periodischen Funktion mit
divergenter Fourierreihe.

10.25 Definition. Mit C,, werde der Unterraum von {*(R, C) bezeichnet, der aus
allen stetigen, 27m-periodischen Funktionen besteht. Fiir f € C,; und k € Z definiere
den k-ten Fourierkoeffizienten durch

N 1 27t )
f = —J f(t)e ™tdt.
27 ),

Die Fourierreihe t — ) ° fieikt konvergiert nach Satz 6.31 in L?[0, 27].

10.26 Satz. Es gibt eine Funktion f in C,,, deren Fourierreihe im Punktt =0
dwerguert.
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11 Transponierte Operatoren

11.1 Definition. Seien X und Y normierte Rdume, und sei T € L(X,Y). Der trans-
ponzerte Operator T' € L(Y’,X’) wird definiert durch

(Ty)(x) =y(Tx), yeY,xeX

Es ist klar, dass in der Tat T’ € L(Y’, X’). In der Schreibweise mit spitzen Klammern
ist T" erklart durch (T'y,x) = (y, Tx).

11.2 Beispiele. (a) Sei A: R™ — R™ linear. Wir identifizieren A mit der Matrix

(c)

(aji)j=1,.,m und (R™)" mit R™ via (y,w) = 3, yjw;. Dann gilt fir y € (R™)’
i=1,...n
und x € R"

Y, A) =D ) axa = (ATy,x).
=1 i=t
Also wird A’ durch die transponierte Matrix gegeben.

Sei t: X — Y die Einbettung des Unterraums X nach Y. Dann /(y)(x) = y(x)
fiiry € Y und x € X . Also V'(y) = ylx-.

Sei 1 <p < oo, und sei T € L({?) der Linksshift
T(X],Xz,...) = (Xz,Xg,...).

Wir identifizieren (£P)’ mit {9, wobei q der zu p konjugierte Exponent ist. Wir
schreiben die Identifikationsabbildungen nicht mehr explizit hin. Dann gilt fiir
ye ) =09und x €’

(TYE) =y(TX) =D YnXni1 = ) Yn1Xn =wW(x)
n=1 n=2

fur

0, n=1,
Wy, =
Yn—1, sonst.

Also ist T’ der Rechtsshift

Tl(yhyl»---) = (0>y1,92>-~)-
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11 Transponierte Operatoren

(d) Sei k € L%([0,1]). Sie werden in den Ubungen zeigen, dass dann ein Operator
T € L(L%([0,1])) gegeben wird durch

1
Ti(f)(s) = J k(s, t)f(t) dt.

Dann gilt T = T; fiir k(s,t) = k(t,s). Auch das wird in den Ubungen gezeigt.

11.3 Satz. (a) Die Abbildung T — T’ von L(X,Y) nach L(Y',X’) st linear und
isometrisch (aber, wie spdter gezeigt werden wird, . a. nicht surjektiv).

(b) (ST) =T'S’ fiir T L(X,Y), S € L(Y, Z).

11.4 Definition. Es seien E ein normierter Raum und F ein Unterraum vom E’. Der
Raum
Fi={x€E|y(x)=0firalley € F}

heiflt Annihilator von F in E.
Wenn man sich auf reflexive Raume beschrinkt, kommt man mit F* aus.
11.5 Lemma. Wenn H ein Unterraum von E’ ist, dann gt H C (H,)*.

11.6 Satz. Seien E und F normierte Raume, und setr T € L(E,F). Dann
BildT = (ker T') .

11.7 Korollar. Seien E,F normierte Raume, set T € L(E,F) ein Operator mait
abgeschlossenem Bild. Seiy € F. Die Gleichung Tx =y besitzt genau dann eine
Losung x, wenn die folgende Implikation gilt:

Tz=0=2zy)=0, zeF.

Ob ein Operator abgeschlossenes Bild besitzt, hatten wir — zumindest fiir injektive
Operatoren — in Korollar 10.12 untersucht.

11.8 Satz. Seiten E und F Banachrdume, set A € L(E,F).
(a) Falls Bild A abgeschlossen ist, so gilt Bild A = (ker A’) .
(b) (BildA)* =ker A’.
(c) Falls Bild A abgeschlossen ist, so gilt Bild A’ = (ker A)*L.
(d) (BildA’), = kerA.

Insbesondere folgt aus der Abgeschlossenheit von Bild A die Abgeschlossenheit
von Bild A’.
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12 Kompakte Operatoren

12.1 Definition. (a) Eine Teilmenge A eines metrischen Raums heifit relativ kom-
pakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist.

(b) Seien E und F normierte Rdume. Eine lineare Abbildung A: E — F heifit kom-
pakt, wenn A(B;(0)) relativ kompakt ist. Wir definieren K(E,F) ={A: E — F|
A kompakt} und K(E) = K(E, E).

(c) Eine lineare Abbildung A: E — F besitzt endlichen Rang, wenn ihr Bild end-
liche Dimension hat.

Wegen des Satzes von Heine-Borel sind stetige lineare Abbildungen von endlichem
Rang kompakt.

Wir zeigen nun, dass die Identitdt id: E — E nicht kompakt ist, wenn E unendliche
Dimension hat. Dazu benotigen wir etwas Vorbereitung.

12.2 Lemma (Rieszsches Lemma). Set F ein abgeschlossener Unterraum des nor-
mierten Raums E mit F # E. Fir jedes d mit 0 < & < 1 exwstiert x € E mat ||x]| =1
und

Ix—ul| >1—-08 fiir alleueF.

12.3 Satz. Fir einen normierten Raum E sind dquivalent:
(a) dimE < oo,
(b) {x € E||x|| < 1} 15t kompakt,
(c) jede beschrinkte Folge in E besitzt eine konvergente Teulfolge.
Speziell 1st id: E — E genau dann kompakt, wenn dimE < co.

12.4 Bemerkung. Pitt hat gezeigt, dass fiir 1 < p < q < oo jedes A € L(£9,¢P)
kompakt ist. Man findet den Satz als Proposition 2.c.3 in Lindenstrauss und Tzafriri,
Classical Banach Spaces I

12.5 Satz. Seien E ein normierter und F ein Banachraum. Dann ist K(E,F) ein
abgeschlossener Unterraum von L(E,F).

12.6 Korollar. Seien E ein normierter und F ein Banachraum, und seir T €
L(E,F). Falls es eine Folge stetiger linearer Operatoren von endlichem Rang
gibt, die gegen T konvergiert, so ist T kompakt.
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12 Kompakte Operatoren

Bemerkung. Eine schwierige Frage, die die Funktionalanalysis lange beschéaftigt hat,
ist, ob die Umkehrung von Korollar 12.6 gilt. Sie wurde 1973 von Enflo mit ,nein
beantwortet. Sein Gegenbeispiel ist auflerordentlich kompliziert.

12.7 Beispiel. In den Ubungen wurde gezeigt, dass fiir k € L2([0, 1]2) der zugehdrige
Fredholmsche Integraloperator gegeben wird durch

1
To: 12[0,1] — 12[0,1],  Te(f)(s) :J k(s, t)f(t)dt.
0

Fir jedes k ist T, kompakt. Das sieht man wie folgt: Fiir gegebenes ¢ > 0 ap-
proximiere k durch eine elementare Treppenfunktion T mit ||k — 1|2 < €. Es gilt
ITe — Tol| = [|[Teee]] < |k — 7]z < e. Wir zeigen, dass T, endliche Bilddimension
besitzt. Dazu schreiben wir T aus

N
=1

Also wegen Xe, x; (s, t) = Xg; (s)x; (t)

N

1 N
(s = 3@ | xe (o) (001 at = 3 (o] r(t)at)e (s
j=1 j

j=1
Also Bild T: € LH(Xg,y -+ XEn)-

12.8 Satz (Idealeigenschaft). Seien E,F, G normierte Rdume, seien T € L(E,F)
und S € L(F,G). Falls eine der beiden Abbildungen S oder T kompakt ist, so
auch die Hintereinanderausfihrung SoT.

12.9 Korollar. (a) Es seien E und F unendlich-dimensionale normierte Riume
und es set A € L(E,F) ein Isomorphismus. Dann ist A nicht kompakt.

(b) Es set 1 <p < oo mitp#2. Dann ist {P nicht isomorph zu einem Hilbert-
TQUM.

12.10 Definition. Es sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Eine Teilmenge
M C C(X) hei3t gleichgradig stetig, wenn

Ve >038 >0Vfe MVx,y € X:d(x,y) <d=|f(x)—fly)| <e.

12.11 Theorem (Arzela-Ascoli). Sei X ein kompakter metrischer Raum, sei C(X)
mit der Supremumsnorm |||, versehen, und ser M eine Teilmenge von C(X),
welche beschrdnkt und gleichgradig stetig ist. Dann ist M relativ kompakt.

Dieser Satz wird in der Funktionentheorie beweisen, weil der Satz von Montel
daraus folgt.

12.12 Theorem (Satz von Schauder). E und F seien Banachrdume, und sei A €
L(E,F). Dann ist A genau dann kompakt, wenn A’ kompakt ist.
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13 Spektraltheorie fiir kompakte
Operatoren

13.1 Definition. Seien E ein Banachraum und A € L(E).
(a) Das Spektrum von A ist definiert als
0(A) ={A € C| Aid —A ist kein Isomorphismus}.
p(A) =C\ o(A) ist die Resolventenmenge von A.

(b) A € C heifit Eigenwert von A, wenn es ein x € E \ {0} gibt mit Ax = Ax. Die
Menge
Ex={x € E| Ax = Ax} = ker(Aid —A)

heilt Eigenraum von A zum Eigenwert A. Die von Null verschiedenen Elemente
von E, heiflen Eigenvektoren von A zum Eigenwert A.

13.2 Bemerkung. Die Eigenwerte von A gehoéren offenbar zu o(A). Falls dim E < oo,
so gilt o(A) = {A € C | A ist Eigenwert von A}. Falls dimE = oo, so enthilt das
Spektrum im allgemeinen Zahlen, die keine Eigenwerte sind. Betrachte z.B. den
Operator

AP 52 x— (lxn) .
n neN

Er ist injektiv, aber nicht surjektiv. Daher gehdrt 0 zu o(A), obwohl 0 kein Eigenwert
von A ist.

13.3 Lemma. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Dann dimker(id —A) < oo.

13.4 Satz (Neumannsche Reihe). Es seten E ein Banachraum und A € L(E) ein
invertierbarer Operator. Falls fir B € L(E) gult

1
|A—=B| < 75—
AT

so st B invertierbar.
13.5 Korollar. p(A) ist offen und o(A) ist abgeschlossen.

13.6 Lemma. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Dann st Bild(id —A)
abgeschlossen.
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13 Spektraltheorie fiir kompakte Operatoren
13.7 Definition. (a) Sei E ein Vektorraum und F C E ein Unterraum. Die Kodi-
mension von F in E ist definiert als codim F = dim E/F.

(b) Seien E ein Banachraum und S € L(E). Der Operator S heifit Fredholm-
Operator, wenn sein Kern endliche Dimension besitzt und sein Bild abgeschlos-
sen ist und endliche Kodimension besitzt.

(c) Fiir einen Fredholm-Operator S auf E bezeichnet man die Zahl
ind(S) = dimker S — codim Bild S
als Index von S.

13.8 Bemerkung. Sei E = C". Dann ist offenbar jeder Operator in A € L(E) ein
Fredholm-Operator. Aus dem Rangsatz folgt sogar ind(A) = 0.

13.9 Lemma. Es set E eine normierter Raum und es set F C E ein abgeschlos-
sener Unterraum. Dann gelten

= un = .
Fr = (E/F) d F=E/F

13.10 Satz. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Dann ist id —A ein Fredholm-
Operator.

13.11 Bemerkung. Seien E ein Banachraum und A € K(E). Setze S =id —A. Dann
gilt firne N

S"=(id-A)=id— Y (;‘) (—1)"A.
j=1
Also ist S™ ebenfalls ein Fredholm-Operator. Ferner sind klar
ker(S™") O ker(S™), Bild(S™"") ¢ Bild(S"™).

13.12 Lemma. Seien E ein Banachraum, A € K(E) und S =id—A. Dann ezxis-
tiert n € N mat ker(S™) = ker(S™) fir alle m > n.

13.13 Lemma. Seien E ein Banachraum, A € K(E) und S = id—A. Dann gibt
es ein n € N, so dass fir N =ker S™ und R = Bild S™ folgendes gilt:

(a) die Kodimension von R in E st endlich,
(b) NNR={0},

(c) N+ R=E,

(d) SN C N,

(e) SR CR,
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(f) Sk: R = R, x — S(x), st invertierbar,

(9) (SN)™ =0,
(h) ind S™ = 0.

13.14 Lemma. Se: E ein Banachraum. Ein abgeschlossener Unterraum F; von E
1st komplementiert, wenn es einen weiteren abgeschlossenen Unterraum F, von E
gibt, so dass FyNF, ={0} und F, + F, = E.

Man schreibt dann E=F, @ F,.

13.15 Lemma. Seien E ein unendlich-dimensionaler Banachraum und A € K(E).
Fir jedes A € o(A) \ {0} gibt es komplementdre Unterrdume R, und N, von E,
welche von Aid —A in sich selbst abgebildet werden und fir die gelten

(a) (Nid—A)| : Ry — Ry st ein Isomorphismus,
R

(b) es gibt ein (von A abhdngiges) n € N, so dass (A\id—A)"| =0,

Na

(c) {0} # ker(Aid —A) C N, und dim N, < co; speziell ist A ein Eigenwert von A.
Ferner gelten 0 € o(A) und |A| < ||A]| fir alle A € o(A).

13.16 Lemma. Es set M C R¢ eine Menge, die hiochstens einen Hdufungspunkt
besitzt. Dann ist M hochstens abzahlbar.

13.17 Satz. Sei E ein unendlich-dimensionaler Banachraum, und set A € K(E).
Dann gelten

(a) 0 € o(A),

(b) jedes A € o(A)\ {0} ist ein Ergenwert von A, und der zugehérige Eigen-
raum E, ist endlich-dimensional,

(c) Wenn o(A) unendlich ist, dann ist O der einzige Hdufungspunkt von o(A),
(d) o(A) ist héchstens abzdhlbar,

(e) fiir A € C\{0} gilt ind(Aid —A) = 0, speziell gilt fiir A # 0 die Fredholmsche
Alternative:
Aid —A wngektiv & Aid —A surjektiv.

Das Kapitel wird abgeschlossen durch ein Beispiel zur Fredholmschen Alternative.
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13 Spektraltheorie fiir kompakte Operatoren

13.18 Beispiel. Fiir k € C([0, 1)?) betrachten wir den Volterraschen Integralopera-
tor

T: C0,1] — C0,1], T#(s) = Jsk(s,t)f(t) dt. (13.1)
0

In Satz 13.19 wird die Kompaktheit von T gezeigt. Fiir A # 0 wollen wir die Losbarkeit
der Integralgleichung
H—-—AM=g

fiir beliebiges g € CI[0, 1] zeigen. Wegen der Fredholmschen Alternative brauchen wir
dazu nur die Injektivitdt von T — Aid nachzuweisen. Da wir k durch k/A ersetzen
konnen, diirfen wir o. E. A = 1 annehmen. Sei nun f € ker(T — id). Dann gilt

()] = [TH(s)] < L\k(s,t)Hf(t)\dt < 5[Kllo o

Wir setzen diese Abschdtzung wieder in die Formel fiir Tf ein

s SZ
9(5)] = [TF(5)] < | 1k(s, Dlelol ot < IR 7]
0

Durch wiederholtes Einsetzen erhdlt man schliefilich
()] < K% Floo = 0 mit 1= oo.

Daher f = 0. Folglich ist T — Aid injektiv und wegen der Fredholmschen Alternative
auch surjektiv.
Wir haben auflerdem gezeigt, dass o(T) = {0}, denn 0 ist immer im Spektrum.

13.19 Satz. (a) Sei k € C([0,1]%). Der Fredholmsche Operator

1
F: C0,1] — C[0,1], Ff(s) :J K(s, t)f(t) dt
0

1st kompakt.
(b) Der in (13.1) definierte Volterrasche Integraloperator ist kompakt.

Bewes. Wir zeigen das zuerst fiir den Fredholmschen Operator, indem wir ihn
durch Operatoren von endlichem Rang approximieren. Sei dazu € > 0. Wegen der
gleichméafigen Stetigkeit von k existiert n € N, so dass |k(s,t) — k(s,T)| < € falls
|t — 7| < 1. Wir setzen a; = 1 und

n aj

Tuf(s) = ) k(s,q) J f(t) dt.

j=1 451
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Dann T,f € C[0, 1] und das Bild von T, liegt in der linearen Hiille der Abbildungen
s — k(s,q;),j =1,...,mn; der Operator hat also endlichen Rang. Ferner

n g

> J f(t) (k(s,t) — k(s, q;)) dt

aj—1

FH(s) — Tuf(s)] = seﬂmmﬁsqu

j=1

Also ||F —T,|| < € in der Operatornorm.
Nun approximieren wir den Volterraschen Operator durch eine Folge von Fred-
holmschen Operatoren. Fiir n € N setzen wir

k(S,t), tgs—%»
Ka(s,t) = ¢ n(s —t)k(s,t), s—1<t<s,
0, t>s.

Dann ist k,, stetig. Wir bezeichnen mit F, den zugehorigen Fredholmschen Operator.
Es gilt

[VF(s) — Fof(s)| =

Js ] (T—n(s—1t))k(s,t)f(t)dt

n

s 1
<[ s )] 8t < ko

n

Also [V~ Fy | < Ko a
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14 Beschrdnkte selbstadjungierte
Operatoren

14.1 Definition. Seien E und F Hilbertraume, und sei A € L(E,F). Fiir jedes y € F
ist x — (Ax,y) stetig. Aus dem Rieszschen Darstellungsatz folgt daher die Existenz
eines eindeutig bestimmten Elements A*y € E mit (Ax,y) = (x, A*y) fiir alle x € E.
Die Abbildung A*: F — E ist die Adjungierte von A.

14.2 Bemerkung. A* € L(F E). Die Linearitdt ist klar. Aus dem Rieszschen Dar-
stellungsatz wissen wir, dass ||A*y|| gleich der Norm des Funktionals x — (Ax,y)
ist. Diese ist wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung hochstens gleich ||All||y]|. Also
JAZ[] < [[A].

14.3 Satz. E, F und G seien Hilbertraume.

(a) Die Abbildung A — A* ist ein isometrischer, konjugiert-linearer Isomor-
phismus von L(E,F) auf L(F, E),

(b) A** = A fiir jedes A € L(E,F),
(c) ||A*A|| = |A||* fiir jedes A € L(E,F),
(d) (BoA)*=A*-B* fiir A€ L(E,F), BeL(FG).
14.4 Satz. Es sei E ein Hilbertraum und es set A € L(E). Dann gilt
o(A*) = o(A).

14.5 Definition. E sei ein Hilbertraum. Ein Operator A € L(E) heif3t selbstadjun-
giert, wenn A = A*. Ein Operator A € L(E, F) heifit unitdr, wenn A* = A~".

Bemerkung. Man spricht auch von beschrankten selbstadjungierten Operatoren, um
den Unterschied zu den unbeschrankten, d.h. unstetigen selbstadjungierten Opera-
toren hervorzuheben, mit denen wir uns in der Funktionalanalysis I beschaftigen
werden.

14.6 Beispiel. (a) Fiir k € 12([0,1]%) sei

Te: 1200, 1] — 120, 1], Tk(f)(s):J (s, (1) i (1)
[0,1]
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der zugehérige Fredholmsche Integraloperator. Dann gilt fiir f, g € L2[0, 1]

(ka,g)zj J (s, )(t) dA (£)g(5) i (s)
[0,1] J[0,1]

:J f(t)J K(s, )g(s) A (s) dAs (1)
[0,1] [0,1]

Also ist T} der Fredholmsche Integraloperator zum Kern E(t, s) = k(s,t). Ins-
besondere ist Ty genau dann selbstadjungiert, wenn k reell-wertig und symme-
trisch ist.

(b) Daher ist fiir k # O der Volterrasche Integraloperator
Te: L200,1] — L2[0,1], Ti(f)(s) = J k(s, t)f(t) dA (t)
[0,s]

nicht selbstadjungiert.

14.7 Lemma. A sei ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum E.
Dann gelten

(a) (Ax,x) € R fiir alle x € E,
(b) [|All = sup{|(Ax,x)| | [[x]| = 1}.

14.8 Satz. A set ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum E. Je
zwetr Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.

14.9 Satz. Seien E ein Hilbertraum und P € L(E) eine Projektion. P ist genau
dann orthogonal, wenn P selbstadjungiert ist.
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15 Spektraltheorie fiir kompakte,
selbstadjungierte Operatoren

15.1 Lemma. Seien H ein Hilbertraum und A € L(H) kompakt und selbstadjun-
giert. Dann 1st mindestens eine der beiden Zahlen |A|| oder —||A|| ein Eigenwert
von A.

15.2 Korollar. Es sei H ein Hilbertraum und A € K(H) sei selbstadjungiert.
Wenn o(A) ={0}, dann A =0.

15.3 Lemma. Seien H ein Hilbertraum und A € L(H) selbstadjungiert. Sei A € C
ein Eigenwert von A. Dann

(a) A € R,
(b) ker(Aid —A) = ker((Aid —A)") fiir alle n € N.

15.4 Definition. Seien H ein Hilbertraum und A € K(H) selbstadjungiert. Eine
FEigenwertfolge (A, )neny von A ist eine Folge aller Eigenwerte von A, derart, dass
(|An])nen monoton fallt. Dabei wird jeder einzelne Eigenwert A so oft aufgezdhlt, wie
dimker(Aid —A) angibt. Falls es nur endlich viele Eigenwerte gibt, wird die Folge
durch Nullen aufgefiillt.

15.5 Theorem. Seien H ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum und A € L(H)
kompakt und selbstadjungiert. Sei ferner (A.)nen eine Eigenwertfolge von A.
Dann A, € R fiir alle n € N. Ferner ezistiert ein Orthonormalsystem (en)nen
in H, so dass A =Y 7, Ay(-, en)e,, wobei die Folge in der Operatornorm kon-
vergiert.

15.6 Korollar. Es set H ein separabler Hilbertraum und es sei A € K(H) selbst-
adjungiert. Dann besitzt H eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.

15.7 Satz. Seien H und G unendlich-dimensionale Hilbertrdume, und sei A €
K(H, G). Es existieren eine Nullfolge (sn)nen n [0, 00 und Orthonormalsysteme
(en)nen ™ H und (fo)nen tn G, so dass

[e o]

A= Z Sn(+ en)fn,

n=1

wober die Reihe in der Operatornorm konvergiert.
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Abbildung 15.1: Singuldrwertzerlegung am Beispiel eines Fotos des Wohnorts von
Emmy Nother in Gottingen

15.8 Korollar. Seien H und G Hilbertraume. Dann ist jeder Operator in K(H, G)
Grenzwert in der Operatornorm einer Folge von Operatoren von endlichem
Rang.

15.9 Bemerkung. Die Darstellung aus Satz 15.7 hei3t Schmadt-Darstellung von A.
Man kann zeigen, dass die Zahlen s,, n € Ny, von der Wahl der Orthonormalsysteme
unabhédngig sind. Sie heilen singuldre Zahlen des Operators A.

Die kompakten Operatoren werden danach unterteilt, ob die singuldren Zahlen

in einem P liegen. Diejenigen, fiir die (sn)nen, in ¢* liegt, heifien Hilbert-Schmidt-
Operatoren, diejenigen, fiir die diese Folge sogar in {' liegt, heifen nuklear.
15.10 Beispiel. Die Singularwertzerlegung wird benutzt, um Daten zu komprimie-
ren. Abbildung 15.1 zeigt links ein Foto, welches als Matrix im R3%6*46% interpretiert
wird. Aus den 35 grofiten Singularwerten und den zugehdrigen e; und f; wird das
rechte Bild zusammengesetzt. Der Speicherplatzbedarf ist um 98% geschrumpft.
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16 Sobolewraume

16.1 Definition. Fiir Q C R" offen definieren wir
D(Q) ={f € C*°(R") | Supp f ist eine kompakte Teilmenge von Q}.

Dabei ist Supp f der Trdger von f

Suppf ={x € Q| f(x) # 0},
wobei der Abschluss im R™ genommen wird.

16.2 Definition. Sei Q C R" offen, sei « € N} ein Multiindex und sei f € [*(Q).
Dann heifit g € L?(Q) schwache Ableitung von f, wenn

(g, 9) = (—1)(f, 0'*)) fiir alle ¢ € D(Q).
Wir schreiben dann D*f oder f(® fiir g.

Beispiel. Sei Q = ]—1,1][, sei f(x) = |x|. Dann ist g mit g(x) = signum(x) die
schwache Ableitung von f. Das rechnet man sofort nach, indem man die Integrale
J": und J"; einzeln partiell integriert.

16.3 Definition. Sei O C R" offen, sei m € Nj.

(a) HM(Q) = {f € [*(Q) | fiir alle  mit |x| < m existiert die schwache Ableitung
Df in [2(Q)}.

(b) (f,glum = X y<m(D*f,D%g) fiir f,g € H™(Q).
(c) HF*(Q) ist der Abschlufl von D(Q) in H™(Q).
Die Raume H™(Q) und H'(Q) heiflen Sobolewrdume.

In der “Einfiihrung in die Partiellen Differentialgleichungen” hatten wir als Satz 15.8
gezeigt:

16.4 Satz. H™(Q) und HF'(Q) sind Hilbertraume.

16.5 Beispiel. Sei I =]—1,1[, sei f: I = R, x + |x|. Dann f € H'(I) \ H%(I).
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17 Die Fouriertransformation

17.1 Definition. Co(R") = {f € C(R") | limy_, f(x) = O} ist der Raum der m
Unendlichen verschwindenden stetigen Funktion auf dem R". Er wird mit der
Supremumsnorm ||-||« versehen.

17.2 Lemma. Cy(R") ist ein abgeschlossener Unterraum des {*°(R"), insbeson-
dere ein Banachraum.

17.3 Bezeichnung. Fiir x, £ € R" setzen wir

n n

w=Y we 2= W=(r)”

j=1 j=1 j=1
17.4 Definition. Fiir f € L'(R") setze

1

(FIE) = G

J f(x)e ™dx, & e R™

Die Funktion Ff heit Fouriertransformaierte von f, und die Abbildung F heifit
Fouriertransformation.

17.5 Satz. Fir f € L'(R™) ist Ff € Co(R"™). Ferner ist F: L'(R™) — Co(R"™) stetig
und linear mit | F|| < (2m) /2.

17.6 Definition. Eine Funktion f: R™ — C heift schnell fallend, wenn

lim x%f(x) =0

x| —o0
fiir alle Multiindices o« € Nj. Der Raum
Z(R") = {f € C*°(R") | DPf schnell fallend fiir jedes p € N}
heiflt Schwartzraum. Die Elemente von . (R") heiflen Schwartzfunktionen.

17.7 Bemerkungen. (a) Der Schwartzraum heiflt nach Laurent Schwartz (1915-
2002).

(b) Beispiele fiir Schwartzfunktionen sind der Gaufl-Kern y(x) = e*/2 und seine
Dilatationen y.(x) = y(ax), wobei a > 0
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17 Die Fouriertransformation

(c) Offenbar .(R") C LP(R™) fiir jedes p > 1.
(d) Eine C*°-Funktion f ist genau dann eine Schwartzfunktion, wenn

sup (1 + [x|™)|D*f(x)| < 0o Vm € Ny, a € Nj.
xER™

17.8 Bemerkung. Der Schwartzraum ist kein Banachraum, sondern ein Fréchetraum.
Ein separierendes Halbnormensystem wird gegeben durch

IIf][x = XSEURE &1‘15 ‘f(“)(X)‘ (1 + \x‘l)k.
17.9 Lemma. Fir f € ./ (R") und o € N} gelten
(a) Ff € C°(R") und D*(Ff) = (—i)I*F(x*f),
(b) F(D*f) = ildgxFf,
17.10 Lemma. Wenn f € ¥ (R"), dann auch Ff € .Z(R").
17.11 Lemma.
Fr=v, Pl = om(£).

17.12 Lemma. Fir f € . (R") gult
(FFf)(x) =f(—x), xeR"

17.13 Theorem. Die Fouriertransformation ist eine Bijektion von . (R") auf
sich. Ihre Inverse wird gegeben durch

(F ') (x) = (£)e™tdE, x e R™

7 |
—_— f
(2702 Jgn

Ferner gilt
(Ff,Fg)2 = (f,g)12 (Plancherel-Gleichung).

17.14 Definition. Wir haben gezeigt, dass || Ff|2 = ||f||;2 fiir alle f € .(R"). Da
Z(R"™) dicht in L?(R"™) ist, 148t sich F stetig zu einer Isometrie 7,: [*(R") — L?(R")
fortsetzen. Diese Fortsetzung heiit Fourier-Plancherel-Transformation. Man be-
achte, dass F, nicht durch die Integralformel gegeben ist. Den Zusammenhang erlau-
tert das nachste Lemma.

17.15 Lemma. (a) Fir R > 0 setze gr(&) = WLXKR f(x)e ™*¢d&. Dann gilt
fiir jedes f € L*(R™)
Fof = lim gg,
R—oo

wobei Konvergenz im Sinne von L?(R™) vorliegt.
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(b) Fir f € L'(R") N LA(R") gilt

(F2f) (&) = 1 J f(x)e ™*¢dx fast tberall.

Wir werden ab sofort darauf verzichten, die Operatoren F und JF, zu unterscheiden.
17.16 Lemma. Se: f € H™(R"). Dann gilt fir |«| <m
F(D¥f) = {l¥gxFf,
17.17 Satz.
H™(R™) = {f € LA(R™) | (1 + [g]*)™2Ff € L*(R™)}

Bemerkung. Diesen Satz kann man verwenden, um H*(R") fiir s € Ny zu erklaren.
Fir s ¢ Ny und Q # R"™ wird die Definition von H*(Q) allerdings schwieriger. In
diesem Fall verwendet man beispielsweise die Methode der komplexen Interpolation.
Sie erlaubt es, zu je zwei Banachrdumen F — E eine Schar von Zwischenrdumen
[E, Flg, 0 < 0 < 1, zu konstruieren.

Man braucht reelle positive Sobolew-Ordnungen s fiir die Untersuchung von be-
randeten Gebieten. Fiir s > 1/2 und hinreichend glatt berandetes Gebiet Q C R"
setzt sich nimlich jedes f € H*(Q) zu g € H*"/2(0Q) fort.

Literatur zum Thema ist beispielsweise das Buch “Partial Differential Equations I”
vom Michael E. Taylor.
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18 Die Einbettungssitze von Sobolew
und Rellich

18.1 Lemma. Fir alle o € N} mit |«| < k se1 x*g € L'(R"). Dann Fg € C*(R")
und || Fgllcc < Cmaxy<il[x*gls-

18.2 Theorem (Sobolew-Lemma). Sez Q C R" offen und seien m,k € Ny mat
m>k+ 3. Zu jedem f € H™(Q) existiert ein Reprdsentant in Ck(Q).

18.3 Lemma. Sei () eine beschrankte, offene Menge tm R"™. Dann ist die Ein-
bettung H)(Q) — 1%(Q) kompakt.

18.4 Theorem (Rellichscher Einbettungssatz). Se: O C R" beschrdinkt und offen
und m € N. Dann st die Einbettung HJ'(Q) — H(T)“_] (Q) kompakt.

Bemerkung. Der Rellichsche Einbettungssatz wird benutzt, um zu zeigen, dass der
Losungsoperator zu einer Differentialgleichung auf einem beschrankten Gebiet kom-
pakt ist. Die Idee ist folgende: Wenn D: HI'(Q) — [*(Q) ein Differentialoperator mit
Inverser T: [2(Q) — H(Q) ist, dann folgt aus der Idealeigenschaft die Kompaktheit
von T als Endomorphismus von [%(Q).

Das hat man vor Rellich dadurch erledigt, dass man die Losung als Integral gegen
die Greensche Funktion der Differentialgleichung geschrieben hat. Das Problem dabei
ist, dass nur wenige Greensche Funktionen bekannt sind.

In H™, also bei von Null verschiedener Randbedingung, treten Komplikationen am
Rand auf. Wir behandeln daher nur den glatten Rand.

18.5 Satz. . (R") st dicht in H™(R").

18.6 Bezeichnung. Wir bezeichnen den offenen Halbraum
{(x1y+evyxn) | X1 > 0,%2,..., X, beliebig}

mit R7.

18.7 Lemma. Sei f € L*(R"). Definiere fir 6 > 0

(X1 +8,X2yevvyXn), X1 >—0,
O, X1 < =9.

T5(f)(x) = {
Dann Ts|gy € L*(R}) und

. _ . 2(mpn
%{IéT5|R1(f) =T wn L (R+)
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18.8 Lemma. Seim € N, sei f € H™(R%}). Wdhle x € C*(R) mat Supp(x) C ]0, ool
und x(t) = 1 fiir alle t > 1. Setze x.(t) = x((t+ €)/€). Dann st fiir jedes € > 0
die Funktion
fe(x) = Xe(x1)Te () ()
in H™(R™). Ferner gilt
ll{%fezf m H™(RY).
18.9 Definition.
S (RY) ={flgn [ f € Z(R")}.
18.10 Satz. .(RY) ist dicht in H™(RY).

18.11 Definition. Es sei QO C R" offen. Eine stetige lineare Abbildung E: H™(Q) —
H™(R"), so dass E(f)|q = f fiir alle f € H™(Q), bezeichnet man als Ausdehnungs-
operator.

18.12 Satz. H™(R") besitzt einen Ausdehnungsoperator.

Beweis. Wir zeigen: Es gibt eine lineare Abbildung E: .7 (R}) — C™(R™) und C > 0
mit

E(f)lgy =f und [[E(F)|Jum@n) < C||f[lumey)  fiir alle f € 7 (RT).

Ich mache das nur fiir n = 1. Da Vandermonde-Determinanten nicht verschwinden,
gibt (ar,...,am) € R™, so dass

Setze nun
f(x x>0
B =4 b x20
2 im aif(=jx), x <O.
Dann
£ (x x>0
E(AM(x) = rrE+1)) TSI ,
>N (=) (%), x<0.
Also E(f) € C™. Die H™-Norm schidtzt man auch leicht ab
m+1
JE hewie < max (14 3 05li*) Il oo =
<k< P

18.13 Lemma (Verheftungslemma). Es seien (0, Q, C R" offen, und es sei f: QU
Q, — K derart, dass die Einschrankungen flo; jeweils in H™(Q;) sind. Dann
fe H™(Q; U Q).
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18 Die Einbettungssdtze von Sobolew und Rellich

18.14 Theorem. Wenn Q) eine beschrdankte offene Menge mit C*°-Rand ist, dann
besitzt H™(Q) fiir jedes m einen Ausdehnungsoperator.

Der Ausdehnungssatz kann sogar fiir beschrankte Gebiete mit Lipschitz-Rand wie
z. B. Polytope gezeigt werden. Entsprechende Literaturhinweise findet man in Ab-
schnitt 1.4.3 von Grisvard, Elliptic Problems in Nonsmooth Domains.

18.15 Satz. Es sei () eine beschrdankte, offene Menge, die einen Ausdehnungs-
operator besitzt. Dann ist die Einbettung H™(Q) — H™'(Q) kompakt.

18.16 Korollar. Wenn Q) eine beschrankte offene Menge mit C*-Rand 1st, dann
st die Einbettung H™(Q) — H™ 1 (Q) kompakt.

Auch dieses Ergebnis kann fiir den Fall beschrankter Gebiete mit Lipschitz-Rand
gezeigt werden.
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19 Unbeschrankte Operatoren
zwischen Hilbertraumen

Problem: Differentialoperatoren sind keine stetigen Endomorphismen.

Wenn G und H Hilbertraume sind, dann wird ihr Produkt G x H mit dem Skalar-
produkt

((g1, ), (g2,h2)) = (g1, 92) + (hy, hy)

versehen. Dadurch wird G x H zu einem Hilbertraum.

19.1 Definition. Ein Operator A von H nach G ist eine lineare Abbildung A von
einem Unterraum D(A) von H mit Werten in G. D(A) ist der Definitionsbereich
von A, R(A) ={Ax | x € D(A)} ist sein Bild. Der Graph G(A) ={(x,Ax) | x € D(A)}
von A ist dann ein Préhilbertraum.

Der Operator A ist dicht definiert, wenn sein Definitionsbereich dicht ist.

Sind A und B zwei Operatoren von H nach G und gilt G(A) C G(B), so bezeichnet
man B als Erweiterung von A und A als Einschrdnkung von B.

19.2 Lemma. Ewn Unterraum L von H x G st genau dann der Graph eines
Operators von H nach G, wenn {(x,y) € L |x =0} ={(0,0)}.

19.3 Lemma. Sei A ein dicht definierter Operator von H nach G. Dann defi-
nieren wir D(A*) ={y € G | x — (Ax,y) st stetig auf D(A)}. Es gelten

(a) D(A*) ist ein linearer Unterraum von G.
(b) Fir jedesy € D(A*) gibt es ein eindeutig bestimmtes A*y € H mat

(Ax,y) = (x,A"y) fiir alle x € D(A).

(c) A*: D(A*) — H 1st linear.

19.4 Definition. Sei A ein dicht definierter Operator von H nach G. Den Operator A*
aus 19.3 bezeichnet man als den zu A adjungierten Operator.

19.5 Beispiel. Es werde ein Operator A im [2[0, 1] gegeben durch D(A) = D(]0, 1))
und A = @’. Er ist dicht definiert. Wir behaupten D(A*) = H'[0, 1].
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19 Unbeschridnkte Operatoren zwischen Hilbertrdumen

Sei zuerst f € H'[0, 1]. Dann liegt auch f in H'[0, 1] und die Definition der schwa-
chen Ableitung ergibt

1 1
J ©'f d\; :—J of dA;.
0 0

Daraus folgt die Stetigkeit des Funktionals ¢ — (A @, f) und dann auch A*f = f’.
Sei nun f € D(A*). Daher ist das Funktional
1

T: HJ @'fdA (19.1)
0

stetig. Wegen des Rieszschen Darstellungssatzes existiert g € L2[0, 1], so dass

1

Te =(@,9) = JO ©gdA. (19.2)

Zusammen zeigen die Gleichungen (19.1) und(19.2), dass f die schwache Ableitung —g
besitzt. Speziell f € H'[0, 1].

19.6 Bezeichnung. Definiere U: H x G — G x H, U(x,y) = (—y,x). Dann ist U
offenbar ein unitarer Isomorphismus.

19.7 Lemma. Sei A ewn dicht definierter Operator von H nach G. Dann
G(A") = U(G(A)') = (UG(A))* . (19.3)

19.8 Bemerkung. Falls A und B dicht definierte Operatoren mit A C B sind, so
folgt sofort aus dem vorangegangenen Lemma, dass B* C A*.

19.9 Definition. Ein Operator A von H nach G heifit abgeschlossen, wenn sein

Graph abgeschlossen ist. Er heifit abschliefsbar, wenn G(A) Graph eines Operators B
ist. In diesem Fall ist B die Abschliefung von A. Wir schreiben dann A.

19.10 Bemerkungen. Sei A ein Operator von H nach G.

(a) Wenn A abgeschlossen mit D(A) = H ist, dann ist A stetig. Das folgt aus dem
Satz von abgeschlossenen Graphen.

(b) A ist genau dann abschliefbar, wenn fiir jede Nullfolge (x,)nen, flir welche
(Axn)nen gegen ein y € G konvergiert, bereits y = 0 gilt.

A ist ndmlich genau dann abschliefSbar, wenn G(A) ein Graph ist. Wir haben
gezeigt, dass das genau dann der Fall ist, wenn das einzige Element der Form

(0,y) in G(A) das Nullelement ist.
(c) Wenn A abschlieBbar und dicht definiert ist, dann gilt A” = A*.

19.11 Satz. Ser A ein dicht definterter Operator von H nach G. Dann gelten
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(a) A* ist abgeschlossen mit ker A* = (Bild A)*.
(b) A* ist genau dann dicht definiert, wenn A abschliefbar ist.
(c) Wenn A abschliefbar ist, dann A = A**.

19.12 Korollar. Wenn A ein dicht definierter, abgeschlossener Operator von H
nach G ist, so 1st A* abgeschlossen und dicht definiert, und es gilt A = A**.

19.13 Beisptiel. (a) Der Ortsoperator der Quantenmechanik ist ein Operator im
[%(R) mit der Zuordnungsvorschrift Qf(x) = xf(x). Wenn wir setzen D(Q) =
D(R), dann ist Q dicht definiert, aber nicht abgeschlossen. Wir zeigen nun,

dass Q abschlie3bar ist:

Dazu sei (f,)nen eine Folge in D(Q), die eine Nullfolge im [?(R) ist und fiir die
(Qf)nen gegen ein g € L*(R) konvergiert. Wir miissen g = 0 zeigen. Fiir jedes
C > 0 gilt wegen des Satzes von Beppo Levi

J Ig|*dA; = limJ Ixf (x)|* dA; (x)
[-C,C] N0 J—¢,C)

n—oo

< lim CZJ [fal?dA < lim C*[[f]3 = 0.
[—C,C] n—oo

Wir definieren den Ortsoperator Q als Abschlieung von Q Den genauen De-
finitionsbereich bestimmen wir nicht.

Der Definitionsbereich von Q* ist D(Q*) = {g € *(R) | f— (Qf,g) stetig}.
Wir zeigen D(Q*) = {g € L*(R) | xg € L*(R)}.

13 :))’ .

|(xf, g)] = < [Ifll2lxgll2-

J £(x)xg(x) dM ()
R

“C": Fiir g € D(Q*) gibt es C > 0, so dass

< C||f||, fiir alle f € L*(R).

JR xf(x)g(x) dA;(x)

Fiir N € N setzen wir fy(x) = xg(x)xi_nn € L*(R). Es gilt

”fNH% = (meg)Z < CHfNHZ)

also ||fn||2 < C fiir alle N und daher ||g||; < C.

Damit ist auch klar, dass Q*g = xg fiir alle g € D(Q*). Da offenbar D(Q) C
D(Q*) und D(Q*) nach Satz 19.11 abgeschlossen ist, ist Q* eine Erweiterung
von Q.
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19 Unbeschridnkte Operatoren zwischen Hilbertrdumen

(b) Der Impulsoperator hat die Zuordnungsvorschrift Pf = —if’. Es bietet sich an,
D(P) = H'(R) zu setzen. Wir zeigen, dass P abschliefibar ist. Dazu sei (f)nen
eine Folge in D(P), die in [*(R) gegen Null konvergiert und fiir die (f.)nen
gegen ein g € [%(R) konvergiert. Fiir ¢ € D(R) gilt

j 0gd\ = (g,9) = lim (£, ®) = lim (fa, 97) = 0.
R n—oo n—oo

Also g =0.

Da P abschliefibar ist, besitzt P einen dicht definieren Adjungierten. Es ist sofort
klar, dass D(P*) = H}(R) = H'(R). Fiir f, g € H'(R) gilt

(Pf,g) = —iJ f'gdA; = iJ f?d?n = Jf(—ig’) dA;.
R R
Daher stimmt der Definitionsbereich von P* mit dem von P iiberein. Insbeson-
dere ist P abgeschlossen und es gilt P* = P.

19.14 Definition. Es sei A ein injektiver Operator von H nach G. Dann wird durch
G(A™) ={(Ax,x) | x € D(A)}

ein Operator mit Definitionsbereich D(A™') = Bild A erklart. A~ ist der Inverse
Operator zu A.
Offenbar ist A~' genau dann abgeschlossen, wenn A abgeschlossen ist.

19.15 Lemma. Ser A ewn injektiver, dicht definierter Operator von H nach G,
dessen Bild dicht in G ist. Dann ist A* injektiv, A~ ist dicht definiert, und es
gilt (A*)7T = (A1)~
Falls auflerdem A abgeschlossen mit Bild A = G ist, so ist A~ stetig.

19.16 Definition. Sei A ein Operator von H nach G, und sei B ein Operator von G
nach F. Mit BA wird der Operator bezeichnet, der auf D(BA) = {x € D(A) | Ax €
D(B)} definiert ist durch (BA)x = B(Ax).
19.17 Bewspiel. Seien Q und P wieder der Orts- und der Impulsoperator. Dann gilt
fiir f € D(R)

d

(QP — PQ)f = —ixf'(x) + id—(xf(x)) = if(x),

X

also QP — PQ = 1iid. Das ist die Operatorentheoretische Voraussetzung, die zur

Heisenbergschen Unschéarferelation fiihrt.
19.18 Definition. Sei A ein Operator in H. Die Menge
p(A)={ze C| zid—A: D(A) — H ist bijektiv und die Inverse ist stetig}

heifit Resolventenmenge von A, und die Menge o(A) = C \ p(A) heiflt Spektrum
von A. Fiir z € p(A) bezeichnet man R(z,A) = (idz — A)~' als Resolvente von A
in z.
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19.19 Satz (Resolventengleichung). Sei A ein Operator in H und seten z,( € p(A).
Dann gilt
R(z,A) = R((,A) = (¢ —z)R(z, A)R((, A).

19.20 Satz. Es sei A ewn Operator in H, so dass fiir ein z € p(A) die Resolvente
R(z, A) kompakt ist. Dann ist fiir jedes ( € p(A) die Resolvente R((,A) kompakt.

19.21 Definition. Ein dicht definierter Operator A in einem Hilbertraum H heifit
symmetrisch, wenn A C A*. Er heifit selbstadjungiert, wenn A = A*.

19.22 Beispiel. Der Impulsoperator ist selbstadjungiert. Der Operator (~Q ist symm-
terisch und nicht selbstadjungiert. Der Operator Q ist symmetrisch; ob er selbstad-
jungiert ist, haben wir nicht untersucht. Der Satz iiber die Friedrichs-Erweiterung
wird zeigen, dass es eine selbstadjungierte Erweiterung von Q gibt.

19.23 Lemma. Seir A ein symmetrischer, abgeschlossener Operator in H. F4r
jedes z € C\ R st zid —A wnjektiv und Bild(zid —A) abgeschlossen.

19.24 Satz. Der Operator A sei selbstadjungiert in H. Dann o(A) C R.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass o(A) # () fiir selbstadjungierte Operatoren A.
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20 Die Friedrichssche Erweiterung

Literatur: “Funktionalanalysis” von Werner oder “Nonlinear Functional Analysis and
its Applications II/A” von Zeidler.

20.1 Beispiel. Sei I =10, 1], und sei D(A) ein Unterraum von H?(I). Wir betrachten
den Operator in H = L?(I), der durch Af = f” definiert ist. Man iiberlegt sich mit
Stetigkeitsargumenten und dem Satz von Sobolev, dass die folgenden Anwendungen
der partiellen Integration auch fiir schwache Ableitungen gerechtfertigt sind:

1

(Af) 9) - J f”g
0
1

= f'(1)g(1) —£'(0)g(0) —L f'g’ (20.1)

1

— 7(1)g(1) — £'(0)g(0) — f(1)g'(1) + F(0)g'(0) + L fg"

=f'(1)g(1) —£'(0)g(0) — f(1)g’(1) + f(0)g’(0) + (f, Ag).

Wenn A symmetrisch sein soll, folgt aus (20.1), dass f'(1)g(1)—f'(0)g(0)—f(1)g’(1)+
£(0)g’(0) = O fiir alle f,g € D(A). Setzt man also beispielsweise D(A) = H?(I), so
ist A nicht symmetrisch. Setzt man dagegen D(A) = Hj3(I), so ist A symmetrisch. In
diesem Fall gilt D(A*) = H?(I), also ist A nicht selbstadjungiert. Vom analytischen
Standpunkt sind beide Definitionsbereiche unnatiirlich, denn im ersten Fall haben
wir keine Randbedingung gestellt, im zweiten dagegen vier.

20.2 Definition. Sei A ein symmetrischer Operator im Hilbertraum H. A heifit
akkretiv, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass (Au,u) > c|ju|]? fiir alle u € D(A), und
stark akkretiv, wenn ¢ > 0 gewdhlt werden kann.

Bemerkung. Einige Autoren (Zeidler) sagen “monoton” anstelle von “akkretiv”.
Einige Autoren verwenden den Begriff iiberhaupt nicht und bezeichnen stattdes-
sen den Negativen eines akkretiven Operators als dissipativ. Werner verwendet den
iibergeordneten Begriff “halbbeschrankt”.

20.3 Definition. A sei ein stark akkretiver Operator im Hilbertraum H. Durch
(u’v)E = (Au,v), u,v e D(A))

wird ein Skalarprodukt auf D(A) erkldrt. Die Vervollstdndigung von (D(A), ||-||e) ist
ein Hilbertraum, der als energetischer Raum von A bezeichnet und Hg geschrieben
wird.
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20.4 Beispiel. Fir I = ]0,1[ sei D(A) = D(I) und Af = f — {f”. Dann (Af,f) =
[ fEdA — [ 7 fdA = [[|f|*dAs + [||f'|*d)y. Also ist A ein akkretiver Operator mit
Energienorm

llle = [l + w17 = Iwlifo o

Der energetische Raumm ist also H}(I). Wenn wir stattdessen mit D(A) = H?(I)
begonnen hitten, hitten wir H'(I) als energetischen Raum erhalten.

20.5 Lemma. Sei A ein stark akkretiver Operator im Hilbertraum H. Die Ein-
bettung D(A) — H setzt sich zu einer stetigen Einbettung Hg — H fort.

20.6 Bemerkung. Da Hg ein dichter Unterraum von H ist, ist H’ ein Unterraum
von H{. Wir wollen dabei H' mit H identifizieren. Das geht kanonisch, wenn K = R
gilt. Im Fall K = C tut man sich leichter, wenn man eine konjugiert lineare iso-
metrische Involution J: H — H verwendet. In diesem Fall ist nédmlich (-, ]J(-)) eine
Bilinearform. Falls H ein Funktionenraum ist, kann man J(f) = f wihlen. Im all-
gemeinen Fall sei (b,,)mem €in vollstdndiges Orthonormalsystem von H. Dann kann
man setzen J(D_ . v Xmbm) = D . cp Xmbm. Im Fall K = R wéhlt man ] = id.

20.7 Lemma. Set A ein stark akkretiver Operator vm Hilbertraum H, sei J: H —
H eine konjugiert lineare 1sometrische Involution wie in Bemerkung 20.6. Dann
wird durch

Ae: He = Hg,  Ae(u)(v) = (w,J(v)),

emn 1sometrischer Isomorphismus definiert, der als Energieerweiterung von A
bezeichnet wird.

20.8 Beispiel. In Beispiel 20.4 war He = H}(I). Dann ist Ag: H{(I) — (H(D)
gegeben durch

Ar(uW)(v) = (u, Jv)e = (Aw, V) = J uv ~|—J uw v/ dA;.
I I

Wegen L*(I) ¢ HJ(I) ist (H(‘)(I))/ eine echte Obermenge von L?(I); beispielsweise
besagt das Sobolew-Lemma, dass 8y € (HJ)(I))/. Die Friedrichssche Erweiterung ist
dagegen ein unstetiger Operator in L?(I). Das macht Friedrichs einfach dadurch, dass
er Ag entsprechend einschrankt.

20.9 Lemma. Sei A ein stark akkretiver Operator in H. Mt Ag: He — H{ werde
die Energieerweiterung von A bezeichnet. Definiere einen Operator Ar in H
durch

D(Af) ={u € Hg | Agu € H/}, (AFLL, I\)) = Ag(u)(v) fur alle v € Hg.

Dann st Ar eine Erweiterung von A, genannt Friedrichssche Erweiterung.
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20 Die Friedrichssche Erweiterung

20.10 Theorem (Friedrichs (1934)). Sei A ewn stark akkretiver Operator in einem
Hilbertraum H. Dann 1st seine Friedrichssche Erweiterung selbstadjungiert.

Ferner 1st 0 € p(Af). Falls die Inklusion Hy — H kompakt ist, so ist die
Resolvente R(Af, 0) kompakt.

Bewets. Da Ay eine Erweiterung von A ist, ist Ar dicht definiert. Weil Ag: Hg — H{
surjektiv ist, gilt Bild A = H. Da A akkretiv ist, ist B = A;': H — D(A§) stetig.
Wegen Lemma 19.15 geniigt es zu zeigen, dass B selbstadjungiert ist. Wegen D(B) =
H reicht dazu bereits der Nachweis der Symmetrie. Dazu seien f,g € H gegeben.
Setze u = Bf und v = Bg. Das bedeutet Ar(U) = f und somit

(f,Bg) = (Aru,v) = Ae(u)(Jv) = (u,v)¢ = (Bf, Bg)e .

Dasselbe gilt, wenn man f und g vertauscht. Man erhalt

(f,Bg) = (Bf,Bg), = (Bg, Bf); = (g, Bf) = (Bf, g).
Der letzte Teil der Behauptung ergibt sich aus der folgenden Faktorisierung von AF’1
A"t H = Hl — Hg — He
mit A? in der Mitte und einem kompakten Operator am Schluss. O

20.11 Beispiel. Wir nehmen das Beispiel von oben wieder auf. Fiir u € D(Af) sei
Ag(u) =w. Dann g € L(I). Fiir ¢ € D(I) hatten wir gesehen, dass

qu)d)\] :Jucpd?n +J' u' @’ dA :Ju(de —J we” dA;.
I 1 I I 1

Also ist u —w die schwache zweite Ableitung von u. Damit haben wir gezeigt, dass
Ar(u) =u—u" und

D(Af) = Ho(I) N H*(I) = {f € H*(1) | f(0) = f(1) = O},
Das ist ein anderer Raum als H3(I), weil keine Bedingungen an f'(0) und /(1) gestellt

werden.

20.12 Beispiele. Wir konstruieren jetzt den Laplace-Operator mit Dirichletschen
Nullrandwerten. Dazu sei O C R™ ein Gebiet mit C*-Rand. Setze Af = f — Af und
D(A) =D(Q). Dann folgt aus der Greenschen Identitét fiir f,g € D(A)

(f> g)E = (f> 9) + (Vf)VQ)

Also ist das energetische Skalarprodukt dquivalent zum Skalarprodukt auf H'(Q).
Daraus folgt Hg = H}(Q). Falls also f fiir ein g € [2(Q) die Gleichung A¢f = g 16st,
so gilt flan = 0. Dass f € H?(Q) gilt, muss dagegen mit analytischen Mitteln gezeigt
werden.

64



	Normierte Räume und stetige lineare Abbildungen
	Banachräume
	Frécheträume
	Lp-Räume
	Hilberträume
	Orthonormalsysteme
	Dualräume
	Der Satz von Hahn-Banach
	Schwache Konvergenz und Reflexivität
	Der Bairesche Kategoriensatz
	Transponierte Operatoren
	Kompakte Operatoren
	Spektraltheorie für kompakte Operatoren
	Beschränkte selbstadjungierte Operatoren
	Spektraltheorie für kompakte, selbstadjungierte Operatoren
	Sobolewräume
	Die Fouriertransformation
	Die Einbettungssätze von Sobolew und Rellich
	Unbeschränkte Operatoren zwischen Hilberträumen
	Die Friedrichssche Erweiterung

