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Ubungen zu Einfithrung in die Partiellen
Differentialgleichungen

1. (a) (5P) Geben Sie alle Paare (a,b) € R? an, so dass fiir jede Losung u € C?(R™ x
10, 00]) der Wirmeleitungsgleichung auch die Funktion v(z,t) = u(ax, bt) eine
Losung der Wirmeleitungsgleichung ist.

(b) (5P) Es sei eine Losung u des folgenden Randwertproblems gegeben

Ut — Ugy =0 in 0, 1[ x ]0, 00|
u=0 in {0,1} x ]0, 00|
Bestimmen Sie damit fiir A, B > 0 eine Losung des Randwertproblems
UVt — Vg =0 in |-A, A[ x |—B, 0]
v=20 in {—A, A} x |—-B, 0|

2. (10P) Bestimmen Sie die Fourierreihe der Funktion

f(x)z(ac—1>2, 0<z<l.

1)k .
Verwenden Sie diese Fourierreihe, um den Wert der Reihe > 72, ( klz) zu bestimmen.

3. (Duhamels Prinzip fir den harmonischen Oszillator) Es sei w > 0 und es sei f €
C(R).

(a) (5P) Bestimmen Sie fiir jedes s > 0 die Losung vs der Anfangswertaufgabe
V! 4wy =0, ws(s) =0, vi(s)= f(s).
(b) (5P) Setzen Sie fiir ¢t > 0
u(t) = /O " ou(t)ds.

Zeigen Sie, dass w in ]0, oo die folgende Anfangswertaufgabe fiir den harmoni-
schen Ostzillator 16st

" +wiu=f, u(0)=0, «(0)=0.

4. (10P) (Harnacksche Ungleichung) Sei n > 2 und sei u € C?(Bg(0)) N C(Bg(0))
harmonisch in Bg(0) C R™ mit u(z) > 0 fiir alle x € 9BR(0). Zeigen Sie fiir alle
x € Bg(0)

R — |z|

" R+ |x|
(R+ |z[)»t

Rn72
(R — [af)"—

(0) < u(z) < R"2 u(0).

Hinweis: Verwenden Sie die Poisson-Formel fiir die Kugel zusammen mit der folgen-
den Ungleichung (welche sofort aus der Dreiecksungleichung fiir den Nenner folgt)

I = lz* _ |yl> = |=]* _ |y]* = |z
(R+|z))» = |y—=|* — (R—|z|)*’

x € Br(0), y € 0BRr(0).
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