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Übungen zu Einführung in die Partiellen
Differentialgleichungen

1. Die Eikonalgleichung ist die voll nichtlineare partielle Differentialgleichung |∇u|2 = 1.

(a) (3P) Auf U := R× ]−1,∞[ soll die Eikonalgleichung zusammen mit der Randbe-
dingung

u(y1,−1) =
1

1 + y21
, (y1,−1) ∈ Γ := ∂U

betrachtet werden. Bestimmen Sie alle zulässigen Tripel (q, z, y) mit y ∈ Γ. Welche
davon sind nicht-charakteristisch?

(b) (7P) Betrachten Sie nun die Eikonalgleichung auf U :=
{

(x1, x2)
∣∣x2 > x21

}
zusam-

men mit der Randbedingung

u(y1, y2) =
1

1 + y21
, (y1, y2) ∈ Γ := ∂U.

Bestimmen Sie alle zulässigen Tripel (q, z, y) mit y ∈ Γ. Welche davon sind nicht-
charakteristisch?

2. (10P) Bestimmen Sie für U := R× ]−1,∞[ die Lösung der Randwertaufgabe

|∇u|2 = 1 in U ,

u(y,−1) =
1

1 + y2
(y,−1) ∈ ∂U

mit der Methode der Charakteristiken.

Hinweis: Die Kompatibilitätsgleichungen haben zwei Lösungen. Bei beiden führt die
Methode der Charakteristiken nur zu einer lokalen Lösung. Aber eine dieser lokalen
Lösungen kann zu einer Lösung in U fortgesetzt werden.

3. (10P) Betrachten Sie für U := R× ]0,∞[ und g ≡ 1 die Randwertaufgabe

ux1 = x2 in U ,

u = g in Γ := ∂U .

Dann sind alle Tripel (q, z, x) mit x ∈ Γ charakteristisch (also nicht nicht-charak-
teristisch). Lösen Sie trotzdem die charakteristischen Gleichungen für x und skizzieren
Sie die gefundenen Wege. Warum führt die Methode der Charakteristiken in diesem
Fall nicht zu einer Lösung der Differentialgleichung?

4. (10P) Es sei d > 0 und es sei U ⊆ R2 offen. Ferner seien zwei Funktion u, v ∈ C2(U)
gegeben, welche das partielle Differentialgleichungssystem

ut + ux = d(v − u),

vt − vx = d(u− v)

erfüllen. Zeigen Sie, dass sowohl u als auch v die Telegrafengleichung

wtt + 2dwt − wxx = 0

erfüllen.
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