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1 Allgemeines

Wiederholung. Fiir « € NJ sei || = o+ - -+ 0. Sei U C R™ offen und u € Clo(U).
Dann bezeichnet man mit D*u die partielle Ableitung
_0u o*u

D*u = .
ox*  Ox;'...0xy"

Bezeichnung 1.1. Hiufig hat man es mit den drei Raumvariablen x,y,z und der Zeit-
variable t zu tun. Dann driickt man partielle Ableitungen nach einer dieser Variablen
dadurch aus, dass man die Variable als Index an die Funktion setzt.

Beispielsweise ist der Laplace-Operator in n Variablen definiert als

Au = Z Z
j=1 j

In drei Raumdimensionen schreibt man ihn

c

Q

Au = Uxx +u'yy + Uy,

Definition 1.2. Eine partielle Differentialgleichung der Ordnung k ist eine Gleichung
der Form

F(D"‘mu(x), . .,D“(Mu(x),x) _o,
wobei F eine Funktion in N + 1 Verdnderlichen ist und «(,..., «™ Multiindices
sind mit max;_; _n|a"| = k. Die Funktion u ist die gesuchte Losung, sie heifit starke

Lésung, wenn u von der Klasse C* ist. Vorerst sind wir nur an starken Lésungen inter-
essiert. Je nach Situation werden spater auch schwachere Regularitdtsanforderungen
gestellt.

Eine System von endlich vielen partiellen Differentialgleichungen bezeichnet man
als partielles Differentialgleichungssystem.

Bezeichnung 1.3. Eine partielle Differentialgleichung der Form

> a.(x)D™u(x) = f(x)

o<k

heiit linear. Im Fall f = O heifit sie homogen linear,, ansonsten bezeichnet man f
als Inhomogenaitdt der Differentialgleichung.

Wenn die a,(x) nicht von x abhdngen, dann sagt man, dass die lineare Differenti-
algleichung konstante Koeflizienten besitzt.



1 Allgemeines

Bezeichnung 1.4. (a) Eine partielle Differentialgleichung der Form

Z as(x)D*u(x) + ap (Dﬁmu(x), ey DB[N)u(X),x) =0

|x|=k
heifit semilinear, vorausgesetzt || < k for alle j.

(b) Eine partielle Differentialgleichung der Form

Yy a“(Dﬁ(“”u(x), y .,DBE‘NMU.(X),X) D*u+aq (Dymu(x), N .,DV(N)u(x),x) —0
|o|=k

heit quasilinear, vorausgesetzt alle |3 | < k und alle [yV)| < k.

(c) Alle anderen partiellen Differentialgleichungen bezeichnet man als voll nicht-
linear.

Beispiel 1.5. (a) Die Transportgleichung lautet
w + Y by =0,
j=1
wobei by,...,b, € R (also konstant) sind.

(b) Die Laplace-Gleichung lautet
Au = 0.

(c) Die Warmeleitungsgleichung (engl. heat equation) lautet
u — Au = 0.
Die Warmeleitungsgleichung wird auch Diffusionsgleichung genannt.

(d) Die Wellengleichung lautet
Ut — Au = 0.

Die Differentialgleichungen (a)—(d) sind linear mit konstanten Koeffizienten.
(a) ist von erster Ordnung, (b)—(d) von zweiter.

(e) Die Zakharov-Kuznetsov Gleichung lautet
Diese Gleichung ist semilinear von dritter Ordnung.

(f) Die Eikonalgleichung lautet
Vu| =1.

Sie ist voll nichtlinear von erster Ordnung.



(g) Die Navier-Stokes Gleichungen lauten

3
ow; ou; 0 .
TR, ‘”a_M:VAW—a—z”*X)“» i=1,2,3,

3 auj

Es handelt sich um ein semilineares partielles Differentialgleichungssystem. Ge-
sucht sind dabei u;,u,,u; und p. Ferner ist v > 0O eine vorgegebene Konstante
und die f; sind Funktionen. Eine offene Frage ist, ob es eine glatte Funktion f
gibt, so dass keine Losung der Navier-Stokes Gleichung fiir alle t > 0 erklart
ist.

Diese Frage ist ein Clay Millenium Problem

http://www.claymath.org/millennium-problems/navier%E2%80%93stokes-equation.


http://www.claymath.org/millennium-problems/navier%E2%80%93stokes-equation

2 Die Transportgleichung

Bei der Transportgleichung in unserem Sinn handelt es sich um
ou

wobei b € R™ und eine Funktion u € C'(R™ x ]0, oo[) gesucht wird.
Der Name Transportgleichung stammt aus dem Buch von Evans.

Satz 2.1. Die C'-Lésungen von (2.1) auf R™ x ]0,00[ sind genau die Funktionen
der Form
u(x,t) = w(x — tb),

wobet w € C'(R").

Bemerkung 2.2. Eine Aufgabe der Form

ou
uﬁ—Zb]-—:f auf R"™ x ]0, ool
= 0 (2.2)

u=g auf R" x{0}
bezeichnet man als Anfangswertproblem. Dabei ist die zweite Zeile zu verstehen als

%1{% u(x,t) =g(x) fiir alle x € R™.

Im Fall der homogenen Gleichung, also fiir f = 0, haben wir im Satz gesehen, dass
u(x,t) = g(x — bt) die einzige Losung des Anfangswertproblems ist.

Satz 2.3. Es sei U C R™! eine offene Obermenge von R™ x [0, c0[. Fiir gegebene
Funktionen f € C'(U) und g € C'(R™) besitzt das Anfangswertproblem (2.2) eine
eindeutig bestimmte Losung. Sie hat die Gestalt

t

u(x,t) = g(x — tb) +J f(x + (s —t)b, s)ds.
0

Die Vertauschbarkeit von Ableitung und Integral regelt Satz 9.7 der Analysis I1I
im WS 16/17. Wir brauchen auflerdem noch den folgenden Satz.

Satz2.4. Es seif € C'(Ja,b[?). Fiir beliebiges c € ]a, b[ setzt man F(t) = fz f(t, s)ds.
Dann ist F differenzierbar und es gilt

t

f
—(t, s)ds.

F'(t) = f(t,t) +J 5

C



3 Die Laplace-Gleichung

Motwation. u sei die Warme in einem Gebiet U. Am Rand des Gebietes liegt eine
unveranderliche Warmeverteilung f vor. Es habe sich eine stationare, also zeitun-
abhédngige Losung eingestellt. Dann 16st u das folgende Randwertproblem

Au=0 in U,
u—="F in OU.

Definition 3.1. Die partielle Differentialgleichung Au = 0 heift Laplace-Gleichung, die
zugehorige inhomogene Gleichung —Au = f heifit Poisson-Gleichung. Die Losungen
der Laplace-Gleichung Au = 0 bezeichnet man als harmonische Funktionen.

Bemerkung. (a) Wir hatten in der Funktionentheorie gesehen, dass Real- und Ima-
ginadrteil von holomorphen Funktionen harmonisch sind.

(b) Das Vorzeichen bei der Poisson-Gleichung wird gewé&hlt, weil der Operator —A
positiv im Sinne der Funktionalanalysis ist. (D.h. alle seine Eigenwerte sind
>0.)

Wir beginnen mit U = R" \ {0} und suchen radialsymmetrische Losungen der
Laplace-Gleichung.

Bemerkung 3.2. Gesucht Losung u von Au = 0 der Form u(x) = v(|x|). Beachte

x| B 2x; X
G 2+ +xd X
Also 3
U N
5 =V
und
o%u . 2 2
— =V (X)) +V (X)) | = — =
0x? x| x| xP
Damit erhalten wir
n—1

x|




3 Die Laplace-Gleichung

Das ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung in v”. Wir erhalten

Cilnr+Cy, n=2,

vir)=4 C
L+C, n>3.
rn—
Definition 3.3. Die Funktion
1 In(|x|) n=2
— 3= ) = 4
u(x) — 27 1

n >3,

nn—2)a(n)|x|~2’

ist die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung in n-Dimensionen. Hierbei ist
a«(n) das Volumen der Einheitskugel im R™. Aus der Analysis III wissen wir «(3) =

4
§7T.

Die Wahl der Vorfaktoren wird spater einsichtig. Die Fundamentallosung ist har-
monisch in R™ \ {0}. Man kann die Fundamentallosung nutzen, das Poisson-Problem
im ganzen R" zu 1osen. Um das zu tun, bendtigen wir die Greenschen Formeln.



4 Die Greenschen Formeln

Wir verwenden den Nabla-Operator Vf = (ﬁ ﬁ) Mit (u,v) = 31", wV; wird

0x1?°° ") Oxn

das Standard-Skalarprodukt in C™ bezeichnet.

Theorem 4.1. Ser U C R™ beschrdnkt und offen mit glattem Rand. Seien f,g €
C3(U). Dann

(a)

J fAg dA, = —J (Vf,Vg) dA, +J f(Vg,v) do.
u u ou

(b)

j (fAg — g Af)dA, :J (£(Vg,v) — g (V¥,V)) do.
u ou

Wir haben die Greenschen Formeln komplexwertig hingeschrieben, weil das spater
gelegentlich benotigt wird.

Wir werden die Greenschen Formeln auf den Satz von Stokes aus der Analysis III
zurlickfithren. Zuerst miissen die auftretenden Begriffe wiederholt werden.

Bezeichnung. Mit R* = {(x1,%2,...,%x¢) € R¥ | x; < 0} bezeichnen wir den linken
Halbraum. Sein Rand ist OR* = {(x1,%2,...,%) € R* | x; = 0}

Definition 4.2 (vgl. Analysis III, Def. 15.20). Eine beschrédnkte, offene Menge U C R™
ist glatt berandet, wenn es zu jedem a € 0U offene Mengen V,W C R" sowie einen
Diffeomorphismus @: W — V gibt, so dass

(a) aeV,
(b) e(R*NW)=UNYV,
(c) @(AR* NW)=03UunV.

Bemerkung 4.3. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.2 ist OU eine (n —1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Fiir a € 0U wird eine lokale Parametri-
sierung von OU der Form {: W — V gegeben durch

W={xeR"(0,x) e W}, V=VnNaU, w(x)=q(0,x).



4 Die Greenschen Formeln

Satz 4.4 (Analysis III, Lemma 20.5). Es gibt ein Borelmaf o auf 0U, so dass

jf do — Jw(f o) /det (DY)T(DP))dA™ ',

fur alle Wahlen von Punkten a € 0U, lokalen Parametrisierungen \: W -V
wie 1n der Bemerkung und Borel-messbaren Funktionen f mit Trdager in V.

Bezeichnung 4.5. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.2 bezeichnen wir fiir ein
a € oU mit T,(0U) den zugehorigen Tangentialraum und mit

No(dU) = {v € R"vw € T,(dU) : v L w}

den Normalenraum an oU im Punkt a.

Der Normalenraum ist eindimensional und besitzt daher genau zwei Elemente der
Lange 1, ndmlich die innere und die dufSere Einheitsnormale. Wir bezeichnen die
auflere Einheitsnormale mit v.

Satz 4.6. Es set U C R" glatt berandet, offen und beschrdinkt, es se1 V eine offene

Obermenge von U und es sei

(=1 "Fdxg A== Adg A+ A dx (4.1)
1

n
w =

)

eine in V definierte (n — 1)-Form von der Klasse C'. Dann gilt

Lu w = Lu (F,v) do,

wobet (F,v) = Z;‘:] Fiv;.

Beweis. Zu jedem a € 0U gibt es eine Umgebung V von der Form V =V, x I x V,,
wobei I ein Intervall ist, so dass

UNV ={(X1y...yXn) € V|xic < g(X1y+nyXkyveyXn)}-

fiir eine glatte Funktion g. Da der Rand kompakt ist, wird er von endlich vielen sol-
chen Mengen iiberdeckt. Indem wir w mittels einer Zerlegung der Eins zerschneiden,
konnen wir uns auf den Fall beschranken, dass der Trager von w in V liegt.

In der Nahe von a haben wir also die folgende Karte

(9_1: (Xh---,xn) — (Xk_g(Xh--->7Z\k>-°°)Xn))xh°°°)Xk—1)xk+1>°°°)xn)-

Die zugehorige lokale Parametrisierung ist

(p(yh“-)yn) = (y2>°°°>yk>y1 +g(yl»---»yn)>yk+1>-°°)yn)-

10



Sie impliziert die folgende lokale Parametrisierung des Randes

ll)(yla-'wyn) = (yl>°°-)yk»g(y2»"°>yn))yk+1)--'»yn)'

Wenn wir jetzt die Form mit 1 zuriickziehen, dann versehen wir den R™' mit den
Koordinaten (yz,...,yn). Damit gilt fiir j =k

dpr A Addr A ddbn = dys A - A dyn.

Das ist die Volumenform. Fir j < k gilt

dpr A Adpy A Adipy

0
:dyz/\/\dy]/\dy]Jrz/\/\ka]/\(a 9

Yj+

de+1> A dypr A Ayn

dg
= (=" dy, A Adyn.
(—T1) 3y, Y2 y
Fir j > k erhalt man
Q)
Ay A AdPy A Adipy = (— )”Jkagdy/\ A dyn.
)

Zusammengefasst erhalten wir

k—1 a n a
w*(w):(—nk(zayi] jot — °1|)+Za—jfjolb>dyz/\~-Ayn.

=1 ) j=k4+1 )

Als nachstes miissen wir priifen, ob die lokale Parametrisierung ¢ positiv ist. Dazu
benotigen wir det D, wobei

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Do=1; 20 24 g 2 |
oy, 0ys oys oyn
O 0 0 © 1

wobei die herausgehobene Zeile die k-te ist. Bringt man diese Matrix auf Zeilenstu-
fenform, so sieht man sofort, dass det D, = (—1)*'. Per Definition (siehe §19 der
Analysis III aus dem WS 16/17) ist dann (—1)*"') eine positive lokale Parametri-
sierung und daher

9 n—1
F F f dA yeeeydnJ.
Lu JRn 1 (Z oYjir P¥ = Feed Z dy; ‘1’> (Y2 Yn)

j=k+1

11



4 Die Greenschen Formeln

Nun bestimmen wir die duflere Normale. Wir betrachten dazu in 0U die Kurvein
Yi(t) = te; + g(tej)ex, j # k. Fiir jede von ihnen ist v{(0) = ¢; + a—ya,%ek ein Tangen-
)
tialvektor. Ein duflerer Einheitsvektor wird gegeben durch

_ 99
oYz

_ 99
_ 0y
1
___9g
Y41

<
I

3
0yn
Den dufleren Einheitsnormalenvektor erhilt man durch Division durch die Norm.

Zum Schluss miissen wir noch das auflere Mafl bestimmen. Dazu benotigen wir

1
1
D.= |22 ... 29 _9% .. 239
¥ 0y2 Oy Yk dyn

1

1

Den Faktor det ((Dw)T(Dw)) bestimmen wir mit der Formel von Binet-Cauchy (siehe
Satz 20.7 der Analysis III, aber ohne Beweis). Es gilt ndmlich det ((Dy)"(Dy)) =
> +_;(det A;)?, wobei A; alle (n—1) x (n—1)-Unterdeterminanten von Dy, durchliuft.
Man bringt die A; auf Zeilenstufenform und sieht dann, dass

n d 2
det ((Dy)"(Dy)) =1+ (—9) .
= \0y;
Da diese Zahl gleich || V|| ist, haben wir die Behauptung gezeigt. O
Definition 4.7. Sei U C R™ offen und sei k € Ny. Eine Funktion f € C(U) liegt in C*(U),
wenn ihre Einschrinkung f = fly, in C¥(U) liegt und alle Ableitungen D*f mit || < k

eine stetige Fortsetzung nach U besitzen. Eine Abbildung liegt in C*(U,R™), wenn
alle Komponenten in C*(U) liegen.

Theorem 4.8 (Divergenzsatz). Se: U C R" eine glatt berandete, beschrinkte, offene
Menge.

(a) Es sei f € C'(U). Dann gilt firj=1,...,n
of
—dA" = fv;do,
0X; !
u ) ou

wobet v; die j-te Komponente der dufleren Einheitsnormalen ist.

12



(b) Bs setuc C'(U,R"). Dann gilt

J divu dA"™ = J (u,v) do.
u au

Eine Variante des Divergenzsatzes fiir C'-Polyeder findet man als Theorem 20.3 in
der Analysis III von Kaballo.

Satz 4.9 (Partielle Integration). Sei U C R" ewne glatt berandete, beschrdnkte,
offene Menge und seien f,g € C'(U). Dann gilt firj=1,...,n

of 0g

— d?\n:—J f—d7\n+J fgv; do.
Ju 0%; : u 0% ou I

Korollar 4.10. Sez U C R™ ewne glatt berandete, beschrankte, offene Menge und se:

f € C3(U). Dann gilt
of

J AfdA, = J —do.
u ou OV

Wir setzen B\ (x) ={y € R"|x —y| < r}. In der Regel wird die Dimension nicht
notiert.

Beispiel 4.11. Sei F(x) = x fiir x € R™. Dann gilt div F(x) = n fiir alle x und daher

vol(B(0)) = 1[

1
divFdA, = — J (F,v)do
N JBg(0)

T JaBg(0)
1

-
:_J (rv,v) dG:—J do.
N JaBg(0) N JaBg(0)

Also ist das Oberflachenmaf der (n — 1)-Sphédre vom Radius r gleich

J do = n vol Bg(0) = nR™ ' (n).
3Bx (0) R

13



5 Anwendung der Fundamentallosung

Satz 5.1 (Abstrakte Polarkoordinaten). Fir ein R > 0 sei f € C(Bgr(0) \ {0}) N

L'(Bg(0)). Dann gilt
R
J fd?\n:J J fdodr.
Br(0) 0 JoB.(0)

Satz 5.1 ist ein Spezialfall der Koflichenformel (siehe Evans, Appendix C, Theo-
rem 5).

Die in §3 bestimmte Fundamentallosung bezeichnen wir nun mit @, also

~ L, n=2
(D(X) — 27 1

nn—2)x(n)x~2’

n > 3,

Lemma 5.2. Fiir jedes R > 0 gilt ® € L'(Bg(0).

Definition 5.3. Fiir f: R™ — R™ bezeichnet man Supp f = {x € R"|f(x) # 0} als Trdger
von f. Fiir offenes U C R™ bezeichnet man mit C*(U) den Raum aller Funktionen
von der Klasse C* deren Trager kompakt ist und in U liegt.

Theorem 5.4. Sei n > 2 und sei f € C3(R™). Fiir x € R" setze

1
( ) _Z[JRZ 1n|X—U|f(U)d7\2(y)’ Tl,:z)
ulx) =
1 fly)
nn—2)x(n) J]R“ |X Y |n—2 d}\n(y)» sonst.

Dann u € C2(R™) und u st die Poisson-Gleichung
—Au = f.

Bemerkung. (a) Man beachte, dass [, f(y)*®@(y—x)dA,(y) fRn\{o} fly—x)*d(x)
und dass AD®(x) = 0 fiir x # 0. Das zeigt, dass bei diesem Integral der Laplace-
Operator nicht mit dem Integral vertauscht.

(b) Die Voraussetzung, dass f von der Klasse C? sein soll, kann abgeschwicht wer-
den.

14



6 Die Mittelwertseigenschaft

Theorem 6.1 (Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen). Sez U C R™ offen
und sei u: U — R harmonisch. Ferner sei B.(x) C U. Dann

1
ux) = ——— J udo
™ Ino(n) Jop,(x)

und
1

u(x) = J udA,.
™o(n) Jp,

Satz 6.2. Sei U C R™ offen und sei u € C>(U). Falls u die Mittelwerteigenschaft

1
= e J udo
™ na(n) 9B+ (x)

u(x)

besitzt, so 1st u harmonisch.

Wiederholung. Ein metrischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn es in ihm
hochstens zwei Mengen gibt, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind (ndmlich ()
und X).

Sei X C R™. Eine Teilmenge M C X ist genau dann offen in X, wenn es eine offene
Teilmenge G C R™ gibt, so dass M = G N X, und M ist genau dann abgeschlossen
in X, wenn es eine abgeschlossene Teilmenge A C R"™ gibt, so dass M = A N X.

Theorem 6.3 (Starkes Maximumprinzip). Es se: U C R™ offen und zusammen-
hingend. Es sei u € C*(U) harmonisch in U (d. h. Au(x) = 0 fiir alle x € U).
Falls es ein xo € U gibt, so dass u(xo) = maxgu, so ist u konstant.

Korollar 6.4. Es sei U C R™ offen und beschrinkt und es set u € C*(U) N C(U)
harmonisch in U. Dann nimmt u thr Mazimum n 0U an.

Die berden Formulierungen des Mazimumprinzips gelten auch, wenn man
Maximum durch Minimum erstetzt.

Bezeichnung 6.5. Das Problem

—Au = A, in U,
u=g, in oU.

heiflt Randwertproblem.

15



6 Die Mittelwertseigenschaft

Satz 6.6. Fir beschrdnktes, offenes U gibt es héchstens eine Losung u € C*(U) N

C(U) des Randwertproblems 6.5.

Bemerkung 6.7. Wie in Bemerkung 15.8 der Analysis I zeigt man, dass die Funktion
Ce < 1 ) x| <1
xXp| ——— X
n:R" = R, nx) = P xp2—1)" ’
0, x| =1,

von der Klasse C* ist. Dabei wird C so gewdhlt, dass | gn = 1. Fiir € > 0 setzt man

1 X
Ne(x) = §ﬂ<g> .
Dann 1, € Cc(R") mit Supp(ne) = Be(0), ne(x) > 0 fiir alle x und [, nedA, = 1.

Satz 6.8. Se: U offen tm R™ und set u harmonisch in U. Dann u € C>®(U).

16



[ Greensche Funktion

Wir wollen das Randwertproblem 6.5 mittels der Fundamentallosung @ losen. Nach
Theorem 5.4 wird fiir f € C2(R") eine Losung u der Poisson-Gleichung —Au = f
gegeben durch u(x) = [, f(y)®(y —x)dA.(y).

Lemma 7.1. Sei U C R™ offen und set u € C*>(U). Dann gelten fiir alle x € U

e—0

fim | uly) (9,00(y — ), vly)) doly) = —u(x),
0Bc(x)

e—0

fim | @y~ x) (Vuly), v(y) dofy) =0,
0Be(x)

Wir zeigen zuerst eine Variante von Theorem 5.4 mit Rand.

Satz 7.2. Sei U C R™ offen und beschrinkt mit glattem Rand. Fiir u € C(U) gilt
fiur allex e U

ux) = J (©(y —x) (i, v) — uly) (V,®(y — x),v)) do(y)
- L ly — x)Au(y)dAn(y).

Beweis. Wihle € > 0 so klein, dass B.(x) C U und setze V., = U\ B(x). Dann

J Oy — x)Auly)dinly) = I + 1,

u
mit

L= J Oy — x)Auly)dA,(y)

L= J Oy — x)Auly) A, (y).

Be(x)

Wegen u € C?(U) und Lemma 5.2 ist der Integrand von I, integrierbar und aus dem
Lebesgueschen Grenzwertsatz folgt die Konvergenz von I, gegen 0. Bei der Berech-
nung von [; verwenden wir die erste Greensche Formel, beachten, dass die aufiere
Einheitsnormale an 0B.(x) die negative der dufleren Einheitsnormalen an V. ist, und
erhalten I] = 13 + I4 + I5 + 16 + I7 mit

L :j AD (x — yuly)dh(y) =0,

IFJ Oy —x) (Vu(y),v) do(y),
ou

17



7 Greensche Funktion

=] o(y—x) (Tuly),v) doy)
0Be(x)
L= | uly) (V(y —x),v) doly),
ou
b=| ) (VOly —x),3) dofy).
0Be(x)
I, und I tauchen in der Behauptung auf. Nach Lemma 7.1 konvergiert I5 gegen O

und I; gegen —u(x). Il

Definition 7.3. Ein Gebiet ist eine offene, zusammenhdngende Menge im R".
Es sei U C R™ ein beschranktes Gebiet. Falls fiir jedes x € U das Randwertproblem

Ap*(y) =0 in U
e (y) =0y —x) in oU

eine Losung @* € C%(U) besitzt, so bezeichnet man die Funktion

G:{x,y) e W |x#y} =R,  Gx,y)=C(y—x)— ¢ (y)
als Greensche Funktion von U.

Bemerkung. Wir werden spater die Forderung an die Randregularitdat der Green-
schen Funktion etwas abschwachen miissen.

Satz 7.4. Ser U C R"™ ewn beschrdanktes Gebiet mit glattem Rand, welches eine
Greensche Funktion G besitzt. Ferner seiu € C*(U) eine Lésung des Randwert-
problems

—Au="f U
u=g in olU.

Dann gt fiir alle x e U
W) == | gy (V600 y),v) dofy) + | Glx )Ty (y)
au u

Satz 7.5 (Symmetrie der Greenschen Funktion). Es set U C R", n > 2, ein be-
schrdanktes Gebiet mit glattem Rand, welches eine Greensche Funktion G besitzt.
Dann gilt G(x,y) = G(y,x) fir alle x,y € U mit x #y.

Beweis. Fiir z € U\ {x,y} setze u(z) = G(x,z) und w(z) = G(y,z). Fir e > 0
so klein, dass B.(x) N B.(y) = 0, setze V. = U\ (B.(x) U B.(y)). Anwendung von
Theorem 4.1(b) auf u und w ergibt

0 :J (UAW —wAUW)dA, =L + L+ 15
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mit

L= (W(Vw,v) —w(Vu,v))do,
Jau

L= (w(Vw,v) —w (Vu,v)) do,
JOBe(x)

I; = (uw(Vw,v) —w (Vu,v)) do.
JOBe(y)

Wegen u =w = 0 in 0U verschwindet [;. Wir teilen I, weiter auf als [, = [ + I5 mit
L = J w(Vw, v} do(y),
0Be(x)
Is = —J w(Vu,v) do(y).
0Be(x)
Wegen w € C?(B.(x)) existiert C; > 0, so dass |[Vw(z)| < C; fiir alle z € B.(x). Da

@* € C*(U), existiert C, > 0, so dass |@*(z)| < C, fiir alle z € U. Wir erhalten im
Falln >3

L| < C1J uldo < C1J ®(x — 2)|do(z) + C1J ¢%(z)|do(z)
0B (x) 0B (x) 0B (x)
C] 1 n—1
< S derca|  do=CietrCer o
na(n) Jog, v ly —x| OB (x)

Im Fall n = 2 gilt dasselbe mit analogem Beweis. Wir schreiben I5 = I4 + I; mit
IGZ_J W<V(D(y—x),v> do,
0Be(x)
I, = J w(Ve*(z),V) do.
9Be(x)

Aus Lemma 7.1 folgt die Konvergenz von Is gegen w(x). Da der Integrand von I,
stetig in U \ {y} ist, existiert C; > 0, so dass

17| SCgJ do — 0.
0Be(x)
Bisher haben wir gezeigt, dass I, — w(x). Da man analog sieht, dass I3 — —u(y),

folgt G(x,y) = w(x) =u(y) = G(y,x). O

Bemerkung 7.6. Der Halbraum ist R = {(xi,...,x, € R" [ x,, > 0}. Die Spiegelung

am Rand bildet x € R} ab auf x = (x1,...,%Xn_1,—Xn). Damit ldsst sich leicht eine
Funktion ¢*: R? — R finden mit

Ag

P

: n
in R}

0
— Dy —x) in OR"

X
X

c <
I
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7 Greensche Funktion

ndmlich @*(y) = O (y —x).

Die Funktion ®(y — x) — ®(y — x) wird gelegentlich als Greensche Funktion des
Halbraums bezeichnet, obwohl der Halbraum unbeschrankt ist und deswegen keine
Greensche Funktion im engeren Sinn besitzt.

Bezeichnung 7.7. Die Spiegelung an der Einheitssphdre bildet x € R™\ {0} ab auf

. X
X

Satz 7.8. Die Greensche Funktion der Einheitskugel st

G(x,y) = {q)(x_y) — (Xl —%), x#0,

d(y) — ©(1,0,...,0), x = 0.
Definition 7.9. Sei n > 2. Die Funktion
2 12
Kix,y) = — 1 x € BI(0), y € 9B (0),

)
ma(n)x —y["
heifit Poisson-Kern fiir B! (0).

Lemma 7.10. Firn > 2, x € B;(0), y € 0B1(0) und v die duflere Einheitsnormale
an B1(0) tny gilt
<vyG(X)y)3V> = _K(X>y)°

Der Poisson-Kern ist harmonisch in By(0) beziiglich der Variablen x.

Satz 7.11. Es seien n > 2 und es set K der Poisson-Kern. Fur g € C(0B1(0)) setze
wix) = | glyKinyldofy)
9B+ (0)

Dann lost u das Randwertproblem

Au =20 m By(0)
u=g an 0B¢(0)

Lemma 7.12. Es sei u € C2(B1(0)). Dann gilt

X 1
J u(—) do = — J u(x) do.
™) \T T aB{™(0)

Theorem 7.13 (Poissonsche Formel fiir die Kugel). Es seten n > 2 und r > 0 und es
set K der Poisson-Kern. Fir g € C(0B.(0)) setze

u(x) =J 9(y)K(x,y)do(y).
9B, (0)

Dann lost u das Randwertproblem

Au =20 wn B, (0)
u=g i 0B, (0)

20



Bemerkung. (a) Ein Randwertproblem der Form

Au = —f inU
u=g in oU

bezeichnet man als Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung. Ein Rand-
wertproblem der Form

Au = —f inUu
(Vu,v) =g in oU
ist ein Neumann-Problem.

In Courant/Hilbert, “Methoden der Mathematischen Physik I” werden Green-
sche Funktionen fiir andere Gebiete konstruiert, namlich fiir Rechteck, Quader
und Kreisring.
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8 Die Warmeleitungsgleichung

Definition 8.1. Die partielle Differentialgleichung
u—Au=20

ist die homogene Wdarmeleitungsgleichung, die Gleichung
u —Au="F

ist die inhomogene Wdrmeleitungsgleichung. Statt Warmeleitungsgleichung sagt
man auch Diffusionsgleichung.

Dabei gilt die Vereinbarung, dass t die Zeitvariable ist und A nur auf die Raum-
variablen wirkt.

Definition 8.2. Die Funktion @: (R™ x R) \ {(0,0)} — R,
LI (.
O (x,t) = { (47mt)n/2 P\ ) ’
0, t<0,
heifit Fundamentallosung fiir die Warmeleitungsgleichung.
Lemma 8.3. @ € C®(R™ x R\ {(0,0)}). Ferner gilt ®, — A® =0 n R™ x R\ {(0,0)}.

Lemma 8.4. Fir jedes t > 0 gilt
J O(x,t)dA.(x) = 1.

Definition 8.5. Eine Anfangswertproblem ( Cauchy-Problem) fiir die Warmeleitungs-
gleichung ist eine Aufgabe der Form

u—Au=" in R™ x ]0, ool)

u=g in R™ x {0}
Dabeli ist die letzte Zeile zu verstehen als

lim u(x,t) =g(&) fiir alle & € R™
(x,t)—(&,0)
x€R™t>0
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Theorem 8.6. Fir g € C(R"™) beschrdankt setze

u(x,t):j O (x —y, )g(y)dAn(y).

n

Dann u € C®(R"™ x ]0,00[) und u ldst das Anfangswertproblem

u—Au=0 i R™ x ]0, 00|
u=g m R™ x {0}

Bemerkung. Man beachte, dass die Losung des Anfangswertproblems unendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit zeigt.

Theorem 8.7. Sei f € C*(R™ x ]0,00[), so dass sup{|[f(x,t)| | x ER", 0 <t < T} < o0
fur jedes T> 0. Fiir t > 0 sez

t
u(x,t) = J J O(x —y,t—s)f(y,s)dA.(y)ds.
0 n
Dann liegt u in C*(R™ x ]0, 00[) und ist Lésung des Anfangswertproblems
w—Au="F i R™ x ]0, ool
u=20 in R™ x {0}

Korollar 8.8. Sei f € C*(R™ x ]0,00[), so dass sup{|[f(x,t)] [ x e R, 0 <t < T} < o0
fur jedes T> 0, und ser g € C(R") beschrdnkt. Dann lost

t
Wk ) = | 00—y 0gly)dhly) + | | 0yt sty sidry)ds
n O n
das inhomogene Anfangswertproblem
u —Av="AF i R™ x ]0, 00|
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9 Etwas Fourieranalysis

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse iiber Fourierreihen ohne Beweis zusam-
mengetragen. Theorem 9.3 wird in der Einfiihrung in die Funktionalanalysis gezeigt.
Wie immer bezeichnet K einen der Korper R oder C.

Definition 9.1. Es sei 1 < p < oo.

(a) Fiir I C Z setzen wir

() = {(bk)ka

by € (C, Z|bk‘p < OO}

kel

Wir schreiben (P anstelle von (P (N).

(b) Fiir eine Borelmenge U C R™ setzen wir

[P(U) = {f: U—K

J PN, < oo}
u
Definition 9.2. (a) Man versieht ¢P(I) mit der Norm

1/p
el = (Zw)

kel

1/p
Il = (] frann)
u

Der Satz von Riesz-Fischer (siehe Satz 12.10 der Analysis III) sagt aus, dass
€P(I) und LP(U) Banachraume sind.

und LP(U) mit der Norm

(b) Wenn man ¢*(I) mit dem Skalarprodukt

(i )er, (Ciker) = Z by.Cy

kel

versieht, dann ist ¢%(I) ein Hilbertraum.
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(c) Analog wird [?(U) durch das Skalarprodukt

(f, g) =J £gdh,
u

zu einem Hilbertraum.

Theorem 9.3. Fiir f € 1%([0,1]) setze

r1

ce = | f(x)e 2™ dA(x), keZ,
JO
-

a, = | f(x)cos(27tkx)dA;(x), k € Ny,
JO
-

by = | f(x)sin(27tkx)dA; (x), k € N.
Jo

Dann gelten
f(X) _ Z CkeZWikx’
k=—o0

f(x) =ap+2 Z ay cos(27kx) + 2 Z by sin(27tkx)
k=1 k=1

wm 12-Sinn. Insbesondere sind linke und rechte Seite nur A -fast tiberall gleich.

Theorem 9.4 (Satz von Fejér). Sei f € L'([0,1]). Die 1-periodische Fortsetzung von f
set stetig in x. Dann gilt

Beispiel 9.5. Fiir x € [0, 1] setze

2 0<
flx) =40 =
2 — 2x, <

= fir j € No. Wegen Theorem 9.3

Dann ¢y = 1, ¢y = 0 fiir j # 0 und cj41 =
gilt
1 d 1
= — —4 —_— 2 2. 1 1
fx) = 5 > 21 cos(27(2j + 1)x) (9.1)

im [%-Sinn. Fiir jedes x sagt der Satz 9.4 von Fejér erstmal folgendes aus

AR 2j+1 —4 ,
f(X)_r\}Eﬂo (§+§<1_2N+1> 7T2(Zj+1)2cos(27t(2]+1)x)>.
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9 Etwas Fourieranalysis

Wegen der gleichméBigen Konvergenz der Reihe (9.1) ist der zusétzliche Term in der

Fejér-Reihe nicht erforderlich. Setzt man beispielsweise x = % ein, so bekommt man
2

i;_ﬂ_
2j+1)2  8°

j=0
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10 Die Warmeleitungsgleichung, Teil 1l

Bemerkung 10.1. Eindimensionale Warmeleitungsgleichung mit Randbedingungen.
Es sei U = ]0, 1[. Betrachte das Problem

U — Uy =0 in ]0, 1] x ]0, oo
u=20 in {0, 1} x ]0, oo

Ansatz u(x,t) = v(x)w(t) fithrt zu

also gibt es eine Konstante C mit

vi(x)  w'(t)

vix)  w(t)

Die Randbedingung fiihrt zu v(0) = v(1) = 0.

Fall C = 0: Dann v(x) = ax + b. Das ist nur fiir a = b = 0 mit den Randbedin-
gungen vereinbar.

Fall C > 0: Dann v(x) = ae¥ *+be VC*. Die Randbedingungen fithren zu a+b = 0
und aeVC + beVC = 0,also a=b=0.

Fall C < 0. Sei w = v/—C > 0. Dann v(x) = acos(wx) + bsin(wx). Die Randbe-
dingungen fithren zu a = 0 und bsin(w) = 0. Fiir w € nN erhalten wir nicht-triviale
Losungen der Randwertaufgabe

u(x,t) = sin(kmx)e ¥t

In der Funktionalanalysis werden wir den folgenden Satz zeigen:

Satz 10.2. Es ser U C R™ offen und beschrdankt und es set m € N. Dann wird

durch
0*f
~—(x)

ox*

f — =
fllem@ = sup max
loe|<m

etne Norm auf C™(U) gegeben, durch die C™(U) zu einem Banachraum wird.
Fiir || < m st der Differentialoperator D* stetig von C™(U) nach C™I™(U).

Lemma 10.3. Fiir a e R und t > 0 gilt

J exp <_%> e'Wdy =2 /T[temx—azt.

—00

27



10 Die Wéarmeleitungsgleichung, Teil II

Satz 10.4. Fiir g € C([0,1]) mit g(0) = g(1) = 1 gebe es eine Folge (by)xen € L', s0
dass ) -, bysin(kmx) = g(x). Dann konvergiert die Rethe

u(x,t) = Z by sin(kmx)e ™t
k=1
fiir jede Wahl von 0 < t; < t; in C%([0,1] x [t1,t2]) und l6st das Anfangs- und
Randwertproblem

U — Uy = 0 in ]0, 1[ x ]0, oo
u=20 wn {0, 1} x ]0, oo Randbedingung
u=g in 10, 1[ x {0} Anfangsbedingung

Die Spur tr M einer quadratischen Matrix M ist gleich der Summe ihrer Diagonal-
eintrdge. Die Spur ist invariant unter Basiswechseln. Daher ist sie gleich der Summe
der Eigenwerte.

Wenn w: U — R von der Klasse C? ist, so bezeichnen wir mit H,, ihre Hessematrix.
Offenbar gilt Aw = trH,,.

Lemma 10.5. Se: U C R™ offen und ser w € C2(U). Fiir xo € U gelte Vw(xg) = 0
und Aw(xg) > 0. Dann existiert v € R", so dass die Funktion t — w(xg+tv) in 0
ewn striktes lokales Minimum besitzt.

Theorem 10.6 (Maximumprinzip). Se: U C R" offen und beschrdnkt, sei u € C*(U x
10, co[)NC(Ux [0, o0]) eine Losung der Warmeleitungsgleichung wi—Au = 0. Dann
gult fir jedes T >0

max{u(x,t) |[x € U und 0 <t < T} = max{u(x,t) | (x € 0U und t < T) oder t = 0}.

Korollar 10.7 (Eindeutigkeit). Sei U C R™ offen und beschrinkt, seien u,v € C*(U x
10, 00) NC(U x [0, 00[) Lésungen der homogenen Wirmeleitungsgleichung. Es sei
u(x,0) = v(x,0) fiir alle x € U, und fir ein T> 0 gelte u(x,t) = v(x,t) fiir alle
x € 0U, t € [0, T]. Dann stimmen u und v in U x [0, T] tiberein.

Die Aussage, dass Randwerte fiir Zeiten t > T die Losung zu Zeiten t < T nicht
beeinflussen, entspricht der Kausalitat in der physikalischen Welt.

Korollar 10.8 (Stabilitit). Sez U C R™ offen und beschrdnkt, seien h!") h? € C(aU x
[0,00[) und gV, g'¥ € C(U x {0}). Fiir alle (x,t) € 9U x [0,00[ gelte [hV(x,t) —
h@(x,t)| < e und fiir alle x € U gelte |g/"(x,0) — g@(x,0)| < e. Falls es fiir
j =1,2 jeweils eine Losung ul) € C2(U x (0,00)) N C(U x [0,00)) von

W Au =0 in U x ]0, ool
1) — h0) in U x ]0, oo
uh) = g0l in U x {0},

gibt, so gilt [uV(x,t) —ul?(x,t)| < e fiir alle (x,t) € U x [0, ool.
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Definition 10.9. (a) Es sei U C R" offen und beschrdnkt und es sei T > 0. Dann
ist Ur = U x ]0,T] der parabolische Zylinder iiber U und I't = Uy \ Uy der
parabolische Rand von Ur.

(b) Eine Funktion u: Ut — R liegt in C3(Uy), wenn u, 1, und die Raumableitungen
erster und zweiter Ordnung in C(Uy) liegen.

Theorem 10.10 (Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem). Es sez u € C{(R"x]0, T1)N
C(R™ x [0,T]) eine Lésung von
u —Au =0, mn R™ x ]0, T],
u=g, m R™ x {0},
fiir eine beschrdankte, stetige Funktion g € C(R"™). Ferner gebe es a,A > 0, so

dass
ulx,t) < Ae?™* x e R™ t e [0,Tl.

Dann gilt

sup u =supg.
R x[0,T] R

Korollar 10.11 (Eindeutigkeitssatz fiir das Cauchyproblem). Seien g € C(R") und
f € C(R™ x [0,T]) gegeben. Dann ezistiert hichstens eine Lésung u € CH(R™ x
10, TII) N C(R™ x [0, T]) des Anfangswertproblems

u — Au = f, i R™ x ]0,T],
u = g_ 'L'n, Rn X {O},

welche fiur irgendwelche a, A > 0 die Wachstumsbedingung
u(x, t)| < Ae?*
erfullt.

Im Buch von John wird in §7.1 ein Beispiel angegeben (von Tychonoff), welches
zeigt, dass man auf die Wachstumsbedingung nicht verzichten kann.

Definition 10.12. Die Differentialgleichung u; + Au = 0 heifit Rickwartsdiffusions-
gleichung.

Bemerkung 10.13. (a) Sei T > 0. Wenn u eine Lésung des folgenden Anfangs- und
Randwertproblems fiir die Warmeleitungsgleichung ist

w—Au=0 in U x [0, T[
u=0 in oU x |0, T[
u=g in U x {0},
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10 Die Wéarmeleitungsgleichung, Teil II

dann ist v(x,t) = u(x, T — t) eine Losung des folgenden Anfangs- und Rand-
wertproblems fiir die Riickwartsdiffusionsgleichung

vi+Av =0 in U x ]0, T[
v=0 in oU x ]0, T[
v(x,0) =u(x,T) in U x {0},
(b) Eine Losung von
vi+Av=0 in ]0,1) x (0, T[
v=20 in {0, 1} x ]0, T[
v(x,0) = sin(k7mx) in 10, 1[ x {0},
k22t

ist v(x,t) = sin(k7mx)e

Definition 10.14. Eine partielle Differentialgleichung zusammen mit Anfangs- und/oder
Randbedingungen bezeichnet man als korrekt gestellt, wenn die folgenden drei Be-
dingungen erfiillt sind

(a) Losbarkeit: Es gibt mindestens eine Losung
(b) Eindeutigkeit: Es gibt hochstens eine Losung

(c) Stabilitdt: Die Losung héngt stetig von den Anfangs- bzw. Randbedingungen
ab

Ein Problem, welches mindestens eine der drei Bedingungen verletzt, heifit schlecht
gestellt.

Bemerkung 10.15. (a) Alles drei hat natiirlich nur einen Sinn, wenn man sich fiir
Anfangs- und Randbedingungen sowie Losungen auf Funktionenrdune festlegt.

(b) Teil (b) der vorigen Bmerkung zeigt, dass das Anfangs- und Randwertproblem
fiir die Riickwartsdiffusionsgleichung schlecht gestellt ist.
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11 Die Wellengleichung

Definition 11.1. Die partielle Differentialgleichung
Uy —Au=1F
heiflt Wellengleichung.
Bemerkung. (a) In einigen Biichern findet man das Zeichen [CJu = uy; — Au.

(b) Die Wellengleichung ist von der Ordnung 2 in der Zeit. Man setzt Anfangsbe-
dingungen fiir u und .

Im Fall n =1 16sen wir nun das Anfangswertproblem

Uy — Uy =0 in R x ]0, 00)
u=g in R x {0}
u =nh in R x {0}

mit der Methode von d’Alembert. Dazu beachtet man

CACI W AR P
ot " ox /) \ot  ox /)t T M T e

Setzt man also v = (2 — 2)u, so gilt

vi +v, = 0.

Das ist eine Transportgleichung. Nach Satz 2.1 gibt es also eine Funktion a, so dass
v(x,t) = a(x —t) fiir alle x, t. Daraus ergibt sich

u(x,t) —ux(x,t) = a(x —t).

Dies ist eine inhomogene Transportgleichung. Mit Satz 2.3 ergibt sich fiir eine vorerst
unbekannte Funktion b

t X+t
u(x,t) =b(x +t) —I—J a(x —(s—t) —s)ds = %J a(y)dy + b(x + t).
0 x—t

Das miissen wir an die Anfangsbedingungen anpassen. Sofort klar ist b = g. Fiir a

erhalten wir
a(x) =v(x,0) = w(x,0) —u(x,0) = h(x) — g'(x).
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11 Die Wellengleichung

Das setzen wir wieder ein und erhalten

1 x4+t
u(x,t) = EJ (h(y) —g'(y))dy + g(x +t)
—1( (x +t) + (x—t))+lr+th( )d (11.1)
=519 g 7] y)dy. :

Theorem 11.2. Fiir g € C*(R) und h € C'(R) I6st die Funktion uw aus (11.1) die
Anfangswertaufgabe

— Uy =0 mn R x (0,00)
u=g mn R x {0}
u=nh m R x {0}

Beispiel 11.3. Die Losung fiir g(x) = \/L;Te*Xz und h = 0 besteht aus zwei auseinander

laufenden Spitzen.
Die Losung fiir g =0 und h = Lf —* besteht aus einem Plateau, welches immer

grofler wird. Es gilt ndmlich

] Jert e—gzd B ]
2V7) Y=y

(erf(x +t) —erf(x — t))

wobei erf(x) = \/i;r [ye v dy.

Beispiel 11.4. Seien nun g € C*([0,00[) mit g(0) = g’(0) = g”(0) = 0 und h €
C'([0, co[) mit h(0) = h/(0) = 0. Wir 15sen das Anfangs- und Randwertproblem fiir
die Halbgerade

Ut — Uy = 0 in ]0, oo[ x ]0, ool
u=90 in {0} x ]0, ool
u=g in ]0, oo x {0}
u =h in ]0, co[ x {0}

Fiir x < 0 definieren wir der Einfachhheit halber g(x) = 0 und h(x) = 0. Dann
g € C)(R) und h € C'(R). Wir vermuten, dass die nach links laufende Welle
zuriickgespiegelt wird, und machen den Ansatz

x+t

u(x,t) = % <g(x+t) +g(x—1) +J

x—t

h(y)dy +k(x—t)) ,

wobei k(x) = 0 fiir x > 0. Fiir t > 0 muss gelten

0=u(0,t) = (g(t) +J h(y)dy + k(—t)) .

0

N —
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Das bedeutet k(x) = —g(—x) — j'o_" h(y)dy, x < 0. Dann stimmen alle anderen
Bedingungen automatisch. Wir erhalten

%(g(x+t)—g(t—x)+r+xh(y)dy>, x < t,
uot) = 3 —
5(9(X+t)+9(x—t)+J h(y)dy>, x>t

Aus der Herleitung sieht man, dass u € C?((0, 00)?).

Nun wollen wir eine Losung fiir das Anfangswertproblem in n = 2 und n = 3
konstruieren. Der erste Schritt ist in allen Dimensionen moglich. Gesucht ist fiir
g € C*(R™) und h € C'(R") eine Lésung u € C*(R™ x ]0, 00[) N C'(R™ x [0, 0o[) von

Uy —Au=0 in R"™ x ]0, oo
u=g in R" x {0} (11.2)
u; =h in R" x {0}

Bezeichnung 11.5. Fiir u € C(R™ x ]0, 00[), x € R™ und r,t > 0 setze

1

U(x,r,t) = ()T

j u(y, t)do(y).
9Br(x)

U heit sphdrisches Mzittel von u.

Lemma 11.6. Wenn u von der Klasse C' bzw. C? ist, dann auch U als Funktion
von (x,1,t) € R™ x ]0, 00[ x ]0, 00[. F4ir jedes (x,t) € R™ x ]0, co[ gilt ferner

P\IJ% U(x,r,t) = u(x,t),
1

U (x,m,t) = )

J J Au(y,t)do(y)ds.
0 JOBs(x)

Satz 11.7. Wenn u das Anfangswertproblem (11.2) lést, dann st fir jedes x das
spharische Maittel U Losung der folgenden Poisson-Darboux-Gleichung

1

Uy, uw—“T U, =0 €10, 00[, t €10, o0l
U=G r€10,00[,t =0,
ut:H rG]O)OO[)t:O)

wober G und H jeweils die sphdrischen Mittel von g und h sind.

Lemma 11.8. Wenn V dass sphdrische Mittel von v € C*(R") ist, dann erfillt V
die Darbouxsche Gleichung

n—1

Vi + V., = AV.

T
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11 Die Wellengleichung

Um die Poisson-Darboux-Gleichung fiir n = 3 zu 16sen, setzen wir u= U, G=1G
und H = rH. Dann U, = U+ rU, und U,, = 2U, + rU,, mit entsprechenden Formeln
fiir G und H soweit sinnvoll. Die Poisson-Darboux-Gleichung transformiert sich zu

1 -
U, =7 <3Tur + urr) = 1"Ll’tt = Uy.

Somit ist U eine Losung von

Uy — U, =0 r €10, 00, t €10, 0o,
U=0 r=0,t€]0, 00l
u=aG r€]0,00[,t =0,

U, =H r€10,00[,t = 0.

Diese Aufgabe haben wir in Beispiel 11.4 gelost. Fiir r < t gilt namlich

t—r

ﬂ(x,r, t) = % (é(x,rth) — é(x,t—r) + Jtﬂltl(x, p)dp) .

Mit Lemma 11.6 folgt

Wi t) = lim U, 1) = lim S0 Y Z & o)+ R b)), (11.3)
r—0 r—0 T

Unter Verwendung der Definition des sphdarischen Mittels erhdlt man, wenn man
beim letzten Integral beachtet, dass die Substitution y = %= lautet,

0

Gilxt) = 2 ( ¢

s

m Lw] g(x +ty)d0(y))

S gt wldot) 4 | (Vg ty)y) doty)
0B (0)

- 4 7T JaB4(0)
= it |y, 9080 s [ (Tl ) doty)
Wegen
it =g | hiyidoty)

haben wir die Kirchhoffsche Formel hergeleitet.

Theorem 11.9 (Kirchhoffsche Formel). Sei n = 3 und seien g € C3(R?) und h €
C%(R3). Dann besitzt das Anfangswertproblem (11.2) genau eine Lisung. Diese
1st gegeben durch

1
Wit = o | () +(y) + (Vely)y ) doty)
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Bemerkung. Wenn h = 0 und der Trdger von g in der N&dhe des Ursprungs kon-
zentriert ist, dann ist fiir festes t der Trager von u(x,t) in der N&he von |x| =t
konzentriert.

Nun 16sen wir das Ausgangsproblem (11.2) fiir n = 2 durch Dimensionsabstieg.
Wir setzen dazu
ﬁ(X] y X2y X3, t) = LL(X] y X2y t)

und entprechend fiir g und h. Wenn u eine Losung der Wellengleichung in n = 2 ist,
dann ist U eine in n = 3. Wegen (11.3) bedeutet das fiir x = (x1,%;) € R?

LL(X, t) = L_L(X1 y X2 O) t)

_ 90 tJ (x1 + ty1, %2 + tys)do(y)
=5\ 1x aB53)(0)9 1 Y1, X2 Y2 Yy

t

= LB?)(O) h(x; + tyr, x2 + ty,z)do(y).

Das Fldchenelement hatten wir beim Beweis des Satzes 5.1 iiber die abstrakten Polar-
koordinaten bestimmt. Damit erhalten wir durch Integration iiber beide Halbspharen

g(x + tz)
xX]+t X, +t do ZZJ —————
LB@(O) 9(x1 + tyr, x2 + tyz)do(y) 20 VTP

Damit erhalten wir

d}\z(Z).

o[t
ot \ 47 t ty,)d
ot (47TLB§3)(0)9(X] iy x4ty G(U)>

dAz(z)

ZLJ glxttz) MZHLJ (Vg(x +12),2)

270 g (0) /1 — |22 27 Jgy 00 /1 —zf?

1 J gly) +(Vg(y),y —x)
Bi(x)

T 2mt m

Theorem 11.10 (Poissonsche Formel fiir das Anfangswertproblem der ebenen Wellen-
gleichung). Sei n = 2 und seien g € C3(R?) und h € C*(R?). Dann besitzt das
Anfangswertproblem (11.2) genau eine Ldsung. Diese ist gegeben durch

dAz (y).

dAz(y).

u(x, t) = 1 L N gly) + th{y) + (Vg(y),y —x)

ot ey P

Bemerkung. (a) Sowohl die Kirchhoffsche als auch die Poissonsche Formel zeigen,
dass Wellen sich mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten.

(b) Wenn h =0 und der Tréger von g in der Ndhe des Ursprungs konzentriert ist,
dann ist i. a. fiir festes t der Trager von u(x.t) ungefdhr gleich der Scheibe B(0).
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11 Die Wellengleichung

(c) In Evans wird fiir jedes n € N das Anfangswertproblem auf dem R™ geldst.
Man beobachtet das Huygenssche Prinzip

In ungeraden Dimensionen n > 3 wirkt die Anfangsbedingung an der
Stelle x nur auf die Punkte des Vorwarts-Lichtkegels

{(y,t) € R" x ]0,00[ | [y —x|* = t7}.

In geraden Dimensionen werden alle Punkte in
{(y,t) € R™ x10,00[ | [y —x|* < t%}.

beeinflusst.

Beispiel 11.11. Sei h = 0 und sei g € C3(R?) radialsymmetrisch, also g(x) = G(|x|)
fir ein G € C3([0,00[) mit G’(0) = G"(0) = 0. Wir 16sen das Anfangswertpro-
blem (11.2) mit der Kirchhoffschen Formel fiir den Punkt x =0

1
w00 = o | {6y + (Voly)y)) dofy).

In Bemerkung 3.2 hatten wir gezeigt

Also
1

WO =60+ s | GllyDiyldoty) = Gl 1 1G'(0)

Das Phénomen, dass rdumlich verstreute Irregularitdten sich zu einer stérkeren Irre-
gularitat fokussieren, bezeichnet man als Kaustik.

Satz 11.12 (Duhamelsches Prinzip fiir die Wellengleichung). Se: f € C(R™ x ]0, 0o[).
Fiir s > 0 se1v® eine Losung der Anfangswertaufgabe

Vi — AV =0 i R™ x Js, oo
v =0 m R™ x {s}
Vi(+,s) =1(s) m R™ x {s}

Dann 1st .

u(x,t) = L v¥(x,t)ds

eine Losung von

Uy — Au = m R™ x ]0, ool
u=20 m R™ x {0}
u =0 mn R™ x {0}
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Bemerkung. Die Forderung, dass V¢ die Wellengleichung 16st, schliefit v¢ € C?(R"™)
ein. Welche Regularitatsanforderungen an f zu stellen sind, um diese Regularitat

von v* sicherzustellen, hangt von der Dimension ab.
Satz 11.13. Se: f € C*(R?). Dann 1st

t_ I
47t Bi(x) ly —x|

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems

y)

u(x,t) =

Uy —Au=f in R® x 10, oo
u=0 in R x {0}
u =0 in R® x {0}

Bemerkung. Den Integranden bzeichnet man als retardiertes Potenzial.
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12 Lineare Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

Bezeichnung 12.1. Sei

o <k
eine lineare Differentialgleichung der Ordnung k. Ihr Symbol ist die Funktion
Prx, &) = ) au(x)E™. (12.1)

|oc[=k

Im Fall k = 2 ist p, fiir festes x eine quadratische Form in &

&1 ! bii(x) bia(x) ... bia(x) &

P2(x, &) = Z Z bj,k(X)Ej &k = : : : :
J=T k=1 EVTI. bn,] (X) bn,Z(X) oo bn,n(x) EVTL

Die quadratische Matrix aus der Gleichung bezeichnen wir mit B(x). Dabei darf
ohne Einschrankung b;y(x) = byj(x) angenommen werden. Dann ist B(x) fiir jedes x
symmetrisch und daher reell diagonalisierbar.

Beispiel 12.2. (a) Poisson-Gleichung —Au = f in n-Raumvariablen: Dann ist B(x)

fiir jedes x die negative n x n-Einheitsmatrix.

(b) Warmeleitungsgleichung u, — Au = f. Die Zeitvariable werde mit x,, 1 bezeich-
net. Dann ist fiir jedes x die (n+ 1) x (n + 1)-Matrix B(x) gegeben durch

-1 0 ... 0 O
0O -1 ... 0 O
B(x) = : : Do
o 0 ... =10
0O 0 ... 0 O

(c) Wellengleichung u, — Au = f. Es sei wieder x,,; die Zeitvariable. Dann ist fiir
jedes x die (n+ 1) x (n+ 1)-Matrix B(x) gegeben durch

-1 0 ... 0 0
O -1 ... 0 O
B(X) — . S . .
0 O -1 0
0 0 0 1
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Definition 12.3. Lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung werden nach
den Vorzeichen der Eigenwerte von B geordnet. Die Gleichung (12.1) heif}t

e elliptisch an der Stelle x, wenn alle Eigenwerte von B(x) dasselbe Vorzeichen
haben und B(x) nicht singular ist,

e parabolisch an der Stelle x, wenn B(x) singuldr ist und alle von Null verschie-
denen Eigenwerte von B(x) dasselbe Vorzeichen haben,

e hyperbolisch an der Stelle x, wenn B(x) nicht singuldr ist und genau ein Ei-
genwert ein anderes Vorzeichen als die anderen hat.

Eine Differentialgleichungen heif3t elliptisch, wenn sie an jeder Stelle elliptisch ist,
analog fiir die anderen Begriffe.

Bemerkung. (a) Nurin n = 2 ist das zumindest fiir jeden Punkt eine Klassifikati-
on.

(b) Literatur fiir den elliptischen Fall: Gilbarg, D., und Trudinger, N. S.: Elliptic
Partial Differential Equations of Second Order

Beispiel 12.4. Die Poisson-Gleichung ist elliptisch, die Warmeleitungsgleichung pa-
rabolisch und die Wellengleichung ist hyperbolisch.

Bemerkung. Man vergleiche mit der Klassifikation der Kegelschnitte

(x5)e 3]+ (}) va-o

Bemerkung 12.5. Je nach Typ der Differentialgleichungen werden unterschiedliche
Probleme untersucht:

e hyperbolisch: Anfangswertaufgabe (Cauchy-Problem)

e elliptisch: Randwertprobleme oder Eigenwertprobleme

Bei einem Eigenwertproblem werden homogene Randbedingungen gestellt und
dazu die Eigenwerte bestimmt

e parabolisch: Anfangs- und Randwertprobleme
Beispiel 12.6. Im R? sei die Differentialgleichung
Uyx + Uy +y2uw —u, =0

gegeben. Um sie zu klassifizieren, muss sie zundchst durch eine symmetrische Ma-
trix B beschrieben werden.

Es gilt detB = y? — }‘. Firy = i% ist die Differentialgleichung parabolisch, fiir
ly| > ; elliptisch, und fiir |y| < } ist sie hyperbolisch.
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13 Die Porose-Medien-Gleichung

Definition 13.1. Es sei v > 1. Die partielle Differentialgleichung
u —Au)=f
heiflt pordse-Medien-Gleichung. Sie ist nur fiir nicht-negative u erklart.

Bemerkung 13.2 (Trennung der Variablen). Wir mdchten Losungen der homogenen
Gleichung finden und machen dazu den Ansatz

u(x,t) =v(t)w(x).
Dann

vi(t)  AwY(x)
vt wx)

Diese Grofle hangt weder von t noch von x ab. Wir nennen sie p. Die gewohnliche Dif-
ferentialgleichung fiir v 16st man bequem mit dem Verfahren der Variablentrennung
und erhalt

v(t) = (1 —y)ut + )0, (13.1)

fiir beliebiges A. Damit v(0) erklart ist, muss A positiv sein. Bei der partiellen Diffe-
rentialgleichung fiir w begniigen wir uns mit einem Ansatz, ndmlich w(x) = |x|*.
Wir erhalten die Gleichung

ulx|* — oy oy +n —2)[x|*V2 = 0.

Das bedeutet o« = oy — 2, also
2

X = ‘\/T]
und p = ay(ay +n—2) = (ax+2)(x+n) > 0. Wegen p = ZY(z(+“(V_1)) erhalten wir

fmyl
schlieflich fiir jedes A > 0 die Losung

2v(2 _ 1/(1=y)
u(x,t) = < V(2 +nly 1))t—k?\) x|/,

1—y

Diese Losung hat einen Blow-Up in endlicher Zeit. Das sieht man schon aus Glei-
chung (13.1).
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Bemerkung 13.3 (Barenblatt-Kompaneetz-Zeldovich-Losung). Gesucht ist eine Losung u,
die auf die folgende Weise invariant unter Dilatationen ist

u(x, t) = A*u(APx, At),A > 0.

Wenn es so eine Losung gibt, dann konnen wir A = % setzen und erhalten

u(x,t) = t]_“v<t%> .

Dieses v nehmen wir als radial an, also v(y) = w(|y|). Mit y =t #|x| gelten
w(x, 1) = —at () — Bt BT/ (1B x| = —at ™ Tw(y) — Bt W (y)y

und
Al (x, 1)) =t 2PAWV (y).

Um weiter machen zu konnen, verlangen wir x+ 1 = oy +2f3. Den Laplace-Operator
in Polarkoordinaten haben wir auch schon ausgerechnet. Also

BKZ haben jetzt folgendes gesehen: Wenn man o« = nf3 setzt und die Gleichung mit
y™ ! erhilt man zuerst

nEy" w4 Byt w Y (W) (n =Tyt (wh) = 0.
Das ist aber eine Ableitung. Daher
B(y™w) + (y™! (WY)’)/ =0.

Die Integrationskonstante wird so gewahlt, dass die Grofen im Unendlichen ver-
schwinden. Dann By™w +y™' (w¥)’' =0, also

(wW")" = —Byw.
Die linke Seite ist gleich
YW W = ywnw' 2w’ = W (wy’l),
Also :
_ Y —
w1 = ——9
(W) S Py
und daher
WYl =b— Y—]B 2
2y
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13 Die Porése-Medien-Gleichung

fiir beliebiges b > 0. Die rechte Seite ist negativ fiir grofie y. Fiir beliebiges b > 0 ist
die Barenblatt-Kompaneetz-Zeldovich Losung der porose-Medien-Gleichung gegeben

durch
1 b v—1_|x[? /=) x| < 16 2by
u(x,t) = ¢ t* 2y Tt ’ Bly—1)
0, sonst,
wobei 1
b= ny—1)+2’ x=np.

Dies ist eine schwache Lésung der Gleichung.
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14 Die Methode der Charakteristiken

Bezeichnung 14.1. In diesem Abschnitt behandeln wir nicht notwendig lineare partielle
Differentialgleichungen erster Ordnung. Sie werden geschrieben als

F(Vu,u,x) =0 (14.1)
wobei U C R"™ offen ist und F eine Abbildung
FFR"xRxU—R.

Die Elemente von R™ xR x U bezeichnen mit (p, z, x). Wir verwenden auch Abkiirzungen

fiir den Gradienten
VF(p,z,x) = (D,F, D,F, DF).

Beispiel 14.2. (a) Die Transportgleichung gehort in diese Klasse. In diesem Fall
war U = R™ x ]0,col und F(P1y...,PrityZy X1yeneyXni1) = Prst1 + Z]T‘:] b;ip;.

(b) Eine voll nichtlineare Gleichung ist u,,u,, = u. Die zugehdrige Funktion ist
F(p1,p2,2,x1,%2) = p1p2 — 2.

Zusdtzlich zu den Daten aus 14.1 sei noch eine Anfangs- bzw. Randbedingung
in ' C oU gegeben. Das Ziel der Methode der Charakteristiken besteht darin, die
Punkte von U auf solchen Wegen x(s) = (x'(s),...,x"(s)) mit Punkten in T zu
verbinden, dass die Einschrankung der partiellen Differentialgleichung auf den Weg
eine gewohnliche Differentialgleichung ist.

Fiir x(s) wie oben setzen wir z(s) = u(x(s)) und p(s) = Vu(x(s)) mit Komponen-

ten p(s).
Im folgenden bezeichnen wir die Ableitung nach s durch einen Punkt, also
Jda a
s

Man differenziert zuerst die Gleichung p'(s) = u,,(s) und erhalt
PHs) = 3 e, (x(5))5(s).
j=1
Nun differenziert man die Differentialgleichung nach x'

ij (Vu, Uﬂx)uxjxi + F.(Vu, Uﬂx)uxi + in(vu> u,x) =0.
j=1
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14 Die Methode der Charakteristiken

In diese Gleichung setzen wir den (vorerst unbekannten) Weg ein

n

D Fp (p(s), 2(8), X(8) ey, (X(5)) + F(p(s), z(s), x(s))p'(s) + Fy, (p(s), (s), x(s)) = 0.
=1

Bis jetzt ist nichts passiert. Jetzt verlangen wir, dass x(s) die folgende gewohnliche
Differentialgleichung erfiillt
x(s) = DpF(p(s),z(s),x(s)), (14.2)

dann stimmen die Terme zweiter Ordnung in den letzten beiden Gleichungen iiberein
und wir erhalten

p'(s) = —Fx (p(s), 2(s), x(5)) — Fa(p(s), 2(s), x(s))p'(s).

Theorem 14.3. Es seiu € C*(U) eine Losung von (14.1). Dann erfilit (p(s), z(s), x(s))
das folgende gewdohnliche Differentialgleichungssystem

P(S) = _DXF(p(S))Z(S))X(S)) - DZF(p(S))Z(S))X(S))p(S))
z(s) = (DyF(p(s), z(s),x(s)), p(s)), (14.3)
x(s) = DpF(p(s),z(s),x(s)).

Definition 14.4. Das Differentialgleichungssystem (14.3) besteht aus den charakteris-
tischen Gleichungen.

Beispiel 14.5. Wir betrachten fiir U = ]0, 00[?, ' = ]0, 0co[ x {0} und eine beliebige
stetige Funktion g auf I' das folgende lineare Anfangswertproblem mit variablen Koef-
fizienten

X1y, — X2ly, = U, in U,
u=g, in I,
Dann
F(p1,P2,2,%1,%2) = x1p2 — x2p1 — 2.
Die charakteristischen Gleichungen lauten

= (p1 — P2, P1 +P2),
Z(S) = <(_X2»X1)> (p1)p2))> =z,
x(s) = (—x2,%1).

Die Differentialgleichung fiir x kennen wir. IThre Losung ist

x(s) = (xocos(s + @), xpsin(s + @)).
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Sei nun (x1,x;) € U vorgegeben. Ein Weg von I" nach (xi,x;) wird gegeben durch

x(s) = (|(x1,xz)| cos s, |x| sin s), s € [O, arctan %} .
1
Der Anfangswert ist g(|(x1,x2)|). Da wir die Differentialgleichung fiir z im Kopf l6sen
konnen, erhalten wir

x2

arctan —=
xq

u(x1,x2) = 9(|(X1>X2)|)e

Die Differentialgleichung fiir p braucht in diesem Fall nicht geldst zu werden.
Bemerkung 14.6 (Allgemeine quasilineare Differentialgleichung erster Ordnung).
Die allgemeine quasilineare Differentialgleichung erster Ordnung hat die Gestalt

F(Vu,u,x) = (b(x,u(x)), Vu(x)) + c(x, u(x)) =0,

fiir gegebene Funktionen b: U x R™ — R™ und c: U x R* — R, also F(p,z,s) =
(b(x,z),p) + c(x,z). Die charakteristische Gleichung fiir x hat dann die Gestalt

Die Differentialgleichung fiir p braucht wieder nicht gelost zu werden.

Beispiel 14.7. Sei U = R x ]0,00[ und ' = R x {0} und sei g € C'(R). Gesucht ist
eine Losung des Anfangswertproblems

Uy, + Uy, =u? in U,
u=g inT.
Wir haben also b = (1,1) und c(x,z) = —z%. Die relevanten charakteristischen Glei-
chungen sind
X] (S) - 1>
Xz(s) =1,
z(s) = 2%

Das 16st man mit der Methode der getrennten Variablen. Wenn man x(0) € T fordert,
kann man eine Integrationskonstante bestimmen. Man erhalt

x'(s) = x° +s,
x*(s) =s,
0
z
2ls) = 1 —s2°
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14 Die Methode der Charakteristiken

Sei nun (x1,%;) € U geben. Setzt man x° = x; — x», so gelten x(0) = (x° 0) sowie
x(x2) = (x1,%2) und

u(xi, x2) = z(x2) = 1 —gij;l(;xi)xz).

Der Definitionsbereich dieser Losung ist die Zusammenhangskomponente von I" in
U {(x1, x2)Ix2g(x1 — x1) = O}

Beispiel 14.8. Der voll nichtlineare Fall ist schwieriger, weil man dann die Differenti-
algleichung fiir p ebenfalls 16sen muss. Im Beispiel sei U = ]0, co[x R und I' = {0} x R.
Wir betrachten das Anfangswertproblem

Uy Uy, =U in U,

u=x3 inT.

Das bedeutet F(p,z,s) = p1p2 — z. Die charakteristischen Gleichungen sind

p'(s) = pie’,
p*(s) = pJes,
z(s) =z +2pip3(e® — 1),
x'(s) =pole® — 1),
x2(s) =3 +plles — 1)

Zuséatzlich wissen wir noch z° = (xg)z aus der Anfangsbedingung.

Wenn u € C'(U), dann koénnen wir Aufgabe 3 von Blatt 7 benutzen und sehen
pd = 2x%. Die Differentialgleichung liefert p{p§ = z° = (xg)z, also p§ = 1xJ. Das fijhrt
auf
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Sei nun (x1,%;) € U gegeben. Dann x; — 4x, = —4x} durch Subtraktion der bei-
den letzten Gleichungen und daher x5 = 4"2_"‘ . Durch Addition dieser Gleichungen

bekommt man x; + 4x; = 4x3e?, also e¥ = f&z*x‘ Schliefllich

4X2 —X1)2 <4X2 —|—X1>2 . (X] —|—4X2)2

u(x1,xz):( 4 —— 16

Bemerkung 14.9 (Transformation des Randes). Das Gebiet U besitze einen C'-Rand.
Zu jedem x° € 0U existieren Umgebungen W von x° und V von 0 sowie ein C'-
Diffeomorphismus ®: W — V mit ®(x°) = 0 und ®(W N ou) = Vn (R x {0}).
Wir bezeichnen die Inverse von @ mit Y.

Satz 14.10. Wenn u € C'(W) das Anfangswertproblem

F(Vu,u,x) =0 m WnNUu,
u=g m WnNou,

lost, dann lost v =uoV¥ eine Differentialgleichung erster Ordnung in VNR} mat
Anfangsbedingung v =goV¥ in (R™ x {0}) NV und umgekehrt.

Im weiteren gehen wir von einem flachen Rand aus, also einem, der in R x {0}
liegt.

Satz 14.11 (Kompatibilitdtsbedingungen). Es sei U C R" offen, es set I' C 0U von
der Form I = W N {x|x, = 0} fiir eine offene Menge W und es sei g € C'(T"). Es
gebe ferner eine Lésung u € C'(U) von

F(VU, U,X) =0 mn U,
u(x) =g mn T.

Dann existiert zu jedem x° € T ein p® € R™, welches die folgenden Kompatibi-
litatsbedingungen erfullt

p?:gxi(xo)> i=1,...,n—1,
F(p°, g(x%),x%) = 0.
Bewspiel 14.12. Fir U = R x ]0,00[ seien I' = 0U und g(x1,x2) = 1. Ferner sei

F(p,z,x) = p1p2 — z. Wihle x° = (0,0). Dann g(x°) = 1 und p¢ = p = 0, aber
F(pd, pd, g(x°),x°) = —1. Es gibt also keine Lésung der Anfangswertaufgabe.

Definition 14.13. Ein Tripel (p,z,x) € R™ x R x U mit z = g(x), welches die Kompa-
tibilitatsbedingungen erfiillt, heifit zuldssig.
Ein zulédssiges Tripel heifit nicht-charakteristisch, wenn F,_ (p,z,x) # 0.
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14 Die Methode der Charakteristiken

Lemma 14.14. Es seien F von der Klasse C* und g von der Klasse C3 und es set
(p° z°% x°) micht-charakteristisch. Dann ezistieren eine Umgebung V von x° in T
und eine eindeutig bestimmte C*-Funktion q: V — R™ mit q(x°) = p°, so dass
fiur alley € V das Tripel (q(y)),g(y),y) zuldssig ist.

Lemma 14.15. Es seien F von der Klasse C* und g von der Klasse C3, es sei
(p° 2% x°) micht-charakteristisch und es sei q wie im vorigen Lemma. Fir y
im Definitionsbereich von q werde mit (p(y,-),z(y,-),x(y,-)) die Lisung der
gewohnlichen Anfangswertaufgabe

p(y,s) = —D«F(p(y, s), z(y, s), x(y, s)) — D.F(p(y, s), z(y, s), x(y, s))p(y, s),
z(y,s) = (DpF(p(y, s), z(y, ), x(y, 5)), Py, 8))

x(y,s) = DyF(p(y, s), z(y, s), x(y, s)), (14.4)
p(y,0) =q(y),

z(y,0) = g(y),

x(y,0) =y

bezeichnet. Dann ezistieren ein offenes Intervall I mit 0 € I, eine offene Um-
gebung W von x° in T und eine offene Umgebung V von x° im R"™, so dass die
Abbildung

O:WxI-YV,
(y,s) — x(y,s),

ein C2-Diffeomorphismus 1st.

Theorem 14.16. Es se1 ©: W x 1 — V wie vm Lemma. Fiur & € V setzen wir
(y(&),s(&)) = ©'(&) und definieren

Dann ist u von der Klasse C? und lost die Differentialgleichung

unter der Randbedingung

u(g) =g(&), &evnl

Im Beweis kommen zweite Ableitungen von u vor. Das ist der Grund fiir die
Differenzierbarkeitsforderungen.
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Beispiel 14.17. Wir betrachten in U = Rx]—1, 0co[ und I' = 0U das Randwertproblem

X1y, + XUy, +2u =0 in U,
1
U(%—U:W> (y,—1) el
Das bedeutet F(p,z,u) = x;p1 + xop2 + 2z. Die erste Kompatibilitdtsbedingung ist
qi(y) = % Die zweite ist

—2y° 2 —q2(1 +y?)* +2
OZF(q"qZ’Z>U>_”:m_q2+1+y2: 0+y2)?

Das bedeutet q2 = 77y

T+y2)2*
Weil die Differentialgleichung linear ist, bendtigen wir p allerdings nicht. Unter
Einsatz der Differentialgleichung bekommen wir z = x1p; + x2p2 = —2z, also
1 —2s
R

Die charakteristischen Gleichungen fiir x sind x; = x; und x_x;, also

X1 = yes,

Xy = —e®.

Wir miissen jetzt die Abbildung @ invertieren. Seien dazu (&, &;) € U gegeben. Aus
& = —e® folgt s = In(—&;) und daraus schliefllich y = &1e™° = —&;/&,. Setzt man
das in die Formel fiir z ein, so hat man

& ) 1
u(§) =z(—=—,In(-&) )| = 5——.
Man beachte, dass wegen s = In(—§,) diese Herleitung nur in R x |—1,0[ giiltig ist.

Wir miissen uns den krummlinigen Fall jetzt doch etwas genauer ansehen.

Es sei U C R™ eine Menge mit C'-Rand und es sei x € 0U. Ein Tangentialvektor
an OU in x ist ein Vektor der Form v’(0), wenn v: ]—e, e[ — 90U ein C'-Weg mit
v(0) = x ist. Der Raum aller Tangentialvektoren ist der Tangentialraum T,(M).

Satz 14.18. Es sei U C R™ ein Gebiet mit C'-Rand und es sei I’ C U offen in OU.
Gegeben sei eine Lésung u € C'(U) des Randwertproblems

F(VLL, U,X) =0 mn U,

u=g T

Dann ezistiert zu jedem x° € T ein p° € R™, welches die folgenden Kompatibi-
litdtsbedingungen erfillt
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14 Die Methode der Charakteristiken

(a) fiir jeden C'-Weg v:1—e, el — T mit y(0) = x° gilt
(p%v'(0)) = (gov)'(0),

(b) F(p®,g(x0),x%) = 0.

Definition 14.19. Unter den Voraussetzungen von Satz 14.18 bezeichnet man das Tripel
(p% g(x°),x°) als zuldssig.
Ein zuldssiges Tripel heiflt nicht-charakteristisch, wenn fiir die d&uflere Normale v
an 0U in x° gilt
(DpF(p°, g(x%),x%), v) #0.

Satz 14.20. Es set ®: W — V ein C'-Diffeomorphismus mit ®(W NoUu) = VN
(R x {0}) wie in Bemerkung 14.9. Wenn (p°, g(x°),x°) micht-charakteristisch
im Sinne von Definition 14.19 ist, dann kann man den Diffeomorphismus so
wahlen, dass die zuriickgezogene Differentialgleichung nicht-charakteristisch im
Sinne von Definition 14.13 ist.

Beispiel 14.21. Wir haben eine Zeitvariable t, die wir auch als x,,,; bezeichnen. Wir
setzen U = R™ x ]0,00[ und I' = 9U. Fiir ein F € C'(R,R") betrachten wir die
Differentialgleichung

u +div F(u) = 0.

Die Divergenz wirkt nur auf die Raumvariablen. Die Differentialgleichung kann auch
geschrieben werden als
w + F(u)Vu = 0.

Wir bezeichnen die Raumgzeitvariablen mit y = (x,t) und die zugeho¢rigen Ablei-
tungsvariablen mit q = (p,pny1) und setzen G(q,z,y) = pn1 + F/(z)p. Wir stellen
fiir diese quasilineare Differentialgleichung die charakteristischen Gleichungen auf

X'(s) = (F)'(z(s)), i=1,...,m,
=1.

)-(nH (S)

Das bedeutet, dass wir s und t identifizieren konnen. Die charakteristische Gleichung
fiir die Zeit ist

z=(F(p)yp) +Pny1 =0
Das bedeutet
u(x’ + F'(g(x"))t, t) = g(x°).

Es ist keineswegs ausgeschlossen, dass sich zwei solche Geraden schneiden. In diesem
Fall existiert i. a. keine starke Losung in ganz U. Man beachte, dass die Randebedin-
gungen nicht-charakteristisch sind.
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15 Distributionskalkiil

Bei der Untersuchung linearer Differentialgleichungen ist es haufig niitzlich, den
Funktionsbegriff zu verallgemeinern.

Definition 15.1. Fiir U C R" offen setzen wir
Ce(U) ={p € C=(U) | Supp ¢ C U und Supp ¢ kompakt}.

Die Elemente von C2°(U) heilen Testfunktionen. Haufig schreibt man D(U) fiir C2°(U)
und £(U) fiir C=(U).

In §17 der Analysis ITT hatten wir gesehen, dass es ausreichend viele Testfunktionen
gibt.

Satz 15.2 (Analysis III, Satz 17.3). Set X C R™ kompakt und seten Ay,..., A, C R"
offen mit X C Ay U---UA,,. Dann ezistiert eine der Uberdeckung Ai,...,An
untergeordnete Zerlegung (gi,...,9gm) der Eins.

Das bedeutet g; € D(A;), gj > 0 und 3 [, gj(x) = 1 fiir alle x € X,

Definition 15.3. Sei U C R™ offen und sei (¢;)jcn €ine Folge in D(U). Sie heifit konver-
gent gegen ¢ € D(U), wenn es eine kompakte Teilmenge K C U gibt, so Supp ¢; C K

fiir alle j und fiir alle « € N die Folge (

a"‘(pj
ox%

) gleichmiBig gegen 3¢ konvergiert.
jeN
Wie immer sei K =R oder K = C.

Definition 15.4. Ein lineares Funktional T: D(U) — K heifit Distribution, wenn es
folgenstetig ist, wenn also gilt

Fiir jede konvergente Folge (@;);cn in D(U) mit Grenzwert ¢ gilt lim;_,, T(p;) =
T(e).

Der Raum aller Distributionen wird mit D’(U) bezeichnet. Statt T(¢) schreibt
man (T, @).

Beispiel 15.5. (a) Sei p ein lokal endliches Borelma8, das heifit ein Borelma8, so
dass u(K) < oo fiir alle kompakten K. Dann wirkt p als Distribution

(W, @) = L @ dp.
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15 Distributionskalktil

(b) Ein Spezialfall hiervon ist das Dirac-Mafi &, mit (8, @) = @(x). Bei den
Physikern heif}t 6y = 0 auch Diracsche Deltafunktion, obwohl 6 keine Funktion
ist.

(c) Fiir « € Nj und x € U ist
0%
ox~

(o) = (x)

eine Distribution.

Definition 15.6. Sei U C R" offen. Eine messbare Funktion f: U — K heifit lokal
integrierbar, wenn fiir jedes kompakte Teilmenge K von U gilt fK!f|d7\n < 00.

Lokal integrierbare Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden,
werden identifiziert. Der Raum aller lokal integrierbaren Funktionen auf U wird mit
L! (U) bezeichnet.

loc

Bemerkung 15.7. C(U) C L _(U).
Satz 15.8. L]

loc

(U) wird durch die folgende Vorschrift nach D’'(U) eingebettet

(t,0) = Ju fo,  fell.(U), ¢e D).

Bemerkung 15.9. Fiir f > 0 ist Satz 15.8 ein Spezialfall von Beispiel 15.5 (a), ange-
wandt auf das Mafl

u(B) = Lfdu.

Satz 15.10. Ser U C R"™ offen. Ein lineares Funktional T: D(U) — K st genau
dann eine Distribution, wenn fur jede kompakte Teilmenge K C U ein k € Ny und
ein C > 0 exzistieren, so dass |(T, @)| < C||@||x fir alle @ € D(U) mat Supp ¢ C K,
wobet |@||x = max{| 32| | |«| <k, x € U}.

ox%

Bemerkung 15.11. Warum ist D(Q) nicht metrisierbar? (Die Antwort stammt aus
math.stackexchange.)

Es sei (¢;); eine Folge in D(R"), so dass @;(x) = 1 fiir [x| < j and ¢j(x) =0
fiir x| > j 4+ 1. Angenommen, es gebe eine mit der Vektorraumstruktur vertrégliche
Metrik d auf D(R"™). Dann gibt es zu jedem j ein ¢; > 0, so dass d(cj¢;,0) < } Also
lim;_, d(cj@;,0) = 0, obwohl (c;¢;)jen divergiert, weil es keine kompakte Menge K
gibt, so dass Supp ¢; C K fiir alle j.

Satz 15.12. Seien U C R"™ offen, T € D'(U) und « € Nj. Dann wird durch
(DT, @) = (1) (T, ')

eine Distribution erkldrt. Wair bezeichnen sie als partielle Ableitung von T zum
Multiindex «.

Wenn f € C*(U) und |«| < k, dann ist die a-te Ableitung der zu f gehérigen
Distribution gleich der zu f'% gehdrigen Distribution.
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Beispiel 15.13. Wir leiten die Heaviside-Funktion H ab.

1, x>0.
H(x) =
0, x<0.
Fiir jede Testfunktion ¢ gilt

(M, ) = —L o' (x)dx = (0).

Also H' = 8, im Distributionssinn.

Satz 15.14. Fiir g,h € L] _(R) wird durch

loc

u(x,t) = % (glx+1t)+g(x—1)) +%r_ h dA;

eine Distributionslosung der eindimensionalen Wellengleichung gegeben.

Satz 15.15. Es se1 @ die Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung im R™,
also

2
W exXp (-%) s t > O,
0, t < 0.

D(x,t) =

Dann (2 — A) @ =8, im Distributionssinn.

Bemerkung 15.16. Wenn [(x,D) ein linearer Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten ist, dann bezeichnet man jede Distribution @ mit L(x,D)® = §, als
Fundamentallosung.

Fiir f € L} (R), g € C*(R) und ¢ € D(R) gilt

loc

(ot = |

(g d = J flgp) dh = (F, g@) .

R

Daher definieren wir:

Definition 15.17. Sei U C R" offen, sei T € D’(U) und sei g € C*°(U). Dann definieren
wir die Distribution gT durch

(gl ) = (T,g9).

Definition 15.18. Eine Folge (T;)jen in D’(U) konvergiert genau dann gegen T € D'(U),
wenn filir jede Testfunktion ¢ € D(U) gilt

lim (T, @) = (T, @) .

j—o0

Bemerkung. Damit ist die Topologie auf D’(U) nicht komplett beschrieben (siehe
Meise und Vogt, Beispiel 24.37).
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15 Distributionskalktil

Satz 15.19. Fir j € N set T, € D'(R™) die durch die L], -Funktion

loc

I\ (¥
fi:x = <E) exp <_T)

gegebene Distribution. Dann limj ., T; = &y in D'(R™).

Beispiel 15.20. Fir n = 1, f; wie oben und H die Heaviside-Funktion gilt fiir jedes
¢ € D(R)

(fiH, @) = (H, fjo) :J fipdA
0
Wir setzen @H wie folgt zu einer geraden Funktion 1\ € C(R) fort
px), x>0,
Y(x) =
o(—x), x<O0.

Dann folgt aus Theorem 8.6

lim (f;H, @) = lim J @ <x, T) P(x)dx = = lim J () (x, T) P(x)dx

also limj_,, fjH = 1.
Wir werden in den Ubungen aber folgendes zeigen

(a) Fir a;(x) = H(x —j="/*) gilt lim;_,oc a; = H in D'(R).
(b) lim;_, (fjaj, @) = 0 fiir jedes ¢ € D(R).

Das bedeutet, dass man das Produkt der Distributionen 8, und H nicht sinnvoll
erkldren kann, denn sowohl (fjH);cy als auch (fja;)jen miissten gegen dieses Produkt
konvergieren.

Da es keine Produkte von Distributionen gibt, spielt der Distributionskalkiil bei
der Untersuchung nichtlinearer Differentialgleichungen keine Rolle.

Lemma 15.21. Sei U C R™ offen, sei g € L] _(U) mit (g, @) =0 fiir alle ¢ € D(U).
Dann g =0.

Beispiel 15.22. Fiir 0 < 8 < € und ¢ € D(R) folgt aus dem Mittelwertsatz

Je 00 = () 4, < (e — 5) sup|/(x)].
6 X x€R

Daher folgt aus dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz von

J () 4y — J‘” e(x) — o(=x)
[x|>¢

X . X

dx
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fiir e \, 0. Wenn der Tréger von ¢ in [—R, R] liegt, so zeigt die obige Rechnung, dass

[t

lim

<R .
lim, < Rsup|e(x)|

X x|<R

Das bedeutet, dass durch

1 L ©(x)
<P<§)’@>_£{%Jx|>e de

eine Distribution gegeben wird, die man als Cauchyschen Hauptwert von 3—( bezeich-
net.

Definition 15.23. Eine Funktion f: R™ — K heifit schnell fallend, wenn lim,_,, x*f(x) =
0 fir alle « € Nj. Der Raum

7 = {f e C*(R")|VB € Ny’ : DPf schnell fallend }
heifit Schwartzraum. Seine Elemente heiflen Schwartzfunktionen.

Definition 15.24. Eine Folge (f;);cn konvergiert genau dann in .%(R"™) gegen f € ./(R"),
wenn limy_, ||f; — f||x = O fiir alle k € N, wobei

£l == sup {|x*DPf(x)|||], [B] < k,x € R"}.

Definition 15.25. Ein lineares Funktional T: /(R") — K ist folgenstetig, wenn es
konvergente Folgen auf konvergente Folgen abbildet. Ein folgenstetiges lineares Funk-
tional bezeichnet man als temperierte Distribution. Den Raum aller temperierten
Distributionen schreibt man als .'(R™).

Bemerkung 15.26. Es gelten . (R") D D(R") und .¢/(R") C D’(R"). Die durch die
Exponentialfunktion induzierte Distribution liegt nicht in .#/(R").
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16 Sobolewraume

Wiederholung. Fir 1 <p < oo und U C R™ messbar hatten wir definiert

LP(U) = {f: U — R messbar | |||, < oo},

1/p
Il = (| frran.)
u

Wir hatten gezeigt, dass diese Raume Banachrdume sind, also jede Cauchy-Folge
konvergiert. Fiir T < p < oo hatten wir die Holdersche Ungleichung gezeigt. Dabei
ist q so zu wéhlen, dass % + % = 1. Dann gilt fiir f € [P(U) und g € L9(U)

Ifgll < [Ifllpllgllq-

Lemma 16.1. Sez U C R™ offen und 1 < p < oo. Dann gilt [P(U) C L] _(U).
Insbesondere sind alle LP-Funktionen fir 1 < p < oo Distributionen.

wobel

Definition 16.2. Sei U C R™ offen, sei o« € NJ und seien u,v € L}, (U). Man sagt, v sei
die schwache Ableitung von u zum Multiindex «, wenn fiir jedes @ € D(U) gilt

J weadn, = (=1« Jv ¢ dA,..
u

Man schreibt dann v = D*u.

Bemerkung. v € L]__(U) ist also genau dann die schwache Ableitung von u € 1] _(U),
wenn die durch v gegebene Distribution gleich der Ableitung der durch u gegebenen
Distribution ist.

Definition 16.3. Sei U C R™ offen, sei k € Ny und sei 1 < p < oo. Der Sobolewraum
WH*P(U) besteht aus allen u € LP(U), deren sdmtliche Ableitungen D*u mit || < k
im schwachen Sinne existieren und in [P(U) liegen.

Der Raum W%?(U) wird auch mit H*(U) bezeichnet.

Beispiel 16.4. Die Funktion f(x) = |x| liegt fiir jedes p in W'P(]—1,1[), aber nicht
in W2P(]—1,1]).

Definition 16.5. Fiir 1 < p < oo wird W*P(U) versehen mit der Norm

1/p
o= (Z HD"‘uHE) -
|x|<k

[u
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Das bedeutet, dass ||u||, die £’-Norm des Tupels (||D*u|l,)y<k ist.
H¥*(U) wird versehen mit dem Skalarprodukt

(u, V>Hk(u) = Z <D“u>D“V>L2(u)-

o<k

Lemma 16.6. Eine Folge (uj)jen tn WSP(U) konvergiert genau dann gegen u €
WEP(U), wenn fir jedes « mit || < k die Folge (D*u;)jen in LP(U) gegen D*u
konvergiert. Sie ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn fir jedes o mit |of < k
die Folge (D*uj)ien eine Cauchyfolge ist.

Satz 16.7. Se: U C R™ offen. Fiir jedes k € Ny und jedes p € [1,00[ ist W*P(U)
ein Banachraum und H*(U) ein Hilbertraum.

Beispiel 16.8. Fiir welche § > 0 ist u(x) = |x|® in WHP(B(0))?
Fiir x # 0 existieren alle Ableitungen im klassischen Sinne, namlich

Bxi

Uy, (X) = — |x|[5+2 .

Notwendig fiir u € W'?P ist daher

fir i=1,...,n. Beachte

n p/2 p/2 n
Ix|P = (Z xf) < <n max xf) = nP/? max [x;|P < nP/? Z|xi|p.
— 1<i<n 1<i<n —

Daher folgt

x|P !
00 > J |(B’+2) dAn :J x| B+TPar, :J J r P dodr
By (0) [X[(FT2IP B, (0) 0 JaB,(0)

1
= —] J =B gy,
no(n) Jo

Dieses Integral ist genau dann endlich, wenn n > (3 + 1)p.

Wir zeigen nun, dass unter dieser Voraussetzung die schwache Ableitung 37“ in
der Tat durch —fx;|x| #? gegeben wird. Dass diese Funktion in LP(B;(0)) liegt,
haben wir soeben gezeigt. Wir wenden dazu fiir ein beliebiges ¢ € D(B;(0)) den
Divergenzsatz auf das Vektorfeld F = upe; an. Auflerhalb des Ursprungs gilt

o

divF = au(p—l—ua(p =— Bx:
0x;

—B
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16 Sobolewrdume

Daher besagt der Divergenzsatz fiir € > 0

Uy, @dA, = —J

u@y, dA, — J uev;do.
B1(0)\Be(0)

J131 (0N\Be(0) 0B (0)

Wir betrachten die Grenzwerte fiir ¢ — 0 einzeln.

€ C €
J [y, @|dA, < G J J r P ldodr = ! J ™2y
Be(0) 0 JoB(0) 0

G BT
na(n)in—p—1)

— 0,
denn aus n > ( + 1)p folgt n >  + 1. Speziell
J lu@y, |dA, < CZJ x| PdA, — 0.
Be(0)

Be(0)

Schlieflich

C
J ‘u(pvi|d0" < CzJ e Pdo = —Zen—1—[3 0.
0B¢(0)

9B (0) na(n)

Damit haben wir alles zusammen, was wir brauchen, um zu zeigen, dass der Gradient
tatsdchlich die schwache Ableitung ist, obwohl er nur in B;(0) \ {0} definiert ist:

— UPy, = — limJ U@y, = limJ Uy, @ + limJ uPv;
me N0 JB, (0)\Be(0) N0 JB, (0)\Be(0) eN\0 JaB.(0)

:J .
B1(0)

Satz 16.9. Sez U C R"™ offen und beschrdnkt, set 1 < p < oo, set k € Ny, sei
u € WRP(U) und sei @ € C°(U). Dann eu € W*P(U) und fiir alle o« mit || < k

gult
D%(pu) = Z <g) DPF o D* Pu.

B<a

Fiir unbeschranktes U C R™ gilt der Satz, falls ¢ € D(U) gefordert wird.
Beweis. Das wird fiir den Fall n = 1 und k = 1 als Ubungsaufgabe gezeigt. O]

Lemma 16.10. Es sez1 1 < p < oo und es ser f € LP(R"). Dann ezistiert zu jedem
€ >0 ein ¢ € C(R") mit kompaktem Trdger, so dass ||[f —@|, < €.

Bezeichnung 16.11. Es sei x € D(B;(0)) eine beliebige Funktion mit 0 < x und
131(0)Xd7‘n =1, zB.

Cexp(w;_» , x|l <1,
0, x| > 1.

x(x) =
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Fir e > 0 setzen wir

1 X
Xe(x) = —nx(—> .
€ €
Dann ist x. € D(B¢(0)) und es gilt J"BQ(O) XedA, = 1. Die Funktionen x. bezeichnet
man als Gldttungsfunktionen (engl. mollifier).

Wir zitieren Satz 13.8 aus der Analysis III im WS 2016/17.

Satz 16.12. Sei k € Ny oder k = oo, sei f € L'(R") und sei g € CX(R"). Dann
fxge CYR™) und es gilt fiir o« € N} mit || <k

Jex] |ex]
0 (f*g):f*(a g)‘
oy~ oy~

Lemma 16.13. Es ser U C R"™ offen und beschrdnkt und es set u € C(R") mat
Trager in U. Fur e > 0 setzen wir u® = X *Ww. Dann lim.\ o u® = u gleichmadfig.

Lemma 16.14. Es se1 U C R™ offen, es set k € Ny, es sez 1 < p < oo und es set
u € WhP(U). Wir setzen

- u(x), xeu,
0, x ¢ U,

und flir jedes € > 0 setzen wir u¢ = X, * Ug. Dann u® € C*(U) und fir jedes
x € U und jedes o mit || < k gilt fir alle € mat Byo(x) C U

D*uf(x) = (D*u) (x).
Lemma 16.15. Unter den Voraussetzungen von Lemma 16.14 gult
uelly < el
fiir alle € > 0.

Satz 16.16. Es ser U C R™ offen, es set k € Ny, es se1 1 < p < oo und es sei
u € WEP(U). Ferner sei V C U eine beschrinkte, offene Menge mit V C U.
Dann

. € _ . k,p

ll{r(l)u lv =uly wm W°P(V).

Theorem 16.17. Sez U C R™ offen und beschrdnkt, set k € Ny und ser 1 < p < oo.
Zu jedem u € WP (U) gibt es eine Folge (Um)men 1 WOP(U) N C®(U), die in
WP (U) gegen u konvergiert.

Theorem 16.18. Es sei U C R™ offen und beschrinkt mit C'-Rand. Ferner seien
k € Ny und 1 < p < co. Dann ezistiert zu jedem u € W*P(U) eine Folge (u;)icn
in C=°(U), welche in W*P(U) gegen u konvergiert.
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16 Sobolewrdume

Fiir den Beweis bendtigen wir zuerst das folgende Resultat.

Lemma 16.19. Se: U C R™ eine Menge mit C'-Rand und sei xo € OU ein Punkt, an
dem die duflere Normale nicht senkrecht auf e, steht. Dann gibt es r,A, ey > 0,
so dass

V0 < € < egVx € UN By /a(x0) : Be(x®) € UNBy(xo),

wobet x¢ 1= X + Aee,.

Bemerkung. Der Beweis funktioniert genauso, wenn man lediglich einen Lipschitz-
Rand fordert. Der Satz gilt also auch fiir Polytope.

Satz 16.20 (Formel des Faa di Bruno). Die Bell-Polynome sind definiert als

1 m!
Bm,k(X1>°'-)Xm7k+1) = E E ﬁle T X
i eem I
jix>1

Es seien 1,] zwetr Intervalle, ferner f € C™(I) und g € C™(]) mat f(I) C J. Dann
gult

dm(gof) . = / " m—k+
— () —;g(k)(f(t))sm,k(f (0, F7(1), ..., 17 (1),

Einen Beweis findet man im Amer. Math. Monthly 109 (2002), 217-234.

Korollar 16.21. Seien U,V C R" offen und beschrankt. Es gebe offene Obermengen
U; O U undV; DV sowie einen C*-Diffeomorphismus ®: U — V, so dass ® Ein-
schrinkung einer Abbildung in C*(U;) und @' Einschrinkung einer Abbildung
wn C*(V;) ist. Dann wird durch

ur— uod

ein Isomorphismus zwischen W*P(V) und W*P(U) gegeben.

Theorem 16.22 (Spursatz (engl.: trace theorem)). Es sez 1 < p < oo und es set
U C R™ offen und beschrinkt mit C'-Rand. Dann ezistieren C > 0 und ein
stetiger linearer Operator

T: WHP(U) — LP(oU),
so dass

Tu = ulay falls w e WP(U)N C'(U),
[Tullerou) < Clluflwrew) falls we WP (U).

Definition 16.23. Man bezeichnet Tu als Spur von u auf dem Rand.
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Bemerkung 16.24. (a) Die Aussage gilt ebenfalls fiir Polygone.

(b) Man kann Sobolewrdume auch fiir nicht-ganze Exponenten erklaren. Dann zeigt
sich, dass der Spuroperator stetig von W*(U) nach W*~'/2(9U) abbildet, falls
der Rand von U geniigend regular ist.

Theorem 16.25 (Divergenzsatz). Sei U C R™ eine glatt berandete, beschrinkte, of-
fene Menges, ser 1 < p < oo.
(a) Bs seiuwec W' (U). Dann gilt firj=1,...,n
0
J 2 an :J uv;do,
u 0% ou

wobel v; die j-te Komponente der dufleren Einheitsnormalen ist.

(b) Es set u € W'P(U,R"), d.h. die Komponenten von u seien in WHP(U).
Dann gilt

J divu dA™ = J (u,v) do.
u au

Entsprechend bekommt man dann die Greenschen Formeln fiir Funktionen in W2?.

Theorem 16.26. Se: U C R™ beschrdnkt und offen mat glattem Rand und ser 1 <
p < 0o. Seien f,g € W>P(U) und h € W'P(U). Dann

(a)

J hAgdAn:—J (Vh, Vg) d?\n+J h(Vg,v) do.
u u ou

(b)

j (fAg — g Af)dA, =J (£(Vg,v) — g (V£,V)) do.
u ou

Beispiel 16.27. In Satz 10.4 hatten wir eine Funktion g € C([0, 1]) mit g(0) = g(1) =
0 untersucht, fiir die es eine Folge (by)xen € €' gibt, so dass g(x) = Y ;7 by sin(k7mx).
Wir hatten gesehen, dass durch

u(x,t) = Z by sin(kmx)e ¥t
k=1

eine Funktion in C*(]O, 1[ x ]0,00[) N C([0,1] x [0,00[) gegeben wird, welche das
Randwertproblem

U — Uy = 0 in ]0, 1[ x ]0, ool
u=20 in {0, 1} x ]0, oo Randbedingung
u=g in ]0, 1[ x {0} Anfangsbedingung

16st.
Als Beispiel betrachten wir by = k2. Dann ist die Einschriankung von u auf
{t < T} fiir kein T> 0 in H'(J0, 1[ x ]O, T[).
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16 Sobolewrdume

Definition 16.28. Mit ng(u) wird der Abschluss von D(U) in W*P(U) bezeichnet.
Statt W?(U) schreibt man auch H¥(U).

Beispiel 16.29. (a) WoP(U) = WoP(U) = LP(U).

(b) WrP(R") = Wg‘p(Rn). Das folgt aus Lemma 16.10 und einem Faltungsargu-
ment.

Den Beweis des folgenden Satzes findet man in Abschnitt 5.5 des Buchs von Evans.
Theorem 16.30. Se: U C R™ offen mit C'-Rand und set
T: WHP(U) — LP(0U)
der Spuroperator. Dann gilt

Wg‘p(U) =kerT.
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17 Der Warmeleitungskern

Erinnerung: Die Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung in n Raumdimen-
sionen ist

] exp| — |X|2 t>0
O(x,t) = { (@mt)n2 P\ g ) ’
0, t <o,

Lemma 17.1. Sei Q ein beschrinktes Gebiet im R™ mit C2-Rand und seien T > 0

und « < 7 + 1. Dann ezistiert esn C > 0, so dass fur alle x, x° € 9Q) und alle
te [0, T]

00 (x —x% t
‘ ( ) ) S thcxlx_XO|2cxfn’

0V,

wober v, die duflere Einheitsnormal an 0Q) in x bezeichnet.

Definition 17.2. Sei O C R™ offen mit C'-Rand, es sei f: QO — K eine Funktion und es
sei x € 0Q). Mit v, werde die duflere Einheitsnormale an 0Q) in x bezeichnet. Es sei
(YUn)nen eine Folge in Q. Wir sagen, dass sie nicht-tangential gegen x konvergiert,
wenn lim, ., Yy, = x und es ein p > 0 gibt, so dass (x — yn, Vx) > plyn —x| fiir alle n.

Wir sagen, dass der Grenzwert von f(y) bei nicht-tangentialer Anndherung
gleich { ist, wenn lim, . f(y,) = { fiir jede nicht-tangential gegen x konvergente
Folge (Yn)nen. In diesem Fall schreiben wir nt-lim,_,, f(y) = {.

Satz 17.3. Es set O C R™ ein beschrinktes Gebiet mit C2>-Rand, es se1 T> 0 und
es sety € C(0Q x [0,T]). Wair setzen

t oD (x —
Wi, t) = — L LQ “;T‘J’T)v(y, t—7)do(y)dr.

Dann

w e C®(Q x [0, T]),
w(x,0) =0 fiir alle x € Q,

und fir alle xo € 0Q und alle t € ]0,T] gult

nt-lim,_,,, w(x,t) =

v(xO,t)_” 0P =0T 1 4~ ydo(y)dr. (17.1)
00

2 0 0vy
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17 Der Wéirmeleitungskern

Die Gleichung (17.1) bezeichnet man als Sprungrelation.
Die Existenz der Integrale folgt aus dem vorigen Lemma. Ansonsten gliedert sich
der Beweis von Satz 17.3 in mehrere Einzelschritte.

1 n—1
—s?2 n-2

=T ——].
J;) e S ds ) ( ) )

Insbesondere gt T'(3) = /7.

Lemma 17.4.

Lemma 17.5. Fir jedes € > 0 existieren T1,01 > 0, so dass fir alle Ty und & mait
O0<To<T und 0 <6< &y gult

: xo—yPF W 1
lim ﬁexp(—T—H d()'(y)d’f—z < €.

(N]l=} -:

T0
HN\O Jo JanBé(xo) 2(4m)

Lemma 17.6. Fir jedes € > 0 existieren T,,0, > 0, so dass fir alle Ty und & mait
O0<To<T Uund 0 <6<, gult

T0

0D (x —
mﬁmﬂJ 30(x—y,1) :

1
J 3 Y(y,t —T)do(y)dT + —v(xO,t)‘ <e.
0 JaomBs(xo) Vy

Bemerkung. Man kann aus dem Beweis nicht erkennen, wo eingeht, dass der Grenz-
wert nicht tangential genommen werden muss. In dem Buch von Chavel, Eigenvalues
in Riemannian Geometry, wird die Sprungrelation ohne diese Einschrankung ge-
zeigt, allerdings unter etwas starkeren Regularitatsvoraussetzungen.

Fiir g € C(0Q x ]0, 0o[) suchen wir eine Lésung des Randwertproblems
Au—u; =0 in Q x ]0,00],
u=0 in Q x {0}, (17.2)
u=g in 0Q x]0,00[.

Das geschieht durch den Ansatz

tJ (D(X—y,t—’f)
20 a\/y

u(x,t) = —J

0

Y(y,t)do(y)dT

fiir eine unbekannte Funktion y. Wegen der Kommutativitdt der Faltung in t fiihrt
die Sprungrelation fiir xo € 0Q zu

tJ O(xo—y,t — 1)
20

3v, Y(y,)do(y)dT.

Wl t) = 5¥0x0, ) = |

Das bedeutet, dass vy die folgende Fixpunktgleichung erfiillen muss

tJ@@M—wv4)
20 a\/y

Y(x0,t) = 2g(x0,t) + ZJ v(y,t)do(y)drT.

0
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Der Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes steht entgegen, dass man das C
aus Lemma 17.5 nicht kennt. Wir definieren rekursiv

Yolxo,t) = 2g(x0, 1),

Yilxort) = 2g(x0, 1) + ZJ

YO0D(xo—y,t—
j o=t =T (g, 1) doly)dr.
o 0

0 Vy
Lemma 17.7.
t j
0@ (z —y, 1)
il t) = 29000, 042 | 3 Syt =0 dolz)ar
wobes
0D (xo —y,t)
S](XO)yat) - Zg—wy,’
t aq) _
Sunilayt) =2 [ Sitxo 2t -0 2 E0 D ag)ar,
0 Jao v,

Fiir die folgenden Lemmata wahlen wir eine feste irrationale Zahl  mit 0 < 3 < %
Die Irrationalitat verhindert dabei, dass wir im Laufe der Induktion auf das Integral
J 171 stoBen.

Lemma 17.8.

_ B—T1-p—1
R CESI

Lemma 17.9. Fir jedes j mit j(1 —2B) — (n—1) <0 exmstiert C;, so dass

Jt ip—1.8—1 g — 1 OPIT(B) 1)p—1

‘Sj(XO)y>t)| S Cjtjﬁ_]|xo yP (1=26)=(n=1)

fur alle t,xo,y.

Fir jo = min{jlj(1 —2B) — (n—1) > 0} gibt es ein C;,, so dass

|Sjo (XO)y>t)‘ < CiothBi]
fur alle t,xo,y.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mit vollstandiger Induktion nach j. Mit & =
1— erhalt man die Aussage fiir j = 1 aus Lemma 17.1. Im Fall n = 1 ist man damit
auch schon fertig. Im folgenden gilt also n > 1.

Von j auf j + 1 schlielt man wie folgt

t
Sy 11 (x0y Y )] = H S, (x0, 2, t — 7)1 (2,y, T)do(z)dr
0Q

gc1cjj

J BTy — 2128 (g )BT [ — 202801 g5 dre
0 JoQ

inp TGRIT(B i(1-28)—(n—
_ ¢, cg0ne-1 10 J 2|12 e f1-28)-(n-T) g ()
G RG R o o
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17 Der Wéirmeleitungskern

Wegen der Kompaktheit von 0Q existiert 6 > 0, so dass fiir jedes xo € 9Q N B;s(xo)
die Abschatzung do < 2dA,_; gilt. Wir setzen p = %|xo —y| und zeigen die Aussage
zuerst fiir den Fall 4p < 6. Dazu zerlegen wir das Integral iber 0Q) in drei Teile

|ty el g — 200 o) = 1t T,
0

wobei
I] _ |1‘:l ’1 —2B—(n—1) ’XO Z’]] —2B)—(n— UdO‘(Z)
anﬂB4p(x0)
L, = y — 1’1—26—(71—1)‘)(0 _ z\j“_zﬁ)_(n_”dc(z)
JOON(Bs(x0)\Bap(x0))
13 — ‘U Z|] —2p—(n—1) ’XO ZP] —2B)—(n— ])dO‘(Z)
JOO\Bs(x0)

Zur Abschdtzung von [; und I, vewenden wir lokale Koordinaten. Wir wahlen sie
so, dass xp = 0 und y = 3pe;. Wegen der Wahl von & erhalten wir dann unter

Verwendung des Transformationssatzes

11 SZJ |3pe1 |1 —2f—(n—1) |Z |)1 —2B)—(n— ”dAn—](Z/)
B(“fn(o)
4p
=2J [3pey — pv[ gy U2t gn, (V)
4(1“71](0)
:2p(j+1)“26)(nnj 13e; — v/|1~2B- (N 028 gy (),
Bf‘nfl)(o)

Da das letzte Integral eine nur von j abhangige Konstante ist, ist die gewonnene

Abschatzung von der gesuchten Form.
Nun soll I; abgeschétzt werden. Wegen der Wahl von & gilt

L < ZJ 13pe; — 2/|! 2B~ (1) |2/ pU=2B=(=D gy (2.
B 0)\B " (0)

Fiir z' € Bs(0) \ B4, (0) gilt [3pe; —z'| > [z'| — 3p > |2/| — 2|z/| = }|z'| und daher

I Szzna4BJ |Z | (G+1(1-2p)—-2(n-1) d7\n 1(2)
B5(0)\B4,(0)
5
— 2211—3—4[3 VOI(sTL—]) J' T(j-H)(1—2[5)—2(n—1)1,n—2dr
4p
__ 2ERolSMY) aeapen [P
G+D0=28)—(n—1) 4p

Wenn (j + 1)(1 —2B) — (n — 1) < 0, dann ist der Vorfaktor negativ und I, wird
abgeschdtzt, indem man fiir r den Wert 4p einsetzt und das 6 weglasst. Andernfalls

66



gilt j +1 =j, und der Vorfaktor ist positiv. In diesem Fall wird I, unabhéngig von p
dadurch abgeschatzt, dass man fiir r den Wert & einsetzt und p weglasst. In beiden
Fallen erhdlt man die zugehorige Behauptung.

Um schlieflich I3 abzuschétzen, beachten wir, dass fiir z mit |xo — z| > 0 gilt

)
y—z[ = [z—xo[ = |xo—y|=8—3p > 5—4—15 =
Daher gilt I3 < B, fiir
By = 4n2+2B5(+1)(1-26)-2(n-1) vol(3Q)).

Im Fall j4+1 = j, sind wir fertig. Andernfalls bezeichnen wir mit D den Durchmesser

von ). Dann

B (+1)(1-28)~(n—1)
< DG+ (-2p)—(n—1) '

Damit ist im Fall p < % ist die Behauptung bewiesen. Andernfalls ergibt sich aus

ly—z|+|xo—z| > p > 2, dass fiir jedes z mindestens einer der beiden Betrége |y —z|

bzw. |xo — z| gréfer oder gleich $ ist und somit

J hy — 2|2y — 281 g ()
00

5\ 1-28—(n-1) .
< (_) J xo — 2128~ D g5 (z)
00

8
5\ 1128 —(n=1T)
+ (E) J ly —z|" P do(2).
20

Beide Integrale existieren fiir alle xp,y € 0Q) und héingen stetig von diesen Parame-
tern ab. Da 0Q) kompakt ist, existiert eine von x, und y unabhangige Schranke B,
fiir die rechte Seite. Man argumentiert nun wieder wie bei der Abschdtzung von I3
mit dem Durchmesser. O

Lemma 17.10. E's ezistiert eine Konstante A, so dass fir allej mitj(1—2) > n—1
gult

F(ppIT(B
Fi(p+1)B)

Bewesis. Es seien jo und C; wie in Lemma 17.9. Wir hatten im vorigen Beweis bereits
gesehen, dass fiir jedes y € 0Q) das Integral [, [|xo —z|" 2P~ ""Vdo(z) existiert. Aus
Kompaktheitsgriinden existiert das Maximum M dieser Zahlen, wenn y durch 00
variiert. Es sei A > C;M so grofl gewahlt, dass die Behauptung fiir j = j, zutrifft. Die
Aussage sel richtig fiir ein j > jo. Dann folgt der Induktionsschluss mit Lemma 17.8
sofort aus

j—1
1S;(x0,y, ) <AV |
pu=1

F(up)r(p)

(— t B=Tlxy — z|1=2B=(n=T) ({ _ 1)iB—T
r((H+1)B)JoJaQT xo =2 (t—1)*" do(z)dr.

=
1Sj1 (x0,y, )] S CAT] |
pn=1

]
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17 Der Wéirmeleitungskern

Lemma 17.11. Fir alle T > 0 ezistiert C, so dass fir alle t < T und alle xo,y € 0Q
Z’Sj(XO)yat)’ <C.
v=1

Theorem 17.12. Fiir ein beschrdnktes Gebiet QO mit C>-Rand und eine stetige
Funktion g auf 0Q x ]0,00[ besitzt das Anfangs-Randwertproblem (17.2) eine
eindeutig bestimmte Losung. Sie hat die Gestalt

tJ 0D (x —y,t — 1)
20 0vy

u(x,t) = —J

0

Y(y,t)do(y)dT

Definition 17.13. Sei QO C R™ ein Gebiet. Eine Funktion q: Q x Q x ]0,00[ — R heif}t
Warmeleitungskern, wenn

qu(x,y,t) - qt(x>y»t) =0 XY € Q»t > O»
q(x,y,t) =0 x€0Q,ye Q,t>0,

und fiir alle stetigen Funktionen u: Q — R gilt
limJ q(x,y, t)f(x)dA.(x) = f(y) fiir alley € Q.
t=0 Jo

Korollar 17.14. Jedes beschrdinkte Gebiet Q C R™ mit C*-Rand hat einen Wdrme-
leitungskern.

Beuspiel 17.15. Die Spiegelungsmethode zeigt, dass der Warmeleitungskern fiir das
Einheitsintervall gegeben wird durch

o . . \2 ) B 2
ot = 3 e~ ) - 3 e ).

Theorem 17.16. Es set Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit C*-Rand und Warme-
leitungskern q. Ferner sei @: Q x [0,00[ — R ausreichend reguldr und es seien
g € C(0Q x ]0,00[) und f € C(Q). Dann wird durch

t

u(x,t) = J

J 4%y, t — 1) (y, A (y)dr
0JQ

+J 4%,y (y)dAn ()
Q

t
)
—J J —aq (x,y,t —71)g(y, T)do(y)dr
0 Joq OVy
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die eindeutig bestimmte Losung des Anfangs- und Randwertproblems

ue(x, t) — Au(x, t) = @(x,t), x € Q,t>0,
u(x,t) = g(x,t), x €0Q,t >0,
u(x,0) = f(x), x € Q,

gegeben.

Beweis. Theorem 5.3.2 in Jost. Dort wird behauptet, dass Lipschitz-Stetigkeit von ¢
ausreicht. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz wird mit funktionalanalytischen Mit-
teln (also ohne den Wérmeleitungskern) in §7.1 von Evans gezeigt. [

Umgekehrt folgt aus diesem Satz auch die Existenz eines Warmeleitungskerns.
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