
Einführung in die partiellen
Differentialgleichungen

R�udiger W. Braun

Wintersemester 2017/18



Inhaltsverzeichnis

1 Allgemeines 3

2 Die Transportgleichung 6

3 Die Laplace-Gleichung 7

4 Die Greenschen Formeln 9

5 Anwendung der Fundamentallösung 14

6 Die Mittelwertseigenschaft 15

7 Greensche Funktion 17
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1 Allgemeines

Wiederholung. F�ur α ∈ Nn0 sei |α| = α1+ · · ·+αn. Sei U ⊂ Rn o�en und u ∈ C|α|(U).
Dann bezeichnet man mit Dαu die partielle Ableitung

Dαu =
∂αu

∂xα
=

∂αu

∂xα11 . . . ∂x
αn
n

.

Bezeichnung 1.1. H�au�g hat man es mit den drei Raumvariablen x, y, z und der Zeit-

variable t zu tun. Dann dr�uckt man partielle Ableitungen nach einer dieser Variablen

dadurch aus, dass man die Variable als Index an die Funktion setzt.

Beispielsweise ist der Laplace-Operator in n Variablen de�niert als

∆u =

n∑
j=1

∂2u

∂x2j
.

In drei Raumdimensionen schreibt man ihn

∆u = uxx + uyy + uzz.

Definition 1.2. Eine partielle Di�erentialgleichung der Ordnung k ist eine Gleichung

der Form

F
(
Dα(1)

u(x), . . . , Dα(N)

u(x), x
)
= 0,

wobei F eine Funktion in N + 1 Ver�anderlichen ist und α(1), . . . , α(N) Multiindices

sind mit maxj=1,...,N|α(j)| = k. Die Funktion u ist die gesuchte L�osung, sie hei�t starke

L�osung, wenn u von der Klasse Ck ist. Vorerst sind wir nur an starken L�osungen inter-

essiert. Je nach Situation werden sp�ater auch schw�achere Regularit�atsanforderungen

gestellt.

Eine System von endlich vielen partiellen Di�erentialgleichungen bezeichnet man

als partielles Di�erentialgleichungssystem.

Bezeichnung 1.3. Eine partielle Di�erentialgleichung der Form∑
|α|≤k

aα(x)D
αu(x) = f(x)

hei�t linear. Im Fall f ≡ 0 hei�t sie homogen linear,, ansonsten bezeichnet man f

als Inhomogenit�at der Di�erentialgleichung.

Wenn die aα(x) nicht von x abh�angen, dann sagt man, dass die lineare Di�erenti-

algleichung konstante Koe�zienten besitzt.
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1 Allgemeines

Bezeichnung 1.4. (a) Eine partielle Di�erentialgleichung der Form∑
|α|=k

aα(x)D
αu(x) + a0

(
Dβ(1)

u(x), . . . , Dβ(N)

u(x), x
)
= 0

hei�t semilinear, vorausgesetzt |β(j)| < k for alle j.

(b) Eine partielle Di�erentialgleichung der Form∑
|α|=k

aα

(
Dβ

(1)
α u(x), . . . , Dβ

(Nα)
α u(x), x

)
Dαu+a0

(
Dγ(1)u(x), . . . , Dγ(N)

u(x), x
)
= 0

heit quasilinear, vorausgesetzt alle |β(j)
α | < k und alle |γ(j)| < k.

(c) Alle anderen partiellen Di�erentialgleichungen bezeichnet man als voll nicht-

linear.

Beispiel 1.5. (a) Die Transportgleichung lautet

ut +

n∑
j=1

bjuxj = 0,

wobei b1, . . . , bn ∈ R (also konstant) sind.

(b) Die Laplace-Gleichung lautet

∆u = 0.

(c) Die W�armeleitungsgleichung (engl. heat equation) lautet

ut − ∆u = 0.

Die W�armeleitungsgleichung wird auch Di�usionsgleichung genannt.

(d) Die Wellengleichung lautet

utt − ∆u = 0.

Die Di�erentialgleichungen (a){(d) sind linear mit konstanten Koef�zienten.

(a) ist von erster Ordnung, (b){(d) von zweiter.

(e) Die Zakharov-Kuznetsov Gleichung lautet

ut + α(t)uux + β(t)uxxx + γ(t)uxyy = 0.

Diese Gleichung ist semilinear von dritter Ordnung.

(f) Die Eikonalgleichung lautet

|∇u| = 1.

Sie ist voll nichtlinear von erster Ordnung.
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(g) Die Navier-Stokes Gleichungen lauten

∂ui

∂t
+

3∑
j=1

uj
∂ui

∂xj
= ν∆ui −

∂p

∂xi
+ fi(x, t), i = 1, 2, 3,

3∑
j=1

∂uj

∂xj
= 0.

Es handelt sich um ein semilineares partielles Di�erentialgleichungssystem. Ge-

sucht sind dabei u1, u2, u3 und p. Ferner ist ν > 0 eine vorgegebene Konstante

und die fi sind Funktionen. Eine o�ene Frage ist, ob es eine glatte Funktion f

gibt, so dass keine L�osung der Navier-Stokes Gleichung f�ur alle t > 0 erkl�art

ist.

Diese Frage ist ein Clay Millenium Problem

http://www.claymath.org/millennium-problems/navier%E2%80%93stokes-equation.
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2 Die Transportgleichung

Bei der Transportgleichung in unserem Sinn handelt es sich um

ut +

n∑
j=1

bj
∂u

∂xj
= 0, (2.1)

wobei b ∈ Rn und eine Funktion u ∈ C1(Rn × ]0,∞[) gesucht wird.

Der Name Transportgleichung stammt aus dem Buch von Evans.

Satz 2.1. Die C1-L�osungen von (2.1) auf Rn × ]0,∞[ sind genau die Funktionen

der Form

u(x, t) = w(x− tb),

wobei w ∈ C1(Rn).

Bemerkung 2.2. Eine Aufgabe der Form

ut +

n∑
j=1

bj
∂u

∂xj
= f auf Rn × ]0,∞[

u = g auf Rn × {0}

(2.2)

bezeichnet man als Anfangswertproblem. Dabei ist die zweite Zeile zu verstehen als

lim
t↘0 u(x, t) = g(x) f�ur alle x ∈ Rn.

Im Fall der homogenen Gleichung, also f�ur f ≡ 0, haben wir im Satz gesehen, dass

u(x, t) = g(x− bt) die einzige L�osung des Anfangswertproblems ist.

Satz 2.3. Es sei U ⊂ Rn+1 eine o�ene Obermenge von Rn × [0,∞[. F�ur gegebene

Funktionen f ∈ C1(U) und g ∈ C1(Rn) besitzt das Anfangswertproblem (2.2) eine

eindeutig bestimmte L�osung. Sie hat die Gestalt

u(x, t) = g(x− tb) +

∫ t
0

f(x+ (s− t)b, s)ds.

Die Vertauschbarkeit von Ableitung und Integral regelt Satz 9.7 der Analysis III

im WS 16/17. Wir brauchen au�erdem noch den folgenden Satz.

Satz 2.4. Es sei f ∈ C1(]a, b[2). F�ur beliebiges c ∈ ]a, b[ setzt man F(t) =
∫t
c
f(t, s)ds.

Dann ist F di�erenzierbar und es gilt

F ′(t) = f(t, t) +

∫ t
c

∂f

∂t
(t, s)ds.
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3 Die Laplace-Gleichung

Motivation. u sei die W�arme in einem Gebiet U. Am Rand des Gebietes liegt eine

unver�anderliche W�armeverteilung f vor. Es habe sich eine station�are, also zeitun-

abh�angige L�osung eingestellt. Dann l�ost u das folgende Randwertproblem

∆u = 0 in U,

u = f in ∂U.

Definition 3.1. Die partielle Di�erentialgleichung ∆u = 0 hei�t Laplace-Gleichung, die

zugeh�orige inhomogene Gleichung −∆u = f hei�t Poisson-Gleichung. Die L�osungen

der Laplace-Gleichung ∆u = 0 bezeichnet man als harmonische Funktionen.

Bemerkung. (a) Wir hatten in der Funktionentheorie gesehen, dass Real- und Ima-

gin�arteil von holomorphen Funktionen harmonisch sind.

(b) Das Vorzeichen bei der Poisson-Gleichung wird gew�ahlt, weil der Operator −∆

positiv im Sinne der Funktionalanalysis ist. (D. h. alle seine Eigenwerte sind

≥ 0.)
Wir beginnen mit U = Rn \ {0} und suchen radialsymmetrische L�osungen der

Laplace-Gleichung.

Bemerkung 3.2. Gesucht L�osung u von ∆u = 0 der Form u(x) = v(|x|). Beachte

∂|x|
∂xj

=
2xj

2
√
x21 + · · ·+ x2n

=
xj

|x|
.

Also
∂u

∂xj
= v ′(|x|) xj

|x|
und

∂2u

∂x2j
= v ′′(|x|)

x2j
|x|2

+ v ′(|x|)

(
1

|x|
−
x2j
|x|3

)
.

Damit erhalten wir

∆u(x) = v ′′(|x|) + v ′(|x|)n− 1

|x|
.

Daher ist u genau dann in Rn \ {0} eine L�osung der Laplace-Gleichung, wenn

v ′′(r) +
n− 1

r
v ′(r) = 0.
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3 Die Laplace-Gleichung

Das ist eine lineare gew�ohnliche Di�erentialgleichung in v ′′. Wir erhalten

v(r) =

C1 ln r+ C2, n = 2,
C1

rn−2
+ C2, n ≥ 3.

Definition 3.3. Die Funktion

u(x) =


−
1

2π
ln(|x|), n = 2,

1

n(n− 2)α(n)|x|n−2
, n ≥ 3,

ist die Fundamentall�osung der Laplace-Gleichung in n-Dimensionen. Hierbei ist

α(n) das Volumen der Einheitskugel im Rn. Aus der Analysis III wissen wir α(3) =
4
3
π.

Die Wahl der Vorfaktoren wird sp�ater einsichtig. Die Fundamentall�osung ist har-

monisch in Rn \ {0}. Man kann die Fundamentall�osung nutzen, das Poisson-Problem

im ganzen Rn zu l�osen. Um das zu tun, ben�otigen wir die Greenschen Formeln.
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4 Die Greenschen Formeln

Wir verwenden den Nabla-Operator ∇f =
(
∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn

)
. Mit 〈u, v〉 =

∑n
j=1 ujvj wird

das Standard-Skalarprodukt in Cn bezeichnet.

Theorem 4.1. Sei U ⊂ Rn beschr�ankt und o�en mit glattem Rand. Seien f, g ∈
C2(U). Dann

(a) ∫
U

f∆gdλn = −

∫
U

〈∇f,∇g〉dλn +
∫
∂U

f 〈∇g, ν〉dσ.

(b) ∫
U

(f∆g− g∆f)dλn =

∫
∂U

(f 〈∇g, ν〉− g 〈∇f, ν〉)dσ.

Wir haben die Greenschen Formeln komplexwertig hingeschrieben, weil das sp�ater

gelegentlich ben�otigt wird.

Wir werden die Greenschen Formeln auf den Satz von Stokes aus der Analysis III

zur�uckf�uhren. Zuerst m�ussen die auftretenden Begri�e wiederholt werden.

Bezeichnung. Mit Rk− = {(x1, x2, . . . , xk) ∈ Rk | x1 ≤ 0} bezeichnen wir den linken

Halbraum. Sein Rand ist ∂Rk− = {(x1, x2, . . . , xk) ∈ Rk | x1 = 0}.

Definition 4.2 (vgl. Analysis III, Def. 15.20). Eine beschr�ankte, o�ene Menge U ⊂ Rn

ist glatt berandet, wenn es zu jedem a ∈ ∂U o�ene Mengen V,W ⊂ Rn sowie einen

Di�eomorphismus ϕ : W → V gibt, so dass

(a) a ∈ V,

(b) ϕ(Rn− ∩W) = U ∩ V,

(c) ϕ(∂Rn− ∩W) = ∂U ∩ V.

Bemerkung 4.3. Unter den Voraussetzungen von De�nition 4.2 ist ∂U eine (n− 1)-

dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn. F�ur a ∈ ∂U wird eine lokale Parametri-

sierung von ∂U der Form ψ : W̃ → Ṽ gegeben durch

W̃ =
{
x ∈ Rn−1

∣∣(0, x) ∈W} , Ṽ = V ∩ ∂U, ψ(x) = ϕ(0, x).
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4 Die Greenschen Formeln

Satz 4.4 (Analysis III, Lemma 20.5). Es gibt ein Borelma� σ auf ∂U, so dass∫
f dσ =

∫
W̃

(f ◦ψ)
√
det ((Dψ)T(Dψ))dλn−1,

f�ur alle Wahlen von Punkten a ∈ ∂U, lokalen Parametrisierungen ψ : W̃ → Ṽ

wie in der Bemerkung und Borel-messbaren Funktionen f mit Tr�ager in Ṽ.

Bezeichnung 4.5. Unter den Voraussetzungen von De�nition 4.2 bezeichnen wir f�ur ein

a ∈ ∂U mit Ta(∂U) den zugeh�origen Tangentialraum und mit

Na(∂U) := {v ∈ Rn|∀w ∈ Ta(∂U) : v ⊥ w}

den Normalenraum an ∂U im Punkt a.

Der Normalenraum ist eindimensional und besitzt daher genau zwei Elemente der

L�ange 1, n�amlich die innere und die �au�ere Einheitsnormale. Wir bezeichnen die

�au�ere Einheitsnormale mit ν.

Satz 4.6. Es sei U ⊂ Rn glatt berandet, o�en und beschr�ankt, es sei V eine o�ene

Obermenge von U und es sei

ω =

n∑
j=1

(−1)j−1Fjdx1 ∧ · · ·∧ d̂xj ∧ · · ·∧ dxn (4.1)

eine in V de�nierte (n− 1)-Form von der Klasse C1. Dann gilt∫
∂U

ω =

∫
∂U

〈F, ν〉dσ,

wobei 〈F, ν〉 =
∑n

j=1 Fjνj.

Beweis. Zu jedem a ∈ ∂U gibt es eine Umgebung V von der Form V = V1 × I× V2,
wobei I ein Intervall ist, so dass

U ∩ V = {(x1, . . . , xn) ∈ V |xk < g(x1, . . . , x̂k, . . . , xn)} .

f�ur eine glatte Funktion g. Da der Rand kompakt ist, wird er von endlich vielen sol-

chen Mengen �uberdeckt. Indem wir ω mittels einer Zerlegung der Eins zerschneiden,

k�onnen wir uns auf den Fall beschr�anken, dass der Tr�ager von ω in V liegt.

In der N�ahe von a haben wir also die folgende Karte

ϕ−1 : (x1, . . . , xn) 7→ (
xk − g(x1, . . . , x̂k, . . . , xn), x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn

)
.

Die zugeh�orige lokale Parametrisierung ist

ϕ(y1, . . . , yn) =
(
y2, . . . , yk, y1 + g(y2, . . . , yn), yk+1, . . . , yn

)
.
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Sie impliziert die folgende lokale Parametrisierung des Randes

ψ(y2, . . . , yn) 7→ (
y2, . . . , yk, g(y2, . . . , yn), yk+1, . . . , yn

)
.

Wenn wir jetzt die Form mit ψ zur�uckziehen, dann versehen wir den Rn−1 mit den

Koordinaten (y2, . . . , yn). Damit gilt f�ur j = k

dψ1 ∧ · · ·∧ d̂ψk ∧ . . . dψn = dy2 ∧ · · ·∧ dyn.

Das ist die Volumenform. F�ur j < k gilt

dψ1 ∧ · · ·∧ d̂ψj ∧ · · ·∧ dψn

= dy2 ∧ · · ·∧ dyj ∧ dyj+2 ∧ · · ·∧ dxk−1 ∧
(
∂g

∂yj+1
dyj+1

)
∧ dyk+1 ∧ · · ·∧ yn

= (−1)1+j−k
∂g

∂yj+1
dy2 ∧ · · ·∧ dyn.

F�ur j > k erh�alt man

dψ1 ∧ · · ·∧ d̂ψj ∧ · · ·∧ dψn = (−1)1+j−k
∂g

∂yj
dy2 ∧ · · ·∧ dyn.

Zusammengefasst erhalten wir

ψ∗(ω) = (−1)k

(
k−1∑
j=1

∂g

∂yj+1
Fj ◦ψ− Fk ◦ψ+

n∑
j=k+1

∂g

∂yj
fj ◦ψ

)
dy2 ∧ · · ·∧ yn.

Als n�achstes m�ussen wir pr�ufen, ob die lokale Parametrisierung ϕ positiv ist. Dazu

ben�otigen wir detDϕ, wobei

Dϕ =



0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

1 ∂g
∂y2

∂g
∂y3

∂g
∂y4

. . . ∂g
∂yn

...
...

...
...

...

0 0 0 0 . . . 1


,

wobei die herausgehobene Zeile die k-te ist. Bringt man diese Matrix auf Zeilenstu-

fenform, so sieht man sofort, dass detDϕ = (−1)k−1. Per De�nition (siehe x19 der

Analysis III aus dem WS 16/17) ist dann (−1)k−1ψ eine positive lokale Parametri-

sierung und daher∫
∂U

ω = −

∫
Rn−1

(
k−1∑
j=1

∂g

∂yj+1
Fj ◦ψ− Fk ◦ψ+

n∑
j=k+1

∂g

∂yj
fj ◦ψ

)
dλn−1(y2, . . . , yn).
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4 Die Greenschen Formeln

Nun bestimmen wir die �au�ere Normale. Wir betrachten dazu in ∂U die Kurvein

γj(t) = tej + g(tej)ek, j 6= k. F�ur jede von ihnen ist γ ′j(0) = ej +
∂g

∂yj+1
ek ein Tangen-

tialvektor. Ein �au�erer Einheitsvektor wird gegeben durch

ν̃ =



− ∂g
∂y2
...

− ∂g
∂yk

1

− ∂g
∂yk+1
...

− ∂g
∂yn


.

Den �au�eren Einheitsnormalenvektor erh�alt man durch Division durch die Norm.

Zum Schluss m�ussen wir noch das �au�ere Ma� bestimmen. Dazu ben�otigen wir

Dψ =



1
. . .

1
∂g
∂y2

· · · ∂g
∂yk

∂g
∂yk+1

· · · ∂g
∂yn

1
. . .

1


Den Faktor det

(
(Dψ)

T(Dψ)
)
bestimmen wir mit der Formel von Binet-Cauchy (siehe

Satz 20.7 der Analysis III, aber ohne Beweis). Es gilt n�amlich det
(
(Dψ)

T(Dψ)
)
=∑n

k=1(detAj)
2, wobei Aj alle (n−1)×(n−1)-Unterdeterminanten von Dψ durchl�auft.

Man bringt die Aj auf Zeilenstufenform und sieht dann, dass

det
(
(Dψ)

T(Dψ)
)
= 1+

n∑
j=2

(
∂g

∂yj

)2
.

Da diese Zahl gleich ‖ν̃‖2 ist, haben wir die Behauptung gezeigt.

Definition 4.7. Sei U ⊂ Rn o�en und sei k ∈ N0. Eine Funktion f ∈ C(U) liegt in Ck(U),
wenn ihre Einschr�ankung f̃ = f|U in Ck(U) liegt und alle Ableitungen Dαf̃ mit |α| ≤ k
eine stetige Fortsetzung nach U besitzen. Eine Abbildung liegt in Ck(U,Rm), wenn
alle Komponenten in Ck(U) liegen.

Theorem 4.8 (Divergenzsatz). Sei U ⊂ Rn eine glatt berandete, beschr�ankte, o�ene
Menge.

(a) Es sei f ∈ C1(U). Dann gilt f�ur j = 1, . . . , n∫
U

∂f

∂xj
dλn =

∫
∂U

fνjdσ,

wobei νj die j-te Komponente der �au�eren Einheitsnormalen ist.
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(b) Es sei u ∈ C1(U,Rn). Dann gilt∫
U

divudλn =

∫
∂U

〈u, ν〉dσ.

Eine Variante des Divergenzsatzes f�ur C1-Polyeder �ndet man als Theorem 20.3 in

der Analysis III von Kaballo.

Satz 4.9 (Partielle Integration). Sei U ⊂ Rn eine glatt berandete, beschr�ankte,

o�ene Menge und seien f, g ∈ C1(U). Dann gilt f�ur j = 1, . . . , n∫
U

∂f

∂xj
gdλn = −

∫
U

f
∂g

∂xj
dλn +

∫
∂U

fg νj dσ.

Korollar 4.10. Sei U ⊂ Rn eine glatt berandete, beschr�ankte, o�ene Menge und sei

f ∈ C2(U). Dann gilt ∫
U

∆fdλn =

∫
∂U

∂f

∂ν
dσ.

Wir setzen B
(n)
r (x) = {y ∈ Rn||x− y| < r}. In der Regel wird die Dimension nicht

notiert.

Beispiel 4.11. Sei F(x) = x f�ur x ∈ Rn. Dann gilt div F(x) = n f�ur alle x und daher

vol(BR(0)) =
1

n

∫
BR(0)

div F dλn =
1

n

∫
∂BR(0)

〈F, ν〉dσ

=
1

n

∫
∂BR(0)

〈rν, ν〉dσ =
r

n

∫
∂BR(0)

dσ.

Also ist das Ober
�achenma� der (n− 1)-Sph�are vom Radius r gleich∫
∂BR(0)

dσ =
n

R
volBR(0) = nR

n−1α(n).
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5 Anwendung der Fundamentallösung

Satz 5.1 (Abstrakte Polarkoordinaten). F�ur ein R > 0 sei f ∈ C(BR(0) \ {0}) ∩
L1(BR(0)). Dann gilt ∫

BR(0)

f dλn =

∫R
0

∫
∂Br(0)

f dσdr.

Satz 5.1 ist ein Spezialfall der Ko
�achenformel (siehe Evans, Appendix C, Theo-

rem 5).

Die in x3 bestimmte Fundamentall�osung bezeichnen wir nun mit Φ, also

Φ(x) =


−
1

2π
ln(|x|), n = 2,

1

n(n− 2)α(n)|x|n−2
, n ≥ 3,

Lemma 5.2. F�ur jedes R > 0 gilt Φ ∈ L1(BR(0).

Definition 5.3. F�ur f : Rn → Rm bezeichnet man Supp f = {x ∈ Rn|f(x) 6= 0} als Tr�ager
von f. F�ur o�enes U ⊂ Rn bezeichnet man mit Ckc(U) den Raum aller Funktionen

von der Klasse Ck deren Tr�ager kompakt ist und in U liegt.

Theorem 5.4. Sei n ≥ 2 und sei f ∈ C2c(Rn). F�ur x ∈ Rn setze

u(x) =


−
1

2π

∫
R2
ln|x− y|f(y)dλ2(y), n = 2,

1

n(n− 2)α(n)

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−2
dλn(y), sonst.

Dann u ∈ C2(Rn) und u l�ost die Poisson-Gleichung

−∆u = f.

Bemerkung. (a) Man beachte, dass
∫
Rn f(y)∗Φ(y−x)dλn(y)

∫
Rn\{0} f(y−x)∗Φ(x)

und dass ∆Φ(x) = 0 f�ur x 6= 0. Das zeigt, dass bei diesem Integral der Laplace-

Operator nicht mit dem Integral vertauscht.

(b) Die Voraussetzung, dass f von der Klasse C2 sein soll, kann abgeschw�acht wer-

den.
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6 Die Mittelwertseigenschaft

Theorem 6.1 (Mittelwerteigenschaft f�ur harmonische Funktionen). Sei U ⊂ Rn o�en

und sei u : U→ R harmonisch. Ferner sei Br(x) ⊂ U. Dann

u(x) =
1

rn−1nα(n)

∫
∂Br(x)

udσ

und

u(x) =
1

rnα(n)

∫
Br(x)

udλn.

Satz 6.2. Sei U ⊂ Rn o�en und sei u ∈ C2(U). Falls u die Mittelwerteigenschaft

u(x) =
1

rn−1nα(n)

∫
∂Br(x)

udσ

besitzt, so ist u harmonisch.

Wiederholung. Ein metrischer Raum X hei�t zusammenh�angend, wenn es in ihm

h�ochstens zwei Mengen gibt, die sowohl o�en als auch abgeschlossen sind (n�amlich ∅
und X).

Sei X ⊂ Rn. Eine Teilmenge M ⊂ X ist genau dann o�en in X, wenn es eine o�ene

Teilmenge G ⊂ Rn gibt, so dass M = G ∩ X, und M ist genau dann abgeschlossen

in X, wenn es eine abgeschlossene Teilmenge A ⊂ Rn gibt, so dass M = A ∩ X.

Theorem 6.3 (Starkes Maximumprinzip). Es sei U ⊂ Rn o�en und zusammen-

h�angend. Es sei u ∈ C2(U) harmonisch in U (d. h. ∆u(x) = 0 f�ur alle x ∈ U).
Falls es ein x0 ∈ U gibt, so dass u(x0) = maxU u, so ist u konstant.

Korollar 6.4. Es sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt und es sei u ∈ C2(U) ∩ C(U)
harmonisch in U. Dann nimmt u ihr Maximum in ∂U an.

Die beiden Formulierungen des Maximumprinzips gelten auch, wenn man

Maximum durch Minimum erstetzt.

Bezeichnung 6.5. Das Problem

−∆u = f, in U,

u = g, in ∂U.

hei�t Randwertproblem.
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6 Die Mittelwertseigenschaft

Satz 6.6. F�ur beschr�anktes, o�enes U gibt es h�ochstens eine L�osung u ∈ C2(U)∩
C(U) des Randwertproblems 6.5.

Bemerkung 6.7. Wie in Bemerkung 15.8 der Analysis I zeigt man, dass die Funktion

η : Rn → R, η(x) =

C exp

(
1

|x|2 − 1

)
, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1,

von der Klasse C∞ ist. Dabei wird C so gew�ahlt, dass
∫
Rn = 1. F�ur ε > 0 setzt man

ηε(x) =
1

εn
η
(x
ε

)
.

Dann ηε ∈ Cc(Rn) mit Supp(ηε) = Bε(0), ηε(x) ≥ 0 f�ur alle x und
∫
Rn ηεdλn = 1.

Satz 6.8. Sei U o�en im Rn und sei u harmonisch in U. Dann u ∈ C∞(U).

16



7 Greensche Funktion

Wir wollen das Randwertproblem 6.5 mittels der Fundamentall�osung Φ l�osen. Nach

Theorem 5.4 wird f�ur f ∈ C2c(Rn) eine L�osung u der Poisson-Gleichung −∆u = f

gegeben durch u(x) =
∫
Rn f(y)Φ(y− x)dλn(y).

Lemma 7.1. Sei U ⊂ Rn o�en und sei u ∈ C2(U). Dann gelten f�ur alle x ∈ U

lim
ε→0
∫
∂Bε(x)

u(y) 〈∇yΦ(y− x), ν(y)〉dσ(y) = −u(x),

lim
ε→0
∫
∂Bε(x)

Φ(y− x) 〈∇u(y), ν(y)〉dσ(y) = 0.

Wir zeigen zuerst eine Variante von Theorem 5.4 mit Rand.

Satz 7.2. Sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt mit glattem Rand. F�ur u ∈ C2(U) gilt
f�ur alle x ∈ U

u(x) =

∫
∂U

(Φ(y− x) 〈∇u, ν〉− u(y) 〈∇yΦ(y− x), ν〉)dσ(y)

−

∫
U

Φ(y− x)∆u(y)dλn(y).

Beweis. W�ahle ε > 0 so klein, dass Bε(x) ⊂ U und setze Vε = U \ Bε(x). Dann∫
U

Φ(y− x)∆u(y)dλn(y) = I1 + I2

mit

I1 =

∫
Vε

Φ(y− x)∆u(y)dλn(y)

I2 =

∫
Bε(x)

Φ(y− x)∆u(y)dλn(y).

Wegen u ∈ C2(U) und Lemma 5.2 ist der Integrand von I2 integrierbar und aus dem

Lebesgueschen Grenzwertsatz folgt die Konvergenz von I2 gegen 0. Bei der Berech-

nung von I1 verwenden wir die erste Greensche Formel, beachten, dass die �au�ere

Einheitsnormale an ∂Bε(x) die negative der �au�eren Einheitsnormalen an Vε ist, und

erhalten I1 = I3 + I4 + I5 + I6 + I7 mit

I3 =

∫
Vε

∆Φ(x− y)u(y)dλn(y) = 0,

I4 =

∫
∂U

Φ(y− x) 〈∇u(y), ν〉dσ(y),

17



7 Greensche Funktion

I5 = −

∫
∂Bε(x)

Φ(y− x) 〈∇u(y), ν〉dσ(y),

I6 = −

∫
∂U

u(y) 〈∇Φ(y− x), ν〉dσ(y),

I7 =

∫
∂Bε(x)

u(y) 〈∇Φ(y− x), ν〉dσ(y).

I4 und I6 tauchen in der Behauptung auf. Nach Lemma 7.1 konvergiert I5 gegen 0

und I7 gegen −u(x).

Definition 7.3. Ein Gebiet ist eine o�ene, zusammenh�angende Menge im Rn.
Es sei U ⊂ Rn ein beschr�anktes Gebiet. Falls f�ur jedes x ∈ U das Randwertproblem

∆ϕx(y) = 0 in U

ϕx(y) = Φ(y− x) in ∂U

eine L�osung ϕx ∈ C2(U) besitzt, so bezeichnet man die Funktion

G : {(x, y) ∈ U2 | x 6= y}→ R, G(x, y) = Φ(y− x) −ϕx(y)

als Greensche Funktion von U.

Bemerkung. Wir werden sp�ater die Forderung an die Randregularit�at der Green-

schen Funktion etwas abschw�achen m�ussen.

Satz 7.4. Sei U ⊂ Rn ein beschr�anktes Gebiet mit glattem Rand, welches eine

Greensche Funktion G besitzt. Ferner sei u ∈ C2(U) eine L�osung des Randwert-
problems

−∆u = f in U

u = g in ∂U.

Dann gilt f�ur alle x ∈ U

u(x) = −

∫
∂U

g(y) 〈∇yG(x, y), ν〉dσ(y) +
∫
U

G(x, y)f(y)dλn(y).

Satz 7.5 (Symmetrie der Greenschen Funktion). Es sei U ⊂ Rn, n ≥ 2, ein be-

schr�anktes Gebiet mit glattem Rand, welches eine Greensche Funktion G besitzt.

Dann gilt G(x, y) = G(y, x) f�ur alle x, y ∈ U mit x 6= y.

Beweis. F�ur z ∈ U \ {x, y} setze u(z) = G(x, z) und w(z) = G(y, z). F�ur ε > 0

so klein, dass Bε(x) ∩ Bε(y) = ∅, setze Vε = U \ (Bε(x) ∪ Bε(y)). Anwendung von

Theorem 4.1(b) auf u und w ergibt

0 =

∫
Vε

(u∆w−w∆u)dλn = I1 + I2 + I3

18



mit

I1 =

∫
∂U

(u 〈∇w,ν〉−w 〈∇u, ν〉)dσ,

I2 =

∫
∂Bε(x)

(u 〈∇w,ν〉−w 〈∇u, ν〉)dσ,

I3 =

∫
∂Bε(y)

(u 〈∇w,ν〉−w 〈∇u, ν〉)dσ.

Wegen u = w = 0 in ∂U verschwindet I1. Wir teilen I2 weiter auf als I2 = I4 + I5 mit

I4 =

∫
∂Bε(x)

u 〈∇w,ν〉dσ(y),

I5 = −

∫
∂Bε(x)

w 〈∇u, ν〉dσ(y).

Wegen w ∈ C2(Bε(x)) existiert C1 > 0, so dass |∇w(z)| ≤ C1 f�ur alle z ∈ Bε(x). Da
ϕx ∈ C2(U), existiert C2 > 0, so dass |ϕx(z)| ≤ C2 f�ur alle z ∈ U. Wir erhalten im

Fall n ≥ 3

|I4| ≤ C1
∫
∂Bε(x)

|u|dσ ≤ C1
∫
∂Bε(x)

|Φ(x− z)|dσ(z) + C1
∫
∂Bε(x)

|ϕx(z)|dσ(z)

≤ C1

nα(n)

∫
∂Bε(x)

1

|y− x|n−2
dσ+ C1C2

∫
∂Bε(x)

dσ = C1ε+ C1C2ε
n−1 → 0.

Im Fall n = 2 gilt dasselbe mit analogem Beweis. Wir schreiben I5 = I6 + I7 mit

I6 = −

∫
∂Bε(x)

w 〈∇Φ(y− x), ν〉dσ,

I7 =

∫
∂Bε(x)

w 〈∇ϕx(z), ν〉dσ.

Aus Lemma 7.1 folgt die Konvergenz von I6 gegen w(x). Da der Integrand von I7
stetig in U \ {y} ist, existiert C3 > 0, so dass

|I7| ≤ C3
∫
∂Bε(x)

dσ→ 0.

Bisher haben wir gezeigt, dass I2 → w(x). Da man analog sieht, dass I3 → −u(y),

folgt G(x, y) = w(x) = u(y) = G(y, x).

Bemerkung 7.6. Der Halbraum ist Rn+ = {(x1, . . . , xn ∈ Rn | xn > 0}. Die Spiegelung

am Rand bildet x ∈ Rn+ ab auf x̃ = (x1, . . . , xn−1,−xn). Damit l�asst sich leicht eine

Funktion ϕx : Rn+ → R �nden mit

∆ϕx(y) = 0 in Rn+
ϕx(y) = Φ(y− x) in ∂Rn+
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7 Greensche Funktion

n�amlich ϕx(y) = Φ(y− x̃).

Die Funktion Φ(y − x) − Φ(y − x̃) wird gelegentlich als Greensche Funktion des

Halbraums bezeichnet, obwohl der Halbraum unbeschr�ankt ist und deswegen keine

Greensche Funktion im engeren Sinn besitzt.

Bezeichnung 7.7. Die Spiegelung an der Einheitssph�are bildet x ∈ Rn \ {0} ab auf

x̃ =
x

|x|2
.

Satz 7.8. Die Greensche Funktion der Einheitskugel ist

G(x, y) =

{
Φ(x− y) −Φ

(
|x|(y− x̃)

)
, x 6= 0,

Φ(y) −Φ(1, 0, . . . , 0), x = 0.

Definition 7.9. Sei n ≥ 2. Die Funktion

K(x, y) =
r2 − |x|2

rnα(n)|x− y|n
, x ∈ B(n)

r (0), y ∈ ∂B(n)
r (0),

hei�t Poisson-Kern f�ur B
(n)
r (0).

Lemma 7.10. F�ur n ≥ 2, x ∈ B1(0), y ∈ ∂B1(0) und ν die �au�ere Einheitsnormale

an B1(0) in y gilt

〈∇yG(x, y), ν〉 = −K(x, y).

Der Poisson-Kern ist harmonisch in B1(0) bez�uglich der Variablen x.

Satz 7.11. Es seien n ≥ 2 und es sei K der Poisson-Kern. F�ur g ∈ C(∂B1(0)) setze

u(x) =

∫
∂B1(0)

g(y)K(x, y)dσ(y).

Dann l�ost u das Randwertproblem

∆u = 0 in B1(0)

u = g in ∂B1(0)

Lemma 7.12. Es sei u ∈ C2(B1(0)). Dann gilt∫
∂B

(n)
r (0)

u
(x
r

)
dσ =

1

rn−1

∫
∂B

(n)
1 (0)

u(x)dσ.

Theorem 7.13 (Poissonsche Formel f�ur die Kugel). Es seien n ≥ 2 und r > 0 und es

sei K der Poisson-Kern. F�ur g ∈ C(∂Br(0)) setze

u(x) =

∫
∂Br(0)

g(y)K(x, y)dσ(y).

Dann l�ost u das Randwertproblem

∆u = 0 in Br(0)

u = g in ∂Br(0)
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Bemerkung. (a) Ein Randwertproblem der Form

∆u = −f in U

u = g in ∂U

bezeichnet man als Dirichlet-Problem f�ur die Poisson-Gleichung. Ein Rand-

wertproblem der Form

∆u = −f in U

〈∇u, ν〉 = g in ∂U

ist ein Neumann-Problem.

(b) In Courant/Hilbert, \Methoden der Mathematischen Physik I" werden Green-

sche Funktionen f�ur andere Gebiete konstruiert, n�amlich f�ur Rechteck, Quader

und Kreisring.
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8 Die Wärmeleitungsgleichung

Definition 8.1. Die partielle Di�erentialgleichung

ut − ∆u = 0

ist die homogene W�armeleitungsgleichung, die Gleichung

ut − ∆u = f

ist die inhomogene W�armeleitungsgleichung. Statt W�armeleitungsgleichung sagt

man auch Di�usionsgleichung.

Dabei gilt die Vereinbarung, dass t die Zeitvariable ist und ∆ nur auf die Raum-

variablen wirkt.

Definition 8.2. Die Funktion Φ : (Rn × R) \ {(0, 0)}→ R,

Φ(x, t) =


1

(4πt)n/2
exp

(
−
|x|2

4t

)
, t > 0,

0, t ≤ 0,

hei�t Fundamentall�osung f�ur die W�armeleitungsgleichung.

Lemma 8.3. Φ ∈ C∞(Rn ×R \ {(0, 0)}). Ferner gilt Φt −∆Φ = 0 in Rn ×R \ {(0, 0)}.

Lemma 8.4. F�ur jedes t > 0 gilt∫
Rn
Φ(x, t)dλn(x) = 1.

Definition 8.5. Eine Anfangswertproblem (Cauchy-Problem) f�ur die W�armeleitungs-

gleichung ist eine Aufgabe der Form

ut − ∆u = f in Rn × ]0,∞[)

u = g in Rn × {0}

Dabei ist die letzte Zeile zu verstehen als

lim
(x,t)→(ξ,0)
x∈Rn,t>0

u(x, t) = g(ξ) f�ur alle ξ ∈ Rn.
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Theorem 8.6. F�ur g ∈ C(Rn) beschr�ankt setze

u(x, t) =

∫
Rn
Φ(x− y, t)g(y)dλn(y).

Dann u ∈ C∞(Rn × ]0,∞[) und u l�ost das Anfangswertproblem

ut − ∆u = 0 in Rn × ]0,∞[

u = g in Rn × {0}

Bemerkung. Man beachte, dass die L�osung des Anfangswertproblems unendliche

Ausbreitungsgeschwindigkeit zeigt.

Theorem 8.7. Sei f ∈ C2(Rn × ]0,∞[), so dass sup{|f(x, t)| | x ∈ Rn, 0 < t ≤ T } <∞
f�ur jedes T > 0. F�ur t > 0 sei

u(x, t) =

∫ t
0

∫
Rn
Φ(x− y, t− s)f(y, s)dλn(y)ds.

Dann liegt u in C2(Rn × ]0,∞[) und ist L�osung des Anfangswertproblems

ut − ∆u = f in Rn × ]0,∞[

u = 0 in Rn × {0}

Korollar 8.8. Sei f ∈ C2(Rn × ]0,∞[), so dass sup{|f(x, t)| | x ∈ Rn, 0 < t ≤ T } < ∞
f�ur jedes T > 0, und sei g ∈ C(Rn) beschr�ankt. Dann l�ost

u(x, t) =

∫
Rn
Φ(x− y, t)g(y)dλn(y) +

∫ t
0

∫
Rn
Φ(x− y, t− s)f(y, s)dλn(y)ds

das inhomogene Anfangswertproblem

ut − ∆v = f in Rn × ]0,∞[

u = g in Rn × {0}
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9 Etwas Fourieranalysis

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse �uber Fourierreihen ohne Beweis zusam-

mengetragen. Theorem 9.3 wird in der Einf�uhrung in die Funktionalanalysis gezeigt.

Wie immer bezeichnet K einen der K�orper R oder C.

Definition 9.1. Es sei 1 ≤ p <∞.

(a) F�ur I ⊆ Z setzen wir

`p(I) =

{
(bk)k∈I

∣∣∣∣ bk ∈ C,
∑
k∈I

|bk|p <∞}
Wir schreiben `p anstelle von `p(N).

(b) F�ur eine Borelmenge U ⊆ Rn setzen wir

Lp(U) =

{
f : U→ K

∣∣∣∣∫
U

|f|pdλn <∞}
.

Definition 9.2. (a) Man versieht `p(I) mit der Norm

‖(bk)k∈I‖p =
(∑
k∈I

|bk|p
)1/p

und Lp(U) mit der Norm

‖f‖p =
(∫

U

|f|pdλn
)1/p

.

Der Satz von Riesz-Fischer (siehe Satz 12.10 der Analysis III) sagt aus, dass

`p(I) und Lp(U) Banachr�aume sind.

(b) Wenn man `2(I) mit dem Skalarprodukt

〈(bk)k∈I, (ck)k∈I〉 =
∑
k∈I

bkck

versieht, dann ist `2(I) ein Hilbertraum.
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(c) Analog wird L2(U) durch das Skalarprodukt

〈f, g〉 =
∫
U

f g dλn

zu einem Hilbertraum.

Theorem 9.3. F�ur f ∈ L2([0, 1]) setze

ck =

∫ 1
0

f(x)e−2πikxdλ1(x), k ∈ Z,

ak =

∫ 1
0

f(x) cos(2πkx)dλ1(x), k ∈ N0,

bk =

∫ 1
0

f(x) sin(2πkx)dλ1(x), k ∈ N.

Dann gelten

f(x) =

∞∑
k=−∞ cke

2πikx,

f(x) = a0 + 2

∞∑
k=1

ak cos(2πkx) + 2
∞∑
k=1

bk sin(2πkx)

im L2-Sinn. Insbesondere sind linke und rechte Seite nur λ1-fast �uberall gleich.

Theorem 9.4 (Satz von Fej�er). Sei f ∈ L1([0, 1]). Die 1-periodische Fortsetzung von f
sei stetig in x. Dann gilt

lim
N→∞

N∑
n=−N

(
1−
|n|
N

)
cne

2πinx = f(x).

Beispiel 9.5. F�ur x ∈ [0, 1] setze

f(x) =

{
2x, 0 ≤ x < 1

2
,

2− 2x, 1
2
≤ x < 1.

Dann c0 =
1
2
, c2j = 0 f�ur j 6= 0 und c2j+1 =

−2
π2(2j+1)2

f�ur j ∈ N0. Wegen Theorem 9.3

gilt

f(x) =
1

2
− 4

∞∑
j=0

1

π2(2j+ 1)2
cos(2π(2j+ 1)x) (9.1)

im L2-Sinn. F�ur jedes x sagt der Satz 9.4 von Fej�er erstmal folgendes aus

f(x) = lim
N→∞

(
1

2
+

N∑
j=0

(
1−

2j+ 1

2N+ 1

)
−4

π2(2j+ 1)2
cos(2π(2j+ 1)x)

)
.
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9 Etwas Fourieranalysis

Wegen der gleichm�a�igen Konvergenz der Reihe (9.1) ist der zus�atzliche Term in der

Fej�er-Reihe nicht erforderlich. Setzt man beispielsweise x = 1
2
ein, so bekommt man

∞∑
j=0

1

(2j+ 1)2
=
π2

8
.
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10 Die Wärmeleitungsgleichung, Teil II

Bemerkung 10.1. Eindimensionale W�armeleitungsgleichung mit Randbedingungen.

Es sei U = ]0, 1[. Betrachte das Problem

ut − uxx = 0 in ]0, 1[× ]0,∞[

u = 0 in {0, 1}× ]0,∞[

Ansatz u(x, t) = v(x)w(t) f�uhrt zu

v ′′(x)w(t) = v(x)w ′(t)

also gibt es eine Konstante C mit

v ′′(x)

v(x)
=
w ′(t)

w(t)
= C

Die Randbedingung f�uhrt zu v(0) = v(1) = 0.

Fall C = 0: Dann v(x) = ax + b. Das ist nur f�ur a = b = 0 mit den Randbedin-

gungen vereinbar.

Fall C > 0: Dann v(x) = ae
√
Cx+be−

√
Cx. Die Randbedingungen f�uhren zu a+b = 0

und ae
√
C + be−

√
C = 0, also a = b = 0.

Fall C < 0. Sei ω =
√
−C > 0. Dann v(x) = a cos(ωx) + b sin(ωx). Die Randbe-

dingungen f�uhren zu a = 0 und b sin(ω) = 0. F�ur ω ∈ πN erhalten wir nicht-triviale

L�osungen der Randwertaufgabe

u(x, t) = sin(kπx)e−k
2π2t.

In der Funktionalanalysis werden wir den folgenden Satz zeigen:

Satz 10.2. Es sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt und es sei m ∈ N. Dann wird

durch

‖f‖Cm(U) = sup
x∈U

max
α∈Nn0
|α|≤m

∣∣∣∣∂αf∂xα (x)
∣∣∣∣

eine Norm auf Cm(U) gegeben, durch die Cm(U) zu einem Banachraum wird.

F�ur |α| ≤ m ist der Di�erentialoperator Dα stetig von Cm(U) nach Cm−|α|(U).

Lemma 10.3. F�ur a ∈ R und t > 0 gilt∫∞
−∞ exp

(
−
(x− y)2

4t

)
eiaydy = 2

√
πteiax−a

2t.
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10 Die W�armeleitungsgleichung, Teil II

Satz 10.4. F�ur g ∈ C([0, 1]) mit g(0) = g(1) = 1 gebe es eine Folge (bk)k∈N ∈ `1, so
dass

∑∞
k=1 bk sin(kπx) = g(x). Dann konvergiert die Reihe

u(x, t) =

∞∑
k=1

bk sin(kπx)e
−k2π2t

f�ur jede Wahl von 0 < t1 < t2 in C
2([0, 1] × [t1, t2]) und l�ost das Anfangs- und

Randwertproblem

ut − uxx = 0 in ]0, 1[× ]0,∞[

u = 0 in {0, 1}× ]0,∞[ Randbedingung

u = g in ]0, 1[× {0} Anfangsbedingung

Die Spur trM einer quadratischen MatrixM ist gleich der Summe ihrer Diagonal-

eintr�age. Die Spur ist invariant unter Basiswechseln. Daher ist sie gleich der Summe

der Eigenwerte.

Wenn w : U→ R von der Klasse C2 ist, so bezeichnen wir mit Hw ihre Hessematrix.

O�enbar gilt ∆w = trHw.

Lemma 10.5. Sei U ⊆ Rn o�en und sei w ∈ C2(U). F�ur x0 ∈ U gelte ∇w(x0) = 0

und ∆w(x0) > 0. Dann existiert v ∈ Rn, so dass die Funktion t 7→ w(x0+ tv) in 0

ein striktes lokales Minimum besitzt.

Theorem 10.6 (Maximumprinzip). Sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt, sei u ∈ C2(U×
]0,∞[)∩C(U×[0,∞[) eine L�osung der W�armeleitungsgleichung ut−∆u = 0. Dann

gilt f�ur jedes T > 0

max{u(x, t) | x ∈ U und 0 ≤ t ≤ T } = max{u(x, t) | (x ∈ ∂U und t ≤ T) oder t = 0}.

Korollar 10.7 (Eindeutigkeit). Sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt, seien u, v ∈ C2(U×
]0,∞[)∩C(U× [0,∞[) L�osungen der homogenen W�armeleitungsgleichung. Es sei

u(x, 0) = v(x, 0) f�ur alle x ∈ U, und f�ur ein T > 0 gelte u(x, t) = v(x, t) f�ur alle

x ∈ ∂U, t ∈ [0, T ]. Dann stimmen u und v in U× [0, T ] �uberein.

Die Aussage, dass Randwerte f�ur Zeiten t > T die L�osung zu Zeiten t < T nicht

beein
ussen, entspricht der Kausalit�at in der physikalischen Welt.

Korollar 10.8 (Stabilit�at). Sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt, seien h(1), h(2) ∈ C(∂U×
[0,∞[) und g(1), g(2) ∈ C(U × {0}). F�ur alle (x, t) ∈ ∂U × [0,∞[ gelte |h(1)(x, t) −

h(2)(x, t)| ≤ ε und f�ur alle x ∈ U gelte |g(1)(x, 0) − g(2)(x, 0)| ≤ ε. Falls es f�ur

j = 1, 2 jeweils eine L�osung u(j) ∈ C2(U× (0,∞)) ∩ C(U× [0,∞)) von

u
(j)
t + ∆u(j) = 0 in U× ]0,∞[

u(j) = h(j) in ∂U× ]0,∞[

u(j) = g(j) in U× {0},

gibt, so gilt |u(1)(x, t) − u(2)(x, t)| ≤ ε f�ur alle (x, t) ∈ U× [0,∞[.
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Definition 10.9. (a) Es sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt und es sei T > 0. Dann

ist UT = U × ]0, T ] der parabolische Zylinder �uber U und ΓT = UT \ UT der

parabolische Rand von UT .

(b) Eine Funktion u : UT → R liegt in C21(UT), wenn u, ut und die Raumableitungen

erster und zweiter Ordnung in C(UT) liegen.

Theorem 10.10 (Maximumprinzip f�ur das Cauchyproblem). Es sei u ∈ C21(Rn×]0, T ])∩
C(Rn × [0, T ]) eine L�osung von

ut − ∆u = 0, in Rn × ]0, T ],

u = g, in Rn × {0},

f�ur eine beschr�ankte, stetige Funktion g ∈ C(Rn). Ferner gebe es a,A > 0, so

dass

u(x, t) ≤ Aea|x|2 , x ∈ Rn, t ∈ [0, T ].

Dann gilt

sup
Rn×[0,T ]

u = sup
Rn
g.

Korollar 10.11 (Eindeutigkeitssatz f�ur das Cauchyproblem). Seien g ∈ C(Rn) und

f ∈ C(Rn × [0, T ]) gegeben. Dann existiert h�ochstens eine L�osung u ∈ C21(Rn ×
]0, T ]]) ∩ C(Rn × [0, T ]) des Anfangswertproblems

ut − ∆u = f, in Rn × ]0, T ],

u = g. in Rn × {0},

welche f�ur irgendwelche a,A > 0 die Wachstumsbedingung

|u(x, t)| ≤ Aea|x|2

erf�ullt.

Im Buch von John wird in x7.1 ein Beispiel angegeben (von Tychono�), welches

zeigt, dass man auf die Wachstumsbedingung nicht verzichten kann.

Definition 10.12. Die Di�erentialgleichung ut + ∆u = 0 hei�t R�uckwartsdi�usions-

gleichung.

Bemerkung 10.13. (a) Sei T > 0. Wenn u eine L�osung des folgenden Anfangs- und

Randwertproblems f�ur die W�armeleitungsgleichung ist

ut − ∆u = 0 in U× ]0, T [

u = 0 in ∂U× ]0, T [

u = g in U× {0},
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10 Die W�armeleitungsgleichung, Teil II

dann ist v(x, t) = u(x, T − t) eine L�osung des folgenden Anfangs- und Rand-

wertproblems f�ur die R�uckwartsdi�usionsgleichung

vt + ∆v = 0 in U× ]0, T [

v = 0 in ∂U× ]0, T [

v(x, 0) = u(x, T) in U× {0},

(b) Eine L�osung von

vt + ∆v = 0 in ]0, 1)× (0, T [

v = 0 in {0, 1}× ]0, T [

v(x, 0) = sin(kπx) in ]0, 1[× {0},

ist v(x, t) = sin(kπx)ek
2π2t.

Definition 10.14. Eine partielle Di�erentialgleichung zusammen mit Anfangs- und/oder

Randbedingungen bezeichnet man als korrekt gestellt, wenn die folgenden drei Be-

dingungen erf�ullt sind

(a) L�osbarkeit: Es gibt mindestens eine L�osung

(b) Eindeutigkeit: Es gibt h�ochstens eine L�osung

(c) Stabilit�at: Die L�osung h�angt stetig von den Anfangs- bzw. Randbedingungen

ab

Ein Problem, welches mindestens eine der drei Bedingungen verletzt, hei�t schlecht

gestellt.

Bemerkung 10.15. (a) Alles drei hat nat�urlich nur einen Sinn, wenn man sich f�ur

Anfangs- und Randbedingungen sowie L�osungen auf Funktionenr�aune festlegt.

(b) Teil (b) der vorigen Bmerkung zeigt, dass das Anfangs- und Randwertproblem

f�ur die R�uckw�artsdi�usionsgleichung schlecht gestellt ist.
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11 Die Wellengleichung

Definition 11.1. Die partielle Di�erentialgleichung

utt − ∆u = f

hei�t Wellengleichung.

Bemerkung. (a) In einigen B�uchern �ndet man das Zeichen �u = utt − ∆u.

(b) Die Wellengleichung ist von der Ordnung 2 in der Zeit. Man setzt Anfangsbe-

dingungen f�ur u und ut.

Im Fall n = 1 l�osen wir nun das Anfangswertproblem

utt − uxx = 0 in R× ]0,∞)

u = g in R× {0}

ut = h in R× {0}

mit der Methode von d'Alembert. Dazu beachtet man(
∂

∂t
+
∂

∂x

)(
∂

∂t
−
∂

∂x

)
u = utt − uxx.

Setzt man also v =
(
∂
∂t
− ∂

∂x

)
u, so gilt

vt + vx = 0.

Das ist eine Transportgleichung. Nach Satz 2.1 gibt es also eine Funktion a, so dass

v(x, t) = a(x− t) f�ur alle x, t. Daraus ergibt sich

ut(x, t) − ux(x, t) = a(x− t).

Dies ist eine inhomogene Transportgleichung. Mit Satz 2.3 ergibt sich f�ur eine vorerst

unbekannte Funktion b

u(x, t) = b(x+ t) +

∫ t
0

a(x− (s− t) − s)ds =
1

2

∫ x+t
x−t

a(y)dy+ b(x+ t).

Das m�ussen wir an die Anfangsbedingungen anpassen. Sofort klar ist b = g. F�ur a

erhalten wir

a(x) = v(x, 0) = ut(x, 0) − ux(x, 0) = h(x) − g
′(x).
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11 Die Wellengleichung

Das setzen wir wieder ein und erhalten

u(x, t) =
1

2

∫ x+t
x−t

(h(y) − g ′(y))dy+ g(x+ t)

=
1

2
(g(x+ t) + g(x− t)) +

1

2

∫ x+t
x−t

h(y)dy. (11.1)

Theorem 11.2. F�ur g ∈ C2(R) und h ∈ C1(R) l�ost die Funktion u aus (11.1) die

Anfangswertaufgabe

utt − uxx = 0 in R× (0,∞)

u = g in R× {0}

ut = h in R× {0}

Beispiel 11.3. Die L�osung f�ur g(x) = 1√
π
e−x

2
und h = 0 besteht aus zwei auseinander

laufenden Spitzen.

Die L�osung f�ur g = 0 und h = 1√
π
e−x

2
besteht aus einem Plateau, welches immer

gr�o�er wird. Es gilt n�amlich

1

2
√
π

∫ x+t
x−t

e−y
2

dy =
1

4
(erf(x+ t) − erf(x− t))

wobei erf(x) = 2√
π

∫x
0
e−y

2
dy.

Beispiel 11.4. Seien nun g ∈ C2([0,∞[) mit g(0) = g ′(0) = g ′′(0) = 0 und h ∈
C1([0,∞[) mit h(0) = h ′(0) = 0. Wir l�osen das Anfangs- und Randwertproblem f�ur

die Halbgerade

utt − uxx = 0 in ]0,∞[× ]0,∞[

u = 0 in {0}× ]0,∞[

u = g in ]0,∞[× {0}

ut = h in ]0,∞[× {0}

F�ur x ≤ 0 de�nieren wir der Einfachhheit halber g(x) = 0 und h(x) = 0. Dann

g ∈ C2(R) und h ∈ C1(R). Wir vermuten, dass die nach links laufende Welle

zur�uckgespiegelt wird, und machen den Ansatz

u(x, t) =
1

2

(
g(x+ t) + g(x− t) +

∫ x+t
x−t

h(y)dy+ k(x− t)

)
,

wobei k(x) = 0 f�ur x ≥ 0. F�ur t > 0 muss gelten

0 = u(0, t) =
1

2

(
g(t) +

∫ t
0

h(y)dy+ k(−t)

)
.
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Das bedeutet k(x) = −g(−x) −
∫−x
0
h(y)dy, x < 0. Dann stimmen alle anderen

Bedingungen automatisch. Wir erhalten

u(x, t) =


1

2

(
g(x+ t) − g(t− x) +

∫ t+x
t−x

h(y)dy

)
, x ≤ t,

1

2

(
g(x+ t) + g(x− t) +

∫ x+t
x−t

h(y)dy

)
, x > t.

Aus der Herleitung sieht man, dass u ∈ C2((0,∞)2).

Nun wollen wir eine L�osung f�ur das Anfangswertproblem in n = 2 und n = 3

konstruieren. Der erste Schritt ist in allen Dimensionen m�oglich. Gesucht ist f�ur

g ∈ C2(Rn) und h ∈ C1(Rn) eine L�osung u ∈ C2(Rn × ]0,∞[) ∩ C1(Rn × [0,∞[) von

utt − ∆u = 0 in Rn × ]0,∞[

u = g in Rn × {0}

ut = h in Rn × {0}

(11.2)

Bezeichnung 11.5. F�ur u ∈ C(Rn × ]0,∞[), x ∈ Rn und r, t > 0 setze

U(x, r, t) =
1

nα(n)rn−1

∫
∂Br(x)

u(y, t)dσ(y).

U hei�t sph�arisches Mittel von u.

Lemma 11.6. Wenn u von der Klasse C1 bzw. C2 ist, dann auch U als Funktion

von (x, r, t) ∈ Rn × ]0,∞[× ]0,∞[. F�ur jedes (x, t) ∈ Rn × ]0,∞[ gilt ferner

lim
r↘0U(x, r, t) = u(x, t),
Ur(x, r, t) =

1

nα(n)rn−1

∫ r
0

∫
∂Bs(x)

∆u(y, t)dσ(y)ds.

Satz 11.7. Wenn u das Anfangswertproblem (11.2) l�ost, dann ist f�ur jedes x das

sph�arische Mittel U L�osung der folgenden Poisson-Darboux-Gleichung

Utt −Urr −
n− 1

r
Ur = 0 r ∈ ]0,∞[, t ∈ ]0,∞[,

U = G r ∈ ]0,∞[, t = 0,

Ut = H r ∈ ]0,∞[, t = 0,

wobei G und H jeweils die sph�arischen Mittel von g und h sind.

Lemma 11.8. Wenn V dass sph�arische Mittel von v ∈ C2(Rn) ist, dann erf�ullt V

die Darbouxsche Gleichung

Vrr +
n− 1

r
Vr = ∆V.
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11 Die Wellengleichung

Um die Poisson-Darboux-Gleichung f�ur n = 3 zu l�osen, setzen wir Ũ = rU, G̃ = rG

und H̃ = rH. Dann Ũr = U+ rUr und Ũrr = 2Ur+ rUrr mit entsprechenden Formeln

f�ur G und H soweit sinnvoll. Die Poisson-Darboux-Gleichung transformiert sich zu

Ũrr = r

(
3− 1

r
Ur +Urr

)
= rUtt = Ũtt.

Somit ist Ũ eine L�osung von

Ũtt − Ũrr = 0 r ∈ ]0,∞[, t ∈ ]0,∞[,

Ũ = 0 r = 0, t ∈ ]0,∞[,

Ũ = G̃ r ∈ ]0,∞[, t = 0,

Ũt = H̃ r ∈ ]0,∞[, t = 0.

Diese Aufgabe haben wir in Beispiel 11.4 gel�ost. F�ur r < t gilt n�amlich

Ũ(x, r, t) =
1

2

(
G̃(x, r+ t) − G̃(x, t− r) +

∫ t+r
t−r

H̃(x, ρ)dρ

)
.

Mit Lemma 11.6 folgt

u(x, t) = lim
r→0U(x, r, t) = lim

r→0
Ũ(x, r, t)

r
= G̃t(x, t) + H̃(x, t). (11.3)

Unter Verwendung der De�nition des sph�arischen Mittels erh�alt man, wenn man

beim letzten Integral beachtet, dass die Substitution y = ỹ−x
t

lautet,

G̃t(x, t) =
∂

∂t

(
t

4π

∫
∂B1(0)

g(x+ ty)dσ(y)

)
=
1

4π

∫
∂B1(0)

g(x+ ty)dσ(y) +
t

4π

∫
∂B1(0)

〈∇g(x+ ty), y〉dσ(y)

=
1

4πt2

∫
∂Bt(x)

g(y)dσ(y) +
1

4πt2

∫
∂Bt(x)

〈∇g(y), y− x〉dσ(y).

Wegen

H̃(x, t) =
t

4πt2

∫
∂Bt(x)

h(y)dσ(y)

haben wir die Kirchho�sche Formel hergeleitet.

Theorem 11.9 (Kirchho�sche Formel). Sei n = 3 und seien g ∈ C3(R3) und h ∈
C2(R3). Dann besitzt das Anfangswertproblem (11.2) genau eine L�osung. Diese

ist gegeben durch

u(x, t) =
1

4πt2

∫
∂Bt(x)

(th(y) + g(y) + 〈∇g(y), y− x〉)dσ(y).
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Bemerkung. Wenn h = 0 und der Tr�ager von g in der N�ahe des Ursprungs kon-

zentriert ist, dann ist f�ur festes t der Tr�ager von u(x, t) in der N�ahe von |x| = t

konzentriert.

Nun l�osen wir das Ausgangsproblem (11.2) f�ur n = 2 durch Dimensionsabstieg.

Wir setzen dazu

u(x1, x2, x3, t) = u(x1, x2, t)

und entprechend f�ur g und h. Wenn u eine L�osung der Wellengleichung in n = 2 ist,

dann ist u eine in n = 3. Wegen (11.3) bedeutet das f�ur x = (x1, x2) ∈ R2

u(x, t) = u(x1, x2, 0, t)

=
∂

∂t

(
t

4π

∫
∂B

(3)
1 (0)

g(x1 + ty1, x2 + ty2)dσ(y)

)
+
t

4π

∫
∂B

(3)
1 (0)

h(x1 + ty1, x2 + ty2)dσ(y).

Das Fl�achenelement hatten wir beim Beweis des Satzes 5.1 �uber die abstrakten Polar-

koordinaten bestimmt. Damit erhalten wir durch Integration �uber beide Halbsph�aren∫
∂B

(3)
1 (0)

g(x1 + ty1, x2 + ty2)dσ(y) = 2

∫
B
(2)
1 (0)

g(x+ tz)√
1− |z|2

dλ2(z).

Damit erhalten wir

∂

∂t

(
t

4π

∫
∂B

(3)
1 (0)

g(x1 + ty1, x2 + ty2)dσ(y)

)

=
1

2π

∫
B1(0)

g(x+ tz)√
1− |z|2

dλ2(z) +
t

2π

∫
B1(0)

〈∇g(x+ tz), z〉√
1− |z|2

dλ2(z)

=
1

2πt

∫
Bt(x)

g(y) + 〈∇g(y), y− x〉√
t2 − |y− x|2

dλ2(y).

Theorem 11.10 (Poissonsche Formel f�ur das Anfangswertproblem der ebenen Wellen-

gleichung). Sei n = 2 und seien g ∈ C3(R2) und h ∈ C2(R2). Dann besitzt das

Anfangswertproblem (11.2) genau eine L�osung. Diese ist gegeben durch

u(x, t) =
1

2πt

∫
Bt(x)

g(y) + th(y) + 〈∇g(y), y− x〉√
t2 − |y− x|2

dλ2(y).

Bemerkung. (a) Sowohl die Kirchho�sche als auch die Poissonsche Formel zeigen,

dass Wellen sich mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten.

(b) Wenn h = 0 und der Tr�ager von g in der N�ahe des Ursprungs konzentriert ist,

dann ist i. a. f�ur festes t der Tr�ager von u(x.t) ungef�ahr gleich der Scheibe Bt(0).
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11 Die Wellengleichung

(c) In Evans wird f�ur jedes n ∈ N das Anfangswertproblem auf dem Rn gel�ost.

Man beobachtet das Huygenssche Prinzip

In ungeraden Dimensionen n ≥ 3 wirkt die Anfangsbedingung an der

Stelle x nur auf die Punkte des Vorw�arts-Lichtkegels

{(y, t) ∈ Rn × ]0,∞[ | |y− x|2 = t2}.

In geraden Dimensionen werden alle Punkte in

{(y, t) ∈ Rn × ]0,∞[ | |y− x|2 ≤ t2}.

beein
usst.

Beispiel 11.11. Sei h ≡ 0 und sei g ∈ C3(R3) radialsymmetrisch, also g(x) = G(|x|)
f�ur ein G ∈ C3([0,∞[) mit G ′(0) = G ′′′(0) = 0. Wir l�osen das Anfangswertpro-

blem (11.2) mit der Kirchho�schen Formel f�ur den Punkt x = 0

u(0, t) =
1

4πt2

∫
∂Bt(0)

(g(y) + 〈∇g(y), y〉)dσ(y).

In Bemerkung 3.2 hatten wir gezeigt

∇g(y) = G ′(|y|)
|y|

y.

Also

u(0, t) = G(t) +
1

4πt2

∫
∂Bt(0)

G ′(|y|)|y|dσ(y) = G(t) + tG ′(t).

Das Ph�anomen, dass r�aumlich verstreute Irregularit�aten sich zu einer st�arkeren Irre-

gularit�at fokussieren, bezeichnet man als Kaustik.

Satz 11.12 (Duhamelsches Prinzip f�ur die Wellengleichung). Sei f ∈ C(Rn × ]0,∞[).

F�ur s > 0 sei vs eine L�osung der Anfangswertaufgabe

vstt − ∆v
s = 0 in Rn × ]s,∞[

vs = 0 in Rn × {s}

vst(·, s) = f(·, s) in Rn × {s}

Dann ist

u(x, t) =

∫ t
0

vs(x, t)ds

eine L�osung von

utt − ∆u = f in Rn × ]0,∞[

u = 0 in Rn × {0}

ut = 0 in Rn × {0}
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Bemerkung. Die Forderung, dass vs die Wellengleichung l�ost, schlie�t vs ∈ C2(Rn)
ein. Welche Regularit�atsanforderungen an f zu stellen sind, um diese Regularit�at

von vs sicherzustellen, h�angt von der Dimension ab.

Satz 11.13. Sei f ∈ C2(R3). Dann ist

u(x, t) =
1

4π

∫
Bt(x)

f(y, t− |y− x|)
|y− x|

dλ3(y)

die eindeutig bestimmte L�osung des Anfangswertproblems

utt − ∆u = f in R3 × ]0,∞[

u = 0 in R3 × {0}

ut = 0 in R3 × {0}

Bemerkung. Den Integranden bzeichnet man als retardiertes Potenzial.
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12 Lineare Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

Bezeichnung 12.1. Sei ∑
|α|≤k

aα(x)D
αu(x) = f

eine lineare Di�erentialgleichung der Ordnung k. Ihr Symbol ist die Funktion

pk(x, ξ) =
∑
|α|=k

aα(x)ξ
α. (12.1)

Im Fall k = 2 ist p2 f�ur festes x eine quadratische Form in ξ

p2(x, ξ) =

n∑
j=1

n∑
k=1

bj,k(x)ξjξk =

ξ1...
ξn


T b1,1(x) b1,2(x) . . . b1,n(x)

...
...

...

bn,1(x) bn,2(x) . . . bn,n(x)


ξ1...
ξn

 .
Die quadratische Matrix aus der Gleichung bezeichnen wir mit B(x). Dabei darf

ohne Einschr�ankung bj,k(x) = bk,j(x) angenommen werden. Dann ist B(x) f�ur jedes x

symmetrisch und daher reell diagonalisierbar.

Beispiel 12.2. (a) Poisson-Gleichung −∆u = f in n-Raumvariablen: Dann ist B(x)

f�ur jedes x die negative n× n-Einheitsmatrix.

(b) W�armeleitungsgleichung ut−∆u = f. Die Zeitvariable werde mit xn+1 bezeich-

net. Dann ist f�ur jedes x die (n+ 1)× (n+ 1)-Matrix B(x) gegeben durch

B(x) =


−1 0 . . . 0 0

0 −1 . . . 0 0
...

...
...

...

0 0 . . . −1 0

0 0 . . . 0 0

 .

(c) Wellengleichung ut − ∆u = f. Es sei wieder xn+1 die Zeitvariable. Dann ist f�ur

jedes x die (n+ 1)× (n+ 1)-Matrix B(x) gegeben durch

B(x) =


−1 0 . . . 0 0

0 −1 . . . 0 0
...

...
...

...

0 0 . . . −1 0

0 0 . . . 0 1

 .
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Definition 12.3. Lineare partielle Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung werden nach

den Vorzeichen der Eigenwerte von B geordnet. Die Gleichung (12.1) hei�t

� elliptisch an der Stelle x, wenn alle Eigenwerte von B(x) dasselbe Vorzeichen

haben und B(x) nicht singul�ar ist,

� parabolisch an der Stelle x, wenn B(x) singul�ar ist und alle von Null verschie-

denen Eigenwerte von B(x) dasselbe Vorzeichen haben,

� hyperbolisch an der Stelle x, wenn B(x) nicht singul�ar ist und genau ein Ei-

genwert ein anderes Vorzeichen als die anderen hat.

Eine Di�erentialgleichungen hei�t elliptisch, wenn sie an jeder Stelle elliptisch ist,

analog f�ur die anderen Begri�e.

Bemerkung. (a) Nur in n = 2 ist das zumindest f�ur jeden Punkt eine Klassi�kati-

on.

(b) Literatur f�ur den elliptischen Fall: Gilbarg, D., und Trudinger, N. S.: Elliptic

Partial Di�erential Equations of Second Order

Beispiel 12.4. Die Poisson-Gleichung ist elliptisch, die W�armeleitungsgleichung pa-

rabolisch und die Wellengleichung ist hyperbolisch.

Bemerkung. Man vergleiche mit der Klassi�kation der Kegelschnitte(
x y

)
B

(
x

y

)
+ c

(
x

y

)
+ d = 0.

Bemerkung 12.5. Je nach Typ der Di�erentialgleichungen werden unterschiedliche

Probleme untersucht:

� hyperbolisch: Anfangswertaufgabe (Cauchy-Problem)

� elliptisch: Randwertprobleme oder Eigenwertprobleme

Bei einem Eigenwertproblem werden homogene Randbedingungen gestellt und

dazu die Eigenwerte bestimmt

� parabolisch: Anfangs- und Randwertprobleme

Beispiel 12.6. Im R2 sei die Di�erentialgleichung

uxx + uxy + y
2uyy − ux = 0

gegeben. Um sie zu klassi�zieren, muss sie zun�achst durch eine symmetrische Ma-

trix B beschrieben werden.

B =

(
1 1

2
1
2
y2

)
.

Es gilt detB = y2 − 1
4
. F�ur y = ± 1

2
ist die Di�erentialgleichung parabolisch, f�ur

|y| > 1
4
elliptisch, und f�ur |y| < 1

4
ist sie hyperbolisch.
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13 Die Poröse-Medien-Gleichung

Definition 13.1. Es sei γ > 1. Die partielle Di�erentialgleichung

ut − ∆(u
γ) = f

hei�t por�ose-Medien-Gleichung. Sie ist nur f�ur nicht-negative u erkl�art.

Bemerkung 13.2 (Trennung der Variablen). Wir m�ochten L�osungen der homogenen

Gleichung �nden und machen dazu den Ansatz

u(x, t) = v(t)w(x).

Dann
v ′(t)

vγ(t)
=
∆wγ(x)

w(x)
.

Diese Gr�o�e h�angt weder von t noch von x ab. Wir nennen sie µ. Die gew�ohnliche Dif-

ferentialgleichung f�ur v l�ost man bequem mit dem Verfahren der Variablentrennung

und erh�alt

v(t) = ((1− γ)µt+ λ)1/(1−γ), (13.1)

f�ur beliebiges λ. Damit v(0) erkl�art ist, muss λ positiv sein. Bei der partiellen Di�e-

rentialgleichung f�ur w begn�ugen wir uns mit einem Ansatz, n�amlich w(x) = |x|α.
Wir erhalten die Gleichung

µ|x|α − αγ(αγ+ n− 2)|x|αγ−2 = 0.

Das bedeutet α = αγ− 2, also

α =
2

γ− 1

und µ = αγ(αγ + n − 2) = (α + 2)(α + n) > 0. Wegen µ = 2γ(2+n(γ−1))
(γ−1)2

erhalten wir

schlie�lich f�ur jedes λ > 0 die L�osung

u(x, t) =

(
2γ(2+ n(γ− 1))

1− γ
t+ λ

)1/(1−γ)
|x|2/(γ−1).

Diese L�osung hat einen Blow-Up in endlicher Zeit. Das sieht man schon aus Glei-

chung (13.1).
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Bemerkung 13.3 (Barenblatt-Kompaneetz-Zeldovich-L�osung). Gesucht ist eine L�osung u,

die auf die folgende Weise invariant unter Dilatationen ist

u(x, t) = λαu(λβx, λt), λ > 0.

Wenn es so eine L�osung gibt, dann k�onnen wir λ = 1
t
setzen und erhalten

u(x, t) =
1

tα
v
( x
tβ

)
.

Dieses v nehmen wir als radial an, also v(y) = w(|y|). Mit y = t−β|x| gelten

ut(x, t) = −αt−α−1w(t−βx) − βt−α−β−1w ′(t−β|x|)|x| = −αt−α−1w(y) − βt−α−1w ′(y)y

und

∆(uγ(x, t)) = t−αγ−2β∆(vγ(y)).

Um weiter machen zu k�onnen, verlangen wir α+1 = αγ+2β. Den Laplace-Operator

in Polarkoordinaten haben wir auch schon ausgerechnet. Also

αw+ βyw ′ + (wγ) ′′ +
n− 1

y
(wγ) ′ = 0.

BKZ haben jetzt folgendes gesehen: Wenn man α = nβ setzt und die Gleichung mit

yn−1 erh�alt man zuerst

nβyn−1w+ βynw ′ + yn−1 (wγ) ′′ + (n− 1)yn−2 (wγ) ′ = 0.

Das ist aber eine Ableitung. Daher

β (ynw) ′ +
(
yn−1 (wγ) ′

) ′
= 0.

Die Integrationskonstante wird so gew�ahlt, dass die Gr�o�en im Unendlichen ver-

schwinden. Dann βynw+ yn−1 (wγ) ′ = 0, also

(wγ) ′ = −βyw.

Die linke Seite ist gleich

γwγ−1w ′ = γwwγ−2w ′ = w
γ

γ− 1

(
wγ−1

) ′
.

Also (
wγ−1

) ′
= −

γ− 1

γ
βy

und daher

wγ−1 = b−
γ− 1

2γ
βy2
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13 Die Por�ose-Medien-Gleichung

f�ur beliebiges b > 0. Die rechte Seite ist negativ f�ur gro�e y. F�ur beliebiges b > 0 ist

die Barenblatt-Kompaneetz-Zeldovich L�osung der por�ose-Medien-Gleichung gegeben

durch

u(x, t) =


1

tα

(
b−

γ− 1

2γ
β
|x|2

t2β

)1/(γ−1)
, |x| < tβ

√
2bγ

β(γ− 1)
,

0, sonst,

wobei

β =
1

n(γ− 1) + 2
, α = nβ.

Dies ist eine schwache L�osung der Gleichung.
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14 Die Methode der Charakteristiken

Bezeichnung 14.1. In diesem Abschnitt behandeln wir nicht notwendig lineare partielle

Di�erentialgleichungen erster Ordnung. Sie werden geschrieben als

F(∇u, u, x) = 0 (14.1)

wobei U ⊆ Rn o�en ist und F eine Abbildung

F : Rn × R×U→ R.

Die Elemente von Rn×R×U bezeichnen mit (p, z, x). Wir verwenden auch Abk�urzungen

f�ur den Gradienten

∇F(p, z, x) = (DpF,DzF,DxF).

Beispiel 14.2. (a) Die Transportgleichung geh�ort in diese Klasse. In diesem Fall

war U = Rn × ]0,∞[ und F(p1, . . . , pn+1, z, x1, . . . , xn+1) = pn+1 +
∑n

j=1 bjpj.

(b) Eine voll nichtlineare Gleichung ist ux1ux2 = u. Die zugeh�orige Funktion ist

F(p1, p2, z, x1, x2) = p1p2 − z.

Zus�atzlich zu den Daten aus 14.1 sei noch eine Anfangs- bzw. Randbedingung

in Γ ⊆ ∂U gegeben. Das Ziel der Methode der Charakteristiken besteht darin, die

Punkte von U auf solchen Wegen x(s) = (x1(s), . . . , xn(s)) mit Punkten in Γ zu

verbinden, dass die Einschr�ankung der partiellen Di�erentialgleichung auf den Weg

eine gew�ohnliche Di�erentialgleichung ist.

F�ur x(s) wie oben setzen wir z(s) = u(x(s)) und p(s) = ∇u(x(s)) mit Komponen-

ten pj(s).

Im folgenden bezeichnen wir die Ableitung nach s durch einen Punkt, also

∂a

∂s
=: _a.

Man di�erenziert zuerst die Gleichung pi(s) = uxi(s) und erh�alt

_pi(s) =
n∑
j=1

uxixj(x(s)) _x
j(s).

Nun di�erenziert man die Di�erentialgleichung nach xi

n∑
j=1

Fpj(∇u, u, x)uxjxi + Fz(∇u, u, x)uxi + Fxi(∇u, u, x) = 0.
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14 Die Methode der Charakteristiken

In diese Gleichung setzen wir den (vorerst unbekannten) Weg ein

n∑
j=1

Fpj(p(s), z(s), x(s))uxixj(x(s)) + Fz(p(s), z(s), x(s))p
i(s) + Fxj(p(s), z(s), x(s)) = 0.

Bis jetzt ist nichts passiert. Jetzt verlangen wir, dass x(s) die folgende gew�ohnliche

Di�erentialgleichung erf�ullt

_x(s) = DpF(p(s), z(s), x(s)), (14.2)

dann stimmen die Terme zweiter Ordnung in den letzten beiden Gleichungen �uberein

und wir erhalten

_pi(s) = −Fxi(p(s), z(s), x(s)) − Fz(p(s), z(s), x(s))p
i(s).

Theorem 14.3. Es sei u ∈ C2(U) eine L�osung von (14.1). Dann erf�ullt (p(s), z(s), x(s))

das folgende gew�ohnliche Di�erentialgleichungssystem

_p(s) = −DxF(p(s), z(s), x(s)) −DzF(p(s), z(s), x(s))p(s),

_z(s) = 〈DpF(p(s), z(s), x(s)), p(s)〉 ,
_x(s) = DpF(p(s), z(s), x(s)).

(14.3)

Definition 14.4. Das Di�erentialgleichungssystem (14.3) besteht aus den charakteris-

tischen Gleichungen.

Beispiel 14.5. Wir betrachten f�ur U = ]0,∞[2, Γ = ]0,∞[ × {0} und eine beliebige

stetige Funktion g auf Γ das folgende lineare Anfangswertproblem mit variablen Koef-

�zienten

x1ux2 − x2ux1 = u, in U,

u = g, in Γ .

Dann

F(p1, p2, z, x1, x2) = x1p2 − x2p1 − z.

Die charakteristischen Gleichungen lauten

_p = (p1 − p2, p1 + p2),

_z(s) = 〈(−x2, x1), (p1, p2))〉 = z,
_x(s) = (−x2, x1).

Die Di�erentialgleichung f�ur x kennen wir. Ihre L�osung ist

x(s) = (x0 cos(s+ϕ), x0 sin(s+ϕ)).
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Sei nun (x1, x2) ∈ U vorgegeben. Ein Weg von Γ nach (x1, x2) wird gegeben durch

x(s) =
(
|(x1, x2)| cos s, |x| sin s

)
, s ∈

[
0, arctan

x2

x1

]
.

Der Anfangswert ist g(|(x1, x2)|). Da wir die Di�erentialgleichung f�ur z im Kopf l�osen

k�onnen, erhalten wir

u(x1, x2) = g(|(x1, x2)|)e
arctan

x2
x1 .

Die Di�erentialgleichung f�ur p braucht in diesem Fall nicht gel�ost zu werden.

Bemerkung 14.6 (Allgemeine quasilineare Di�erentialgleichung erster Ordnung).

Die allgemeine quasilineare Di�erentialgleichung erster Ordnung hat die Gestalt

F(∇u, u, x) = 〈b(x, u(x)),∇u(x)〉+ c(x, u(x)) = 0,

f�ur gegebene Funktionen b : U × Rn → Rn und c : U × Rn → R, also F(p, z, s) =

〈b(x, z), p〉+ c(x, z). Die charakteristische Gleichung f�ur x hat dann die Gestalt

_x(s) = b(x(s), z(s))

und die f�ur z hat die Gestalt

_z(s) = 〈b(x(s), z(s)), p(s)〉 = −c(x(s), z(s)).

Die Di�erentialgleichung f�ur p braucht wieder nicht gel�ost zu werden.

Beispiel 14.7. Sei U = R × ]0,∞[ und Γ = R × {0} und sei g ∈ C1(R). Gesucht ist
eine L�osung des Anfangswertproblems

ux1 + ux2 = u
2 in U,

u = g in Γ .

Wir haben also b = (1, 1) und c(x, z) = −z2. Die relevanten charakteristischen Glei-

chungen sind

_x1(s) = 1,

_x2(s) = 1,

_z(s) = z2.

Das l�ost man mit der Methode der getrennten Variablen. Wenn man x(0) ∈ Γ fordert,
kann man eine Integrationskonstante bestimmen. Man erh�alt

x1(s) = x0 + s,

x2(s) = s,

z(s) =
z0

1− sz0
.
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14 Die Methode der Charakteristiken

Sei nun (x1, x2) ∈ U geben. Setzt man x0 = x1 − x2, so gelten x(0) = (x0, 0) sowie

x(x2) = (x1, x2) und

u(x1, x2) = z(x2) =
g(x1 − x2)

1− x2g(x1 − x2)
.

Der De�nitionsbereich dieser L�osung ist die Zusammenhangskomponente von Γ in

U \ {(x1, x2)|x2g(x1 − x1) = 0}.

Beispiel 14.8. Der voll nichtlineare Fall ist schwieriger, weil man dann die Di�erenti-

algleichung f�ur p ebenfalls l�osen muss. Im Beispiel sei U = ]0,∞[×R und Γ = {0}×R.
Wir betrachten das Anfangswertproblem

ux1ux2 = u in U,

u = x22 in Γ .

Das bedeutet F(p, z, s) = p1p2 − z. Die charakteristischen Gleichungen sind

_p1 = p1,

_p2 = p2,

_z =
〈
(p2, p1), (p1, p2)

〉
= 2p1p2,

_x1 = p2,

_x2 = p1.

Man kann sie in dieser Reihenfolge l�osen

p1(s) = p01e
s,

p2(s) = p02e
s,

z(s) = z0 + 2p01p
0
2(e

2s − 1),

x1(s) = p02(e
s − 1),

x2(s) = x02 + p
0
1(e

s − 1).

Zus�atzlich wissen wir noch z0 =
(
x02
)2

aus der Anfangsbedingung.

Wenn u ∈ C1(U), dann k�onnen wir Aufgabe 3 von Blatt 7 benutzen und sehen

p02 = 2x
0
2. Die Di�erentialgleichung liefert p

0
1p
0
2 = z

0 =
(
x02
)2
, also p01 =

1
2
x02. Das f�uhrt

auf

z(s) =
(
x02
)2
e2s,

x1(s) = 2x02 (e
s − 1) ,

x2(s) =
x02
2
(es + 1) .

46



Sei nun (x1, x2) ∈ U gegeben. Dann x1 − 4x2 = −4x02 durch Subtraktion der bei-

den letzten Gleichungen und daher x02 =
4x2−x1
4

. Durch Addition dieser Gleichungen

bekommt man x1 + 4x2 = 4x
0
2e
2, also es = 4x2+x1

4x2−x1
. Schlie�lich

u(x1, x2) =

(
4x2 − x1
4

)2(
4x2 + x1
4x2 − x1

)2
=

(x1 + 4x2)
2

16
.

Bemerkung 14.9 (Transformation des Randes). Das Gebiet U besitze einen C1-Rand.

Zu jedem x0 ∈ ∂U existieren Umgebungen W von x0 und V von 0 sowie ein C1-

Di�eomorphismus Φ : W → V mit Φ(x0) = 0 und Φ(W ∩ ∂U) = V ∩ (Rn−1 × {0}).

Wir bezeichnen die Inverse von Φ mit Ψ.

Satz 14.10. Wenn u ∈ C1(W) das Anfangswertproblem

F(∇u, u, x) = 0 in W ∩U,
u = g in W ∩ ∂U,

l�ost, dann l�ost v = u ◦Ψ eine Di�erentialgleichung erster Ordnung in V ∩Rn+ mit

Anfangsbedingung v = g ◦ Ψ in (Rn−1 × {0}) ∩ V und umgekehrt.

Im weiteren gehen wir von einem 
achen Rand aus, also einem, der in Rn−1 × {0}

liegt.

Satz 14.11 (Kompatibilit�atsbedingungen). Es sei U ⊂ Rn o�en, es sei Γ ⊂ ∂U von

der Form Γ =W ∩ {x|xn = 0} f�ur eine o�ene Menge W und es sei g ∈ C1(Γ). Es
gebe ferner eine L�osung u ∈ C1(U) von

F(∇u, u, x) = 0 in U,

u(x) = g in Γ .

Dann existiert zu jedem x0 ∈ Γ ein p0 ∈ Rn, welches die folgenden Kompatibi-

lit�atsbedingungen erf�ullt

p0i = gxi(x
0), i = 1, . . . , n− 1,

F(p0, g(x0), x0) = 0.

Beispiel 14.12. F�ur U = R × ]0,∞[ seien Γ = ∂U und g(x1, x2) ≡ 1. Ferner sei

F(p, z, x) = p1p2 − z. W�ahle x0 = (0, 0). Dann g(x0) = 1 und p01 = p02 = 0, aber

F(p01, p
0
2, g(x

0), x0) = −1. Es gibt also keine L�osung der Anfangswertaufgabe.

Definition 14.13. Ein Tripel (p, z, x) ∈ Rn × R×U mit z = g(x), welches die Kompa-

tibilit�atsbedingungen erf�ullt, hei�t zul�assig.

Ein zul�assiges Tripel hei�t nicht-charakteristisch, wenn Fpn(p, z, x) 6= 0.
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14 Die Methode der Charakteristiken

Lemma 14.14. Es seien F von der Klasse C2 und g von der Klasse C3 und es sei

(p0, z0, x0) nicht-charakteristisch. Dann existieren eine Umgebung V von x0 in Γ

und eine eindeutig bestimmte C2-Funktion q : V → Rn mit q(x0) = p0, so dass

f�ur alle y ∈ V das Tripel (q(y)), g(y), y) zul�assig ist.

Lemma 14.15. Es seien F von der Klasse C2 und g von der Klasse C3, es sei

(p0, z0, x0) nicht-charakteristisch und es sei q wie im vorigen Lemma. F�ur y

im De�nitionsbereich von q werde mit
(
p(y, ·), z(y, ·), x(y, ·)

)
die L�osung der

gew�ohnlichen Anfangswertaufgabe

_p(y, s) = −DxF(p(y, s), z(y, s), x(y, s)) −DzF(p(y, s), z(y, s), x(y, s))p(y, s),

_z(y, s) = 〈DpF(p(y, s), z(y, s), x(y, s)), p(y, s)〉 ,
_x(y, s) = DpF(p(y, s), z(y, s), x(y, s)),

p(y, 0) = q(y),

z(y, 0) = g(y),

x(y, 0) = y

(14.4)

bezeichnet. Dann existieren ein o�enes Intervall I mit 0 ∈ I, eine o�ene Um-

gebung W von x0 in Γ und eine o�ene Umgebung V von x0 im Rn, so dass die

Abbildung

Φ : W × I→ V,

(y, s) 7→ x(y, s),

ein C2-Di�eomorphismus ist.

Theorem 14.16. Es sei Φ : W × I → V wie im Lemma. F�ur ξ ∈ V setzen wir

(y(ξ), s(ξ)) = Φ−1(ξ) und de�nieren

u(x) = z(y(ξ), s(ξ)),

P(ξ) = p(y(ξ), s(ξ)).

Dann ist u von der Klasse C2 und l�ost die Di�erentialgleichung

F(∇u(ξ), u(ξ), ξ) = 0, ξ ∈ V

unter der Randbedingung

u(ξ) = g(ξ), ξ ∈ V ∩ Γ.

Im Beweis kommen zweite Ableitungen von u vor. Das ist der Grund f�ur die

Di�erenzierbarkeitsforderungen.
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Beispiel 14.17. Wir betrachten inU = R×]−1,∞[ und Γ = ∂U das Randwertproblem

x1ux1 + x2ux2 + 2u = 0 in U,

u(y,−1) =
1

1+ y2
, (y,−1) ∈ Γ.

Das bedeutet F(p, z, u) = x1p1 + x2p2 + 2z. Die erste Kompatibilit�atsbedingung ist

q1(y) =
−2y

(1+y2)2
. Die zweite ist

0 = F(q1, q2, z, y,−1) =
−2y2

(1+ y2)2
− q2 +

2

1+ y2
=

−q2(1+ y
2)2 + 2

(1+ y2)2
.

Das bedeutet q2 =
2

(1+y2)2
.

Weil die Di�erentialgleichung linear ist, ben�otigen wir p allerdings nicht. Unter

Einsatz der Di�erentialgleichung bekommen wir _z = x1p1 + x2p2 = −2z, also

z =
1

1+ y2
e−2s.

Die charakteristischen Gleichungen f�ur x sind _x1 = x1 und _x=x2, also

x1 = ye
s,

x2 = −es.

Wir m�ussen jetzt die Abbildung Φ invertieren. Seien dazu (ξ1, ξ2) ∈ U gegeben. Aus

ξ2 = −es folgt s = ln(−ξ2) und daraus schlie�lich y = ξ1e
−s = −ξ1/ξ2. Setzt man

das in die Formel f�ur z ein, so hat man

u(ξ) = z

(
−
ξ1

ξ2
, ln(−ξ2)

)
=

1

ξ21 + ξ
2
2

.

Man beachte, dass wegen s = ln(−ξ2) diese Herleitung nur in R× ]−1, 0[ g�ultig ist.

Wir m�ussen uns den krummlinigen Fall jetzt doch etwas genauer ansehen.

Es sei U ⊂ Rn eine Menge mit C1-Rand und es sei x ∈ ∂U. Ein Tangentialvektor

an ∂U in x ist ein Vektor der Form γ ′(0), wenn γ : ]−ε, ε[ → ∂U ein C1-Weg mit

γ(0) = x ist. Der Raum aller Tangentialvektoren ist der Tangentialraum Tx(M).

Satz 14.18. Es sei U ⊂ Rn ein Gebiet mit C1-Rand und es sei Γ ⊆ ∂U o�en in ∂U.

Gegeben sei eine L�osung u ∈ C1(U) des Randwertproblems

F(∇u, u, x) = 0 in U,

u = g in Γ .

Dann existiert zu jedem x0 ∈ Γ ein p0 ∈ Rn, welches die folgenden Kompatibi-

lit�atsbedingungen erf�ullt
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14 Die Methode der Charakteristiken

(a) f�ur jeden C1-Weg γ : ]−ε, ε[→ Γ mit γ(0) = x0 gilt〈
p0, γ ′(0)

〉
= (g ◦ γ) ′(0),

(b) F(p0, g(x0), x0) = 0.

Definition 14.19. Unter den Voraussetzungen von Satz 14.18 bezeichnet man das Tripel

(p0, g(x0), x0) als zul�assig.

Ein zul�assiges Tripel hei�t nicht-charakteristisch, wenn f�ur die �au�ere Normale ν

an ∂U in x0 gilt 〈
DpF(p

0, g(x0), x0), ν
〉
6= 0.

Satz 14.20. Es sei Φ : W → V ein C1-Di�eomorphismus mit Φ(W ∩ ∂U) = V ∩
(Rn−1 × {0}) wie in Bemerkung 14.9. Wenn (p0, g(x0), x0) nicht-charakteristisch

im Sinne von De�nition 14.19 ist, dann kann man den Di�eomorphismus so

w�ahlen, dass die zur�uckgezogene Di�erentialgleichung nicht-charakteristisch im

Sinne von De�nition 14.13 ist.

Beispiel 14.21. Wir haben eine Zeitvariable t, die wir auch als xn+1 bezeichnen. Wir

setzen U = Rn × ]0,∞[ und Γ = ∂U. F�ur ein F ∈ C1(R,Rn) betrachten wir die

Di�erentialgleichung

ut + div F(u) = 0.

Die Divergenz wirkt nur auf die Raumvariablen. Die Di�erentialgleichung kann auch

geschrieben werden als

ut + F
′(u)∇u = 0.

Wir bezeichnen die Raumzeitvariablen mit y = (x, t) und die zugeh�origen Ablei-

tungsvariablen mit q = (p, pn+1) und setzen G(q, z, y) = pn+1 + F
′(z)p. Wir stellen

f�ur diese quasilineare Di�erentialgleichung die charakteristischen Gleichungen auf

_xi(s) = (Fi) ′(z(s)), i = 1, . . . , n,

_xn+1(s) = 1.

Das bedeutet, dass wir s und t identi�zieren k�onnen. Die charakteristische Gleichung

f�ur die Zeit ist

_z = 〈F ′(p), p〉+ pn+1 = 0

Das bedeutet

u(x0 + F ′(g(x0))t, t) = g(x0).

Es ist keineswegs ausgeschlossen, dass sich zwei solche Geraden schneiden. In diesem

Fall existiert i. a. keine starke L�osung in ganz U. Man beachte, dass die Randebedin-

gungen nicht-charakteristisch sind.
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15 Distributionskalkül

Bei der Untersuchung linearer Di�erentialgleichungen ist es h�au�g n�utzlich, den

Funktionsbegri� zu verallgemeinern.

Definition 15.1. F�ur U ⊂ Rn o�en setzen wir

C∞
c (U) = {ϕ ∈ C∞(U) | Suppϕ ⊂ U und Suppϕ kompakt}.

Die Elemente von C∞
c (U) hei�enTestfunktionen. H�au�g schreibt manD(U) f�ur C∞

c (U)

und E(U) f�ur C∞(U).

In x17 der Analysis III hatten wir gesehen, dass es ausreichend viele Testfunktionen

gibt.

Satz 15.2 (Analysis III, Satz 17.3). Sei X ⊂ Rn kompakt und seien A1, . . . , Am ⊂ Rn

o�en mit X ⊂ A1 ∪ · · · ∪ Am. Dann existiert eine der �Uberdeckung A1, . . . , Am
untergeordnete Zerlegung (g1, . . . , gm) der Eins.

Das bedeutet gj ∈ D(Aj), gj ≥ 0 und
∑m

j=1 gj(x) = 1 f�ur alle x ∈ X.

Definition 15.3. Sei U ⊂ Rn o�en und sei (ϕj)j∈N eine Folge in D(U). Sie hei�t konver-
gent gegen ϕ ∈ D(U), wenn es eine kompakte Teilmenge K ⊂ U gibt, so Suppϕj ⊂ K
f�ur alle j und f�ur alle α ∈ Nn0 die Folge

(
∂αϕj
∂xα

)
j∈N

gleichm�a�ig gegen ∂αϕ
∂xα

konvergiert.

Wie immer sei K = R oder K = C.

Definition 15.4. Ein lineares Funktional T : D(U) → K hei�t Distribution, wenn es

folgenstetig ist, wenn also gilt

F�ur jede konvergente Folge (ϕj)j∈N inD(U)mit Grenzwertϕ gilt limj→∞ T(ϕj) =
T(ϕ).

Der Raum aller Distributionen wird mit D ′(U) bezeichnet. Statt T(ϕ) schreibt

man 〈T,ϕ〉.

Beispiel 15.5. (a) Sei µ ein lokal endliches Borelma�, das hei�t ein Borelma�, so

dass µ(K) <∞ f�ur alle kompakten K. Dann wirkt µ als Distribution

〈µ,ϕ〉 =
∫
U

ϕdµ.
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15 Distributionskalk�ul

(b) Ein Spezialfall hiervon ist das Dirac-Ma� δx mit 〈δx, ϕ〉 = ϕ(x). Bei den

Physikern hei�t δ0 = δ auch Diracsche Deltafunktion, obwohl δ keine Funktion

ist.

(c) F�ur α ∈ Nn0 und x ∈ U ist

〈T,ϕ〉 = ∂αϕ

∂xα
(x)

eine Distribution.

Definition 15.6. Sei U ⊂ Rn o�en. Eine messbare Funktion f : U → K hei�t lokal

integrierbar, wenn f�ur jedes kompakte Teilmenge K von U gilt
∫
K
|f|dλn <∞.

Lokal integrierbare Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden,

werden identi�ziert. Der Raum aller lokal integrierbaren Funktionen auf U wird mit

L1
loc
(U) bezeichnet.

Bemerkung 15.7. C(U) ⊂ L1
loc
(U).

Satz 15.8. L1
loc
(U) wird durch die folgende Vorschrift nach D ′(U) eingebettet

〈f, ϕ〉 =
∫
U

fϕ, f ∈ L1
loc
(U), ϕ ∈ D(U).

Bemerkung 15.9. F�ur f ≥ 0 ist Satz 15.8 ein Spezialfall von Beispiel 15.5 (a), ange-

wandt auf das Ma�

µ(B) =

∫
B

f dµ.

Satz 15.10. Sei U ⊂ Rn o�en. Ein lineares Funktional T : D(U) → K ist genau

dann eine Distribution, wenn f�ur jede kompakte Teilmenge K ⊂ U ein k ∈ N0 und
ein C > 0 existieren, so dass |〈T,ϕ〉| ≤ C‖ϕ‖k f�ur alle ϕ ∈ D(U) mit Suppϕ ⊂ K,
wobei ‖ϕ‖k = max

{
|∂αϕ
∂xα
|
∣∣ |α| ≤ k, x ∈ U}.

Bemerkung 15.11. Warum ist D(Ω) nicht metrisierbar? (Die Antwort stammt aus

math.stackexchange.)

Es sei (ϕj)j eine Folge in D(Rn), so dass ϕj(x) = 1 f�ur |x| ≤ j and ϕj(x) = 0

f�ur |x| > j + 1. Angenommen, es gebe eine mit der Vektorraumstruktur vertr�agliche

Metrik d auf D(Rn). Dann gibt es zu jedem j ein cj > 0, so dass d(cjϕj, 0) <
1
j
. Also

limj→∞ d(cjϕj, 0) = 0, obwohl (cjϕj)j∈N divergiert, weil es keine kompakte Menge K

gibt, so dass Suppϕj ⊆ K f�ur alle j.

Satz 15.12. Seien U ⊂ Rn o�en, T ∈ D ′(U) und α ∈ Nn0 . Dann wird durch

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|
〈
T,ϕ(α)

〉
eine Distribution erkl�art. Wir bezeichnen sie als partielle Ableitung von T zum

Multiindex α.

Wenn f ∈ Ck(U) und |α| ≤ k, dann ist die α-te Ableitung der zu f geh�origen

Distribution gleich der zu f(α) geh�origen Distribution.
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Beispiel 15.13. Wir leiten die Heaviside-Funktion H ab.

H(x) =

{
1, x ≥ 0.
0, x < 0.

F�ur jede Testfunktion ϕ gilt

− 〈H,ϕ ′〉 = −

∫∞
0

ϕ ′(x)dx = ϕ(0).

Also H ′ = δ0 im Distributionssinn.

Satz 15.14. F�ur g, h ∈ L1loc(R) wird durch

u(x, t) =
1

2
(g(x+ t) + g(x− t)) +

1

2

∫ x+t
x−t

hdλ1

eine Distributionsl�osung der eindimensionalen Wellengleichung gegeben.

Satz 15.15. Es sei Φ die Fundamentall�osung der W�armeleitungsgleichung im Rn,
also

Φ(x, t) =

 1
(4πt)n/2

exp
(
− |x|

2

4t

)
, t > 0,

0, t ≤ 0.

Dann
(
∂
∂t
− ∆

)
Φ = δ0 im Distributionssinn.

Bemerkung 15.16. Wenn L(x,D) ein linearer Di�erentialoperator mit konstanten

Koef�zienten ist, dann bezeichnet man jede Distribution Φ mit L(x,D)Φ = δ0 als

Fundamentall�osung.

F�ur f ∈ L1loc(R), g ∈ C∞(R) und ϕ ∈ D(R) gilt

〈gf,ϕ〉 =
∫
R
(gf)ϕdλ1 =

∫
R
f(gϕ)dλ1 = 〈f, gϕ〉 .

Daher de�nieren wir:

Definition 15.17. Sei U ⊂ Rn o�en, sei T ∈ D ′(U) und sei g ∈ C∞(U). Dann de�nieren

wir die Distribution gT durch

〈gT,ϕ〉 = 〈T, gϕ〉 .

Definition 15.18. Eine Folge (Tj)j∈N in D ′(U) konvergiert genau dann gegen T ∈ D ′(U),
wenn f�ur jede Testfunktion ϕ ∈ D(U) gilt

lim
j→∞ 〈Tj, ϕ〉 = 〈T,ϕ〉 .

Bemerkung. Damit ist die Topologie auf D ′(U) nicht komplett beschrieben (siehe

Meise und Vogt, Beispiel 24.37).
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15 Distributionskalk�ul

Satz 15.19. F�ur j ∈ N sei Tj ∈ D ′(Rn) die durch die L1
loc
-Funktion

fj : x 7→ (
j

4π

)n/2
exp

(
−
jx2

4

)
gegebene Distribution. Dann limj→∞ Tj = δ0 in D ′(Rn).
Beispiel 15.20. F�ur n = 1, fj wie oben und H die Heaviside-Funktion gilt f�ur jedes

ϕ ∈ D(R)

〈fjH,ϕ〉 = 〈H, fjϕ〉 =
∫∞
0

fjϕdλ1

Wir setzen ϕH wie folgt zu einer geraden Funktion ψ ∈ C(R) fort

ψ(x) =

{
ϕ(x), x ≥ 0,
ϕ(−x), x < 0.

Dann folgt aus Theorem 8.6

lim
j→∞ 〈fjH,ϕ〉 = lim

j→∞
∫∞
0

Φ

(
x,
1

j

)
ψ(x)dx =

1

2
lim
j→∞
∫∞
−∞Φ

(
x,
1

j

)
ψ(x)dx

=
1

2
ψ(0) =

1

2
ϕ(0),

also limj→∞ fjH = 1
2
δ0.

Wir werden in den �Ubungen aber folgendes zeigen

(a) F�ur aj(x) = H
(
x− j−1/4

)
gilt limj→∞ aj = H in D ′(R).

(b) limj→∞ 〈fjaj, ϕ〉 = 0 f�ur jedes ϕ ∈ D(R).
Das bedeutet, dass man das Produkt der Distributionen δ0 und H nicht sinnvoll

erkl�aren kann, denn sowohl (fjH)j∈N als auch (fjaj)j∈N m�ussten gegen dieses Produkt

konvergieren.

Da es keine Produkte von Distributionen gibt, spielt der Distributionskalk�ul bei

der Untersuchung nichtlinearer Di�erentialgleichungen keine Rolle.

Lemma 15.21. Sei U ⊂ Rn o�en, sei g ∈ L1
loc
(U) mit 〈g,ϕ〉 = 0 f�ur alle ϕ ∈ D(U).

Dann g = 0.

Beispiel 15.22. F�ur 0 < δ < ε und ϕ ∈ D(R) folgt aus dem Mittelwertsatz∫ ε
δ

|ϕ(x) −ϕ(−x)|
x

dx ≤ (ε− δ) sup
x∈R
|ϕ ′(x)|.

Daher folgt aus dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz von∫
|x|>ε

ϕ(x)

x
dx =

∫∞
ε

ϕ(x) −ϕ(−x)

x
dx
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f�ur ε↘ 0. Wenn der Tr�ager von ϕ in [−R, R] liegt, so zeigt die obige Rechnung, dass∣∣∣∣limε↘0
∫
|x|>ε

ϕ(x)

x
dx

∣∣∣∣ ≤ R sup
|x|≤R
|ϕ(x)|.

Das bedeutet, dass durch〈
P
(
1

x

)
, ϕ

〉
= lim

ε↘0
∫
|x|>ε

ϕ(x)

x
dx

eine Distribution gegeben wird, die man als Cauchyschen Hauptwert von 1
x
bezeich-

net.

Definition 15.23. Eine Funktion f : Rn → K hei�t schnell fallend, wenn limx→∞ xαf(x) =
0 f�ur alle α ∈ Nn0 . Der Raum

S =
{
f ∈ C∞(Rn)

∣∣∀β ∈ NN0 : Dβf schnell fallend
}

hei�t Schwartzraum. Seine Elemente hei�en Schwartzfunktionen.

Definition 15.24. Eine Folge (fj)j∈N konvergiert genau dann in S (Rn) gegen f ∈ S (Rn),
wenn limk→∞‖fj − f‖k = 0 f�ur alle k ∈ N, wobei

‖f‖k := sup
{
|xαDβf(x)|

∣∣|α|, |β| ≤ k, x ∈ Rn
}
.

Definition 15.25. Ein lineares Funktional T : S (Rn) → K ist folgenstetig, wenn es

konvergente Folgen auf konvergente Folgen abbildet. Ein folgenstetiges lineares Funk-

tional bezeichnet man als temperierte Distribution. Den Raum aller temperierten

Distributionen schreibt man als S ′(Rn).

Bemerkung 15.26. Es gelten S (Rn) ⊃ D(Rn) und S ′(Rn) ⊂ D ′(Rn). Die durch die

Exponentialfunktion induzierte Distribution liegt nicht in S ′(Rn).
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16 Sobolewräume

Wiederholung. F�ur 1 ≤ p <∞ und U ⊂ Rn messbar hatten wir de�niert

Lp(U) =
{
f : U→ R messbar

∣∣ ‖f‖p <∞},
wobei

‖f‖p =
(∫

U

|f|pdλn
)1/p

.

Wir hatten gezeigt, dass diese R�aume Banachr�aume sind, also jede Cauchy-Folge

konvergiert. F�ur 1 < p < ∞ hatten wir die H�oldersche Ungleichung gezeigt. Dabei

ist q so zu w�ahlen, dass 1
p
+ 1

q
= 1. Dann gilt f�ur f ∈ Lp(U) und g ∈ Lq(U)

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Lemma 16.1. Sei U ⊂ Rn o�en und 1 ≤ p < ∞. Dann gilt Lp(U) ⊂ L1
loc
(U).

Insbesondere sind alle Lp-Funktionen f�ur 1 ≤ p <∞ Distributionen.

Definition 16.2. Sei U ⊂ Rn o�en, sei α ∈ Nn0 und seien u, v ∈ L1
loc
(U). Man sagt, v sei

die schwache Ableitung von u zum Multiindex α, wenn f�ur jedes ϕ ∈ D(U) gilt∫
U

uϕ(α) dλn = (−1)|α|
∫
vϕdλn.

Man schreibt dann v = Dαu.

Bemerkung. v ∈ L1
loc
(U) ist also genau dann die schwache Ableitung von u ∈ L1

loc
(U),

wenn die durch v gegebene Distribution gleich der Ableitung der durch u gegebenen

Distribution ist.

Definition 16.3. Sei U ⊂ Rn o�en, sei k ∈ N0 und sei 1 ≤ p < ∞. Der Sobolewraum

Wk,p(U) besteht aus allen u ∈ Lp(U), deren s�amtliche Ableitungen Dαu mit |α| ≤ k
im schwachen Sinne existieren und in Lp(U) liegen.

Der Raum Wk,2(U) wird auch mit Hk(U) bezeichnet.

Beispiel 16.4. Die Funktion f(x) = |x| liegt f�ur jedes p in W1,p(]−1, 1[), aber nicht

in W2,p(]−1, 1[).

Definition 16.5. F�ur 1 ≤ p <∞ wird Wk,p(U) versehen mit der Norm

‖u‖k,p =
(∑
|α|≤k

‖Dαu‖pp
)1/p

.
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Das bedeutet, dass ‖u‖k,p die `p-Norm des Tupels (‖Dαu‖p)|α|≤k ist.
Hk(U) wird versehen mit dem Skalarprodukt

〈u, v〉Hk(U) =
∑
|α|≤k

〈Dαu,Dαv〉L2(U) .

Lemma 16.6. Eine Folge (uj)j∈N in Wk,p(U) konvergiert genau dann gegen u ∈
Wk,p(U), wenn f�ur jedes α mit |α| ≤ k die Folge (Dαuj)j∈N in Lp(U) gegen Dαu

konvergiert. Sie ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn f�ur jedes α mit |α| ≤ k
die Folge (Dαuj)j∈N eine Cauchyfolge ist.

Satz 16.7. Sei U ⊂ Rn o�en. F�ur jedes k ∈ N0 und jedes p ∈ [1,∞[ ist Wk,p(U)

ein Banachraum und Hk(U) ein Hilbertraum.

Beispiel 16.8. F�ur welche β > 0 ist u(x) = |x|−β in W1,p(B1(0))?

F�ur x 6= 0 existieren alle Ableitungen im klassischen Sinne, n�amlich

uxi(x) = −
βxi

|x|β+2
.

Notwendig f�ur u ∈W1,p ist daher∫
B1(0)

(
|xi|
|x|β+2

)p
dλn <∞

f�ur i = 1, . . . , n. Beachte

|x|p =
( n∑
i=1

x2i

)p/2
≤
(
n max
1≤i≤n

x2i

)p/2
= np/2 max

1≤i≤n
|xi|p ≤ np/2

n∑
i=1

|xi|p.

Daher folgt

∞ >

∫
B1(0)

|x|p

|x|(β+2)p
dλn =

∫
B1(0)

|x|−(β+1)pdλn =

∫ 1
0

∫
∂Br(0)

r−(β+1)pdσdr

=
1

nα(n)

∫ 1
0

rn−1−(β+1)pdr.

Dieses Integral ist genau dann endlich, wenn n > (β+ 1)p.

Wir zeigen nun, dass unter dieser Voraussetzung die schwache Ableitung ∂u
∂xi

in

der Tat durch −βxi|x|−β−2 gegeben wird. Dass diese Funktion in Lp(B1(0)) liegt,

haben wir soeben gezeigt. Wir wenden dazu f�ur ein beliebiges ϕ ∈ D(B1(0)) den

Divergenzsatz auf das Vektorfeld F = uϕei an. Au�erhalb des Ursprungs gilt

div F =
∂u

∂xi
ϕ+ u

∂ϕ

∂xi
= −

βxi

|x|β+2
ϕ+ |x|−β∂ϕ

∂xi
.
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16 Sobolewr�aume

Daher besagt der Divergenzsatz f�ur ε > 0∫
B1(0)\Bε(0)

uxiϕdλn = −

∫
B1(0)\Bε(0)

uϕxidλn −

∫
∂Bε(0)

uϕνi dσ.

Wir betrachten die Grenzwerte f�ur ε→ 0 einzeln.∫
Bε(0)

|uxiϕ|dλn ≤ C1
∫ ε
0

∫
∂Bε(0)

r−β−1dσdr =
C1

nα(n)

∫ ε
0

rn−β−2dr

=
C1

nα(n)(n− β− 1)
εn−β−1 → 0,

denn aus n > (β+ 1)p folgt n > β+ 1. Speziell∫
Bε(0)

|uϕxi |dλn ≤ C2
∫
Bε(0)

|x|−βdλn → 0.

Schlie�lich ∫
∂Bε(0)

|uϕνi|dσ ≤ C2
∫
∂Bε(0)

ε−βdσ =
C2

nα(n)
εn−1−β → 0.

Damit haben wir alles zusammen, was wir brauchen, um zu zeigen, dass der Gradient

tats�achlich die schwache Ableitung ist, obwohl er nur in B1(0) \ {0} de�niert ist:

−

∫
B1(0)

uϕxi = − lim
ε↘0
∫
B1(0)\Bε(0)

uϕxi = lim
ε↘0
∫
B1(0)\Bε(0)

uxiϕ+ lim
ε↘0
∫
∂Bε(0)

uϕνi

=

∫
B1(0)

uxiϕ.

Satz 16.9. Sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt, sei 1 ≤ p < ∞, sei k ∈ N0, sei
u ∈Wk,p(U) und sei ϕ ∈ C∞(U). Dann ϕu ∈Wk,p(U) und f�ur alle α mit |α| ≤ k
gilt

Dα(ϕu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβϕDα−βu.

F�ur unbeschr�anktes U ⊆ Rn gilt der Satz, falls ϕ ∈ D(U) gefordert wird.

Beweis. Das wird f�ur den Fall n = 1 und k = 1 als �Ubungsaufgabe gezeigt.

Lemma 16.10. Es sei 1 ≤ p < ∞ und es sei f ∈ Lp(Rn). Dann existiert zu jedem

ε > 0 ein ϕ ∈ C(Rn) mit kompaktem Tr�ager, so dass ‖f−ϕ‖p < ε.

Bezeichnung 16.11. Es sei χ ∈ D(B1(0)) eine beliebige Funktion mit 0 ≤ χ und∫
B1(0)

χdλn = 1, z. B.

χ(x) =

C exp
(

1
|x|2−1

)
, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1.
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F�ur ε > 0 setzen wir

χε(x) =
1

εn
χ
(x
ε

)
.

Dann ist χε ∈ D(Bε(0)) und es gilt
∫
Bε(0)

χεdλn = 1. Die Funktionen χε bezeichnet

man als Gl�attungsfunktionen (engl. molli�er).

Wir zitieren Satz 13.8 aus der Analysis III im WS 2016/17.

Satz 16.12. Sei k ∈ N0 oder k = ∞, sei f ∈ L1(Rn) und sei g ∈ Ckc(Rn). Dann
f ∗ g ∈ Ck(Rn) und es gilt f�ur α ∈ Nn0 mit |α| ≤ k

∂|α|(f ∗ g)
∂yα

= f ∗
(
∂|α|g

∂yα

)
.

Lemma 16.13. Es sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt und es sei u ∈ C(Rn) mit

Tr�ager in U. F�ur ε > 0 setzen wir uε = χε ∗u. Dann limε↘0 uε = u gleichm�a�ig.

Lemma 16.14. Es sei U ⊆ Rn o�en, es sei k ∈ N0, es sei 1 ≤ p < ∞ und es sei

u ∈Wk,p(U). Wir setzen

ũ(x) =

{
u(x), x ∈ U,
0, x /∈ U,

und f�ur jedes ε > 0 setzen wir uε = χε ∗ ũ0. Dann uε ∈ C∞(U) und f�ur jedes

x ∈ U und jedes α mit |α| ≤ k gilt f�ur alle ε mit B2ε(x) ⊂ U

Dαuε(x) = (Dαu)ε (x).

Lemma 16.15. Unter den Voraussetzungen von Lemma 16.14 gilt

‖uε‖p ≤ ‖u‖p

f�ur alle ε > 0.

Satz 16.16. Es sei U ⊆ Rn o�en, es sei k ∈ N0, es sei 1 ≤ p < ∞ und es sei

u ∈ Wk,p(U). Ferner sei V ⊂ U eine beschr�ankte, o�ene Menge mit V ⊂ U.

Dann

lim
ε↘0uε|V = u|V in Wk,p(V).

Theorem 16.17. Sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt, sei k ∈ N0 und sei 1 ≤ p < ∞.

Zu jedem u ∈ Wk,p(U) gibt es eine Folge (um)m∈N in Wk,p(U) ∩ C∞(U), die in

Wk,p(U) gegen u konvergiert.

Theorem 16.18. Es sei U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt mit C1-Rand. Ferner seien

k ∈ N0 und 1 ≤ p < ∞. Dann existiert zu jedem u ∈ Wk,p(U) eine Folge (ui)i∈N
in C∞(U), welche in Wk,p(U) gegen u konvergiert.
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16 Sobolewr�aume

F�ur den Beweis ben�otigen wir zuerst das folgende Resultat.

Lemma 16.19. Sei U ⊂ Rn eine Menge mit C1-Rand und sei x0 ∈ ∂U ein Punkt, an

dem die �au�ere Normale nicht senkrecht auf en steht. Dann gibt es r, λ, ε0 > 0,

so dass

∀0 < ε < ε0∀x ∈ U ∩ Br/2(x0) : Bε(xε) ⊂ U ∩ Br(x0),

wobei xε := x+ λεen.

Bemerkung. Der Beweis funktioniert genauso, wenn man lediglich einen Lipschitz-

Rand fordert. Der Satz gilt also auch f�ur Polytope.

Satz 16.20 (Formel des Fa�a di Bruno). Die Bell-Polynome sind de�niert als

Bm,k(x1, . . . , xm−k+1) =
1

k!

∑
j1+···+jk=m

ji≥1

m!

j1! . . . jk!
xj1 · · · xjk .

Es seien I, J zwei Intervalle, ferner f ∈ Cm(I) und g ∈ Cm(J) mit f(I) ⊆ J. Dann
gilt

dm(g ◦ f)

dtm
(t) =

m∑
k=1

g(k)(f(t))Bm,k(f
′(t), f ′′(t), . . . , f(m−k+1)(t)).

Einen Beweis �ndet man im Amer. Math. Monthly 109 (2002), 217{234.

Korollar 16.21. Seien U,V ⊂ Rn o�en und beschr�ankt. Es gebe o�ene Obermengen

U1 ⊃ U und V1 ⊃ V sowie einen Ck-Di�eomorphismus Φ : U→ V, so dass Φ Ein-

schr�ankung einer Abbildung in Ck(U1) und Φ
−1 Einschr�ankung einer Abbildung

in Ck(V1) ist. Dann wird durch

u 7→ u ◦Φ

ein Isomorphismus zwischen Wk,p(V) und Wk,p(U) gegeben.

Theorem 16.22 (Spursatz (engl.: trace theorem)). Es sei 1 ≤ p < ∞ und es sei

U ⊂ Rn o�en und beschr�ankt mit C1-Rand. Dann existieren C > 0 und ein

stetiger linearer Operator

T : W1,p(U)→ Lp(∂U),

so dass

Tu = u|∂U falls u ∈W1,p(U) ∩ C1(U),
‖Tu‖Lp(∂U) ≤ C‖u‖W1,p(U) falls u ∈W1,p(U).

Definition 16.23. Man bezeichnet Tu als Spur von u auf dem Rand.
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Bemerkung 16.24. (a) Die Aussage gilt ebenfalls f�ur Polygone.

(b) Man kann Sobolewr�aume auch f�ur nicht-ganze Exponenten erkl�aren. Dann zeigt

sich, dass der Spuroperator stetig von Ws(U) nach Ws−1/2(∂U) abbildet, falls

der Rand von U gen�ugend regul�ar ist.

Theorem 16.25 (Divergenzsatz). Sei U ⊂ Rn eine glatt berandete, beschr�ankte, of-

fene Mengei, sei 1 ≤ p <∞.

(a) Es sei u ∈W1,p(U). Dann gilt f�ur j = 1, . . . , n∫
U

∂u

∂xj
dλn =

∫
∂U

uνjdσ,

wobei νj die j-te Komponente der �au�eren Einheitsnormalen ist.

(b) Es sei u ∈ W1,p(U,Rn), d. h. die Komponenten von u seien in W1,p(U).

Dann gilt ∫
U

divudλn =

∫
∂U

〈u, ν〉dσ.

Entsprechend bekommt man dann die Greenschen Formeln f�ur Funktionen inW2,p.

Theorem 16.26. Sei U ⊂ Rn beschr�ankt und o�en mit glattem Rand und sei 1 ≤
p <∞. Seien f, g ∈W2,p(U) und h ∈W1,p(U). Dann

(a) ∫
U

h∆gdλn = −

∫
U

〈∇h,∇g〉dλn +
∫
∂U

h 〈∇g, ν〉dσ.

(b) ∫
U

(f∆g− g∆f)dλn =

∫
∂U

(f 〈∇g, ν〉− g 〈∇f, ν〉)dσ.

Beispiel 16.27. In Satz 10.4 hatten wir eine Funktion g ∈ C([0, 1]) mit g(0) = g(1) =

0 untersucht, f�ur die es eine Folge (bk)k∈N ∈ `1 gibt, so dass g(x) =
∑∞

k=1 bk sin(kπx).

Wir hatten gesehen, dass durch

u(x, t) =

∞∑
k=1

bk sin(kπx)e
−k2π2t

eine Funktion in C∞(]0, 1[ × ]0,∞[) ∩ C([0, 1] × [0,∞[) gegeben wird, welche das

Randwertproblem

ut − uxx = 0 in ]0, 1[× ]0,∞[

u = 0 in {0, 1}× ]0,∞[ Randbedingung

u = g in ]0, 1[× {0} Anfangsbedingung

l�ost.

Als Beispiel betrachten wir bk = k−3/2. Dann ist die Einschr�ankung von u auf

{t ≤ T } f�ur kein T > 0 in H1(]0, 1[× ]0, T [).
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16 Sobolewr�aume

Definition 16.28. Mit Wk,p
0 (U) wird der Abschluss von D(U) in Wk,p(U) bezeichnet.

Statt Wk,2
0 (U) schreibt man auch Hk0(U).

Beispiel 16.29. (a) W0,p
0 (U) =W0,p(U) = Lp(U).

(b) Wk,p(Rn) = Wk,p
0 (Rn). Das folgt aus Lemma 16.10 und einem Faltungsargu-

ment.

Den Beweis des folgenden Satzes �ndet man in Abschnitt 5.5 des Buchs von Evans.

Theorem 16.30. Sei U ⊂ Rn o�en mit C1-Rand und sei

T : W1,p(U)→ Lp(∂U)

der Spuroperator. Dann gilt

W1,p
0 (U) = ker T.
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17 Der Wärmeleitungskern

Erinnerung: Die Fundamentall�osung der W�armeleitungsgleichung in n Raumdimen-

sionen ist

Φ(x, t) =


1

(4πt)n/2
exp

(
−
|x|2

4t

)
, t > 0,

0, t ≤ 0,

Lemma 17.1. Sei Ω ein beschr�anktes Gebiet im Rn mit C2-Rand und seien T > 0

und α < n
2
+ 1. Dann existiert ein C > 0, so dass f�ur alle x, x0 ∈ ∂Ω und alle

t ∈ [0, T ] ∣∣∣∣∂Φ(x− x0, t)

∂νx

∣∣∣∣ ≤ Ct−α|x− x0|2α−n,
wobei νx die �au�ere Einheitsnormal an ∂Ω in x bezeichnet.

Definition 17.2. Sei Ω ⊂ Rn o�en mit C1-Rand, es sei f : Ω→ K eine Funktion und es

sei x ∈ ∂Ω. Mit νx werde die �au�ere Einheitsnormale an ∂Ω in x bezeichnet. Es sei

(yn)n∈N eine Folge in Ω. Wir sagen, dass sie nicht-tangential gegen x konvergiert,

wenn limn→∞ yn = x und es ein ρ > 0 gibt, so dass 〈x− yn, νx〉 ≥ ρ|yn−x| f�ur alle n.
Wir sagen, dass der Grenzwert von f(y) bei nicht-tangentialer Ann�aherung

gleich ` ist, wenn limn→∞ f(yn) = ` f�ur jede nicht-tangential gegen x konvergente

Folge (yn)n∈N. In diesem Fall schreiben wir nt-limy→x f(y) = `.
Satz 17.3. Es sei Ω ⊂ Rn ein beschr�anktes Gebiet mit C2-Rand, es sei T > 0 und

es sei γ ∈ C(∂Ω× [0, T ]). Wir setzen

w(x, t) = −

∫ t
0

∫
∂Ω

∂Φ(x− y, τ)

∂νy
γ(y, t− τ)dσ(y)dτ.

Dann

w ∈ C∞(Ω× [0, T ]),

w(x, 0) = 0 f�ur alle x ∈ Ω,

und f�ur alle x0 ∈ ∂Ω und alle t ∈ ]0, T ] gilt

nt-limx→x0 w(x, t) = γ(x0, t)

2
−

∫ t
0

∫
∂Ω

∂Φ(y− x0, τ)

∂νy
γ(y, t− τ)dσ(y)dτ. (17.1)
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17 Der W�armeleitungskern

Die Gleichung (17.1) bezeichnet man als Sprungrelation.

Die Existenz der Integrale folgt aus dem vorigen Lemma. Ansonsten gliedert sich

der Beweis von Satz 17.3 in mehrere Einzelschritte.

Lemma 17.4. ∫∞
0

e−s
2

sn−2ds =
1

2
Γ

(
n− 1

2

)
.

Insbesondere gilt Γ
(
1
2

)
=
√
π.

Lemma 17.5. F�ur jedes ε > 0 existieren τ1, δ1 > 0, so dass f�ur alle τ0 und δ mit

0 < τ0 < τ1 und 0 < δ < δ1 gilt∣∣∣∣limµ↘0
∫ τ0
0

∫
∂Ω∩Bδ(x0)

µ

2(4π)
n
2 τ

n
2
+1

exp

(
−
|x0 − y|2

4τ
−
µ2

4τ

)
dσ(y)dτ−

1

2

∣∣∣∣ < ε.
Lemma 17.6. F�ur jedes ε > 0 existieren τ2, δ2 > 0, so dass f�ur alle τ0 und δ mit

0 < τ0 < τ2 und 0 < δ < δ2 gilt∣∣∣∣nt-limx→x0
∫ τ0
0

∫
∂Ω∩Bδ(x0)

∂Φ(x− y, τ)

∂νy
γ(y, t− τ)dσ(y)dτ+

1

2
γ(x0, t)

∣∣∣∣ < ε.
Bemerkung. Man kann aus dem Beweis nicht erkennen, wo eingeht, dass der Grenz-

wert nicht tangential genommen werden muss. In dem Buch von Chavel, Eigenvalues

in Riemannian Geometry, wird die Sprungrelation ohne diese Einschr�ankung ge-

zeigt, allerdings unter etwas st�arkeren Regularit�atsvoraussetzungen.

F�ur g ∈ C(∂Ω× ]0,∞[) suchen wir eine L�osung des Randwertproblems

∆u− ut = 0 in Ω× ]0,∞[,

u = 0 in Ω× {0},

u = g in ∂Ω× ]0,∞[.

(17.2)

Das geschieht durch den Ansatz

u(x, t) = −

∫ t
0

∫
∂Ω

Φ(x− y, t− τ)

∂νy
γ(y, τ)dσ(y)dτ

f�ur eine unbekannte Funktion γ. Wegen der Kommutativit�at der Faltung in t f�uhrt

die Sprungrelation f�ur x0 ∈ ∂Ω zu

u(x0, t) =
1

2
γ(x0, t) −

∫ t
0

∫
∂Ω

Φ(x0 − y, t− τ)

∂νy
γ(y, τ)dσ(y)dτ.

Das bedeutet, dass γ die folgende Fixpunktgleichung erf�ullen muss

γ(x0, t) = 2g(x0, t) + 2

∫ t
0

∫
∂Ω

∂Φ(x0 − y, t− τ)

∂νy
γ(y, τ)dσ(y)dτ.
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Der Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes steht entgegen, dass man das C

aus Lemma 17.5 nicht kennt. Wir de�nieren rekursiv

γ0(x0, t) = 2g(x0, t),

γj(x0, t) = 2g(x0, t) + 2

∫ t
0

∫
∂Ω

∂Φ(x0 − y, t− τ)

∂νy
γj−1(y, τ)dσ(y)dτ.

Lemma 17.7.

γj(x0, t) = 2g(x0, t) + 2

∫ t
0

∫
∂Ω

j∑
ν=1

Sν(x0, y, t− τ)
∂Φ(z− y, τ)

∂νz
dσ(z)dτ,

wobei

S1(x0, y, t) = 2
∂Φ(x0 − y, t)

∂νy
,

Sν+1(x0, y, t) = 2

∫ t
0

∫
∂Ω

Sν(x0, z, t− τ)
∂Φ(z− y, τ)

∂νz
dσ(z)dτ.

F�ur die folgenden Lemmata w�ahlen wir eine feste irrationale Zahl β mit 0 < β < 1
2
.

Die Irrationalit�at verhindert dabei, dass wir im Laufe der Induktion auf das Integral∫
r−1 sto�en.

Lemma 17.8. ∫ t
0

(t− τ)jβ−1τβ−1dτ =
Γ(jβ)Γ(β)

Γ((j+ 1)β)
t(j+1)β−1.

Lemma 17.9. F�ur jedes j mit j(1− 2β) − (n− 1) < 0 existiert Cj, so dass

|Sj(x0, y, t)| ≤ Cjtjβ−1|x0 − y|j(1−2β)−(n−1)

f�ur alle t, x0, y.

F�ur j0 = min {j|j(1− 2β) − (n− 1) > 0} gibt es ein Cj0, so dass

|Sj0(x0, y, t)| ≤ Cj0tj0β−1

f�ur alle t, x0, y.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mit vollst�andiger Induktion nach j. Mit α =

1−β erh�alt man die Aussage f�ur j = 1 aus Lemma 17.1. Im Fall n = 1 ist man damit

auch schon fertig. Im folgenden gilt also n > 1.

Von j auf j+ 1 schlie�t man wie folgt

|Sj+1(x0, y, t)| =
∣∣∣∣∫ t
0

∫
∂Ω

Sj(x0, z, t− τ)S1(z, y, τ)dσ(z)dτ

∣∣∣∣
≤ C1Cj

∫ τ
0

∫
∂Ω

τβ−1|y− z|1−2β−(n−1)(t− τ)jβ−1|x0 − z|j(1−2β)−(n−1)dσ(z)dτ

= C1Cjt
(j+1)β−1 Γ(jβ)Γ(β

Γ((j+ 1)β)

∫
∂Ω

|y− z|1−2β−(n−1)|x0 − z|j(1−2β)−(n−1)dσ(z).

65



17 Der W�armeleitungskern

Wegen der Kompaktheit von ∂Ω existiert δ > 0, so dass f�ur jedes x0 ∈ ∂Ω ∩ Bδ(x0)
die Absch�atzung dσ ≤ 2dλn−1 gilt. Wir setzen ρ = 1

3
|x0 − y| und zeigen die Aussage

zuerst f�ur den Fall 4ρ < δ. Dazu zerlegen wir das Integral �uber ∂Ω in drei Teile∫
∂Ω

|y− z|1−2β−(n−1)|x0 − z|j(1−2β)−(n−1)dσ(z) = I1 + I2 + I3,

wobei

I1 =

∫
∂Ω∩B4ρ(x0)

|y− z|1−2β−(n−1)|x0 − z|j(1−2β)−(n−1)dσ(z)

I2 =

∫
∂Ω∩(Bδ(x0)\B4ρ(x0))

|y− z|1−2β−(n−1)|x0 − z|j(1−2β)−(n−1)dσ(z)

I3 =

∫
∂Ω\Bδ(x0)

|y− z|1−2β−(n−1)|x0 − z|j(1−2β)−(n−1)dσ(z)

Zur Absch�atzung von I1 und I2 vewenden wir lokale Koordinaten. Wir w�ahlen sie

so, dass x0 = 0 und y = 3ρe1. Wegen der Wahl von δ erhalten wir dann unter

Verwendung des Transformationssatzes

I1 ≤ 2
∫
B
(n−1)
4ρ (0)

|3ρe1 − z ′|1−2β−(n−1)|z ′|j(1−2β)−(n−1)dλn−1(z
′)

= 2

∫
B
(n−1)
4 (0)

|3ρe1 − ρv ′|1−2β−(n−1)|ρv ′|j(1−2β)−(n−1)ρn−1dλn−1(v
′)

= 2ρ(j+1)(1−2β)−(n−1)

∫
B
(n−1)
4 (0)

|3e1 − v ′|1−2β−(n−1)|v ′|j(1−2β)−(n−1)dλn−1(v
′).

Da das letzte Integral eine nur von j abh�angige Konstante ist, ist die gewonnene

Absch�atzung von der gesuchten Form.

Nun soll I2 abgesch�atzt werden. Wegen der Wahl von δ gilt

I2 ≤ 2
∫
B
(n−1)
δ (0)\B

(n−1)
4ρ (0)

|3ρe1 − z ′|1−2β−(n−1)|z ′|j(1−2β)−(n−1)dλn−1(z
′).

F�ur z ′ ∈ Bδ(0) \ B4ρ(0) gilt |3ρe1 − z ′| ≥ |z ′|− 3ρ ≥ |z ′|− 3
4
|z ′| = 1

4
|z ′| und daher

I2 ≤ 22n−3−4β
∫
Bδ(0)\B4ρ(0)

|z ′|(j+1)(1−2β)−2(n−1)dλn−1(z ′)

= 22n−3−4β vol(Sn−1)

∫ δ
4ρ

r(j+1)(1−2β)−2(n−1)rn−2dr

=
22n−3−4β vol(Sn−1)

(j+ 1)(1− 2β) − (n− 1)
r(j+1)(1−2β)−(n−1)

∣∣∣δ
4ρ
.

Wenn (j + 1)(1 − 2β) − (n − 1) < 0, dann ist der Vorfaktor negativ und I2 wird

abgesch�atzt, indem man f�ur r den Wert 4ρ einsetzt und das δ wegl�asst. Andernfalls
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gilt j+ 1 = j0 und der Vorfaktor ist positiv. In diesem Fall wird I2 unabh�angig von ρ

dadurch abgesch�atzt, dass man f�ur r den Wert δ einsetzt und ρ wegl�asst. In beiden

F�allen erh�alt man die zugeh�orige Behauptung.

Um schlie�lich I3 abzusch�atzen, beachten wir, dass f�ur z mit |x0 − z| ≥ δ gilt

|y− z| ≥ |z− x0|− |x0 − y| ≥ δ− 3ρ ≥ δ−
3

4
δ =

δ

4
.

Daher gilt I3 ≤ B1 f�ur

B1 = 4
n−2+2βδ(j+1)(1−2β)−2(n−1) vol(∂Ω).

Im Fall j+ 1 = j0 sind wir fertig. Andernfalls bezeichnen wir mit D den Durchmesser

von Ω. Dann

I3 ≤
B1

D(j+1)(1−2β)−(n−1)
ρ(j+1)(1−2β)−(n−1).

Damit ist im Fall ρ < δ
4
ist die Behauptung bewiesen. Andernfalls ergibt sich aus

|y− z|+ |x0− z| ≥ ρ ≥ δ
4
, dass f�ur jedes z mindestens einer der beiden Betr�age |y− z|

bzw. |x0 − z| gr�o�er oder gleich δ
8
ist und somit∫

∂Ω

|y− z|1−2β−(n−1)|x0 − z|j(1−2β)−(n−1)dσ(z)

≤
(
δ

8

)1−2β−(n−1) ∫
∂Ω

|x0 − z|j(1−2β)−(n−1)dσ(z)

+

(
δ

8

)j(1−2β)−(n−1) ∫
∂Ω

|y− z|1−2β−(n−1)dσ(z).

Beide Integrale existieren f�ur alle x0, y ∈ ∂Ω und h�angen stetig von diesen Parame-

tern ab. Da ∂Ω kompakt ist, existiert eine von x0 und y unabh�angige Schranke B2
f�ur die rechte Seite. Man argumentiert nun wieder wie bei der Absch�atzung von I3
mit dem Durchmesser.

Lemma 17.10. Es existiert eine Konstante A, so dass f�ur alle j mit j(1−2β) > n−1

gilt

|Sj(x0, y, t)| ≤ Ajtjβ−1
j−1∏
µ=1

Γ(µβ)Γ(β

Γ((µ+ 1)β)
.

Beweis. Es seien j0 und C1 wie in Lemma 17.9. Wir hatten im vorigen Beweis bereits

gesehen, dass f�ur jedes y ∈ ∂Ω das Integral
∫
∂Ω
|x0 − z|1−2β−(n−1)dσ(z) existiert. Aus

Kompaktheitsgr�unden existiert das Maximum M dieser Zahlen, wenn y durch ∂Ω

variiert. Es sei A ≥ C1M so gro� gew�ahlt, dass die Behauptung f�ur j = j0 zutri�t. Die

Aussage sei richtig f�ur ein j ≥ j0. Dann folgt der Induktionsschluss mit Lemma 17.8

sofort aus

|Sj+1(x0, y, t)| ≤ C1Aj
j−1∏
µ=1

Γ(µβ)Γ(β)

Γ((µ+ 1)β)

∫ t
0

∫
∂Ω

τβ−1|x0 − z|1−2β−(n−1)(t− τ)jβ−1dσ(z)dτ.
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17 Der W�armeleitungskern

Lemma 17.11. F�ur alle T > 0 existiert C, so dass f�ur alle t ≤ T und alle x0, y ∈ ∂Ω

∞∑
ν=1

|Sj(x0, y, t)| ≤ C.

Theorem 17.12. F�ur ein beschr�anktes Gebiet Ω mit C2-Rand und eine stetige

Funktion g auf ∂Ω × ]0,∞[ besitzt das Anfangs-Randwertproblem (17.2) eine

eindeutig bestimmte L�osung. Sie hat die Gestalt

u(x, t) = −

∫ t
0

∫
∂Ω

∂Φ(x− y, t− τ)

∂νy
γ(y, τ)dσ(y)dτ

f�ur γ = limj→∞ γj.
Definition 17.13. Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Eine Funktion q : Ω×Ω× ]0,∞[→ R hei�t

W�armeleitungskern, wenn

∆xq(x, y, t) − qt(x, y, t) = 0 x, y ∈ Ω, t > 0,
q(x, y, t) = 0 x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω, t > 0,

und f�ur alle stetigen Funktionen u : Ω→ R gilt

lim
t→0
∫
Ω

q(x, y, t)f(x)dλn(x) = f(y) f�ur alle y ∈ Ω.

Korollar 17.14. Jedes beschr�ankte Gebiet Ω ⊂ Rn mit C2-Rand hat einen W�arme-

leitungskern.

Beispiel 17.15. Die Spiegelungsmethode zeigt, dass der W�armeleitungskern f�ur das

Einheitsintervall gegeben wird durch

q(x, y, t) =

∞∑
j=−∞ exp

(
−
(x− y− 2j)2

4t

)
−

∞∑
j=−∞ exp

(
−
(x+ y− 2j)2

4t

)
.

Theorem 17.16. Es sei Ω ⊂ Rn ein beschr�anktes Gebiet mit C2-Rand und W�arme-

leitungskern q. Ferner sei ϕ : Ω × [0,∞[ → R ausreichend regul�ar und es seien

g ∈ C(∂Ω× ]0,∞[) und f ∈ C(Ω). Dann wird durch

u(x, t) =

∫ t
0

∫
Ω

q(x, y, t− τ)ϕ(y, τ)dλn(y)dτ

+

∫
Ω

q(x, y, t)f(y)dλn(y)

−

∫ t
0

∫
∂Ω

∂q

∂νy
(x, y, t− τ)g(y, τ)dσ(y)dτ
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die eindeutig bestimmte L�osung des Anfangs- und Randwertproblems

ut(x, t) − ∆u(x, t) = ϕ(x, t), x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = g(x, t), x ∈ ∂Ω, t > 0,
u(x, 0) = f(x), x ∈ Ω,

gegeben.

Beweis. Theorem 5.3.2 in Jost. Dort wird behauptet, dass Lipschitz-Stetigkeit von ϕ

ausreicht. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz wird mit funktionalanalytischen Mit-

teln (also ohne den W�armeleitungskern) in x7.1 von Evans gezeigt.

Umgekehrt folgt aus diesem Satz auch die Existenz eines W�armeleitungskerns.
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