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1 Allgemeines

Wiederholung. Fiir « € NJ sei || = o ++ - -+ . Sei U C R™ offen und u € Clo(U).
Dann bezeichnet man mit D*u die partielle Ableitung
o*u o*u

D*u = = .
ox*  0xy'...0xp"

1.1 Bezeichnung. Haufig hat man es mit den drei Raumvariablen x,y,z und der

Zeitvariable t zu tun. Dann driickt man partielle Ableitungen nach einer dieser Va-

riablen dadurch aus, dass man die Variable als Index an die Funktion setzt.
Beispielsweise ist der Laplace-Operator in n Variablen definiert als

In drei Raumdimensionen schreibt man ihn
AU = U + Uyy + Uy;.

1.2 Definition. Eine partielle Differentialgleichung der Ordnung k ist eine Glei-
chung der Form
F(D“mu(x),...,D“(N)u(x),x> =0,

wobei F eine Funktion in N + 1 Veradnderlichen ist und o, ..., «™ Multiindices
sind mit maxj:1‘__.,N|oc(j) | = k. Die Funktion u ist die gesuchte Losung, sie heifit starke
Lésung, wenn u von der Klasse C* ist. Vorerst sind wir nur an starken Lésungen inter-
essiert. Je nach Situation werden spater auch schwachere Regularitatsanforderungen
gestellt.

Eine System von endlich vielen partiellen Differentialgleichungen bezeichnet man
als partielles Differentialgleichungssystem.

1.3 Bezeichnung. Eine partielle Differentialgleichung der Form

heiit linear. Im Fall f = O heifit sie homogen linear,, ansonsten bezeichnet man f
als Inhomogenaitdt der Differentialgleichung.

Wenn die a,(x) nicht von x abhdngen, dann sagt man, dass die lineare Differenti-
algleichung konstante Koeflizienten besitzt.



1 Allgemeines

1.4 Bezeichnung. (a) Eine partielle Differentialgleichung der Form

Y au(x)D*u(x) + ao (Dﬁmu(x), o Dﬁ[“‘u(x),x) —0

|a|=k
heiflt semilinear, vorausgesetzt |3U)| < k for alle j.

(b) Eine partielle Differentialgleichung der Form

Z aa(Dﬁg]u(X), .. .,DBE‘N“)u(X),x) D*u+ay (Dymu(x), .. .,DY(N)u(X),x) =0

|o|=k
heit quasilinear, vorausgesetzt alle [BY'| < k und alle [y¥| < k.

(c) Alle anderen partiellen Differentialgleichungen bezeichnet man als voll nicht-
linear.

1.5 Beuspiel. (a) Die Transportgleichung lautet
w + Y by =0,
j=1
wobei by, ..., b, € R (also konstant) sind.

(b) Die Laplace-Gleichung lautet
Au = 0.

(c) Die Warmeleitungsgleichung (engl. heat equation) lautet
u, — Au = 0.
Die Warmeleitungsgleichung wird auch Diffusionsgleichung genannt.
(d) Die Wellengleichung (heat equation) lautet
Uy — Au = 0.

Die Differentialgleichungen (a)—(d) sind linear mit konstanten Koeffizienten.
(a) ist von erster Ordnung, (b)—(d) von zweiter.

(e) Die Burgers Gletchung lautet
U+ uu, = v(X)Uyy.

Diese Gleichung ist semilinear von zweiter Ordnung.

Die Burgers Gleichung und die weiter unten beschriebene Navier-Stokes Glei-
chungen beschreiben Phénomene aus der Stromungsmechanik.



(f)

Die Eikonalgleichung lautet
|Vu| =1.

Sie ist voll nichtlinear von erster Ordnung.

Die Nawvier-Stokes Gleichungen lauten
3
o, o, 0 .
E—’_ E U,]a—x]:VALLL—a—J:l—FfI(X,t), 1:],2,3,

3 a‘u,]

Es handelt sich um ein semilineares partielles Differentialgleichungssystem. Ge-
sucht sind dabei u;, u,, u3 und p. Ferner ist v > O eine vorgegebene Konstante
und die f; sind Funktionen. Eine offene Frage ist, ob es eine glatte Funktion f
gibt, so dass keine Loésung der Navier-Stokes Gleichung fiir alle t > 0 erklart
ist.

Diese Frage ist ein Clay Millenium Problem

http://www.claymath.org/millennium-problems/navier’,E2%80%93stokes-equation.


http://www.claymath.org/millennium-problems/navier%E2%80%93stokes-equation

2 Die Transportgleichung

Bei der Transportgleichung in unserem Sinn handelt es sich um
W+ b~2 —0, (2.1)
X

wobei b € R™ und eine Funktion u € C'(R™ x ]0, co[) gesucht wird.
Der Name Transportgleichung stammt aus dem Buch von Evans.

2.1 Satz. Die C'-Lésungen von (2.1) auf R x 10, 0ol sind genau die Funktionen
der Form

u(x,t) = w(x — tb),

wobei w € C'(R™).

2.2 Bemerkung. Eine Aufgabe der Form

d
W+ Y bse =f auf R x]0, o0
— 0y (2.2)

u=g auf R" x{0}
bezeichnet man als Anfangswertproblem. Dabei ist die zweite Zeile zu verstehen als

%@u(x,t) =g(x) fiir alle x € R™.
Im Fall der homogenen Gleichung, also fiir f = 0, haben wir im Satz gesehen, dass
u(x,t) = g(x — bt) die einzige Losung des Anfangswertproblems ist.

Die Vertauschbarkeit von Ableitung und Integral regelt Satz 8.10 der Analysis III
im WS 21/22. Wir brauchen auferdem noch den folgenden Satz, den wir in der
Analysis III als Satz 18.10 gezeigt hatten.

2.3 Satz. Es set f € C'(Ja,b[?). Fiir beliebiges ¢ € la,b[ setzt man F(t) =
fz f(t,s)ds. Dann st F differenzierbar und es gilt

t

F/(t) = f(t, 1) +J %(t,s)ds.



Bewess.

ds.

F(t+h) — F(t) Yf(t+h,s) — f(t,s) Y f(t+h,s)
A J h dst J h

Nach dem Mittelwertsatz ist der vordere Integrand beschrankt durch

{ of
max

a(ﬂt) S)

a—i—eSTSb—e}

bei geeigneter Wahl von €. Den zweiten Term behandeln wir mit Substitution s =

t 4 th. N ]
Yhft+h
J flt+hs) 4o = J f(t + h,t + th)dr.
h
t 0
Hier geniigt bereits die Stetigkeit von h fiir den Grenziibergang. O]

2.4 Definition. Mit Ek(G ,R™) bezeichnen wir den Raum aller derjenigen C*-Funk-
tionen auf G, so dass fiir jedes o mit || < k die Ableitung D*f stetig nach G
fortgesetzt werden kann.

2.5 Satz. Fir gegebene Funktionen f € C (R™x]0, 00[) und g € C'(R™) besitzt das
Anfangswertproblem (2.2) eine eindeutig bestimmte Lésung in C' (R™ x ]0, 00[).
Fir t > 0 hat sie die Gestalt

t

u(x,t) = g(x — tb) +J f(x + (s —t)b, s)ds.
0



3 Die Laplace-Gleichung

Motwvation. Es sei u sei die Warme in einem beschrankten Gebiet U. Am Rand
des Gebietes liege eine unverdnderliche Warmeverteilung f vor. Es habe sich eine
stationare, also zeitunabhangige Losung eingestellt. Dann 16st u das folgende Rand-
wertproblem

Au =20 in U,
u="F in oU.

3.1 Definition. Die partielle Differentialgleichung Au = 0 heif}t Laplace-Gleichunyg,
die zugehorige inhomogene Gleichung —Au = f heifit Poisson-Gleichung. Die Lo-
sungen der Laplace-Gleichung Au = 0 bezeichnet man als harmonische Funktionen.

Bemerkung. (a) Wir hatten in der Funktionentheorie gesehen, dass Real- und Ima-
ginarteil von holomorphen Funktionen harmonisch sind.

(b) Das Vorzeichen bei der Poisson-Gleichung wird gewé&hlt, weil der Operator —A
positiv im Sinne der Funktionalanalysis ist. (D.h. alle seine Eigenwerte sind
>0.)

Wir beginnen mit U = R"™ \ {0} und suchen radialsymmetrische Losungen der

Laplace-Gleichung.

3.2 Bemerkung. Gesucht wird eine Losung u: B, (0) \ {0} — R von Au = 0 der Form
u(x) = v(|x|), also eine rotationsinvariante Lésung. Im Fall n = 2 wissen wir aus
Aufgabe 3 von Blatt 1, dass der Laplace-Operator in Polarkoordinaten die Gestalt

Au =1u,, + %uw + %ur
hat.
In beliebigen Dimensionen ist u genau dann in B,(0) \ {0} eine Lésung der Laplace-
Gleichung, wenn

v+ 2Ly =o.

Das ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung in v/. Wir erhalten

Cilnr+Cy, n=2
v(r) = G

Tn—Z

+C2, T‘LZ3

Man beachte, dass die einzigen radialen Lésungen von Au = 0 in B,(0) die kon-
stanten Funktionen sind.



3.3 Definition. Die Funktion

(), n=2,
u(x) =g T
n > 3,

n(n —2)o(n)|x|n2’

ist die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung in n-Dimensionen. Hierbei ist
a«(n) das Volumen der Einheitskugel im R™. Aus der Analysis III wissen wir «(3) =

4
g’f[.

Die Wahl der Vorfaktoren wird spater einsichtig. Die Fundamentallosung ist har-
monisch in R™ \ {0}. Man kann die Fundamentallosung nutzen, das Poisson-Problem
im ganzen R™ zu 1osen. Um das zu tun, bendtigen wir die Greenschen Formeln.



4 Anwendung der Fundamentall6sung

Uy,

Wir verwenden den Nabla-Operator Vu = | : ) Mit (u,v) = 3 3, w;Vj wird das

Standard-Skalarprodukt in C™ bezeichnet.
Ich wiederhole die Sétze 18.15 und 18.16 der Analysis III aus dem Winter 2021/22.

4.1 Theorem (Erste Greensche Formel). Ser U C R™ ein C'-Polyeder, sei f €
E](U) und sei g € Ez(U). Dann gilt

0

J fAg dA, = J 29 dG—J (VF,Vg) dAy.
u ou OV u

4.2 Theorem (Zweite Greensche Formel). Sei U C R" ein C'-Polyeder und seien

f,g € C(U). Dann gilt

og of
fAg — gAf) dA,, = f—= —g— | do.
Ju( g~ 9AT) Lu ( v gaV) °

Die Definition eines C*-Polyeders war Definition 15.12 der Analysis III. Ich méchte
sie nicht wiederholen. Es geniigt fiir's erste zu wissen, dass klassische Polyeder und
glatt berandete offene Mengen wie etwa Kugeln fiir jedes k zur Klasse der C*-Polyeder
gehoren.

4.3 Satz (Abstrakte Polarkoordinaten). Fir ein R > 0 set f € C(Bg(0) \ {0}) N

L'(Bg(0)). Dann gilt
R
J fdA, = J J fdodr. (4.1)
Br(0) 0 JoB+(0)

Satz 4.3 ist ein Spezialfall der Koflichenformel (siehe Evans, Appendix C, Theo-
rem 5).

4.4 Beispiel. Sei A,(B'(0)) das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel und sei
0(0B,(0)) die Oberfliche der n-dimensionalen Kugel vom Radius r. Aus Homoge-
nitatsgriinden gilt

0(0B,(0)) = r™'0(9B,(0)).

Mit der Koflachenformel folgt

1 1

0(9B,(0)) dr = L ™ 1dro(9B;(0)) = %G(@BT(O)).

A (B(0)) zj

0

10



Die in §3 bestimmte Fundamentallésung bezeichnen wir nun mit @, also

1
——In(|x|), n=2
O(x)={ T

n(n—2)a(n)x~2’

3
(AV2

3,

4.5 Lemma. Fir jede beschrinkte, borelmessbare Menge M gilt ® € L'(M).

4.6 Definition. Fiir f: R® — R™ bezeichnet man Suppf = {x € R"|f(x) # 0} als
Trager von f. Fiir offenes U C R" bezeichnet man mit C¥(U) den Raum aller Funk-
tionen von der Klasse C*, deren Triger kompakt ist und in U liegt.

4.7 Theorem. Sei n > 2 und sei f € C3(R"). Fir x € R" setze

1
)7 || mpe it ansty) —
ux) =
1 f(y)
nn—2)x(n) JR“ x —y[n2 dAq(y), sonst.

Dann u € C*(R") und u st die Poisson-Gleichung
—Au = f.

Bemerkung. Man beachte, dass [, f(y)*®(y—x)dA,(y) = IRH\{O} fy—x)*@(x) dA.(y)
und dass A®(x) = 0 fiir x # 0. Das zeigt, dass bei diesem Integral der Laplace-
Operator nicht mit dem Integral vertauscht.

11



5 Die Mittelwertseigenschaft

5.1 Theorem (Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen). Sez U C R
offen und sei u: U — R harmonisch. Ferner sei B.(x) C U. Mit o werde das
Oberflachenmafl auf 0B,(x) bezeichnet. Dann

u(x) udo

~ 0(0B,(x)) Lw

und
1

u(X) = m J’Br(x) u dAn.

Auch die Umkehrung dieses Satzes ist wahr:

5.2 Satz. Sei U C R™ offen und sei u € C*(U). Falls zu jedem x € U ein 1o > 0
ezistiert, so dass B, (x) C U und fir alle r <y die Mittelwertgleichung

gilt, so 1st uw harmonisch.

5.3 Korollar. Sei U C R" offen und sei u € C*(U). Falls zu jedem x € U ein
1o > 0 existiert, so dass B, (x) C U und fir alle r <1y die Mittelwertgleichung

b = B0 LM udAn(x)

gilt, so 1st uw harmonisch.

Wiederholung. Ein metrischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn es in ihm
hochstens zwei Mengen gibt, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind (namlich ()
und X).

Sei X C R™. Eine Teilmenge M C X ist genau dann offen in X, wenn es eine offene
Teilmenge G C R" gibt, so dass M = G N X, und M ist genau dann abgeschlossen
in X, wenn es eine abgeschlossene Teilmenge A C R™ gibt, so dass M = AN X.

5.4 Theorem (Starkes Maximumprinzip). Es set U C R offen und zusammen-
hingend. Es sei uw € C>(U) harmonisch in U. Falls es ein xo € U gibt, so dass
u(xp) = maxgu, so st u konstant.

12



5.5 Korollar. Es sei U C R™ offen und beschrinkt und es sei u € C2(U) N C(U)
harmonisch in U. Dann nimmt die Funktion u thr Mazimum wn 0U an.

Die berden Formulierungen des Mazrimumprinzips gelten auch, wenn man
Mazimum durch Minimum erstetzt.

5.6 Bezeichnung. Das Problem
—Au = A, in U,
u=g, in oU.

heifit Randwertproblem; dabei bedeutet die zweite Forderung, dass lim, , u(y) =
g(x) fiir alle x € oUL.

5.7 Satz. Fiir beschrdinktes, offenes U gibt es hochstens eine Lésung u € C2(U)N

C(U) des Randwertproblems 5.6.

5.8 Bemerkung. Wie in Bemerkung 12.7 der Analysis I zeigt man, dass die Funktion

Cex < L ) x| <1
R =R,  n(x)= PAnE—1) ’
0, x| =1,

von der Klasse C* ist. Dabei wird C so gewahlt, dass fRnn dA, = 1. Fiir € > 0 setzt

man
1 X

Ne(x) = EH(E) .
Dann 1, € C®(R") mit Supp(m.) = Be(0), ne(x) > 0 fiir alle x und JenedAy = 1.

5.9 Satz. Sei U offen im R™ und set u harmonisch in U. Dann u € C®(U).

13



6 Greensche Funktion

Wir wollen das Randwertproblem 5.6 mittels der Fundamentallosung @ losen. Nach
Theorem 4.7 wird fiir f € C2(R") eine Losung u der Poisson-Gleichung —Au = f
gegeben durch u(x) = [, f(y)®(y —x)dA.(y).

6.1 Lemma. Se: U C R™ offen und sei u € C'(U). Dann gelten fiir alle x € U

e—0

lim | uly) (9,00 = ), v(y)) doly) = —u(x),
0Bc(x)

e—0

fim | @y~ x) (Vuly), v(y) dofy) =0,
0Be(x)

Wir zeigen zuerst eine Variante von Theorem 4.7 mit Rand.

6.2 Satz. Sei U C R™ offen und beschrinkt mit glattem Rand. Fiir u € C?(U)
gt fir alle x e U

ux) = J (@(y —x) (Vi v) — uly) (V,®(y — x),v)) do(y)
- L Oy — x)Au(y)dAn(y).

Beweis. Wihle € > 0 so klein, dass B.(x) C U und setze V., = U\ B(x). Dann

J Oy — x)Auly)dinly) = I + 1,

u
mit

L= J Oy — x)Auly)dA,(y)

L= J Oy — x)Auly)dA,(y).

Be(x)

Wegen u € C?(U) und Lemma 4.5 ist der Integrand von I, integrierbar und aus dem
Lebesgueschen Grenzwertsatz folgt die Konvergenz von I, gegen 0. Bei der Berech-
nung von [; verwenden wir die zweite Greensche Formel, beachten, dass die aufiere
Einheitsnormale an 0B.(x) die negative der Aufleren Einheitsnormalen an V. ist, und
erhalten I] = 13 + I4 + I5 + 16 + I7 mit

L :j AD (x — yuly)dh(y) =0,

IFJ Oy —x) (Vu(y),v) do(y),
ou

14



Is = —j Oy —x) (Vuly), v) doly),
0Be(x)

I — —j w(y) (VO(y —x),v) doly),
ou

L= j u(y) (VO(y —x),v) dofy).
0Be(x)

[, und I¢ tauchen in der Behauptung auf. Nach Lemma 6.1 konvergiert Is gegen 0
und I; gegen —u(x). Il

6.3 Definition. Ein Gebzet ist eine offene, zusammenhangende Menge im R™.
Es sei U C R™ ein beschranktes Gebiet. Falls fiir jedes x € U das Randwertproblem

Ap*(y) =0 inU
0 (y) =@y —x) in oU

eine Losung @* € C2(U) besitzt, so bezeichnet man die Funktion

G:{(x,y) e W |x#yl=R,  Glxy)=0(y—x)— ¢ (y)
als Greensche Funktion von U.

Bemerkung. Wir werden spater die Forderung an die Randregularitat der Green-
schen Funktion etwas abschwdachen miissen.

6.4 Satz. Ser U C R" ewn beschranktes Gebiet mit glattem Rand, welches eine
Greensche Funktion G besitzt. Ferner sei u € C2(U). Dann gilt fiir alle x € U

u(x) = —Luu(y) (V4G (% y),v) doly) — j Glx,y)Auy)dha(y).  (6.1)

Bewess. Alle V und A beziehen sich auf y. Die rechte Seite ist gleich

—Luu<V(D(y —x),V) d()'—J

O AudAa, —i—J
u

u(@*,v) dcr—l—J @* AudA,.
au u

Nun verwenden wir fiir die ersten beiden Terme den Satz 6.2 und fiir den letzten die
zwelte Greensche Formel und erhalten

u(x) —J Oy —x) (Vu,v) dcr—i—J w(Ve*,v) d(Y-i-J uA@*dA,
au )

u u

+ J " (Vu,v) do — J w(Ve*,v) do =u(x),
ou ou

denn der dritte und der sechste Term heben sich weg und die Summe aus dem zweiten
und dem fiinften verschwindet wegen der Randbedingungen von ¢*. [

15



6 Greensche Funktion

6.5 Theorem. Se: U C R" ein beschrdanktes Gebiet mit glattem Rand, welches
eine Greensche Funktion G besitzt. Ferner sei u € C*(U) eine Lisung des Rand-
wertproblems

—Au=f mu
, (6.2)
u=g m ol.
Dann gilt fiur alle x € U
W) == | gly) (V60 y) v doly) + | Gy (62)
ou u

6.6 Satz (Symmetrie der Greenschen Funktion). Es set U C R", n > 2, ein be-
schranktes Gebiet mit glattem Rand, welches eine Greensche Funktion G besitzt.
Dann gilt G(x,y) = G(y,x) fiir alle x,y € U mit x #y.

Um zu zeigen, dass die durch (6.3) gegebene Funktion unter geniigend starken
Voraussetzungen das Randwertproblem tatsadchlich 16st, verwende ich einen Satz aus
der Funktionalanalysis, den ich nicht beweisen werde.

6.7 Theorem (Whitneyscher Fortsetzungssatz). Es set U C R™ glatt berandet und
beschrinkt. Es sei f € C2(U) und es sei h € C2(0U), wobes letzteres meint, dass
die Verkniipfung von h mit allen lokalen Parametrisierungen von der Klasse C?
ist. Dann ezistieren Funktionen F,H € C2(R"), so dass F(x) = f(x) fiir alle x € U
und H(x) = h(x) fiir alle x € oU.

Beweis. Das ist ein Spezialfall des Satzes, der gezeigt gezeigt wird in: H. Whit-
ney, Analytic extensions of differentiable functions defined in closed sets, Trans.
Amer. Math. Soc. 36, No. 1 (1934), 63-89. O

6.8 Theorem. Ser U C R"™ ein beschranktes Gebiet mit glattem Rand, welches
eine Greensche Funktion G besitzt, welche sogar in C3 (ﬁz \ {(x,y) € Hz‘x = y})

liegt. Ferner seien f € C*(U) und g € C*(dU) gegeben. Dann wird durch (6.3)
eine Lésung des Randwertproblems (6.2) gegeben.

Die Formulierung von Theorem 6.8 ist alles andere als optimal. Courant und Hil-
bert zeigen das Theorem in Kapitel 5 § 14 unter schwacheren Voraussetzungen. Der
moderne Zugang 1ost Randwertprobleme allerdings in zwei Schritten: zuerst wird die
Existenz einer Losung im schwachen Sinn mit den Mitteln der Funktionalanalysis
gezeigt und danach analytisch deren Regularitat in Abhangigkeit von der Randregu-
laritat.

6.9 Bemerkung. Der Halbraum ist R} = {(x;,...,x, € R" | x, > 0}. Die Sptegelung

am Rand bildet x € R} ab auf x = (x1,...,%Xn_1,—Xn). Damit ldsst sich leicht eine
Funktion ¢*: R? — R finden mit
Ag*(y) =0 in RY
¢*(y) =0y —x) in OR"

16



ndmlich @*(y) = O (y —x).

Die Funktion ®(y — x) — ®(y — x) wird gelegentlich als Greensche Funktion des
Halbraums bezeichnet, obwohl der Halbraum unbeschrankt ist und deswegen keine
Greensche Funktion im Sinne von Definition 6.3 besitzt. Da die Greensche Funktion
offensichtlich von der Klasse C? ist, gilt Theorem 6.8, wenn man zusitzlich voraus-
setzt, dass g und f kompakten Trager haben.

6.10 Bezeichnung. Die Spiegelung an der Ewinheitssphdre bildet x € R™ \ {0} ab
auf

sz.

6.11 Satz. Die Greensche Funktion der Einheitskugel 1st
G(X H): ®(X_U)_®(|X|(9_;€))> X#O>
’ O(y)— @(1,0,...,0), x = 0.

6.12 Definition. Flirn > 2, x € B1(0),y € 9B;(0) und v die duflere Einheitsnormale
an B;(0) definieren wir den Poisson-Kern durch

K(X»y) :_<VUG(X)U)>V>'
6.13 Satz. Fiirn > 2 qilt

2 w2
r—Ix x € BM™(0), y € 9B™(0).

T

K(X>y) =

rma(n)|x —y[*’
Der Poisson-Kern 1st harmonisch in x.
Bemerkung. Man beachte 2«(2) = 27

6.14 Theorem. Es setenn > 2 und es set K der Poisson-Kern. Fir g € C(0B1(0))
setze

u(x) :J 9(y)K(xy) do(y).
0B+ (0)

Dann lost u das Randwertproblem

Au =0 in B1(0)
u=g n aB1 (O)

Bemerkung. (a) Ein Randwertproblem der Form

Au = —f in U
u=g in oU

17



6 Greensche Funktion

18

bezeichnet man als Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung. Ein Rand-
wertproblem der Form

Au = —f in U
(Vu,v) =g in oU

ist ein Neumann-Problem.

In Courant/Hilbert, “Methoden der Mathematischen Physik I” werden Green-
sche Funktionen fiir andere Gebiete konstruiert, namlich fiir Rechteck, Quader
und Kreisring.



7 Die Warmeleitungsgleichung

7.1 Definition. Die partielle Differentialgleichung
u—Au=20

ist die homogene Wdarmeleitungsgleichung, die Gleichung
u —Au="F

ist die inhomogene Wdrmeleitungsgleichung. Statt Warmeleitungsgleichung sagt
man auch Diffusionsgleichung.

Dabei gilt die Vereinbarung, dass t die Zeitvariable ist und A nur auf die Raum-
variablen wirkt.

7.2 Definition. Die Funktion ®@: (R™ x R) \ {(0,0)} — R,
LI i T
O (x,t) = { (47mt)n/2 P\ ) ’
0, t<0,
heifit Fundamentallosung fiir die Warmeleitungsgleichung.
7.3 Lemma. ® € C*(R" xR\{(0,0)}). Ferner gilt ®;—A® =0 n R" x R\ {(0,0)}.

7.4 Lemma. Fir jedes t >0 gilt
J O(x,t)dA(x) = 1.

7.5 Definition. Eine Anfangswertproblem (Cauchy-Problem) fiir die Warmeleitungs-
gleichung ist eine Aufgabe der Form

w—Au=" in R™ x ]0, ool)

u=g in R™ x {0}
Dabeli ist die letzte Zeile zu verstehen als

lim u(x,t) =g(&) fiir alle & € R™
(x,t)—(&,0)
x€R™t>0

19



7 Die Wéarmeleitungsgleichung
7.6 Theorem. Fir g € C(R") beschrdnkt setze

u(x,t):j O (x —y, )g(y)dAn(y).

n

Dann u € C®°(R" x ]0,00[) und u ldst das Anfangswertproblem

u—Au=0 i R™ x 0, o0
u=g m R™ x {0}

Bemerkung. Man beachte, dass die Losung des Anfangswertproblems unendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit zeigt.

7.7 Theorem. Sei f € C*(R"x]0, c0[), so dass sup{|[f(x,t)| [ x ER™, 0 <t < T} < 00
fir jedes T> 0. Fiirt > 0 sez

t
u(x,t) = J J d(x —y,t—s)f(y,s)dA.(y)ds.
0 n
Dann liegt u in C*(R™ x ]0, 00[) und ist Lésung des Anfangswertproblems
w—Au="F i R™ x ]0, ool
u=20 in R™ x {0}

7.8 Korollar. Sei f € C*(R"x]0, o0[), so dass sup{|[f(x,t)| [ x € R, 0 <t < T} < 00
fur jedes T> 0, und ser g € C(R") beschrdnkt. Dann lost

t
wx ) = [ 00—y 0gly)dhaly) + | | 00—yt sty sidry)ds
n O n
das inhomogene Anfangswertproblem
u —Av="AF i R™ x ]0, 00|

20



8 Etwas Fourieranalysis

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse iiber Fourierreihen ohne Beweis zusam-
mengetragen. Theorem 8.3 wird in der Einfiihrung in die Funktionalanalysis gezeigt.
Wie immer bezeichnet K einen der Korper R oder C.

8.1 Definition. Es sei 1 < p < oo.

(a) Fiir I C Z setzen wir

() = {(bk)ka

by € (C, Z|bk‘p < OO}

kel

Wir schreiben (P anstelle von (P (N).

(b) Fiir eine Borelmenge U C R™ setzen wir

[P(U) = {f: U—K

J PN, < oo}
u
8.2 Definition. (a) Man versieht ¢P(I) mit der Norm

1/p
el = (Zw)

kel

1/p
Il = (] ran)
u

Der Satz von Riesz-Fischer (siehe Satz 11.10 der Analysis III) sagt aus, dass
€P(I) und LP(U) Banachrdume sind.

und LP(U) mit der Norm

(b) Wenn man ¢*(I) mit dem Skalarprodukt

(i )er, (ciker) = Z by.Cy

kel

versieht, dann ist ¢%(I) ein Hilbertraum.

21



8 Etwas Fourieranalysis
(c) Analog wird [?(U) durch das Skalarprodukt

(f, g) =J £gdh,
u

zu einem Hilbertraum.

8.3 Theorem. Fiir f € L*([0,1]) setze

r1

ce = | f(x)e 2™ dA;(x), keZ,
JO
-

a, = | f(x)cos(27tkx)dA;(x), k € Ny,
JO
-

by = | f(x)sin(27tkx)dA; (x), k € N.
Jo

Dann gelten
f(X) _ Z CkeZWikx’
k=—o0

f(x) =ap+2 Z ay cos(27kx) + 2 Z by sin(27tkx)
k=1 k=1

wm 12-Sinn. Insbesondere sind linke und rechte Seite nur A -fast tiberall gleich.

8.4 Theorem (Satz von Fejér). Se: f € L'([0,1]). Die 1-periodische Fortsetzung
von f ser stetig in x. Dann qult

5 n|
lim (1 — —) cne?™ = f(x).

N—oo
n=—

8.5 Beispiel. Fiir x € [0, 1] setze

flx) = 2x, O§x<%,
2 — 2x, % <x<T.
Dann ¢y = 1, ¢y = 0 fiir j # 0 und cj41 = mez fiir j € No. Wegen Theorem 8.3
gilt
1 i 1
4y 1 cos(2m(2j+1 1
f(x) =5 Zﬂz(sz)Z cos(2m(2j + 1)x) (8.1)

im [%-Sinn. Fiir jedes x sagt der Satz 8.4 von Fejér erstmal folgendes aus

AR 2j+1 —4 ,
f(X)_r\}Eﬂo (§+§<1_2N+1> 7T2(Zj+1)2cos(27t(2]+1)x)>.
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Wegen der gleichméBigen Konvergenz der Reihe (8.1) ist der zusétzliche Term in der
Fejér-Reihe nicht erforderlich. Setzt man beispielsweise x = % ein, so bekommt man

g o1ow
2j+1)2  8°

j=0

23



9 Die Warmeleitungsgleichung, Teil |l

9.1 Bemerkung. Eindimensionale Warmeleitungsgleichung mit Randbedingungen.
Es sei U = ]0, 1[. Betrachte das Problem

U — Uy = 0 in ]0, 1[ x ]0, ool
u=20 in {0, 1} x ]0, oo
Ansatz u(x,t) = v(x)w(t) fiihrt zu
vI(xJw(t) = v(x)w'(t)
also gibt es eine Konstante C mit

vi(x)  w(t)

v(x)  wit)

Die Randbedingung fiihrt zu v(0) = v(1) = 0.

Fall C = 0: Dann v(x) = ax + b. Das ist nur fiir a = b = 0 mit den Randbedin-
gungen vereinbar.

Fall C > 0: Dann v(x) = ae¥ *+be VC*, Die Randbedingungen fithren zu a+b = 0
und aeVC + beVC = 0,also a=b=0.

Fall C < 0. Sei w = /—C > 0. Dann v(x) = acos(wx) + bsin(wx). Die Randbe-
dingungen fithren zu a = 0 und bsin(w) = 0. Fiir w € nN erhalten wir nicht-triviale
Losungen der Randwertaufgabe

u(x,t) = sin(kmx)e ¥t

9.2 Lemma. Fir a € R und t > 0 gelten

o) . 2 ) )
J exp (_%) el(ly dy — 2 /T[telaxfazt‘

—00

und

ro exp (— x ;ty)z) sin(ay)dy = 2\/7t_tsin(ax)e_a2t.

9.3 Satz. Fir g € C([0,1]) mat g(0) = ¢g(1) = 0 definieren wir h als die 2-

pertodische Fortsetzung von

g(x), 0<x<1,
X —
—g(—x), —-1<x<0,

—00
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und setzen

o) _ 2
u(x,t) = ZL\/T[_’CJ' exp(— x 4ty) )h(y)dy.

Dann lost u das Anfangs- und Randwertproblem

U — Uy =0 n]0,1[ x ]0, 00]
u=0 m{0,1} x]0,00[ Randbedingung (9.1)
u=g n]0,1[ x {0} Anfangsbedingung.

In der Einfiihrung in die Funktionalanalysis werden wir den folgenden Satz zeigen:

9.4 Satz. Es ser U C R"™ offen und beschrankt und es set m € N. Dann wird

durch
0xf
~—(x)

fl| ~mp = SUP Mmax
| ||c ) p X

xel *xeNg
loe|<m

etne Norm auf C™(U) gegeben, durch die C™(U) zu einem Banachraum wird.

Fiir |«| < m ist der Differentialoperator D* stetig als Abbildungen von C™(U)
nach C™ ().

9.5 Satz. Fiir g € C([0,1]) mit g(0) = g(1) = 0 gebe es eine Folge (by)en € (',
so dass fiir jedes x € R gilt Y .~ bysin(kmx) = g(x). Dann konvergiert die Reihe

u(x,t) = Z by sin(kmx)e ™t
=1

fiir jede Wahl von 0 < t; < t, in C?([0,1] x [t1,t2]) und lést das Anfangs- und
Randwertproblem

U — Uy =0 wn 10, 1[ x 10, oo
u=20 in {0, 1} x ]0, oo Randbedingung
u=g in ]0, 1[ x {0} Anfangsbedingung

Die Spur tr M einer quadratischen Matrix M ist gleich der Summe ihrer Diagonal-
eintrdge. Die Spur ist invariant unter Basiswechseln. Daher ist sie gleich der Summe
der Eigenwerte.

Wenn w: U — R von der Klasse C? ist, so bezeichnen wir mit H,, ihre Hessematrix.
Offenbar gilt Aw =trH,,.

9.6 Lemma. Sei U C R™ offen und sei w € C>(U). Fiir xo € U gelte Vw(xy) = 0
und Aw(xo) > 0. Dann ezxistiert a € R", so dass die Funktion t — w(x + ta)
in 0 ewn striktes lokales Minimum besitzt.
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9 Die Wérmeleitungsgleichung, Teil II

9.7 Theorem (Maximumprinzip). Sez U C R" offen und beschrdnkt, sei u €
C2(Ux]0,00[)NC(Ux [0,00[) eine Lisung der Warmeleitungsgleichung w, —Au =
0. Dann gilt fiir jedes T> 0

max{u(x,t) |[x € U und 0 <t < T} = max{u(x,t) | (x € 0U und t < T) oder t = 0}.

9.8 Korollar (Eindeutigkeit). Sei U C R™ offen und beschrdinkt, seien u,v €
C2(Ux]0,00)NC(Ux [0, 00]) Lisungen der homogenen Wirmeleitungsgleichung.
Es sei u(x,0) = v(x,0) fiir alle x € U, und fiir ein T> 0 gelte u(x,t) = v(x,t) fir
alle x € U, t € [0, T]. Dann stimmen u und v in U x [0, T] iiberein.

Die Aussage, dass Randwerte fiir Zeiten t > T die Losung zu Zeiten t < T nicht
beeinflussen, entspricht der Kausalitat in der physischen Welt.

9.9 Korollar (Stabilitit). Sez U C R"™ offen und beschrinkt, seien h!') hl2) ¢
C(dU x [0,00[) und gV, g¥ € C(U x {0}). Fiir alle (x,t) € U x [0,00[ gelte
MW (x,t) — hiP(x,t)| < e und fiir alle x € U gelte |g'"(x,0) — g (x,0)| < €. Falls
es fiir j = 1,2 jeweils eine Lésung ul) € C2(U x (0,00)) N C(U x [0,00)) von

ug) —Aul =0 in U x 10, oo[
ub) = h0 in OU x 10, oo
ul) = g(j) in U x {0},

gibt, so gilt [uV(x,t) —ul?(x,t)| < e fiir alle (x,t) € U x [0, ool.

9.10 Definition. (a) Es sei U C R" offen und beschrankt und es sei T > 0. Dann
ist Ur = U x ]0,T] der parabolische Zylinder iiber U und I't = Uy \ Uy der
parabolische Rand von Ur.

(b) Eine Funktion u: Ut — R liegt in C3(Uy), wenn u, u; und die Raumableitungen
erster und zweiter Ordnung in C(Uy) liegen.

9.11 Theorem (Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem). Es set u € CI(R™ x
10, T]) N C(R™ x [0, T]) etne Lésung von

ut_Au:O, 'L'n, RnX]O,T],
u=g, m R™ x {0},
fiir ewne beschrdankte, stetige Funktion g € C(R"). Ferner gebe es a,A > 0, so

dass
u(x,t) < Ae“"“z, x € Rt e [0,T].
Dann gilt

sup u =supg.
R™ X [0,T] R
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9.12 Korollar (Eindeutigkeitssatz fiir das Cauchyproblem). Seien g € C(R") und
f € C(R™ x [0,T]) gegeben. Dann existiert hichstens eine Lésung u € C3(R™ x
10, TII) N C(R™ x [0, T]) des Anfangswertproblems

w — Au = f, mn R™ x 10, T],
u=g. m R™ x {0},

welche fir irgendwelche a, A > 0 die Wachstumsbedingung
u(x, t)| < Ae?*’
erfullt.

Im Buch von John wird in §7.1 ein Beispiel angegeben (von Tychonoff), welches
zeigt, dass man auf die Wachstumsbedingung nicht verzichten kann.

9.13 Definition. Die Differentialgleichung u; + Au = 0 hei8t Rickwartsdiffusions-
gleichung.

9.14 Bemerkung. (a) Sei T> 0. Wenn u eine Losung des folgenden Anfangs- und
Randwertproblems fiir die Warmeleitungsgleichung ist

w—Au=0 in U x ]0, T[
u=g in U x {0},

dann ist v(x,t) = u(x, T — t) eine Losung des folgenden Anfangs- und Rand-
wertproblems fiir die Riickwartsdiffusionsgleichung

v+ Av =0 in U x 0, T[
v=0 in oU x ]0, T|
v(x,0) =u(x,T) in U x {0},
(b) Eine Losung von
vi+Av =0 in ]0,1) x (0, T[
v=0 in {0, 1} x ]0, T[
v(x,0) = sin(k7mx) in ]0, 1[ x {0},

ist v(x,t) = sin(k7mx) ek ™t

9.15 Definition. Eine partielle Differentialgleichung zusammen mit Anfangs- und/oder
Randbedingungen bezeichnet man als korrekt gestellt, wenn die folgenden drei Be-
dingungen erfiillt sind
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9 Die Wérmeleitungsgleichung, Teil II

(a) Losbarkeit: Es gibt mindestens eine Losung
(b) Eindeutigkeit: Es gibt hochstens eine Losung

(c) Stabilitdt: Die Losung héngt stetig von den Anfangs- bzw. Randbedingungen
ab

Ein Problem, welches mindestens eine der drei Bedingungen verletzt, heifit schlecht
gestellt.

9.16 Bemerkung. (a) Alles drei hat natiirlich nur einen Sinn, wenn man sich fiir
Anfangs- und Randbedingungen sowie Losungen auf Funktionenrdune festlegt.

(b) Teil (b) der vorigen Bemerkung zeigt, dass das Anfangs- und Randwertproblem
fiir die Riickwartsdiffusionsgleichung schlecht gestellt ist.
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10 Die Wellengleichung

10.1 Definition. Die partielle Differentialgleichung
Uy —Au=1F
heiflt Wellengleichung.
Bemerkung. (a) In einigen Biichern findet man das Zeichen [CJu = uy; — Au.

(b) Die Wellengleichung ist von der Ordnung 2 in der Zeit. Man setzt Anfangsbe-
dingungen fiir u und .

Im Fall n =1 16sen wir nun das Anfangswertproblem

Uy — Uy =0 in R x ]0, 00)
u=g in R x {0}
u =nh in R x {0}

mit der Methode von d’Alembert. Dazu beachtet man

CACI W AR P
ot " ox /) \ot  ox /)t T M T e

Setzt man also v = (2 — 2)u, so gilt

vi +v, = 0.

Das ist eine Transportgleichung. Nach Satz 2.1 gibt es also eine Funktion a, so dass
v(x,t) = a(x —t) fiir alle x, t. Daraus ergibt sich

u(x,t) —ux(x,t) = a(x —t).

Dies ist eine inhomogene Transportgleichung. Mit Satz 2.5 ergibt sich fiir eine vorerst
unbekannte Funktion b

t X+t
u(x,t) =b(x +t) —I—J a(x —(s—t) —s)ds = %J a(y)dy + b(x + t).
0 x—t

Das miissen wir an die Anfangsbedingungen anpassen. Sofort klar ist b = g. Fiir a

erhalten wir
a(x) =v(x,0) = w(x,0) —u(x,0) = h(x) — g'(x).
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10 Die Wellengleichung

Das setzen wir wieder ein und erhalten

ulx,t) = 1r (h(y) — g'(y))dy + glx + 1

2 )iy
] ] x+t
:z(g(x—l—t)—i—g(x—t))—l—zL_t h(y)dy. (10.1)

10.2 Theorem. Fiir g € C*(R) und h € C'(R) I6st die Funktion w aus (10.1) die
Anfangswertaufgabe

— Uy =0 mn R x (0, 00)
u=g m R x {0}
u=nh m R x {0}

10.3 Beispiel. Die Losung fiir g(x) = \/%;e*xz und h = 0 besteht aus zwei auseinander

laufenden Spitzen.
Die Losung fiir g =0 und h =
grofler wird. Es gilt ndmlich

]T e besteht aus einem Plateau, welches immer

] Jx—&-t e—yzd B ]
2V7 ) Y=y
wobei erf(x) = \/%? [ye v dy.

Die Loaung der ersten Aufgabe wird im linken und die der zweiten im rechten Bild
von Abbildung 10.1 gezeigt.

(erf(x +t) —erf(x — 1))

10.4 Beispiel. Seien nun g € C?([0,00[) mit g(0) = g’(0) = ¢g”(0) = 0 und h €
C'([0, co[) mit h(0) = h/(0) = 0. Wir 16sen das Anfangs- und Randwertproblem fiir
die Halbgerade

Ut — Uy =0 in ]0, oo x ]0, oo
u=20 in {0} x 10, oo
u=g in ]0, oo[ x {0}
u=h in ]0, oo[ x {0}

Fiir x < 0 definieren wir der Einfachhheit halber g(x) = 0 und h(x) = 0. Dann
g € C)(R) und h € C'(R). Wir vermuten, dass die nach links laufende Welle
zuriickgespiegelt wird, und machen den Ansatz

X+t

u(x,t) = % (g(x+t) +g(x—1) +J

x—t

thy+Mx—ﬂ),
wobei k(x) = 0 fiir x > 0. Fiir t > 0 muss gelten

0=u(0,t) = (g(t) +J h(y)dy + k(—t)) .

0

N —
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Abbildung 10.1: Graphen zu Beispiel 10.3

Das bedeutet k(x) = —g(—x) — J";X h(y)dy, x < 0. Dann stimmen alle anderen
Bedingungen automatisch. Wir erhalten
1 t+x
Z(g(x_'—t)_g(t_x)"_J h(y)dy>) XSt)
ulx, t) = -

1(g(x—i—t)+g(x—t)+J

h(y)dy) , x>t
2 x—t

Aus der Herleitung sieht man, dass u € C?((0, 00)?).

Nun wollen wir eine Losung fiir das Anfangswertproblem in m = 2 und n = 3
konstruieren. Der erste Schritt ist in allen Dimensionen moglich. Gesucht ist fiir
g € C*(R™) und h € C'(R") eine Lésung u € C*(R™ x ]0, 00[) N C'(R™ x [0, 0o[) von

Uy —Au=0 in R"™ x ]0, oo

u=g in R" x {0} (10.2)
u;=h in R" x {0}

10.5 Bezeichnung. Fiir u € C(R™ x ]0,00[), x € R™ und r,t > 0 setze

1

u t) = -
(X» T, ) o TLOC(TL)Tn_]

(0B, (x)) Lg,m h

U heifit sphdrisches Maittel von u.

(v, 1) do(y) = j  ulydofy).
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10 Die Wellengleichung

10.6 Lemma. Wenn u von der Klasse C' bzw. C? ist, dann auch U als Funktion
von (x,7,t) € R™ x ]0, 00[ x ]0,00[. Fr jedes (x,t) € R™ x ]0,00[ gilt ferner

P{% U(X) nt) = LL(X, t),
1

U, (x,7,t) = ]

J J Au(y,t)do(y)ds.
0 JoB,(x)

10.7 Lemma. Wenn V dass sphdrische Mittel von v € C*(R™) ist, dann erfillt V
die Darbouxsche Gleichung

1
var“Tvr — AV,

10.8 Satz. Wenn u das Anfangswertproblem (10.2) lést, dann st fir jedes x
das sphdrische Mittel U Lésung der folgenden Poisson-Darboux-Gleichung

1

utt—uﬁ—“TuT —0 €10, 00[, t €10, o0l
U=G r €10, 00, t = 0,
Ut:H T'G]O,OO[)tZO,

wober G und H jeweils die sphdrischen Mittel von g und h sind.

Um die Poisson-Darboux-Gleichung fiir n = 3 zu l0sen, setzen wir u= U, G=r1G
und H = rH. Dann U, = U+ rU, und U,, = 2U, + rU,, mit entsprechenden Formeln
fir G und H soweit sinnvoll. Die Poisson-Darboux-Gleichung transformiert sich zu

~ -1 ~
urr =T <3Tur + urr) - rLl’ct - utt-

Somit ist U eine Losung der folgenden eindimensionalen Wellengleichung in r

Uy — Uy = 0 r €10, 00, t €10, 00,
U=0 r=0,t€]0, 00l
u=aG re€]0,00,t =0,

U, =H r€10,00[,t = 0.

Diese Aufgabe haben wir in Beispiel 10.4 geltst. Fiir r < t gilt namlich

. ] . . t+r
U(x,r,t) = 3 <G(x,r +1t) —G(x,t—1) +J H(x, p)dp) . (10.3)
t—r
Mit Lemma 10.6 folgt
u(x,t) =limU(x,r,t) = limM = (é) (x,t) + ﬁ(x,t).
r—0 r—0 T t
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Unter Verwendung der Definition des sphéarischen Mittels erhdlt man, wenn man

beachtet, dass «(3) = %71 und die Substitution y = ? lautet,

~ 0 ~ ~
Gi(x, t) = T (W L ( )g(y,t) dG(U))
d [t
- ot (HT Jam(m 9+ ty)dG(y)) (104
1

— J g(x—i—ty)dcr(y)—l—%J (Vg(x + ty),y) do(y)
3B1(0) 7t JoB4(0)

1 - ~ 1 ~ ~ -
= g |, 900+ s [ (Va5 ) dof)
Wegen
~ t
At =g | hiydoly (105)

haben wir die Kirchhoffsche Formel hergeleitet.

10.9 Theorem (Kirchhoffsche Formel). Seien g € C3(R3?) und h € C*(R3). Dann
wird durch

u(x, t) (th{y) +g(y) +(Vgly),y —x)) do(y).

~ 4nt? JaBt(x)
die eindeutig bestimmt Lésung des Anfangswertproblems (10.2) gegeben.

Nun l6sen wir das Ausgangsproblem (10.2) fiir n = 2 durch Dimensionsabstieg.
Wir bezeichnen die 3-dimensionale Kugel mit B%S)(x) und die zweidimensionale mit
By (x) und setzen

Ux1, %2, X3, t) = ulx1, %2, t)

und entprechend fiir g und h. Wenn u eine Losung der Wellengleichung in n = 2 ist,
dann ist U eine in n = 3. Wegen (10.4) und (10.5) bedeutet das fiir x = (x1,%;) € R?

LL(X, t) - ﬁ(X] y X2y O) t)

1t (X1 + ty, x2 + tyz)dof )
ot \4m a;s(s)(o)gx1 Y1, X2+ 1Y2)a0tyn Y2, Ys

t

— h t t d .
+47TJaB§3)(0) (x1 4+ tyr, %2 + tyz)do(yr, Yz, ys3)

Das Flachenelement hatten wir beim Beweis des Satzes 4.3 iiber die abstrakten Polar-
koordinaten bestimmt. Damit erhalten wir durch Integration iiber beide Halbspharen

g(x +tz)
X1 + tyy, x2 + tyz)do|( :2J “—————dA,(z).
LBP)(O)Q( 1+ tyr, x2 + tyz)do(y) 520 ﬁ—|2|2 2(2)
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10 Die Wellengleichung

Damit erhalten wir

0 t
— | = t ty,)d
ot (471 JaBgs)(O)Q(M +ty1, x2 + tys2) G(U))

1 J g(x + tz) t J (Vg(x +tz),z)
B1(0) B1(0)

= 5= dA;(z) + —
I 2(2) e

NEEE o dAx(z)
_ ] J g(y) + (Vg(y),y —x)
2ty [y —x]?
10.10 Theorem (Poissonsche Formel fiir das Anfangswertproblem der ebenen Wel-
lengleichung). Sei n =2 und seten g € C3(R?) und h € C*(R?). Dann besitzt das
Anfangswertproblem (10.2) genau eine Ldsung. Diese ist gegeben durch

LJ g(y) + th(y) +(Vg(y),y — x)

27Tt Bt(X) /tz _ |y _ X|2

Bemerkung. (a) Sowohl die Kirchhoffsche als auch die Poissonsche Formel zeigen,
dass Wellen sich mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten.

dAz (y).

u(x,t) =

dAz(y).

(b) In Evans wird fiir jedes n € N das Anfangswertproblem auf dem R™ geldst.
Man beobachtet das Huygenssche Prinzip

In ungeraden Dimensionen n > 3 wirkt die Anfangsbedingung an der

Stelle x nur auf die Punkte des Vorwarts-Lichtkegels

{(y,t) € R™ x 10,00[ | |y —x|* = t*}.

In geraden Dimensionen werden alle Punkte in
{(y,t) € R" x]0,00[ | |y — x|* < t7}.

beeinflusst.
10.11 Beispiel. Sei h = 0 und sei g € C3(R3?) radialsymmetrisch, also g(x) = G(|x|)
fiir ein G € C3([0, oo[). Ferner gelte G'(0) = G”/(0) = 0. Wir 16sen das Anfangswert-
problem (10.2) mit der Kirchhoffschen Formel fiir den Punkt x =0

1

j (9(y) + (Vg(y), y)) do(y).
0B+(0)

In Bemerkung 3.2 hatten wir gezeigt

Also
1

WO =60+ s | GllyDiyldoty) = Gl +1G'(0)

Das Phanomen, dass raumlich verstreute Irregularitdten sich zu einer starkeren Irre-
gularitat fokussieren, bezeichnet man als Kaustik.
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10.12 Satz (Duhamelsches Prinzip fiir die Wellengleichung). Se: f € C3(R3 x]0, co[).
Fiir s > 0 se1 v € C*(R® x ]s, 00[) die aus der Kirchhoffschen Formel gewonnene
Losung der Anfangswertaufgabe

Vi — AV =0 in R™ x ]s, 0o
v =0 m R™ x {s}
vi(-ys) =1(+s) in R™ x {s}

Dann 1st .

u(x,t) = L vi(x,t)ds

eine Losung von

Uy —Au="~ mn R™ x ]0, 00|
u=20 m R™ x {0}
u =0 m R™ x {0}

10.13 Satz. Sei f € C2(R3). Dann ist

f(y>t_ |y _X|)

— dAsz(y)
4m JBt(x) ly —x| ’

u(x,t) =

die eindeutig bestimmte Lésung des Anfangswertproblems

Uy —Au=f in R® x 10, oo
u=0 in R3 x {0}
u =0 in R x {0}
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11 Lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

11.1 Bezeichnung. Sei

o <k
eine lineare Differentialgleichung der Ordnung k. Ihr Symbol ist die Funktion
Prx, &) = ) au(x)E™. (11.1)

|oc[=k

Im Fall k = 2 ist p, fiir festes x eine quadratische Form in &

&1 ! bii(x) bia(x) ... bia(x) &

P2(x, &) = Z Z bj,k(X)Ej &k = : : : :
J=T k=1 EVTI. bn,] (X) bn,Z(X) oo bn,n(x) EVTL

Die quadratische Matrix aus der Gleichung bezeichnen wir mit B(x). Dabei darf
ohne Einschrankung b;y(x) = byj(x) angenommen werden. Dann ist B(x) fiir jedes x
symmetrisch und daher reell diagonalisierbar.

11.2 Beispiel. (a) Poisson-Gleichung —Au = f in n-Raumvariablen: Dann ist B(x)

fiir jedes x die negative n x n-Einheitsmatrix.

(b) Warmeleitungsgleichung u, — Au = f. Die Zeitvariable werde mit x,, 1 bezeich-
net. Dann ist fiir jedes x die (n+ 1) x (n + 1)-Matrix B(x) gegeben durch

-1 0 ... 0 O
0O -1 ... 0 O
B(x) = : : Do
o 0 ... =10
0O 0 ... 0 O

(c) Wellengleichung u, — Au = f. Es sei wieder x,,; die Zeitvariable. Dann ist fiir
jedes x die (n+ 1) x (n+ 1)-Matrix B(x) gegeben durch

-1 0 ... 0 0
O -1 ... 0 O
B(X) — . S . .
0 O -1 0
0 0 0 1
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11.3 Definition. Lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung werden
nach den Vorzeichen der Eigenwerte von B geordnet. Die Gleichung (11.1) heifit

e elliptisch an der Stelle x, wenn alle Eigenwerte von B(x) dasselbe Vorzeichen
haben und B(x) nicht singular ist,

e parabolisch an der Stelle x, wenn B(x) singuldr ist und alle von Null verschie-
denen Eigenwerte von B(x) dasselbe Vorzeichen haben,

e hyperbolisch an der Stelle x, wenn B(x) nicht singuldr ist und genau ein Ei-
genwert ein anderes Vorzeichen als die anderen hat.

Eine Differentialgleichungen heif3t elliptisch, wenn sie an jeder Stelle elliptisch ist,
analog fiir die anderen Begriffe.

Bemerkung. (a) Nurin n = 2 ist das zumindest fiir jeden Punkt eine Klassifikati-
on.

(b) Literatur fiir den elliptischen Fall: Gilbarg, D., und Trudinger, N. S.: Elliptic
Partial Differential Equations of Second Order

11.4 Bezispiel. Die Poisson-Gleichung ist elliptisch, die Warmeleitungsgleichung pa-
rabolisch und die Wellengleichung ist hyperbolisch.

Bemerkung. Man vergleiche mit der Klassifikation der Kegelschnitte

(w)e 3]+ (}) ra-o

11.5 Bemerkung. Je nach Typ der Differentialgleichungen werden unterschiedliche
Probleme untersucht:

e hyperbolisch: Anfangswertaufgabe (Cauchy-Problem)

e elliptisch: Randwertprobleme oder Eigenwertprobleme

Bei einem Eigenwertproblem werden homogene Randbedingungen gestellt und
dazu die Eigenwerte bestimmt

e parabolisch: Anfangs- und Randwertprobleme
11.6 Beispiel. Im R? sei die Differentialgleichung
Uyx + Uy +y2uw —u, =0

gegeben. Um sie zu klassifizieren, muss sie zundchst durch eine symmetrische Ma-
trix B beschrieben werden.

Es gilt detB = y? — }‘. Firy = i% ist die Differentialgleichung parabolisch, fiir
ly| > ; elliptisch, und fiir |y| < } ist sie hyperbolisch.
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12 Die Porose-Medien-Gleichung

12.1 Definition. Es sei y > 1. Die partielle Differentialgleichung
u —Au)=f
heiflt pordse-Medien-Gleichung. Sie ist nur fiir nicht-negative u erklart.

12.2 Bemerkung (Trennung der Variablen). Wir mochten Losungen der homogenen
Gleichung finden und machen dazu den Ansatz

u(x,t) =v(t)w(x).
Dann

V() AwY)(x)
w(t) w(x)

Diese Grofle hangt weder von t noch von x ab. Wir nennen sie p. Die gewohnliche Dif-
ferentialgleichung fiir v 16st man bequem mit dem Verfahren der Variablentrennung
und erhalt

v(t) = (1 —y)ut + )0, (12.1)

fiir beliebiges A. Damit v(0) erklart ist, muss A positiv sein. Bei der partiellen Diffe-
rentialgleichung fiir w begniigen wir uns mit einem Ansatz, ndmlich w(x) = |x|*.
Wir erhalten die Gleichung

ulx|* — oy oy +n —2)[x|*V2 = 0.

Das bedeutet o« = oy — 2, also
2

O(:‘YT1

und 1= ay(ay+n—2) = (x+2)(x+n) > 0. Wegen p = % erhalten wir

schlieflich fiir jedes A > 0 die Losung

2v(2 _ 1/(1=y)
u(x,t) = < V(2 +nly 1))t—k?\) x|/,

1—y

Diese Losung ist nicht fiir alle Zeiten endlich. Man sagt, sie habe einen Blow-Up in
endlicher Zeit.
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12.3 Bemerkung (Barenblatt-Kompaneetz-Zeldovich-Lésung). Gesucht ist eine Losung u,
die auf die folgende Weise invariant unter Dilatationen ist

u(x, t) = A*u(APx, At),A > 0.

Wenn es so eine Losung gibt, dann konnen wir A = % setzen und erhalten

u(x,t) = %v(t%) .

Wir kénnen das nur fiir radiales v untersuchen, also v(y) = w(|y|). Mit y = tFx|
gelten

|

Lunwz—m“*wcﬁ)—M“ﬁ‘W(@)whrﬂt“Mﬂn—ma*wmm

und
Al (x, 1)) =t 2PALV (y).

Um weiter machen zu konnen, verlangen wir x+ 1 = oy +2f3. Den Laplace-Operator
in Polarkoordinaten haben wir auch schon ausgerechnet. Also

BKZ haben jetzt folgendes gesehen: Wenn man « = nf3 setzt und die Gleichung mit
y™! multiplizeirt, erhilt man

npy"w o+ By"w +y" T (W) (=1 () = 0.
Das ist aber eine Ableitung. Daher
B ly™w) + (y" ' (")) =0.

Die Integrationskonstante wird so gewdhlt, dass die Groflen im Unendlichen ver-
schwinden. Dann By™w +y™' (w?)' =0, also

(W) = —Byw.
Die linke Seite ist gleich

_ _ Y 1N/
YW W = yww’ W = w—— (W),

v—1
Also :
Wy—] / _ _'Y - B
(W) — By
und daher ]
y—1 _ b— Y — 2
w —Zy B
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12 Die Porése-Medien-Gleichung

fiir beliebiges b > 0. Die rechte Seite ist negativ fiir grofie y. Fiir beliebiges b > 0 ist
die Barenblatt-Kompaneetz-Zeldovich Losung der porose-Medien-Gleichung gegeben

durch )
1 y =1 P\
wix,t) =4 @ (b Ty Per y x| < r(t),
0, sonst,
wobei
1 2by
= = und r(t) =tP, | ——~T—.
P T OBy

Die Losung ist i.a. fiir (x,t) mit |x| = r(t) nicht differenzierbar. Man interpretiert
das als freies Randwertproblem

w—AW) =f in U,
u=20 in {(x,t) € oU|t > 0},

wobeil die Bestimmung von U zum Problem gehort.
Im Fall der BKZ-Losung ist U = {(x,t) € R™"||x| < r(t)}.
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13 Die Methode der Charakteristiken

13.1 Bezeichnung. In diesem Abschnitt behandeln wir nicht notwendig lineare par-
tielle Differentialgleichungen erster Ordnung, welche auch implizit sein konnen. Sie
werden geschrieben als

F(Vu,u,x) =0 (13.1)

wobei U C R™ offen ist und F eine Abbildung
F-FR"xRx U— R.

Die Elemente von R™ xR x U bezeichnen mit (p, z, x). Wir verwenden auch Abkiirzungen
fiir die Bestandteile des Gradienten

VE(p,z,x) = (DyF, D.F, DF).

13.2 Beispiel. (a) Die Transportgleichung gehort in diese Klasse. In diesem Fall
war U = R™ x ]0,00[ und F(p1, -y Pri1y 2, X1y - -y Xns1) = Pnyr + 21, bipj.

(b) Eine voll nichtlineare Gleichung ist u,,u,, = u. Die zugehdrige Funktion ist
F(p1>p2> Z, XHXZ) =Pip2 — 2.

Zusdtzlich zu den Daten aus 13.1 sei noch eine Anfangs- bzw. Randbedingung
in ' C oU gegeben. Das Ziel der Methode der Charakteristiken besteht darin, die
Punkte von U auf solchen Wegen x(s) = (x'(s),...,x"(s)) mit Punkten in T zu
verbinden, dass die Einschrankung der partiellen Differentialgleichung auf den Weg
eine gewohnliche Differentialgleichung ist.

Fiir x(s) wie oben setzen wir z(s) = u(x(s)) und p(s) = Vu(x(s)) mit Komponen-

ten pl(s).
Im folgenden bezeichnen wir die Ableitung nach s durch einen Punkt, also
Ja a
ds

Man differenziert zuerst die Gleichung p(s) = u,. (s) und erhélt

i
n

PUs) = ) Uy (x(8))%(s).

=1

Nun differenziert man die Differentialgleichung nach x*

ij (Vu, Uﬂx)uxjxi + F.(Vu, Uﬂx)uxi + in(vu> u,x) =0.
j=1
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13 Die Methode der Charakteristiken

In diese Gleichung setzen wir den (vorerst unbekannten) Weg ein

D Fp(p(s), 2(5), () ibex, (x(5)) + Falp(s), z(s), x(s))p'(s) + Fy (p(s), z(s), x(s)) = 0.

=1

Bis jetzt ist nichts passiert. Jetzt verlangen wir, dass x(s) die folgende gewohnliche
Differentialgleichung erfiillt

X(s) = DpF(p(s), z(s), x(s)), (13.2)

dann stimmen die Terme zweiter Ordnung in den letzten beiden Gleichungen iiberein
und wir erhalten

p'(s) = —Fx(p(s), 2(s), x(5)) — Fo(p(s), z(s), x(s))p'(s).

13.3 Theorem. Es sei u € C*(U) eine Lésung der partiellen Differentialglei-
chung (13.1). Dann erfillt (p(s),z(s),x(s)) das folgende gewdhnliche Differenti-
algleichungssystem

p(s) = =DxF(p(s), z(s), x(s)) — D:F(p(s),z(s), x(s))p(s),
z(s) = (DpF(p(s), z(s),x(s)), p(s)) (13.3)
x(s) = DypF(p(s),z(s),x(s)).

13.4 Definition. Das Differentialgleichungssystem (13.3) besteht aus den charakte-
ristischen Gleichungen.

13.5 Beispiel. Im Fall der Transportgleichung

N
w+ ) by, =0

=1
gelten n =N + 1 und

n—1
F(p) Zy X) =Pn+ Z bjpj'
j=1

Also
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Die charakteristischen Gleichungen lauten somit

p =0,
n—1
z= Z bij + Pny
j=1
by
X = :
bn
1
Einsetzen von F(p,z,x) = 0 in die zweite charakteristische Gleichung ergibt z = 0.
Daher ist u konstant auf den Geraden

& by
: +s

EN bn
0 1

Die charakteristischen Gleichungen sind autonom; mit x(s) ist also auch x(s—s,) eine
Losung. Bei der Beschreibung der Geraden haben wir das genutzt, um x(0) € RN x{0}

festzulegen.

Wenn ein Raumpunkt (xq,...,xn) und eine Zeit t gegeben sind, dann muss dieje-
nige Gerade bestimmt werden, die durch (xq,...,xn,t) verlduft. Das ist die Gerade
X1 + sby
XN + Sbn
t+s

Sie trifft die Ebene {t = 0} in dem zu s = —t gehorigen Punkte. Wenn die An-
fangswertaufgabe u(x) = g(x) lautet, dann ist die Losung des durch g gegebenen
Anfangswertproblems der Transportgleichung also glecih

u(x,t) = glx; —tby, ..., xn — tbyn).

13.6 Beispiel. Wir betrachten fiir U = ]0, 00[?, ' = 0, co[ x {0} und eine beliebige
stetige Funktion g auf I' das folgende lineare Anfangswertproblem mit variablen Koef-
fizienten

X1y, — X2Uy, = U, in U,

u=g, inT.

Dann
F(p1,P2,2,X1,X2) = X1P2 — X2P1 — 2.
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13 Die Methode der Charakteristiken

Die charakteristischen Gleichungen lauten

= (p1 — P2, P1 + P2,
((—x2,x1), (P1,P2))) = 2,

= (_X2> X1 )

)
z
X
Die Differentialgleichung fiir x kennen wir. Ihre allgemeine Losung ist

x(s) = (rcos(s + @), rsin(s + @)).

Sei nun (x1,xz) € U vorgegeben. Wir miissen r und ¢ so anpassen, dass der Weg
von I" nach (x;,x;) fiihrt. Dazu muss sein r = |(x1,%z)|. Wenn wir x(0) € I" wollen,
dann ergibt sich aulerdem ¢ = 0. Also

x(s) = (|(x1,x2)| cos s, |(x1,x)| sins), s € {O, arctan ;2] )
1
Der Anfangswert ist g(|(x1,x2)|). Da wir die Differentialgleichung fiir z im Kopf l6sen

konnen, erhalten wir
x2

arctan —=
xq

u(x])xz) = 9(|(X1>X2)De

Die Differentialgleichung fiir p braucht in diesem Fall nicht gelost zu werden.
Dass die so gefundene Funktion tatsdchlich eine Losung ist, kann im Einzelfall
nachgerechnet werden. Wir behandeln diesen Punkt allgemein in Theorem 13.19.

13.7 Bemerkung (Allgemeine quasilineare Differentialgleichung erster Ordnung).
Die allgemeine quasilineare Differentialgleichung erster Ordnung hat die Gestalt

F(Vu,u,x) = (b(x,u(x)), Vu(x)) + c(x, u(x)) =0,

fiir gegebene Funktionen b: U x R®™ — R™ und c: U x R* — R, also F(p,z,s) =
(b(x,z),p) + c(x,z). Die charakteristische Gleichung fiir x hat dann die Gestalt

Die Differentialgleichung fiir p braucht wieder nicht gelost zu werden.

13.8 Beispiel. Sei U = R x ]0,00[ und ' = R x {0} und sei g € C'(R). Gesucht ist
eine Losung des Anfangswertproblems

Uy, + 1y, = u? in U,
u=g inT.
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Wir haben also b = (1,1) und c(x,z) = —z%. Die relevanten charakteristischen Glei-
chungen sind

N —_
7] 7]
— —
[
—_—

z%.

N
—
7
N
I

Das 16st man mit der Methode der getrennten Variablen und erhalt
20

x(s) = (a; +s,ar+5s), z(s)= iy

mit Integrationskonstanten a;, a; und z,. Soll der Weg in I' beginnen, so muss a, = 0
gelten.

Sei nun (x1,x;) € U geben. Man muss nun a; und s, so bestimmen, dass (x,x;) =
(a; + so, s0). Das bedeutet sy = x; und a; = x; — x,. Der Weg x(s) = (x; —x2 + s, s)
trifft I' im Punkt (x; — x,,0). Also

X7 — X2,0
u(xi,x2) =z(x2) = - _gizé(x] ixz o

Der Definitionsbereich dieser Losung ist die Zusammenhangskomponente von I' in
\(x1,x2)Ix29(x1 —x1) = O}

13.9 Lemma. Sei u € C'(R x [0,00[). Dann st die Funktion vi R — R, x —
u(x,0), differenzierbar mit v/(x) = lim;_o u,(x, t).

13.10 Bezispiel. Der voll nichtlineare Fall ist schwierigeri als der quasilineare, weil

man die Differentialgleichung fiir p ebenfalls 16sen muss. Im Beispiel sei U = ]0, co[ xR

und I' = {0} x R. Wir betrachten das Anfangswertproblem
uX] qu =u ill U,
u=x3 inT.

Das bedeutet F(p,z,s) = pi1p2 — z. Die charakteristischen Gleichungen sind

p'=p,
p?=p?
z={((p%p'), (p',p?)) = 2p'p?,
X =p?,
x> =p.

Man kann sie in dieser Reihenfolge 16sen

p'(s) =ple’,
p*(s) = pJes,
2(s) =2° + 2piph(e” — 1),
x!(s) = pye’ — 1),
x2(s) =3 +pllet — 1)
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13 Die Methode der Charakteristiken

Zusétzlich wissen wir noch z° = (xg)z aus der Anfangsbedingung.

Wenn u € C'(U), dann folgt p§ = 2x5 aus Lemma 13.9 Die Differentialgleichung

liefert pOpd = z° = (x9)*, also p? = 1x0. Das fiihrt auf

z(s) = (x3)" e,
x'(s) =2 (e*—1),
X (s) = 33 (e°+1)

Sei nun (&;,&,) € U gegeben. Dann suchen wir ein s mit & = x'(s) und &, = x*(s).
Es gilt & —4&, = —4x§ durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen und daher
x5 = ‘%. Durch Addition dieser Gleichungen bekommt man &; +4&, = 4x5e?, also

s _ 4&+& : ;
e = e Schliefilich

48, — 51)2 <4Ez + 51)2 _ (& +4x,)?

ulEr, fa) = ( 1 18— &, 6

18.11 Bemerkung (Transformation des Randes). Das Gebiet U besitze einen C'-
Rand. Das bedeutet, dass zu jedem x° € 90U Umgebungen W von x° und V von 0 sowie
ein C'-Diffeomorphismus ®: W — V mit ®(x°) = 0 und ®(WnNou) = VN (R x{0})
existieren. Wir bezeichnen die Inverse von @ mit V.

13.12 Satz. Wenn u € C'(W) das Anfangswertproblem

F(Vu,u,x) =0 m WNU,
u=g m WnNou,

lost, dann lost v =u-V¥ eine Differentialgleichung erster Ordnung in VNR} mat
Anfangsbedingung v =go V¥ in (R™ x {0}) NV und umgekehrt.

13.13 Bemerkung. Wegen dieser Beobachtung konzentrieren wir uns im weiteren
auf den Fall I C R™! x {0}. Fiir (y,0) € I' schreiben wir g(y) anstelle von g(y,0).

13.14 Satz (Kompatibilitdtsbedingungen). Es sei U C R™ offen, es sex I' C oU
von der Form T' = WnN{x|x, = 0} fiir eine offene Menge W und es set g € C'(I').
Es gebe ferner eine Lésung u € C'(U) von

F(Vu,u,x) =0 mn U,

u(x) =g n I.

Dann ezistiert zu jedem x° € T ein p° € R™, welches die folgenden Kompatibi-
litatsbedingungen erfullt

pg:gxi(xo)» i=1,...,n—1,

F(p°, g(x%),x%) =0. (134)
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13.15 Beuspiel. Fiir U =R x ]0,00[ seien ' = 0U und g = 1. Ferner sei F(p,z,x) =
p1p2 — z. Wahle x° = (0,0). Die Kompatibilitdtsbedingungen besagen g(x°) = 1 und
pY =0, aber F(p%,pY, g(x°),x°) = —1. Es gibt also keine Losung der Anfangswertauf-
gabe.

13.16 Definition. Es gelten die Voraussetzungen aus Bemerkung 13.13.

Ein Tripel (p,z,x) € T mit z = g(x), welches die Kompatibilitdtsbedingungen
erfiillt, heilt zuldssig.

Ein zuldssiges Tripel heifit nicht-charakteristisch, wenn F, (p,z,x) # 0.

13.17 Lemma. Es gelten die Voraussetzungen aus Bemerkung 13.13.

Es seien F von der Klasse C* und g von der Klasse C> und es sei (p°,z°% x°)
nicht-charakteristisch. Dann existieren eine Umgebung V=Vx [0} von x° in T
und eine eindeutig bestimmte C>-Funktion q: V — R™ mit q(x°) = p°, so dass
fir alley € V das Tripel (q(y)),g(y),y) zuldssig ust.

13.18 Lemma. Es gelten die Voraussetzungen aus Bemerkung 13.13.

Es seien F von der Klasse C*> und g von der Klasse C3, es sei (p° 2% x°)
nicht-charakteristisch und es ser q wie 1m vorigen Lemma. Fiur y wm Definiti-
onsbereich von q werde mat (p(y, )y z(y, ), x(y, -)) die Losung der gewdéhnlichen
Anfangswertaufgabe

p(y,s) = —D\F(p(y, s),z(y, s),x(y, s)) — D.F(p(y,s), z(y,s), x(y,s))p(y, s),

z(y,s) = (DpF(p(y, s), z(y, ), x(y, 5)), Py, 5))

x(y,s) = DyF(p(y, s), z(y, s), x(y, s)), (13.5)
p(y,0) =q(y),

z(y,0) = g(y),

x(y,0) = (y,0)

bezeichnet. Dann ezistieren ein offenes Intervall I mit 0 € I, eine offene Um-
gebung V =V x {0} von x° in T und eine offene Umgebung W von x° im R", so
dass die Abbildung

O:VxI—->W,
(y,s) = x(y, s),
ein C?-Diffeomorphismus ist.

13.19 Theorem. Es gelten die Voraussetzungen aus Bemerkung 13.13.
Es se1 ®: Wx1 — V wie m Lemma. Fiir & € V setzen wir (y(&),s(&)) = ®'(&)
und definieren
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13 Die Methode der Charakteristiken

Dann ist u von der Klasse C? und ldst die Differentialgleichung

F(Vu(é),u(€), &) =0, &€V

unter der Randbedingung

u(&) =g(&), &evnl

Im Beweis kommen zweite Ableitungen von u vor. Das ist der Grund fiir die
Differenzierbarkeitsforderungen.

18.20 Beispiel (Skalare Erhaltungsgleichung). Wir haben eine Zeitvariable t, die
wir auch als x,, .7 bezeichnen. Wir setzen U = R™ x ]0,00[ und I' = 9U. Fiir ein
H € C'(R,R") betrachten wir die Differentialgleichung

u; +div(Hou) =0.

Die Divergenz wirkt nur auf die Raumvariablen. Die Differentialgleichung kann auch
geschrieben werden als
w + (H'(u), Vu) = 0.

Wir bezeichnen die Raumzeitvariablen mit y = (x,t) und die zugeho¢rigen Ablei-
tungsvariablen mit q = (p, pnt1) und setzen F(q,z,y) = pny1 + H'(z)p. Wir stellen
fiir diese quasilineare Differentialgleichung die charakteristischen Gleichungen auf

XH(s) = (HY)'(z(s)), i=1,...,m,
X" (s) =1.
Das bedeutet, dass wir s und t identifizieren konnen. Die charakteristische Gleichung
fiir z ist

z= (H'(p),p) + pni1 = 0.

Also ist z konstant und x beschreibt eine Gerade. Das bedeutet
u(x® + H'(g(x*)t, t) = g(x°).

Es ist keineswegs ausgeschlossen, dass sich zwei solche Geraden schneiden. In diesem
Fall existiert i. a. keine starke Losung in ganz U. Man beachte, dass die Randebedin-
gungen nicht-charakteristisch sind.
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14 Distributionskalkiil

Bei der Untersuchung linearer Differentialgleichungen ist es haufig niitzlich, den
Funktionsbegriff zu verallgemeinern. Eine kurze Einfilhrung, die aber immer noch
viel mehr anthalt als das, was ich mache, findet sich in dem Buch Aufbaukurs Funk-
tionalanalysis und Operatortheorie von Kaballo.

Wie immer sei K = R oder K = C.

14.1 Definition. Fiir U C R" offen setzen wir
Ce(U) ={p € C=(U) | Supp ¢ C U und Supp ¢ kompakt}.

Die Elemente von C2°(U) heiflen Testfunktionen. Haufig schreibt man D(U) fiir C2°(U)
und &£(U) fiir C°(U).

In §17 der Analysis [IT hatten wir gesehen, dass es ausreichend viele Testfunktionen
gibt.

14.2 Satz (Analysis I1I, Satz 17.4). Sei X C R™ kompakt und seien Aq,..., A, C R"
offen mit X C Ay U ---U A,,.. Dann ezistiert eine der Uberdeckung Ai,...,An
untergeordnete Zerlegung (gi,...,gm) der Eins.

Das bedeutet g; € D(A;), gi > 0 und } 7, gj(x) =1 fiir alle x € X.

14.3 Definition. Sei U C R" offen und sei (@j)jen eine Folge in D(U). Sie heifit

konvergent gegen ¢ € D(U), wenn es eine kompakte Teilmenge K C U gibt, so
a"‘q)j
ox %

Supp @; C K fiir alle j und fiir alle « € N} die Folge ( ) gleichméBig gegen 3¢
jeN

ox%

konvergiert.

Bemerkung. Man kann eine Topologie auf D(U) angeben, welche diesen Konver-
genzbegriff induziert. Diese Topologie ist nicht metrisch.

14.4 Definition. Ein lineares Funktional T: D(U) — K heift Distribution, wenn es
folgenstetig ist, wenn also gilt

Fiir jede konvergente Folge (@;)jen in D(U) mit Grenzwert ¢ gilt lim;_,, T(p;) =
T(o).

Der Raum aller Distributionen wird mit D’(U) bezeichnet. Statt T(¢) schreibt
man (T, @).
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14 Distributionskalktil

14.5 Beispiel. (a) Sei p ein lokal endliches BorelmaR, das heifit ein Borelmas, so
dass u(K) < oo fiir alle kompakten K. Dann wirkt p als Distribution

(@) = L @ dp.

(b) Ein Spezialfall hiervon ist das Dirac-Mafi &, mit (8, @) = @(x). Bei den
Physikern heifit 8 = § auch Diracsche Deltafunktion, obwohl & keine Funktion
ist.

(c) Fiir « € N§ und xo € U ist

0%
ox*

(o) = (%0)

eine Distribution.

14.6 Definition. Sei U C R" offen. Eine messbare Funktion f: U — K heift lokal
integrierbar, wenn fiir jede kompakte Teilmenge K von U gilt [, |f|dA, < oo.

Lokal integrierbare Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden,
werden identifiziert. Der Raum aller lokal integrierbaren Funktionen auf U wird mit
L] (U) bezeichnet.

14.7 Bemerkung. C(U) C L _(U).

loc

14.8 Satz. L] _(U) wird durch die folgende Vorschrift nach D’(U) eingebettet

(f,0)= | fodh,  feLL(U), ¢ €D,
u
14.9 Bemerkung. Fiir f > 0 ist Satz 14.8 ein Spezialfall von Beispiel 14.5 (a), ange-
wandt auf das Maf

uwB) = L fdu.

14.10 Satz. Ser U C R™ offen. Ein lineares Funktional T: D(U) — K st genau
dann eine Distribution, wenn fur jede kompakte Teilmenge K C U ein k € Ny und
ein C > 0 existieren, so dass [(T, @)| < C||@||x fir alle @ € D(U) mat Supp ¢ C K,
wober |@|x =sup{|32| | |a| <k, x € U},

ox&

14.11 Bemerkung. Warum ist D(Q) nicht metrisierbar? (Die Antwort stammt aus
math.stackexchange.)

Es sei (¢;); eine Folge in D(R"), so dass @;(x) = 1 fiir [x| < j and ¢j(x) =0
fiir [x| > j 4+ 1. Angenommen, es gebe eine mit der Vektorraumstruktur vertrégliche
Metrik d auf D(R"). Dann gibt es zu jedem j ein ¢; > 0, so dass d(c;@j,0) < } Also
lim;_,, d(cj@;,0) = 0, obwohl (c;@;)jen divergiert, weil es keine kompakte Menge K
gibt, so dass Supp ¢; C K fiir alle j.
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14.12 Satz. Seien U C R" offen, T € D'(U) und o € N}. Dann wird durch

(DT, ) = (1) (T, o)

eine Distribution erkldrt. Wair bezeichnen sie als partielle Ableitung von T zum
Multiindex «.

Wenn f € C*(U) und |«| < k, dann ist die a-te Ableitung der zu f gehorigen
Distribution gleich der zu f'% gehdrigen Distribution.

14.13 Beispiel. Wir leiten die Heaviside-Funktion H ab.

H(x):{1’ x > 0.

0, x<0.

Fiir jede Testfunktion ¢ gilt

—Gt@vz—L o' (x)dx = (0).

Also H' = &, im Distributionssinn.

14.14 Satz. Fir g,h € L] _(R) wird durch

loc

u(x,t) = % (glx+t)+g(x—1)) +%r_ hd)\

eine Distributionslosung der eindimensionalen Wellengleichung gegeben.

14.15 Satz. Es se1 © die Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung tm R"™,
also

1 ep(-EEY s
D(x, t) =< (4mt)n/2 P\T 4 ) ’
0, t < 0.

Dann (& — A) @ =& im Distributionssinn.

14.16 Bemerkung. Wenn L(D) ein linearer Differentialoperator mit konstanten Ko-
effizienten ist, dann bezeichnet man jede Distribution ® mit L(D)® = §, als Fun-
damentallosung.

Die Bedeutung von Fundamentallosungen skizziere ich jetzt kurz:

Fiir eine Funktion g definieren wir als § die durch §(x) = g(—x) gegebene Funktion.
Dann wird die Faltung einer Distribution mit einer stetigen Funktion mit kompaktem
Trager gegeben durch

(T*xg,0)=(T,g* ).
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14 Distributionskalktil

wobel gleich im ersten Schritt zuerst nach ein Satz iiber die Distributionsableitung
einer Faltung zu zeigen ist. Insgesamt haben wir gesehen, dass L(D)(T x g) = g, und
daher die inhomogene Differentialgleichung gelost.

Fiir f € L] _(R), g € C*(R) und ¢ € D(R) gilt

loc

<9ﬁqw==J(9fhde==J f(ge) dA; = (f, g@).
R R
Daher definieren wir:

14.17 Definition. Sei U C R" offen, sei T € D’(U) und sei g € C*(U). Dann
definieren wir die Distribution gT durch

(gl o) =(T,go).

14.18 Definition. Eine Folge (T)jen in D’(U) konvergiert genau dann gegen T €
D’(U), wenn fiir jede Testfunktion ¢ € D(U) gilt

lim (Ty, @) = (T, @) .

)—0o0

Bemerkung. Damit ist die Topologie auf D’(U) nicht komplett beschrieben (siehe
Meise und Vogt, Beispiel 24.37).

14.19 Satz. Firj € N sei T, € D'(R") die durch die L] -Funktion

I\ (¥
fi:x — (HJ exp <_T)

gegebene Distribution. Dann limj ., T; = &y in D'(R™).

14.20 Beispiel. Fir n =1, f; wie oben und H die Heaviside-Funktion gilt fiir jedes
¢ € D(R)

(fH,9) = (M, fi0) = | fiod
0
Wir setzen @H wie folgt zu einer geraden Funktion 1\ € C(R) fort

_Jelx),  x=0,
bl = {(p(—x), x < 0.
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Dann folgt aus Theorem 7.6

lim (f;H, @) = lim Joo ® <x, 1) P(x)dx = 1 lim JOO () (X, }) P(x)dx

j—o0 j—o0 Jo

also limj_,, fjH = 1.
Wir werden in den Ubungen aber folgendes zeigen

(a) Fir a;(x) = H(x —j~"/*) gilt lim;_,oc a; = H in D'(R).
(b) lim;_, (fjaj, @) = 0 fiir jedes ¢ € D(R).

Das bedeutet, dass man das Produkt der Distributionen 8, und H nicht sinnvoll
erkldren kann, denn sowohl (fjH);cy als auch (fja;)jen miissten gegen dieses Produkt
konvergieren.

Da es keine Produkte von Distributionen gibt, spielt der Distributionskalkiil bei
der Untersuchung nichtlinearer Differentialgleichungen keine Rolle.

14.21 Lemma. Sei U C R™ offen, sei g € L] _(U) mit (g, ¢) = 0 fiir alle ¢ € D(U).
Dann g =0.

14.22 Beuspiel. Fiir 0 < 8 < € und ¢ € D(R) folgt aus dem Mittelwertsatz

Je 00 = () g, < (e — 5) sup|/(x)].
6 X x€R

Daher folgt aus dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz von

J () 4y — J‘” e(x) — o(=x)
[x|>e

X . X

dx

fiir e \, 0. Wenn der Tréger von ¢ in [—R, R] liegt, so zeigt die obige Rechnung, dass

limJ LI
N0 J|x>e X

< Rsup|e’(x]].

[x|<R

Das bedeutet, dass durch

1 L ©(x)
QORI

eine Distribution gegeben wird, die man als Cauchyschen Hauptwert von J—( bezeich-
net.
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15 Sobolewraume

Wiederholung. Fiir 1 <p < oo und U C R™ messbar hatten wir definiert

LP(U) = {f: U — R messbar | |||, < oo},

1/p
Il = ( | frran.)
u

Wir hatten gezeigt, dass diese Raume Banachrdume sind, also jede Cauchy-Folge
konvergiert. Fiir 1 < p < oo hatten wir die Holdersche Ungleichung gezeigt. Dabei
ist q so zu wéhlen, dass Il) + % = 1. Dann gilt fiir f € LP(U) und g € L9(U)

wobei

Itglly < lIfllpllgllq-

15.1 Lemma. Sei U C R™ offen und 1 < p < oco. Dann gilt [P(U) C L] _(U).
Insbesondere sind alle LP-Funktionen fir 1 <p < co Distributionen.

15.2 Definition. Sei U C R™ offen, sei « € N} und seien u,v € L] _(U). Man sagt, v
sei die schwache Ableitung von u zum Multiindex «, wenn fiir jedes @ € D(U) gilt

J we™da, = (=1 Jv @ dA,.
u

Man schreibt dann v = D*u.

Bemerkung. v € L],_(U) ist also genau dann die schwache Ableitung von u € L] (U),

wenn die durch v gegebene Distribution gleich der Ableitung der durch u gegebenen
Distribution ist.

15.3 Definition. Sei U C R" offen, sei k € Ny und sei 1 < p < oo. Der Sobolewraum
WH*P(U) besteht aus allen u € LP(U), deren samtliche Ableitungen D*u mit o < k
im schwachen Sinne existieren und in [P(U) liegen.

Der Raum W*?(U) wird auch mit H*(U) bezeichnet.

1

loc

15.4 Bemerkung. (a) Um zu zeigen, dass eine L] _-Funktion in W'? liegt, miissen
zwel Dinge iiberpriift werden:

1

loc

(i) Die distributionellen ersten Ableitungen miissen durch L, -Funktionen ge-

geben sein
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(ii) Diese Funktionen miissen im LP liegen.

(b) Ein notwendiges Kriterium ist folgendes: Wenn f € W'P(U) und V C U offen,
dann fly € WHP(V).

Das ist niitzlich, weil es sein kann, dass die distributionelle Ableitung von fy
durch eine L] -Funktion gegeben ist, die distributionelle Ableitung auf ganz U
aber nicht.

(c) Eine Funktion f € W'P(U) liegt genau dann in W?P(U), wenn alle ersten
distributionellen Ableitungen in W'P(U) liegen.
15.5 Beispiel. Die Funktion f(x) = |x| liegt fiir jedes p in W'P(]—1,1[), aber nicht
in W2P(]—1,1]).

Beweis. Sei ¢ € D(]—1,1]). Dann

1 1

0
—(f, @) = _J1 x|’ (x)dx = +J] x@'(x)dx — L x@'(x)dx
1

0
:iL¢WM”ﬁLMwM:%H_H@%

wobei H die Heavisidefunktion ist und H(x) = H(—x). Wegen
1
J |—H(—x) + H(x)|Pdx =2
-1

gilt —H +H € LP[—1,1] mit ||-H + H|, = V2.

Die Distributionsableitung von —H + H ist 25,. Angenommen, 8, sei die zur L] -
Funktion g gehorige Distribution. Fiir alle ¢ € D(]—1,0[) und alle @ € D(]0,1])
gelten (§y, @) = 0. Wiirde §, durch eine | -Funktion dargestellt, so miisste diese auf
1—1,0[U]0, 1] verschwinden, ware also die Nullfunktion. O

15.6 Definition. Fiir 1 < p < co wird W*P(U) versehen mit der Norm

1/p
Il = (Z HD"‘uHE) .

<k

Das bedeutet, dass ||ul|x, die {P-Norm des Tupels (|[D*w||,)| <k ist.
H¥*(U) wird versehen mit dem Skalarprodukt

(u, V)Hk(u) = Z (D“u,D“V)LZ(u).
o<k

15.7 Lemma. Eine Folge (u;)jen in WSP(U) konvergiert genau dann gegen u €
WEP(U), wenn fir jedes « mit || < k die Folge (D*u;)jen in LP(U) gegen D*u
konvergiert. Sie ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn fir jedes o mit |of < k
die Folge (D*uj)ien eine Cauchyfolge in LP(U) ust.
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15 Sobolewrdume

15.8 Satz. Set U C R™ offen. Fiir jedes k € Ny und jedes p € [1, 00[ ist W*P(U)
ein Banachraum und H*(U) ein Hilbertraum.

15.9 Beispiel. Fiir welche B > 0 ist u(x) = |[x|™® in W'P(B;(0))?
Fiir x € B;(0) \ {0} existieren alle Ableitungen im klassischen Sinne, ndmlich

Bxi
LLXi(X‘) = _|X|B+2'

Notwendig fiir u € W' ist daher

flir i =1,...,n. Beachte

n p/2 p/2 =
Ix|P = (Z Xf) < (n max xf) = nP/? max [x;|P < nP/? Z]xi]p.
— 1<i<n —

Daher folgt

x|P 1
00 > J |([5|+2) dA, = J Ix|"(B+IPAA, = J J rBHPdo dr
By (0) [X[(FT2IP B, (0) 0 JaB,(0)

1
= noc(n)J = BEP gy,
0
Dieses Integral ist genau dann endlich, wenn n > (3 + 1)p.

Wir zeigen nun, dass unter dieser Voraussetzung die schwache Ableitung 37‘* in
der Tat durch —Bx;|x| P2 gegeben wird. Dass diese Funktion in LP(B;(0)) liegt,
haben wir soeben gezeigt. Wir wenden dazu fiir ein beliebiges ¢ € D(B;(0)) den
Divergenzsatz auf das Vektorfeld F = u@e; an. Auflerhalb des Ursprungs gilt

2
@+ [x| P

divF:au(p—l—ua(p—— Bx: .
aXi

x4 i |x|PT2

Daher besagt der Divergenzsatz fiir € > 0

uxi(Pd)\n = _J

u@y, dA, — J uev; do,
B1(0)\Be(0)

JB] (0)\36(0) aBe(O)

wobel v; die i-te Komponente der dufleren Normale ist, also v; = ”’;i”. Wir betrachten
die Grenzwerte fiir € — 0 eingzeln.

€

J [y @[dAy < C]J J r P ldodr = Cmoc(n)J P2y
B¢ (0) 0 JoaB.(0) 0

o C] TLOC(TL) enfﬁq

R - — 0,
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denn aus n > (3 + 1)p folgt n > B + 1. AuBerdem
J @y, [dA, < Czj x| PdA, — 0.
B (0) B.(0)

Schliefllich

J lupvi|do < CZJ e Pdo = Cona(n)e™'F = 0.
0B¢(0) 3B (0)

Damit haben wir alles zusammen, was wir brauchen, um zu zeigen, dass der Gradient
tatsachlich die schwache Ableitung ist, obwohl er nur in B;(0) \ {0} definiert ist:

— u(pi:—limj u(pizlimJ ui(p—l—limj UPv;

Ll(oy . N0 JgyonBeo) e B 00Be©) N0 JaB.(0) '
- ux-l(p'

JB](O)

15.10 Satz. Ser U C R™ offen und beschrdnkt, sei 1 < p < oo, ser k € Ny, set
u € WhP(U) und sei @ € C°(U). Dann eu € W*P(U) und fiir alle « mit |«| < k

gult
D*(pu) = Z <g) DF D* P

<o

Fiir unbeschréanktes U C R™ gilt der Satz, falls ¢ € D(U) gefordert wird.

15.11 Lemma. Es ser 1 <p < oo und es sei f € LP(R"). Dann existiert zu jedem
€ >0 ein ¢ € C(R™) mit kompaktem Trdger, so dass ||[f — @[, < €.

15.12 Bezeichnung. Es sei x € D(B;(0)) eine beliebige Funktion mit 0 < x und
131(0)Xd7‘n =1, zB.

Cexp(w;_» , x|l <1,
0, x| > 1.

x(x) =

Fiir e > 0 setzen wir
1 /x
Xe(x) = —nx(—> -
€ €
Dann ist x. € D(B.(0)) und es gilt fge(o) XedA, = 1. Die Funktionen x. bezeichnet
man als Gldttungsfunktionen (engl. mollifier).
Wir zitieren Satz 12.8 aus der Analysis III im WS 2021/22.

15.13 Satz. Sei k € Ny oder k = oo, sei f € L'(R™) und sei g € CX(R"). Dann
fxge CYR™) und es gilt fir « € N} mit || <k

Jox] [ex]
0 (f*g):f*(a g>-
oy« oy«
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15 Sobolewrdume

15.14 Lemma. Es ser U C R" offen und beschrankt und es set uw € C(R") maut
Trager in U. Fur € > 0 setzen wir u® = X *Ww. Dann lim.\ o u® =u gleichmadfig.

15.15 Lemma. Es se1 U C R™ offen, es set k € Ny, es set 1 < p < oo und es set
u € WrhP(U). Wir setzen

_ u(x), xeu,
0, x ¢ U,

und fir jedes € > 0 setzen wir u¢ = X *w. Dann u® € C>*(U) und fir jedes x € U
und jedes « mit || < k gilt fiir alle € mat By.(x) C U

D*u(x) = (D*u)® (x).

Bewets. Zu beliebigem x € U sei €y > 0 so gewahlt, dass B,.,(x) C U. Fiir € < ¢
und y € B.(x) gilt u¢(y) = xc * v, wobei

LL(Z), VS BZe(x))
v(z) =
0, sonst.

Aus der Holderschen Ungleichung folgt v € L'(R™) und daher folgt der erste Teil der
Behauptung aus Satz 15.13. Aus diesem Satz erhalten wir ferner die Vertauschbarkeit
von Ableitung und Faltung und daher fiir € mit By.(x) Cc U

D%uf(x) = (D*Xe) * v(x)

| Do —umtiaraiy

(1) L Dy (x — y)u(y) dA(y)

uxe(x —y)D%u(y)dAn(y)
= (D*u)® (x). O
15.16 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 15.15 gilt
[l < [l
fir alle € > 0.

15.17 Satz. Es ser U C R™ offen, es set k € Ny, es se1 1 < p < co und es set
u € WroP(U). Ferner sei V. C U eine beschrinkte, offene Menge mit V C U.
Dann

1. € — . k,p .

lim lv=uly n WP(V)
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15.18 Theorem. Se:r U C R™ offen und beschrdinkt, setk € Ny und sez 1 < p < oo.
Zu jedem u € WoP(U) gibt es eine Folge (Um)men n WHP(U) N C>®(U), die in
WP (U) gegen u konvergiert.

15.19 Theorem. Es sei U C R™ offen und beschrdnkt mit C'-Rand. Ferner seien
k € Ny und 1 < p < co. Dann ezistiert zu jedem u € W*P(U) eine Folge (u;)ien
in C=(U), welche in W*P(U) gegen u konvergiert.

Fiir den Beweis benotigen wir zuerst das folgende Resultat.

15.20 Lemma. Sei U C R" eine Menge mit C'-Rand und sei xo € 0U ein Punkt,
an dem fir die dufere Normale v die Ungleichung (v,e,) < 0 gilt. Dann gibt es
T,A €0 >0, so dass

V0 < e < eVx € UN B, 2(x0) : Be(x®) C UN By(xo),
wobet x¢ := X + Aee,.

Bemerkung. Der Satz gilt auch noch, wenn der Rand nur stetig ist. Zitate findet
man in Grisvard, Elliptic Problems in Nonsmotth Domains, Abschnitt 1.4.2. Der
Satz gilt also auch fiir Polytope.

15.21 Satz (Formel des Faa di Bruno). Die Bell-Polynome sind definiert als

1 m!

Bm,k(x1>°°')xmfk+l) = g Z mxil T X
j1tHk=m

ji>1
Es seien 1,] zwetr Intervalle, ferner f € C™(I) und g € C™(]) mat f(I) C J. Dann

gult

d™(gof)

dtm

(0= 3 g (R Bl (1), (1) .., £ (1),
k=1

Einen Beweis findet man im Amer. Math. Monthly 109 (2002), 217-234.

15.22 Korollar. Seien U,V C R" offen und beschrdnkt. Es gebe offene Ober-
mengen U; O U und V; O V sowie einen CX-Diffeomorphismus ®: U — V, so

dass ® Einschrdinkung einer Abbildung in C*(U;) und ®~' Einschriankung einer
Abbildung in C*(V;) ist. Dann wird durch

ur—uo®

ein Isomorphismus zwischen W*P(V) und W*P(U) gegeben.

Den folgenden Spursatz und seine Folgerungen findet man in §5.5 des Buchs von
Evans.
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15 Sobolewrdume

15.23 Theorem (Spursatz (engl.: trace theorem)). Es sei 1 < p < oo und es sei
G C R"™ offen und beschrinkt mit C'-Rand. Dann existieren C > 0 und ein
stetiger linearer Operator

T: W'P(G) — LP(9G),
so dass

Tu = ulyg falls u € C'(G),
[Tulltre) < Clluflwive) falls w € W'P(G).

15.24 Definition. Man bezeichnet Tu als Spur von u auf dem Rand.

15.25 Bemerkung. Man kann Sobolewraume auch fur nicht-ganze Exponenten er-
klaren. In Taylor, Partial Differential Equations I, wird das fiir p = 2 gemacht.
Dort wird als Proposition 4.4.5 gezeigt, dass der Spuroperator stetig von H*(U) nach
H~"/2(3U) abbildet, falls s > } und der Rand von U geniigend regulér ist.

Mittels Iteration nach der Dimension sieht man, dass fiir s > 5 und u € H*(G),
G C R" offen und x € G der Funktionswert u(x) definiert ist. Es gilt sogar der
folgende Satz.

15.26 Theorem (Sobolev-Lemma, Taylor, Proposition 4.4.3). Es sez U C R™ offen,
es setx € U und es set s > 5. Dann besitzt jedes Element u € H*(U) einen in u
stetigen Reprdsentanten.

15.27 Beispiel. In Beispiel 15.9 hatten wir gesehen, dass die Funktion |x|~? genau
dann in W' (B;(0)) ist, wenn n > ( + 1)p. Wenn nun 1 < %, so existiert 3 > 0, so
dass n > (B + 1)p. Das bedeutet, dass W'P(B;(0)) fiir 1 < % unstetige Funktionen
enthalt.

15.28 Theorem (Divergenzsatz). Ser U C R™ eine beschrinkte offene Menge mat
C'-Rand, sei 1 <p < 0.

(a) Es sei uwe W' (U). Dann gilt firj=1,...,n

0
J —ud?\n = J uvjdo,
u ou

wobet v; die j-te Komponente der dufleren Einheitsnormalen ist.

(b) Es set u € WP (U,R"), d.h. die Komponenten von u seien in WHP(U).
Dann gilt

J divudA, = J (u,v)do.
u ou

Entsprechend bekommt man dann die Greenschen Formeln fiir Funktionen in W2?.
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15.29 Theorem. Sei U C R™ eine beschrinkte offene Menge mit C'-Rand und
sei 1 <p < oco. Seien f,g € W?P(U) und h € W'"P(U). Dann
(a)

J hAgdA, = —J (Vh,Vg) dAn+J h(Vg,v) do.
u u ou

(b)

j (fAg — g Af)dA, :j (£(Vg,v) — g (V£,)) do.
u ou

15.30 Definition. Mit W (U) wird der Abschluss von D(U) in W*P(U) bezeichnet.
Statt W}?(U) schreibt man auch H§(U).

15.81 Beispiel. (a) WoP(U) = WOP(U) = LP(UL).

(b) WRP(R™) = WP (R™).

Den Beweis des folgenden Satzes findet man ebenfalls in Abschnitt 5.5 des Buchs
von Evans.

15.32 Theorem. Sei U C R™ eine beschrinkte offene Menge mit C'-Rand und
set
T: WP(U) — LP(0U)

der Spuroperator. Dann gult
WP (U) =ker T.

15.33 Beispiel. Es sei U C R™ eine beschrinkte offene Menge mit C'-Rand. Dann
WP (U) # WP (U).
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16 Energiemethoden

16.1 Bezeichnung. Sei U C R" offen und beschrinkt und sei f € H'(U). Die Abbil-
dung

1
LH(W =R, I(w)= J (zvayz —wf) dA,
u
bezeichnet man als Energiefunktional.

16.2 Lemma. Set 1 < p < oo und set U C R" eine beschrdankte offene Menge
mit C'-Rand, set u € W»P(U) und set w € W'P(U). Ferner sei Vu =0 in oU
oder w =0 in oU. Dann

_ Ju(Au)w dA, = Ju (Vu, Vw) dA,,.

16.3 Satz. Sei 1 < p < oo und set u € WHP(U) mit ulyy = 0 oder Vuloy = 0.
Ferner gebe es ean A € R mit Au=Au. Dann A < 0.

16.4 Theorem (Dirichletsches Prinzip). Set 1 < p < oo und set U C R" eine
beschrinkte offene Menge mit C'-Rand. Sei f € 1P(U), sei g € C(0U) und set
A={weW?P(U)|w=g in dU}. Dann ist u € A genau dann die Lisung von

—Au =" mn U
u=g mn ou

wenn
I[(u) = min{I(w) |w € A}.

Bemerkung. Das Dirichletsche Prinzip liefert keinen Existenzbeweis, weil A nicht
kompakt ist. Noch nicht einmal die Einheitskugel in W»P(U) ist kompakt.

Die Eindeutigkeit der Losung der Warmeleitungsgleichung hatten wir schon mit
dem Maximumprinzip gezeigt. Wir machen es noch einmal mit einer Energiemethode.

16.5 Bezeichnung. Sei U C R" eine beschriankte offene Menge mit C'-Rand und sei
T> 0. Wir setzen Uy = U x (0, T] und I't = Uy \ Uy, also It = {(x,t) € Uy | t # T}

16.6 Theorem. Seien f € C(Uy) und g € C(I't). Dann besitzt das gemischte
Anfangs- und Randwertproblem

w—Au="f n Ut
u=g wn It

héchstens eine Lésung in C*(Uy).
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Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Losung der Riickwartsdiffusionsgleichung.

16.7 Satz. Sei U C R" eine beschrinkte offene Menge mit C'-Rand, ser T > 0,
f € C(Uy) und sei g € C(I7). Dann gibt es héchstens eine Lisung u € C*(Uy)
des kombinierten Anfangs- und Randwertproblems fiir die Ruckwdrtsdiffusions-
gleichung

wu+Au="f n Ur

u=g wn I

16.8 Satz. Zu jedem T > 0 gibt es g € C(U) mit glou = 0, so dass das Anfangs-
und Randwertproblem

u +Au=0 i Ug
u=g n U x {0}
u=20 wn oU x (0,T)

keine Losung u € C2(Uy) besitzt.
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17 Die Euler-Lagrange Gleichung

17.1 Definition. Es sei U C R™ offen und beschrinkt mit C'-Rand. Eine Lagrange-
Funktion ist eine C'-Funktion L: R™ x R x U — R. Die Variablen in R™ x R x U
werden mit (piy...,Pny2,X1y--.,Xn) = (P, 2,x) bezeichnet.

Das Funktional

I(w) zj L (Wi, (), -+« Wi (%), WO, X1 o« X0} A ()
u
= J L(Vw(x), w(x),x)dAn(x)
u

bezeichnet man als Energiefunktional.

Beispiel. Im Beispiel 16.1 war L(p,z,x) = 3|p|* — zf(x).
17.2 Bemerkung. Fir g €¢ W'P(0U) sei

A={weW?(U)|w=gindU}.

Es gebe ein u € A mit I(u) = min{I(w) | w € A}. Fixiere ¢ € D(U). Dann besitzt
die Funktion
h(t) = I(u+TtE)

ein Minimum in T = 0. Thre Ableitung ist

h'(t) = J Z L, (Vu+1tVe,u+1e,x)@y + L(Vu+tVe,u+ 10,x) @ dA,(x).

U

Also N
0= J Z Lo (Vu,u, x) @y, + L(Vu,u, x) @ dA,(x).
Ui
Wir wenden den Divergenzsatz 15.28 an auf das Vektorfeld F = L, (Vu,u,x)@e;.
Da ¢ kompakten Trager in U hat, folgt

n

J Z (I—pi(vu) LL,X))X_I @dA, + J Z I—pi(vu> U>X)(Pxi dA, =0
u i=1

i=1 u

und daher

n

0= Ju (— Z(Lpi(Vu, u,x))Xi + L, (Vu, u,x)> @ dAL(x).

i=1
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Da dies fiir alle ¢ € D(U) gilt, folgt die Fuler-Lagrange Gleichung

— Z(Lpi(Vu, u,x))Xi +L(Vu,u,x) =0 in U. (17.1)

i=1

17.8 Beispiel. (a) Sei U C R™ offen mit glattem Rand, sei f € C(U). Setze

()

1
L(P, z,x) = §|p|2 — zf.

wie in Beispiel 16.1. Dann L, = ag- 2(pt+---+pi) = p; und daher

(Lo (Vuyu, x) )y, = (Ux )xg = Uns-
Ferner L,(p, z,x) = —f. Die Euler-Lagrange Gleichung lautet also
—Au—f=0.
Das ist die Poisson-Gleichung.

Sei U ein beschranktes Intervall, sei f € C(R) und sei F eine Stammfunktion
von f. Wir setzen

1
L(p,z,x) = z!p\z —F(z).

Dann (L, (Vu,u,x))x, = Uy wie oben und L,(p,z,x) = —f(z). Die Euler-
Lagrange Gleichung lautet

—Au—f(u) =0.
Das ist eine nichtlineare Poisson-Gleichung.
Sei nun

L(p,Z,X) =V T+ |p|2

Pi
L, = ——.
TP

Die Euler-Lagrange Gleichung ist dann

Dann ist

div | — ) =0
Vv 1+ [Vul?
Das ist die Minimalfidchengleichung. Bei der linken Seite handelt es sich um
die mittlere Kriimmung des Graphen von .
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18 Existenz eines Minimierers

Dieses Kapitel orientiert sich an Abschnitt 8.2 des Buchs von Evans. Dort findet man
auch die Beweise.

18.1 Lemma. Fir ewin q mit 1 < q < oo erfille die Lagrange-Funktion L die
Abschdtzung

Ju >0, >0Vp eRYze R, x € U: L(p,z,x) > ofp|? — B. (18.1)
Dann gibt es & > 0, so dass mit vy = PA.(U) gult
1w) > 8Ty — V- (18.2)

Die Abschdtzung (18.2) bezeichnet man als Koerzivitdtsbedingung. Wir werden
sehen, dass die Koerzivitdtsbedingung sicherstellt, dass jede Folge (wj);, fiir die I(wj)
gegen das Infimum konvergiert, beschrankt ist.

18.2 Bemerkung. Wir hatten die folgenden Lagrange-Funktionen betrachtet:
(a) L= 1|p|* — zf. Sie ist offenbar koerziv, q = 2.
(b) L= 1|p|*— F(z). Sie ist offenbar koerziv, q = 2.

(c) L=+/1+ |p|*. Ebenfalls koerziv, q = 1 (was fiir die weiteren Schliisse allerdings
nicht ausreichen wird).

18.3 Definition. Es sei (E, ||-||) ein Banachraum. Sei Dualraum E’ besteht aus allen
stetigen, linearen Abbildungen y: E — K. Die Norm auf E’ ist die Operatornorm

HUH :Sup{|<y>x>’ | x € E, ”X” =1}.

18.4 Beusptel. Fiir 1 < p < oo ist der Dualraum des LP(U) der L9(U) fiir :—)—F% =1.
Das wird in der Funktionalanalysis gezeigt. Fiir den x € {7 und y = (y;)jen € €9 gilt
(Tx) = ¥ ;.

In der Funktionalanalysis werden wir sehen, dass jeder Banachraum E in natiirlicher
Weise Unterraum des Dualraums seines Dualraums ist. Wenn diese Einbettung sogar
surjektiv ist, ist E reflexiv. Wir werden zeigen, dass Hilbertraume reflexiv sind. Wenn
wir fiir p > 1 zeigen, dass L9(U) der Dualraum des LP(U) ist, werden wir dabei auch
die Reflexivitat des LP(U) zeigen. Der L'(U) ist dagegen nicht reflexiv.

Man zeigt ferner, dass fiir ¢ > 1 die Sobolewraume W*4(U) ebenfalls reflexiv sind.
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18.5 Definition. Es sei E ein Banachraum. Eine Folge (u;)jey in E konvergiert
schwach gegen u € E, wenn lim;_, (y,u;) = (y,u) fiir alley € E'.

18.6 Beispiel. (ej)jen ist eine schwache Nullfolge in (P, obwohl | e||, =1 fiir alle j.

Der folgende Satz von Hilbert (fiir Hilbertrdume) und Banach (fiir Banachrédume)
wird in der Funktionalanalysis gezeigt

18.7 Theorem. In einem reflexiven Raum besitzt jede beschrdankte Folge eine
schwach konvergente Teilfolge.

Der nachste Satz ist eine Folgerung aus dem Prinzip von der gleichmafiigen Be-
schrankheit, welches ebenfalls in der Funktionalanalysis gezeigt wird.

18.8 Satz. Jede schwach konvergente Folge in einem Banachraum st beschrankt
in der Normtopologie.

18.9 Satz (Satz von Mazur). Ser E ein normierter Raum, set A C E konvez
und abgeschlossen und set (u;)jen eine Folge in A, die schwach gegen u € E
konvergiert. Dann u € A.

Das bedeutet, dass jede konvexe, abgeschlossene Menge schwach abgeschlossen ist.
Beispiel 18.6 zeigt, dass es abgeschlossene Mengen gibt, die nicht schwach abgeschlos-
sen sind.

18.10 Bezeichnung. (a) Im folgenden sei U C R" offen und beschrankt mit C'-
Rand und es sei 1 < q < oco. Bei Resultaten, die keine Theoreme sind, wird
diese Voraussetzung nicht wiederholt.

(b) Es sei g € L9(0U) und es sei T: Wh4(U) — L9(U) die Spurabbildung. Wir
bezeichnen die Elemente von

A={ueWwhi (U | T(u) =g}
als zuldssige Funktionen.

18.11 Theorem (Poincaré-Ungleichung, Evans 5.8.1). Set U C R™ ewn beschrdinktes
Gebiet mit C'-Rand und sei 1 < p < oo. Dann gibt es C > 0, so dass fiir alle
ue WP (U) gilt

Wl < ClIVUleew)-

18.12 Satz. Se: I das Energiefunktional zu einer Lagrange-Funktion L, welche
die Koerzwvititsbedingung zu q € ]1,00[ erfillt. Dann existiert eine schwach
konvergente Folge (W )wen tn A, so dass der schwache Limes in A liegt und
limy o I(wy) = inf{I(w) | w € A}.
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18 Existenz eines Minimierers

Bemerkung. Es gibt keinen Grund zu der Annahme, dass I schwach stetig ist. Daher
ist nicht klar, dass der schwache Grenzwert ein Minimierer ist.

18.13 Definition. Eine Funktion I: E — (—o0, 00] auf einem normierten Raum E
ist schwach unterhalb folgenstetig, wenn fiir jede schwach konvergente Folge (11;)jen
mit schwachem Grenzwert u gilt

[(u) < liminf I(w).

k—o0
Den folgenden Satz zeigen wir ebenfalls in der Funktionalanalysis.

18.14 Theorem (Satz von Rellich, Evans 5.7). Sei U C R™ beschrinkt mit C'-
Rand und se1 1 < p < co. Jede beschrinkte Folge in W'P(U) besitzt eine in
LP(U) konvergente Teilfolge.

18.15 Theorem (Satz von Egorow). Sei (u;)jeny etne schwach konvergente Folge
in WH(U). Dann ezistiert eine Teilfolge (wj, )xen, S0 dass zu jedem € > 0 eine
messbare Teilmenge E. C U mit A, (U \ E.) < € existiert, fiir welche die Folge
der Einschrankungen (ujk‘Ee)kEN gleichmdfig auf E. konvergiert.

18.16 Lemma. Sei U C R™ offen und konvez, und sei f € C2(U) konvex. Dann
qilt firy,ze U
fly) > f(z) + (Vf(z),y — 2).

18.17 Satz. Es seir L eine von unten beschrankte Lagrange-Funktion, so dass
fiir alle Wahlen von z € R und x € U die Funktion p — L(p,z,x) konvez ist.
Dann ist das zugehorige Energiefunktional 1 schwach unterhalb folgenstetig.

18.18 Theorem. Se: L eine Lagrange-Funktion, welche die Koerzivitdtsbedingung
(18.2) erfillt und konvez in den p-Variablen ist. Die Menge A der zuldssigen
Funktionen seir nicht leer. Dann gibt es mindestens eine Funktion u € A mat
I[(u) = min{I(w) |w € A}.

Man bezeichnet u als Minimierer des Lagrange-Funktionals.

Man kann zeigen (Evans, Theorem 3 in §8.3)
18.19 Theorem. Wenn die Lagrange-Funktion nicht von z abhangt und die
folgende, gleichmadfiige Konvexitatsbedingung erfillt
36 > 0Vp e RN EERY x € Ut Y Lo (pyX)EE > 0][E]7,
i,j=1

dann gibt es hochstens einen Minimaerer.
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19 Regularitat von Minimierern

Dieses Kapitel orientiert sich an den Abschnitten 8.2.3 und 8.3 des Buchs von Evans.
Dort findet man auch die Beweise.

Da Minimierer blofl in W"9(U) zu liegen brauchen, ist nicht klar, ob und in welchem
Sinn sie die Euler-Lagrange Gleichung 1osen.
Wir verwenden dieselben Bezeichnungen und Annahmen wie im vorigen Kapitel.

19.1 Bemerkung. Fiir dieses Kapitel setzen wir voraus, dass es C > 0 gibt, so dass
fir allep € R", z€ R und x € U gilt

IL(p,z,x)| < C(|p|® + |2]* + 1),
IVpLp, 2, %) < ClIpl " + [z + 1), (19.1)
L:(p,2,x)] < C(Ip[*™" + [21%7" +1).

Falls es einen Minimierer u € C?(U) gibt, hatten wir in Bemerkung 17.2 gesehen,
dass fiir jedes ¢ € D(U) gilt

0= J <Z L, (Vu,u,x) @y, + L(Vu, u,x)(p) dAn (x).
U\

Da u € WhH(U), ist fiir jedes i die Funktion L, (Vu(x),u(x),x) in L9 (U), wobei
q' = q—"i—1; das folgt, wenn man (19.1) wie folgt hinschreibt

[VpL(p,z,x)| < Cmax(|p[*", 2|7, 1).

Dasselbe gilt fiir [,. Seinun v € Wg)’q(U). Dann existiert eine Folge (j)jen in D(U),
die in Wh4(U) gegen v konvergiert. Aus der Holderschen Ungleichung folgt

J (Z Ly, (Vu,u, x)vy, + L (Vu, u,x)v) dA, (%)
Ui

| (Z Ly, (Vi 1, X) (v, — (7)) + LoVt 1, ) (v — cp)> A ()
i=1

n
Ip (Vs %) |y Vi = (@5) ltay + L (Vi w x) |y v = @jllea

i1

—0, j— oo

Das bedeutet, dass die linke Seite verschwindet.
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19 Regularitdt von Minimierern

19.2 Definition. Eine Funktion u € WH4(U) ist eine schwache Lisung des Rand-
wertproblems

— Z (Lp, (Vu, u,x))xi + L (Vu,u,x) =0 inU
i=1

u=g in U

wenn u € A und

0= J (Z Ly (Vu,u, x)vy, + L(Vu,u, x)v) dA.(x)
u

i=1
fiir alle v.e Wy9(U).

19.3 Lemma (Youngsche Ungleichung). Fir a,b > 0 und p,q > 1 mat % +% =1
gult
e @D
P q
19.4 Theorem. Die Lagrange-Funktion L erfille die Ungleichungen (19.1) und
fiir u e A gelte I(u) = min{I(w) | w € A}. Dann st u eine schwache Losung des

Randwertproblems 19.2.

In Bemerkung 17.2 hatten wir eine schwachere Version dieses Satzes behandelt,
bei der u € W24(U) vorausgesetzt ist. Der Beweis ist dhnlich, man muss aber bei
der Ableitung unter dem Integral besser achtb geben.

Unter Zusatzvoraussetzungen gilt auch die Umkehrung

19.5 Satz. Fiir jedes x € U sei die Abbildung R™' — R, (p,z) — L(p,z,x) konvez.
Dann gilt fiir jede schwache Losung u des Randwertproblems 19.2

I(u) = min{I(w) | w € A}

19.6 Bezeichnung. Sei U C R" offen, sei V C R™ beschrankt mit V c U. Fiir
0 < |h| < dist(V,oU), x € V, k = 1,...,n und u € L9U) definieren wir den
Differenzenquotienten als

Dlu(x) = }ll(u(x + hey) —u(x)).

19.7 Lemma (Partielle Integration fiir Differenzenquotienten). Set u € L9(U) und
ser @ € D(V). Dann gilt fiir hinreichend kleine h £ 0

J uDle dA, = —J @ D "wdA,..
u u
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19.8 Satz. Sei 1 < q < oo und u € WH(U). Dann gilt fiir jede beschrdnkte,
offene Menge V mit V C U und fiir alle Wahlen k = 1,...,n und 0 < |h| <
1 dist(V, oU)

IDRulearv) < fwllLaq-

19.9 Satz. Sei 1 < q < oo, sei U C R" offen, sei V C R" beschrdnkt mit V C U
und set uw € LI(U). Es gebe eine Konstante C > 0, so dass

IDRwfapy) < €
fur allek=1,...,.nund 0 < |h| < %dist(\/, oU). Dann uc WhHi(V),

19.10 Bezeichnung. Mit HZ (U) bezeichnen wir die Menge aller messbaren Abbil-

loc

dungen f: U — R, so dass fiir alle beschriankten, offenen Mengen V mit V C U die
Einschrinkung f|y in H*(V) liegt.

19.11 Lemma. F%r a,b,e >0
1
ab < ea? + —b?.
4e

19.12 Theorem. Die Lagrange-Funktion L habe die Gestalt L(p,z,x) = t(p) —
zf(x), wobei f € L>(U) und L fiir ein C > 0 die folgenden Ungleichungen erfiillt

IVoL(p)| < C(1+|p|) fir allep € R"

<C fur allep e R", i,j=1,...,n,

|LP1»P]

CY Loy (pla > | fiir alle p, & € R,

i,j=1

(19.2)

Ist nun u € H'(U) eine schwache Lésung des Randwertproblems 19.2, so gilt
u € HE, (U).

Bemerkung. Die dritte Ungleichung von (19.2) ist die starke Konvezititsbedingung.
Ihretwegen konnen wir das Ergebnis nur im Hilbertraumfall zeigen.
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