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Zusammenfassung

Im Gegensatz zur traditionellen Lebensversi
herung ist in der privaten

Krankenversi
herung die Mindestverzinsung der Sparbeiträge ni
ht über

die gesamte Vertragslaufzeit garantiert, sondern kann bei einer Beitrags-

anpassung geändert werden, wenn abzusehen ist, dass das Versi
herungs-

unternehmen die garantierte Höhe mittelfristig ni
ht mehr erzielen kann.

Dies reduziert das Zinsrisiko eines Krankenversi
herers deutli
h. Aller-

dings darf eine Beitragsanpassung nur statt�nden, wenn der Auslösende

Faktor angesprungen ist, d.h. wenn die für das nä
hste Jahr erwarteten

S
häden die eingepreisten, kalkulatoris
hen S
häden deutli
h übersteigen.

Dadur
h verbleibt ein Zinsrisiko bei geringer medizinis
her In�ation. Um

die Dauer zwis
hen zwei Beitragsanpassungen abs
hätzen zu können, wer-

den hier die Anpassungshäu�gkeiten in Abhängigkeit von der medizini-

s
hen In�ation bere
hnet. Dabei werden insbesondere die Zufallss
hwan-

kungen in den S
häden berü
ksi
htigt, die dur
h die übli
herweise verwen-

dete numeris
h instabile Extrapolation das Ergebnis stark beein�ussen.

Die substitutive Krankenversi
herung ist in Deuts
hland auf Lebenszeit aus-

gelegt. Änderten si
h die Re
hnungsgrundlagen ni
ht, würde ein Versi
herter

lebenslang die glei
he Prämie zahlen. Seine höheren Krankheitskosten im Alter

werden dur
h einen Sparprozess in den jüngeren Jahren �nanziert.

Der Gesetzgeber hat verfügt, dass für die erwarteten S
häden nur die In-

�ation des nä
hsten Jahres in die Prämien eingepreist werden soll. Dies führt

dazu, dass na
h einigen Jahren die Prämien ni
ht mehr ausrei
hend sind. Des-

halb sind die Versi
herungsunternehmen verp�i
htet, die erwarteten S
häden

jährli
h na
h folgenden Verfahren zu überprüfen:

Im Frühling eines Jahres werden auf Basis der S
hadenerfahrung der letzten

drei Jahre die S
häden für das folgende Jahr ges
hätzt und dur
h den kalkula-

toris
hen S
haden geteilt. Dies ist der Auslösende Faktor. Wei
ht er um mehr

als 10% von 100% ab, so muss na
h den Vors
hriften des VAG �12b der Tarif

angepasst werden, falls die Veränderung ni
ht als kurzfristig angesehen werden

kann. Meist sehen die AVB der Tarife vor, dass eine Betragsanpassung s
hon

bei einer Abwei
hungen von 5% mögli
h ist.

Darüber hinaus gibt es no
h eine Beitragsanpassung wegen Sterbli
hkeits-

verbesserung. Von Bedeutung ist die in der Praxis nur für P�egetarife wegen des
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steilen Pro�ls und für Tagegelder, die als Summenversi
herung keiner In�ation

unterliegen.

Bei einer Beitragsanpassung werden alle Re
hnungsgrundlagen des Tarifes

aktualisiert: die erwarteten S
häden, Kosten, Storno� und Sterbewahrs
heinli
h-

keiten sowie der Re
hnungszins. Im augenbli
kli
hen Tiefzinsumfeld bei norma-

ler In�ation bewirkt die Mögli
hkeit der Absenkung des Re
hnungszinses eine

deutli
he Reduktion des Kapitalmarktrisikos einer Krankenversi
herung gegen-

über einer Lebensversi
herung, die den Re
hnungszins über die gesamte Ver-

tragslaufzeit garantiert. Normalweise ist jedo
h die In�ationsrate an die Kapital-

marktzinsen gekoppelt. Man erwartet daher, dass bei tiefen Kapitalmarktzinsen

Beitragsanpassungen seltener statt�nden. Dies bedeutet, dass die Re
hnungs-

zinsen gerade dann längerfristig in der Krankenversi
herung garantiert werden,

wenn sie s
hwieriger zu erwirts
haften sind!

Hier soll bere
hnet werden, wie häu�g der Auslösende Faktor anspringt. Da-

bei sollen insbesondere neben der In�ation au
h die zufallsbedingten S
hwan-

kungen der S
häden berü
ksi
htigt werden. Zur Extrapolation der S
häden wird

die in der KalV empfohlene lineare Extrapolation genutzt [KalV℄. Von dieser

Formel ist allgemein bekannt, dass sie numeris
h instabil ist, folgli
h führen

kleine S
hwankungen in den Leistungen zu groÿen S
hwankungen im Auslö-

senden Faktor. Insgesamt zeigt si
h, dass dur
h die Zufallss
hwankungen der

Auslösende Faktor bei niedriger In�ation häu�ger anspringt als allgemein er-

wartet.

1 Ein Modell für den Auslösenden Faktor

Der alters� und zeitabhängige erwartete S
haden eines Versi
herten, der Kopf-

s
haden Kx,t, wird in der Krankenversi
herung als Produkt Kx,t = kxḠt eines

altersabhängigen Pro�les kx und eines zeitabhängigen Grundkopfs
haden Ḡt

modelliert.

Für unsere Untersu
hungen nehmen wir an, dass der Grundkopfs
haden eine

Zufallsvariable ist, das Pro�l aber fest ist. Wir bezei
hnen den Grundkopfs
ha-

den als Zufallsvariable mit Gt und seinen Erwartungswert mit µt := Ḡt :=
E(Gt). Weiter nehmen wir an, dass das Kollektiv I der n Versi
herten si
h

im beoba
hteten Zeitraum auÿer dur
h Alterung ni
ht verändert. Für einen

Versi
herten i sei xi,t sein Alter im Jahr t und Si,t die Zufallsvariable seiner

S
hadenzahlung. Na
h den Voraussetzungen gilt

Kxi,t,t = E(Si,t) = E(kxi,t
Gt) = kxi,t

E(Gt) = kxi,t
Ḡt

und folgli
h

Ḡt =

∑

i∈I kxi,t
Ḡt

∑

i∈I kxi,t

=

∑

i∈I E(Si,t)
∑

i∈I kxi,t

.

Daher nutzt man beim Vorliegen der tatsä
hli
hen S
hadenerfahrungen S̃i,t den

sogenannten beoba
hteten Grundkopfs
haden

µ̂t := Ĝt :=

∑

i∈I S̃i,t
∑

i∈I kxi,t
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als Erwartungswerts
hätzer. Na
h dem Zentralen Grenzwertsatz konvergiert er

für groÿes n gegen eine Normalverteilung. Wir werden für diese Untersu
hung

daher annehmen, dass die Grundkopfs
häden Gt normalverteilt sind.

Die KalV emp�ehlt im Jahr t + 1 den Grundkopfs
haden des Jahres t + 2
dur
h lineare Extrapolation aus den beoba
hteten Grundkopfs
häden der letz-

ten drei Jahre zu s
hätzen. Wir de�nieren entspre
hend die Zufallsvariable des

ges
hätzten Grundkopfs
hadens dur
h

Gest,t+2 :=
1

3
(Gt−2 +Gt−1 +Gt) +

3

2
(Gt −Gt−2)

= −
7

6
Gt−2 +

1

3
Gt−1 +

11

6
Gt.

Eine analoge Formel ergibt si
h für den Erwartungswerts
hätzer von Gest,t+2.

Das Auftreten der hohen positiven und negativen Koe�zienten bewirkt eine

numeris
he Instabilität der Extrapolation. Glei
hzeitig ist der Koe�zient vor

dem mittleren Grundkopfs
hadens sehr gering, so dass dieses Beoba
htungsjahr

kaum Ein�uss hat.

Der Auslösende Faktor ist Quotient aus diesem S
hätzwert und dem kalku-

latoris
hen S
haden:

AFt+1 =
Gest,t+2

Gkalk,t+1
.

Um die Formel wahrs
heinli
hkeitstheoretis
h weiter untersu
hen zu können,

nehmen wir an, dass die Gt bis auf einen Faktor die glei
he Verteilung haben,

d.h. Gt ist verteilt wie λtG mit λt ∈ R>0 und einer Normalverteilung G. Dieser
Faktor bes
hreibt die medizinis
he In�ation, die wir hier vereinfa
hend als feste

Gröÿe und ni
ht als Zufallsvariable modellieren. Sei µG der Erwartungswert, σG

die Standardabwei
hung und vG = σG/µG der Variationskoe�zient von G. Da
Gt ein Vielfa
hes von G ist, gilt µt := µGt

= λtµG, σt := σGt
= λtσG und

vt := vGt
= vG.

Wir tre�en darüber hinaus die Annahme, dass der ganze Vektor (Gt)t multi-
dimensional normalverteilt ist. Damit sind au
h Gest,t+2 und AFt+1 normalver-

teilt. Weiter sollen die Korrelationen der Kopfs
häden nur von ihrem zeitli
hem

Abstand abhängen, d.h. die Cor(Gt, Gt+s) sind für alle t glei
h einer Konstante

̺s. Dieser Ansatz ist sinnvoll, weil die Korrelationen invariant unter Multiplika-

tion der Grundkopfs
häden mit festen positiven Zahlen sind � und damit von

der In�ation. Fa
hli
h bedeuten diese Annahmen, dass die Sequenz der Kopf-

s
häden bis auf die medizinis
he In�ation invariant unter einer Zeitvers
hiebung

ist.

Nun können wir für die Zufallsvariable Gest,t+2 den Erwartungswert, die

Varianz und den Variationskoe�zienten bere
hnen:
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µest,t+2 := E(Gest,t+2) =
(

− 7
6λt−2 +

1
3λt−1 +

11
6 λt

)

µG

σ2
est,t+2 := Var(Gest,t+2) =

[

(

− 7
6

)2
λ2
t−2 +

(

1
3

)2
λ2
t−1 +

(

11
6

)2
λ2
t

]

σ2
G

+ 2
[(

− 7
6

) (

1
3

)

λt−2λt−1 +
(

1
3

) (

11
6

)

λt−1λt

]

̺1σ
2
G

+ 2
(

− 7
6

) (

11
6

)

λt−2λt̺2σ
2
G

=
[

49
36λ

2
t−2 +

1
9λ

2
t−1 +

121
36 λ2

t −
7
9λt−2λt−1̺1 +

11
9 λt−1λt̺1 − 77

18λt−2λt̺2
]

σ2
G

vest,t+2 :=
σest,t+2

µest,t+2
=

√
49
36

λ2
t−2

+ 1
9
λ2
t−1

+ 121
36

λ2
t−

7
9
λt−2λt−1̺1+

11
9
λt−1λt̺1−

77
18

λt−2λt̺2

− 7
6
λt−2+

1
3
λt−1+

11
6
λt

vG

Dur
h die In�ation ers
heint diese Formel sehr kompliziert. Bei Verna
hläs-

sigung der In�ation, d.h. λt ≡ 1, ergibt si
h zeitunabhängig

µest = µG

σ2
est =

(

29
6 + 4

9̺1 −
77
18̺2

)

σ2
G =

(

4.83 + 0.4̺1 − 4.27̺2
)

σ2
G

vest = vG

√

29
6 + 4

9̺1 −
77
18̺2.

Man erkennt hier deutli
h, dass der Ein�uss der Korrelation von aufeinander

folgenden S
häden, ̺1, viel geringer ist als die Korrelation von um ein Jahr

getrennten S
häden, ̺2.

Nun kann die Anspringwahrs
heinli
hkeit des Auslösenden Faktors beim

Übers
hreiten der oberen Grenze 1+αo oder Unters
hreiten der unteren Grenze

1 − αu ermittelt werden. Wir unterdrü
ken in den folgenden Re
hnungen den

Zeitindex, falls er si
h eindeutig aus dem Kontext ergibt. Sei β so gewählt, dass

Gkalk = (1− β)µest, dann gilt:

P(AF ≥ 1 + αo ∨AF ≤ 1− αu) = 1− P (1− αu < AF < 1 + αo)

= 1− P ((1− αu)Gkalk < Gest < (1 + αo)Gkalk)

= 1− P
(

(1−αu)Gkalk−µest

σest
< Gest−µest

σest
< (1+αo)Gkalk−µest

σest

)

= 1− P
(

((1−αu)(1−β)−1)µest

σest
< Gest−µest

σest
< ((1+αo)(1−β)−1)µest

σest

)

= 1− P
(

−β−αu(1−β)
vest

< Gest−µest

σest
< −β+αo(1−β)

vest

)

= 1− P
(

−β−αu(1−β)
vest

< N(0, 1) < −β+αo(1−β)
vest

)

.

Die Wahrs
heinli
hkeit des Ni
htanspringens entspri
ht also der Wahrs
hein-

li
hkeit, dass eine standardnormalverteilte Zufallsvariable innerhalb des Inter-

valls ](−β−αu(1− β))/vest, (−β+αo(1− β))/vest[ bleibt. Das Intervall hat die
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−β/vGest

α(1 − β)/vGest
α(1 − β)/vGest

Abbildung 1: Di
hte der Normalverteilung mit Intervall des Ni
htanspringens

Länge (αu+αo)(1−β)/vest und den Mittelpunkt (αo−αu)(1−β)/2vest−β/vest.
Lässt man den Auslösenden Faktor praxisübli
h symmetris
h bei α := αu = αo

anspringen, so ergibt si
h ein Intervall der Länge 2α(1−β)/vest mit Mittelpunkt

−β/vest, wie es in Abbildung 1 dargestellt ist.

Aus der Glo
kenform der Normalverteilungsdi
hte folgt, dass die Wahr-

s
heinli
hkeit von Intervallen glei
her Länge um so gröÿer ist, je besser sie um

0 zentriert sind. Das Intervall für das symmetris
he Ni
htauslösen ist für β = 0
am längsten und vollständig zentriert. Daher ist dort die Wahrs
heinli
hkeit für

das Anspringen des Auslösenden Faktor am kleinsten. Dies ist ans
hauli
h klar,

denn β = 0 bedeutet, dass der kalkulierte S
haden dem erwarteten entspri
ht.

2 Empiris
he Bestimmung des Variationskoe�zi-

enten und der Korrelationen

Um die Auslösewahrs
heinli
hkeiten bere
hnen zu können, müssen die Varia-

tionskoe�zienten und Korrelationen der Grundkopfs
häden bestimmt werden.

Wir bes
hreiben das naheliegende Verfahren ohne Glättung, für fortges
hrittene

Te
hniken bzgl. des Variationskoe�zienten siehe die Artikel von Siegel [S1, S2℄.

Die Gesamtheit der n Versi
herten I wird na
h dem Alter in Teilmengen

Ix,t der Gröÿe nx,t zerlegt. Man nimmt an, dass die S
häden der Versi
herten

unabhängig sind und innerhalb von Ix,t die glei
he Verteilung haben, die wir

als Zufallsvariable mit Sx,t bezei
hnen. In der Praxis können diese Annahmen

wegen der Krankenvorges
hi
hte der Versi
herten bzw. Epidemien verletzt sein.

Auf Basis der S
hadenerfahrung der letzten Jahre werden innerhalb der Ix,t
Erwartungswerte, Varianzen und Kovarianzen der Grundkopfs
häden ges
hätzt.

Vor der Analyse sollten die Daten von Ausreiÿern dur
h Groÿs
häden befreit

werden.

Die statistis
hen Gröÿen der Zufallsvariablen Gt werden auf Basis der fol-

genden Identitäten abgeleitet:
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E(Gt) = E

(
∑

i∈I Si,t
∑

i∈I kxi,t

)

=

∑

i∈I E(Si,t)
∑

i∈I kxi,t

=

∑

x

∑

i∈Ix,t
E(Si,t)

∑

x

∑

i∈Ix,t
kxi,t

=

∑

x nx,tE(Sx,t)
∑

x nx,tkx

Cov(Gt, Gt+s) = Cov

(
∑

i∈I Si,t
∑

i∈I kxi,t

,

∑

i∈I Si,t+s
∑

i∈I kxi,t+s

)

=

∑

i∈I Cov(Si,t, Si,t+s)
(
∑

i∈I kxi,t

) (
∑

i∈I kxi,t+s

)

=

∑

x nx,tCov(Sx,t, Sx+s,t+s)

(
∑

x nx,tkx) (
∑

x nx+s,t+skx+s)

Var(Gt) = Cov(Gt, Gt) =

∑

x nx,tVar(Sx,t)

(
∑

x nx,tkx)
2

vGt
=

√

Var(Gt)

E(Gt)
=

√
∑

x nx,tVar(Sx,t)
∑

x nx,tE(Sx,t)

̺s =
Cov(Gt, Gt+s)

√

Var(Gt)Var(Gt+s)
=

∑

x nx,tCov(Sx,t, Sx+s,t+s)
√

(
∑

x nx,tVar(Sx,t)) (
∑

x nx+s,t+sVar(Sx+s,t+s))

Für die S
hätzung dieser Gröÿen werden die entspre
henden Formeln ge-

nutzt, wobei jeweils im re
hten Term die übli
hen S
hätzer für die Zufallsvaria-

blen Sx,t auf Basis der beoba
hteten S
häden herangezogen werden.

Man kann diese Gröÿen ums
hreiben in Terme mit der Gesamtzahl von Ver-

si
herten n und deren Altersverteilung (nx,t/n = nx+s,t+s/n)x. Fixiert man die

Altersverteilung, dann ist ̺s unabhängig von n und vG proportional zu 1/
√
n.

Daher wurde von Siegel der Begri� des bestandsunabhängigen Variationskoe�-

zienten wG =
√
nvG eingeführt. Dieser ermögli
ht Verglei
he bei unters
hiedli-


hen Bestandsgröÿen.

Na
h den Untersu
hungen von Siegel liegen die bestandsunabhängigen Varia-

tionskoe�zienten zwis
hen 1 und 7, wobei die Stationär� und GKV Zusatztarife

im oberen Berei
h zu �nden sind. Die Untersu
hungen des Autors an den Tarifen

der DKV bestätigen dies weitgehend. Abwei
hend wurden einige weniger volatile

Zusatztarife beoba
htet und sehr volatile Kranken� und Krankenhaustagegelder

deren bestandsunabhängigen Variationskoe�zienten zweistellige Höhen errei
h-

ten. Die ni
ht von Siegel untersu
hte P�egeversi
herung errei
ht Werte bis in

gerade zweistelliger Höhe. Die genaue Höhe hängt selbstverständli
h von den

einzelnen Tarifmerkmalen ab. Die spezielle Gestaltung des Tarifes kann au
h ei-

ne wi
htige Rolle spielen, zum Beispiel bekommt ein GKV Zusatztarif dur
h die

Erstattung von Heilpraktikerkosten Züge eines ambulanten Vollversi
herungs-

tarifes. Tarife mit einem älteren Versi
hertenkollektiv sind tendenziell volatiler,

weil dort häu�ger Einzelpersonen mit hohen S
häden auftreten. Empiris
h wur-

de au
h ein Ein�uss der Berufsgruppe festgestellt.
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Insgesamt zei
hnet si
h folgendes Bild ab: Die Ambulant�, Zahn� und Kom-

pakttarife weisen eine geringe Volatilität auf, weil ihre Auszahlung von häu�-

gen, geringen S
häden dominiert werden. Tagegelder, P�ege� und Stationärta-

rife weisen eine höhere Volatilität auf, weil dort mehr als 80% der Versi
herten

s
hadenfrei sind und daher die Verteilung der S
häden sehr unglei
hmäÿig ist.

In nä
hsten Abs
hnitt werden wir unsere Analysen auf Tarife bes
hränken,

deren Grundkopfs
haden einen Varianzkoe�zienten kleiner glei
h 5% hat, weil

darüber die Volatilität s
hon sehr groÿ ist. Dies kann man als Forderung an die

Bestandsgröÿe au�assen: 5% ≤ vG = wG/
√
n ⇐⇒ n ≥ 400w2

G. Dies bedeutet

na
h den obigen empiris
hen Ergebnissen zum Beispiel, dass ein Stationärtarif

mit wG = 5 einen Bestand von mindestens 10000 haben muss, während für einen
Ambulanttarif mit wG = 1.5 bereits 900 rei
hen.

Vom Autor wurden die Korrelationen ̺1, ̺2, ̺3 bei den Tarifen der DKV

untersu
ht. Auf Basis dieser Erfahrungen werden wir beispielhaft die folgenden

Fälle betra
hten:

Korrelation ̺i
unkorreliert 0
lei
ht 0.25/i
mittel 0.5/i
stark 0.7/i

Dabei weisen nur die P�egetarife eine starke Korrelation auf, Ambulantta-

rife eine mittlere und die restli
hen Tarife ohne die Kompakttarife eine lei
hte

Korrelation, die au
h in Ri
htung unkorreliert gehen kann. Die Kompakttarife

nehmen folgli
h eine Mittelstellungen zwis
hen lei
ht und mittel korreliert ein.

3 Quantitative Ergebnisse

Da wir nun ein Gefühl für die Gröÿe der auftretenden Werte haben, können wir

die Formeln beispielhaft auswerten. Wir werden dabei von einer festen geome-

tris
hen In�ation ausgehen, d.h. λt ∼ (1 + ι)t. Alternativ hätte man au
h eine

lineare In�ation nutzen können, d.h. λt+1 = λt + ι. Dies ist jedo
h nur über

eine kurze Zeitspanne sinnvoll, denn mit diesem Ansatz konvergiert die relative

jährli
he In�ation in jedem Fall gegen Null, was der Erfahrung widerspri
ht.

Über kurze Zeitspannen unters
heiden si
h die Ansätze wegen der dort gelten-

den Approximation (1 + ι)t ≈ 1 + tι nur wenig, so dass wir die lineare In�ation
ni
ht weiter betra
hten werden.

Wir starten mit der Bere
hnung des Verhältnisses der Variationskoe�zienten

des ges
hätzten Grundkopfs
hadensGest,t+2 zu dem irgendeines Grundkopfs
ha-

dens G in Abhängigkeit von der In�ation und der Stärke der Korrelation, siehe

Abbildung 2.

Die Reduktion der Volatilität des ges
hätzten Grundkopfs
hadens bei An-

stieg der Korrelationen zwis
hen den Grundkopfs
häden war zu erwarten, weil

dies den Ein�uss des Zufalls reduziert. Die Asymmetrie bezügli
h In�ation und
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Inflation in Prozent

v_
e

st
/v

_
G

2.0

2.5

3.0

−10 −5 0 5 10

unkorreliert leicht mittel stark

Abbildung 2: vest/vG in Abhängigkeit von In�ation und Korrelation

De�ation ist auf den ersten Bli
k überras
hend. In�ation reduziert die Volatili-

tät, De�ation erhöht sie. Dies wird verständli
h, wenn man si
h die Extrapola-

tionsformel in Erinnerung ruft:

Gest,t+2 = −
7

6
Gt−2 +

1

3
Gt−1 +

11

6
Gt.

In moderater Höhe bewirkt De�ation, dass si
h die Terme − 7
6Gt−2 und

11
6 Gt

stärker gegeneinander aufheben und die Volatilität damit steigt. In�ation ver-

stärkt die s
hon vorhandene Dominanz der Terms

11
6 Gt no
h weiter und führt

damit zu einer Stabilisierung.

Nun plotten wir die Anspringwahrs
heinli
hkeiten des Auslösenden Faktors

in Abhängigkeit vom Variationskoe�zienten von G, wobei als Auslösegrenzen
α = αo = αu = 5% gewählt wurden. Wi
htig ist die Wahl von β = 1−µest/Gkalk,

die angibt in wie weit der Erwartungswert des extrapolierten S
hadens den

kalkulierten übersteigt. Wir betra
hten die Fälle β = 0%, 3%, 5% in Abwesenheit

von In�ation, siehe Abbildung 3.

Bei Graphen β = 0 entspri
ht der kalkulierte S
haden genau dem Erwar-

tungswert des extrapolierten Grundkopfs
hadens. Bis zu einem Variationskoef-

�zienten von 1% werden die Auslösegrenzen selten übers
hritten, ab da steigt

die Wahrs
heinli
hkeit steil an, um bereits bei einem Variationskoe�zienten von

5% die 60 Prozent zu übers
hreiten.

Die Änderung auf β = 3% bewirkt, dass der steile Anstieg früher beginnt.

8



Variationskoeffizient

W
−

ke
it

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.03

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.05

unkorreliert leicht mittel stark

Abbildung 3: Wahrs
heinli
hkeit der Übers
hreitung der Auslösegrenzen von 5%

ohne In�ation bei vers
hiedenen β

Bei β = 5% gilt (1 + α)Gkalk = (1 + α)(1− β)E(Gest) = 0.9975E(Gest), d.h.
ohne Zufallse�ekte liegt Gest etwas oberhalb der oberen Grenze, daher beginnen

die Kurven nun bei derWahrs
heinli
hkeit 1. Die Zufallse�ekte sorgen nun dafür,

dass der Auslösende Faktor ni
ht anspringt.

Alle Graphen nähern si
h asymptotis
h 1, weil mit steigender Volatilität die

Wahrs
heinli
hkeit, in einem festen Intervall zu bleiben, gegen 0 geht.

Um die Anspringwahrs
heinli
hkeit für eine Einzelbetra
htung in der Praxis

zu bestimmen, muss der Parameter β aus den Daten ges
hätzt werden. Ist man

am langfristigen Verhalten des Auslösenden Faktors bei einer festen In�ation ι
interessiert, kann dur
h Monte�Carlo�Simulation die langfristige Verteilung von

β gefunden werden bzw. die Anspringwahrs
heinli
hkeit kann direkt ermittelt

werden.

Ents
heidend dabei sind zwei Beoba
htungen, die man bei einer langfristigen

Simulation von beoba
hteten S
häden und entspre
henden Beitragsanpassun-

gen ma
ht: Erstens ist die Höhe des kalkulatoris
hen Grundkopfs
hadens bei

Start na
h der ersten Beitragsanpassung ohne Bedeutung für die weitere Si-

mulation und zweites vers
hieben si
h die Zeitpunkte der Beitragsanpassungen

zufallsbedingt im Verglei
h der vers
hiedenen Simulationen zueinander, so dass

s
hlieÿli
h alle Gröÿen eine jährli
he Grenzverteilung besitzen.

Das genaue Vorgehen für jede einzelne der Monte�Carlo�Simulationen ist

wie folgt:

1. Ermittele eine zufällige Realisation (G̃t)t, t ≥ 0, des Vektor der Grund-
kopfs
häden. Normieren wir ihn mit E(G0) = 1, dann ist er per Annahme
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multidimensional normalverteilt mit Erwartungwert ((1+ι)t)t und Varianz
((1 + ι)t(1 + ι)sv2G̺|t−s|)s,t und kann mit Standardtools erzeugt werden.

2. (a) Wähle Gkalk,t für t = 0, 1, 2, 3 beliebig, z.B. glei
h 1.

(b) Für t ≥ 3 bere
hne iterativ:

i. den extrapolierten Grundkopfs
haden G̃est,t+2 aus den Grund-

kopfs
häden G̃t−2, G̃t−1, G̃t

ii. den Auslösenden Faktor AFt+1 = G̃est,t+2/Gkalk,t+1

iii. den kalkulatoris
hen Grundkopfs
haden Gkalk,t+2 als Gkalk,t+1,

falls der Auslösende Faktor ni
ht anspringt, d.h. für 1 − αu <
AFt+1 < 1 + αo, sonst führe eine Betragsanpassung dur
h und

setze Gkalk,t+2 = BAPt+1(G̃0, . . . G̃t).

In der Praxis ist der Prozess der Beitragsanpassung kompliziert. Es ist na-

heliegend für den neuen Grundkopfs
haden den ges
hätzten Grundkopfs
haden

zu wählen, also BAPt+1(G̃0, . . . G̃t) = G̃est,t+2. Dies verna
hlässigt, dass die

KalV für jede Re
hnungsgrundlage Si
herheiten vors
hreibt. Da aber deren Hö-

hen ni
ht quanti�ziert werden und sie in der Praxis bei jeder Beitragsanpassung

zwis
hen Verantwortli
hem Aktuar und Treuhänder abgespro
hen werden, set-

zen wir hier vereinfa
hend keine an und nutzen die obige Formel. Weiter werden

wir αu = αo = 5% wählen.

Nun führt man so viele Simulationen und über so viele Jahre dur
h, dass

in den letzten Jahren die Gröÿen stabil bleiben. Hier wurden 10000 Simula-

tion dur
hgeführt. Das Errei
hen einer zeitli
h stabilen Verteilung von AFt+1

hängt stark von der Volatilität, vG, und etwas von der In�ation ab. Der Grund

dafür ist, dass wegen der Initialisierung 2 (a) alle Simulationen glei
h star-

ten. Erst dur
h die Zufallse�ekte in den G̃t entwi
keln si
h die Gröÿen AFt+1

und Gkalk,t+2 in den einzeln Simulationen vers
hieden. Je stärker der Zufallsef-

fekt in den G̃t, um so s
hneller ist der glei
hartige Start ni
ht mehr erkennbar.

Dur
h häu�ges Anspringen des Auslösenden Faktors und den damit verbun-

denen Sprüngen in Gkalk,t+2 bei positiver oder negativer In�ation wird dieser

E�ekt verstärkt. Empiris
h sieht man, dass bei vG ≥ 0.5% und lei
hter In�ation

in den meisten Fällen na
h 60 Jahren eine stabilen Verteilung AFt+1 errei
ht

wird. Die Wahrs
heinli
hkeit des Anspringens des Auslösenden Faktors bei ei-

ner In�ation von 0%, 2%, 4%, 5%, 6% oder 8% kann man der Abbildung 4

entnehmen.

Hier wurde die dur
hs
hnittli
he Wahrs
heinli
hkeit des Anspringens in den

Jahren 60 bis 120 geplottet. Wegen der oben bes
hriebenen Zeitkonstanz ist

die Dur
hs
hnittsbildung in den meisten Fällen irrelevant. Wi
htig ist sie im

ebenfalls dargestellten Grenzfall vG = 0, dem Fehlen eines Zufallsein�usses. Dort

verlaufen alle Simulationen glei
h, die angegeben Werte sind daher der Anteil

der Jahre in denen der Auslösende Faktor jeweils in einer einzigen Simulation

anspringt. Bea
htenswert ist der Resonanze�ekt der In�ation von 5% zu α =
5% beim Fehlen des Zufallsein�usses, der zu dem Kni
k in den entspre
henden

Kurven führt.
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Abbildung 4: Wahrs
heinli
hkeit der Übers
hreitung der Auslösegrenzen von 5%

bei vers
hiedenen In�ationen dur
h Monte�Carlo�Simulation
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Die Graphen fassen die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen. Übli
herwei-

se werden in Modellen, zum Beispiel bei der sto
hastis
hen Unternehmensbe-

wertung, die Zufallss
hwankungen in den S
häden verna
hlässigt. Dort werden

deshalb Anspringwahrs
heinli
hkeiten des Auslösenden Faktors simuliert, die

einem Variationskoe�zienten von Null entspre
hen, d.h. den linken Enden der

Graphen. Dur
h Berü
ksi
htigung des Zufalls springt der Auslösende Faktor bei

geringer In�ation deutli
h häu�ger an. Zum Beispiel kann selbst bei Abwesenheit

von In�ation ein mittelvolatiler Tarif im Dur
hs
hnitt alle drei Jahre angepasst

werden! Dabei �nden die Anpassungen natürli
h meist abwe
hselnd na
h oben

und unten statt. In der Praxis wird man versu
hen, dies zu verhindern. Wei-

ter ers
hweren die Zufallss
hwankungen Anpassungen bei höheren In�ationen.

Bei einer 6�prozentigen In�ation sollte jedes Jahr angepasst werden, aber der

Auslösende Faktor springt mit einer Wahrs
heinli
hkeit von mehr als 20% ni
ht

an.

4 Fazit für Beitragsanpassungen

Der Auslösende Faktor ist auf Grund der verwendeten, numeris
h instabilen

Extrapolation unerwartet hohen Zufallss
hwankungen unterworfen. Dies führt

sowohl dazu, dass er bei geringen In�ationen zu häu�g, als au
h bei hohen zu

selten anspringt. Letzteres führt unmittelbar zu S
hadenverlusten für das Versi-


herungsunternehmen. Ersteres sollte während der Beitragsanpassung bei einer

Beurteilung na
h VAG �12b, ob ein S
hadentrend vorübergehend ist, beda
ht

werden. Zum Beispiel kann man bei Betra
htung der Entwi
klung der empiri-

s
hen Grundkopfs
häden den des vorletzten Jahres stärker berü
ksi
htigen, weil

er in den Auslösenden Faktor nur mit einem geringen Anteil einging. Am besten

lässt si
h das Problem angehen, indem man bei der Bere
hnung der Auslösenden

Faktoren die S
hadenerfahrung ähnli
her Tarife über Stütztarife zusammenfasst,

um dur
h den gröÿeren Bestand die Volatilität zu reduzieren.
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