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Vorbetrachtung

Aufgabe und Ziel dieses Kurses ist es, eine Einfithrung in die mathematische Denk- und
Arbeitsweise zu geben.

Dabei soll der Aufbau einer mathematischen Theorie auch exemplarisch geiibt werden.
Das dabei zu errichtende Begriffsgebdude, namlich die lineare Algebra, wird sich als duBerst
niitzlich in vielen Teilen der Mathematik und deren Anwendungen erweisen. Deshalb wird das
Fundament in der spiter notigen Allgemeinheit gelegt.

Diese Zielsetzung ist nicht ganz problemlos. Eine (zu) grole Allgemeinheit und Abstraktheit
macht Anfingern erfahrungsgeméafl Schwierigkeiten. Andererseits hat die iiberméfige Fixierung
auf ein Beispiel auch ihre Tiicken. Die Besonderheiten des speziellen Falles konnen den Blick
von der Allgemeingiiltigkeit eines Konzepts ablenken.

Im folgenden wird dem dadurch Rechnung getragen, dafl die Grundbegriffe abstrakt for-
muliert und dann an mehreren Beispielen veranschaulicht werden.

Um eine gewisse Vorstellung von dem zu geben, was spéter gemacht wird, betrachten wir
einige algebraische Strukturen, die allen gut bekannt sind. Dies gibt uns Gelegenheit, gleich
einige Notationen festzulegen:

IN  die natiirlichen Zahlen {0,1,2,3,...}

Z  die ganzen Zahlen {0,+1,+2,...}

Q  die rationalen Zahlen {$ | a,b € Z,b # 0}
IR die reellen Zahlen

C  die komplexen Zahlen

In IN haben wir zum Beispiel die Verkniipfungen + und -, das sind Abbildungen

+:INxIN— N, (a,b)—a+b,
-:INxIN—-IN, (a,b)—a-b,

mit den GesetzméBigkeiten (fiir alle a, b, ¢ € IN):

(a+b)+c = a+(b+c) Assoziativgesetze
(a-b)-¢c = a-(b-¢)
a+b = b+a Kommutativgesetze
a-b = b-a

Im Zusammenwirken der beiden Verkniipfungen gilt:

a-(b+c¢) = a-b+a-c Distributivgesetze
(a+b)-c = a-c+b-c
Beziiglich Multiplikation und Addition gibt es jeweils ein Element, das die anderen Elemente

nicht veréndert:
1-a=a neutrales Element (bzgl. -)

0+ a =a neutrales Element (bzgl. +)

In Z koénnen wir zu jedem a € Z ein Element b finden mit
a+b=0 inverses Element bzgl. + .
In @ gibt es zu jedem Element a # 0 ein b mit

a-b=1 inverses Element bzgl. - .
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Diese Eigenschaften haben auch IR und C. Man beachte, dafl bei den oben herausgestellten
Beziehungen z.B. die Anordnung der Elemente der betrachteten Mengen keine Rolle spielt.
Die Unterschiede zwischen Q und IR bzw. C beziehen sich nicht auf die bisher erwadhnten
GesetzmiBigkeiten, sondern sind anderer Art. So ist etwa in IR die Gleichung 2% = a fiir a € IR
mit @ > 0 losbar. In C ist dies sogar fiir beliebige a € C der Fall.

Als weitere Besonderheit sei auf das Zusammenwirken von verschiedenen Bereichen hinge-
wiesen. Wenn man zum Beispiel die Elemente aus @ mit Elementen aus Z multipliziert, so
ergibt sich wieder ein Element aus @, d.h. wir haben eine Abbildung

(Z’Q) - Q7 (Zag) = z-9,

mit den Eigenschaften (z,2; € Z, q¢,¢; € Q,i=1,2)

(21 +22)¢ = 219+ 229
21(22q) = (2z122)q (%)
21+ q2) = zq+2q2
1z = =z.

Ahnliches 148t sich auch fiir die Paare (Z, R), (Q, IR), (Q, C) und viele andere beobachten.
Die Algebra beschiiftigt sich ganz allgemein mit Verkniipfungen auf irgendwelchen Mengen
M, also Abbildungen
T:MxM—M, (m,n)— mrn,

die gewissen GesetzméfBigkeiten geniigen. Die oben formulierten spielen dabei eine herausra-
gende Rolle. So werden wir (M, 7) eine Halbgruppe nennen, wenn fiir 7 das Assoziativgesetz
gilt. Gilt zudem das Kommutativgesetz, so spricht man von einer kommutativen Halbgruppe.
IN ist also sowohl fiir +, als auch fiir - eine kommutative Halbgruppe.

Gibt es fiir 7 : M x M — M ein neutrales Element und zu jedem m € M ein Inverses, so
nennt man (M, 7) eine Gruppe.

Mengen M mit zwei Verkniipfungen + und - nennt man Ringe, wenn (M, +) eine kommu-
tative Gruppe und (M, -) eine Halbgruppe mit neutralem Element ist und zudem die Distri-
butivgesetze gelten. Somit sind Z, @, IR und C Ringe.

Ist in einem Ring jedes von Null veschiedene Element invertierbar, so spricht man von
einem Divisionsring oder Schiefkdorper. Ist zudem die Multiplikation kommutativ, so hat man
einen Korper. Q, IR und C sind Korper.

Schliellich noch ein Blick auf die Situation, in der zwei algebraische Systeme verbunden
sind.

Sei (R,+, -) ein Ring und (M, +) eine kommutative Gruppe. Gibt es eine Abbildung

(R,M) — M, (r,m) — rm,

welche die Bedingungen (x) erfiillt, so nennt man das Paar (R, M) einen R-Modul. Ist R ein
Korper, so werden R-Moduln auch als Vektorrdume (oder lineare Riume) bezeichnet.

Damit haben wir die wichtigsten Grundbegriffe der linearen Algebra angesprochen. Wir
haben uns dabei der Schreibweisen bedient, die aus der Schule geldufig sind.

Um damit in allgemeinen Situationen arbeiten zu konnen, miissen wir Begriffe wie ,, Paar von
Mengen* oder ,, Abbildungen® préziser fassen. Dies gehort zur Problemstellung der Mengenlehre
und soll im ersten Kapitel geschehen.

Die algebraischen Strukturen wie Gruppen, Ringe und Kérper werden im zweiten Kapitel
eingefiihrt und ihre grundlegenden Eigenschaften herausgestellt, soweit sie fiir die hier vorge-
sehene Anwendung relevant sind.



Kapitel 1

Mengentheoretische Grundlagen

Ziel dieses Kapitels ist es, die mengentheoretischen Begriffe und Techniken bereitzustellen, die
wir beim Aufbau der (Linearen) Algebra benétigen.

Auch wenn wir eine gewisse Vertrautheit im formalen Umgang mit Mengen voraussetzen,
so sollen doch die Grundtatsachen der Mengenlehre festgehalten werden, die wir als gegeben
ansehen wollen (Axiome). An der Entwicklung dieser Theorie zu Beginn unseres Jahrhunderts
waren zum Beispiel die Mathematiker G. Cantor, E. Zermelo und A. Fraenkel mafigeblich
beteiligt.

Das Uberpriifen von eventuellen logischen Abhiingigkeiten oder der Vollstindigkeit eines
solchen Axiomensystems ist ein nicht-triviales Problem der Mengenlehre, auf das wir hier nicht
eingehen kénnen.

Beim ersten Durchlesen wird vielleicht der tiefere Sinn oder die ZweckméBigkeit der For-
mulierungen nicht gleich erkennbar sein. Mit zunehmender Erfahrung im Umgang mit diesen
Begriffen wird jedoch das Verstédndnis dafiir wachsen.

1 Axiome der Mengenlehre

Eine Menge setzt sich aus ihren Elementen zusammen. Der grundlegende Begriff der Mengen-
lehre ist die Element-Beziehung: Fiir jedes Objekt a muf sich feststellen lassen, ob es zu einer
gegebenen Menge A gehort oder nicht. Es gilt also
a ist Element von A (a ist enthalten in A, a € A), oder
a ist nicht Element von A (a & A).
Mit dieser Beziehung soll festgestellt werden kénnen, ob zwei Mengen gleich sind. Dies
geschieht in Form des folgenden Postulats:

1.1 Extensionalitdtsaxiom
Zwei Mengen A, B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente haben, also A =
B genau dann, wenn

reA=>zxe€eB und zxe€B=zxcA

Damit sind Mengen eindeutig durch ihre Elemente bestimmt.

Der Pfeil P = @ zwischen zwei Aussagen P, Q bedeutet dabei die logische Implikation falls
P gilt, dann gilt"auch @; man sagt dazu auch aus P folgt Q oder P impliziert Q.

Die logische Aquivalenz von P und @ wird mit P < @ bezeichnet. Die obige Aussage konnte
also auch so formuliert werden:

A = B genau dann, wenn [z € A<z € BJ.
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Da wir die Zugehorigkeit zu einer Menge als entscheidbar annehmen, kénnen wir nun fest-
legen:

1.2 Definition
Eine Menge B heifit Teilmenge einer Menge A, wenn jedes Element aus B auch Element von
A ist, d.h.

B C A genau dann, wenn x € B=x € A.

Man beachte, daf} in dieser Notation B C A auch fiir B = A gilt.
Als néchste Grundforderung wird verlangt, dafl man durch Eigenschaften von Elementen
Teilmengen aussondern kann.

1.3 Aussonderungsaxiom
Zu jeder Menge A und jeder Eigenschaft P (die ein Element von A haben kann) gibt es eine
Teilmenge B von A, die gerade aus den Elementen von A mit dieser Eigenschaft besteht:

B={xcA|P(z)} C A

Bislang haben wir zwar von Eigenschaften von Mengen gesprochen, doch wissen wir noch
nicht, ob es iiberhaupt Mengen gibt. Dies wollen wir natiirlich haben und fordern daher als
Axiom, daf} es (mindestens) eine Menge gibt.

1.4 Existenz der leeren Menge
Es gibt eine Menge, die keine Elemente enthdlt.
Man nennt diese die leere Menge und bezeichnet sie mit ().

Falls es iiberhaupt eine Menge A gibt, so folgt aus dem Aussonderungsaxiom die Existenz
der leeren Menge als

h={zreAl|x+#uz}

Nach Defintion ist ) Teilmenge jeder Menge A, also § C A. So gilt auch ) C (), aber @ & 0.

Eine strengeres Fundament fiir die Mengenlehre war notwendig geworden, als man um die
Jahrhundertwende erkannte, dal man mit den bis dahin als zuléssig angesehenen Bildungen
zu widerspriichlichen Ergebnissen gelangen konnte. So war damals die Annahme zuléssig, daf3
es eine Menge gibt, die alle anderen Mengen enthilt (Allmenge). Durch Eigenschaften von
Elementen sollten dann auch Teilmengen davon festgelegt sein. Der britische Philosoph und
Mathematiker B. Russell machte (im Jahre 1902) darauf aufmerksam, dafi die (erlaubte) Bil-
dung der Menge A aller Mengen, die nicht Element von sich selbst sind, also

A:={z|z & x},

nicht sinnvoll ist (Russellsche Paradoxie). Man sieht leicht, daff weder die Aussage A € A noch
A ¢ A gelten kann.

Es ist eine Konsequenz des Aussonderungsaxioms, dafl die Bildung einer Allmenge in un-
serem Rahmen nicht zuldssig ist:

1.5 Satz
Es gibt keine Menge von Mengen, die jede Menge als Element enthdlt.

Beweis: Es ist zu zeigen, dafl es zu jeder Menge A von Mengen eine Menge B gibt, die nicht
Element von A ist. Dazu betrachten wir

B={z|ze€ Az dx}.
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Angenommen B € A. Es gilt B € B oder B ¢ B.

- Aus B € B folgt B ¢ B, nach Definition von B.

- Aus B ¢ B folgt B € B, ebenfalls nach Definition von B.

Dies sind Widerspriiche, und somit mufl B ¢ A gelten. a

Das néchste Axiom fordert, dafl man aus vorgegebenen Mengen eine Menge bilden kann, die
jede dieser Mengen als Teilmenge enthélt. Aus sprachlichen Griinden nennen wir eine Menge
von Mengen auch ein Mengensystem.

1.6 Vereinigungsaxiom
Zu jedem Mengensystem M gibt es eine Menge, welche genau alle Elemente enthdlt, die zu
mindestens einer Menge des gegebenen Systems gehéren:

U = {x | es gibt ein A € M mit xz € A}.
AeM

Speziell ergibt dies fiir zwei Mengen A und B die Vereinigung
AUB={z |z € A oder x € B}.

Damit kann man zu zwei Elementen z, y die Paarmenge bilden:
(o9} = {2} U {y}
Aus der Kommutativitét von U (d.h. AU B = BU A) folgt, daf
{z,y} = {y,x} (ungeordnetes Paar).

Will man die Reihenfolge von zwei Elementen berticksichtigen, so kann man dies mit der
von K. Kuratowski vorgeschlagenen

1.7 Definition
Als geordnetes Paar von Elementen z,y € A bezeichnet man

(z,y) = {{z} {z, y}}.
Fiir die Menge aller solcher Paare schreibt man
Ax A={(a,b)|a,be A}
Dabei kommt es wirklich auf die Reihenfolge der Elemente an:

1.8 Satz
Seien A eine Menge und x,y,u,v € A. Dann gilt (z,y) = (u,v) genau dann, wenn x = u und
y=v.

Beweis: < ist klar.
=: Nehmen wir an, dal {{z}, {z,y}} = {{u}, {u,v}}. Dann gilt

{z} € {u} {u, 03}, {2y} € Huf, {u, v},

also {x} = {u} oder {2} = {u,v} und {z,y} = {u} oder {z,y} = {u,v}.
Angenommen {z} = {u,v}. Dann gilt £ = u = v und damit auch z = y. Damit ist dann
auch die Behauptung des Satzes gezeigt.
Angenommen {z} = {u}, also z = u.
{z,y} = {u} ergibt wieder x = u = y = v, also obigen Fall.
{z,y} = {u} hat y = v zur Folge. Also ist die Behauptung des Satzes ebenfalls erfiillt. O
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Obige Bildung kann auch auf die Vereinigung von zwei Mengen angewendet werden. Dies
ermoglicht die Formulierung eines Begriffs, der sich als sehr niitzlich erweisen wird:

1.9 Definition
Als geordnetes Paar von Mengen A, B bezeichnet man

Ax B={(a,b) |a € Abe B}.

Als weitere Folgerung aus dem Vereinigungsaxiom ergibt sich mit Hilfe des Aussonderungs-
axioms die Existenz des Durchschnitts von Mengen:

1.10 Satz
Zu jedem Mengensystem M gibt es genau eine Menge, welche genau diejenigen FElemente
enthdlt, die in jeder Menge aus M enthalten sind:

ﬂ M:.={xe€ U M |z € M fir alle M € M}.
MeMm MeMm

Man bezeichnet diese Menge als den Durchschnitt der Mengen aus M.
Speziell fiir zwei Mengen A und B bedeutet dies

ANB={z|z € A und x € B}.

Wir wollen einige Eigenschaften von Durchschnitt und Vereinigung zusammenstellen, die
sich unmittelbar aus den Definitionen ergeben:

Eigenschaften
A, B und C seien Teilmengen einer Menge I. Dann gilt:
(1) AnNA=A,AUA=A (Idempotenz);
(2) ANB=BNA,AUB=BUA (Kommutativitét);

3) An(BNC)=(ANnB)NC,
AU(BUC)=(AUB)UC (Assoziativitét);

(4) AN(AUB)=A,AU(ANB)=A (Absorption);

(5) AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (Distributivitét);

(6) ANB=A&ACB&AUB=B (Konsistenz).

Eine weitere mengentheoretische Bildung, die durch das Aussonderungsaxiom ermoglicht
wird, ist die Differenzmenge:

1.11 Definition
Sind A und B Mengen, so heifit

A\B={z€cA|z¢B)}

die Differenzmenge zwischen A und B.
Gilt B C A, so nennt man A\ B das Komplement von B in A.
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) Als Zusammenhang zwischen N, U und \ 148t sich etwa fiir Mengen A, B, C als leichte
Ubung zeigen:

A\(A\B) = ANB
AN(B\C) = (ANB)\(ANC)
A\(BUC) = (A\B)N(4\O0).

Im néchsten Axiom wird verlangt, dal die Gesamtheit der Untermengen einer Menge wieder
eine Menge (ein Mengensystem) bildet:

1.12 Potenzmengenaxiom
Zu jeder Menge A gibt es eine Menge, deren Elemente die Teilmengen von A sind. Man nennt
sie die Potenzmenge von A, also

P(A) = {U | U c A}

Formale Folgerungen aus dieser Festlegung sind fiir Mengen A, B:
(i) BC A& BeP(A)
(ii) BC A< P(B) C P(A)
(iii) 0 € P(A), A e P(A).
Wir haben zwar schon die Existenz von Mengen gefordert, wissen aber noch nicht, ob es

Mengen mit unendlich vielen Elementen gibt. Dies miissen wir durch weitere Forderungen
sicherstellen.

1.13 Definition
Als Nachfolger einer Menge A bezeichnen wir die Menge

AT = AU{A}.

Eine Menge von Mengen A heifit induktiv, wenn ) € A und zu jedem Element aus A auch sein
Nachfolger zu A gehort.

1.14 Unendlichkeitsaxiom
Es gibt eine induktive Menge.

Mit den bisher festgelegten Axiomen haben wir die Moglichkeit, ein Modell fiir die natiirli-
chen Zahlen IN anzugeben. Deren Existenz haben wir zwar ohnehin geglaubt, wenn wir aber
unsere weitere Theorie nur auf vorgegebene Sachverhalte stiitzen wollen, so muf3 auch IV seinen
Platz in diesem System haben.

Man kann die Menge der natiirlichen Zahlen nun als minimale induktive Menge definieren
und etwa durch eine Menge von Mengen repréisentieren:

0 =10

1 = Qu{0}={0}

2 = {0,1} ={0,{0}}

3 = {0,1,2} ={0,{0},{0,{0}}}

n+l = nt.
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Basierend auf den Festlegungen
m+0=m, m+nt=(m+n)"

kann dann auch die Arithmetik von IN gewonnen werden. Eine genauere Ausfiihrung dazu
findet man z.B. in dem Buch von Enderton zur Mengenlehre.

Da hierbei die natiirlichen Zahlen als minimale induktive Menge festgelegt wurden, ergibt
sich die

Induktionseigenschaft: Ist A C IV eine Teilmenge mit
(i) 0 € Aund

(i) ne A=n+1€A,
dann ist A = IN.

Dies sind natiirlich nur Andeutungen zur Einfithrung der natiirlichen Zahlen, um klar zu
machen, in welchem Kontext man sie realisieren kann. Wir werden die allgemein vertrauten
Eigenschaften von IV ohne weitere Rechtfertigung benutzen.

Ausgehend von IN, kénnen mit algebraischen Methoden Z und @ konstruiert werden. Um
die rationalen Zahlen Q zu den reellen Zahlen IR zu erweitern, bendtigt man topologische
Uberlegungen.

Nun kommen wir zu einer Forderung, deren Giiltigkeit man ohne weiteres akzeptiert, die
jedoch nicht aus unseren bisherigen Axiomen gefolgert werden kann.

Ist ein System nicht-leerer Mengen gegeben, so soll es moglich sein, aus jeder Menge genau
ein Element herauszugreifen, und diese herausgenommenen Elemente zu einer neuen Menge zu-
sammenzufassen. Setzen wir voraus, dafl die Mengen des gegebenen Mengensystems paarweise
disjunkt sind, so 148t sich dies folgenderweise formulieren:

1.15 Auswahlaxiom

Sei M ein Mengensystem nicht-leerer Mengen und AN B = 0 fiir alle A, B € M mit A # B.
Dann gibt es eine Menge M, so daf fir jedes A € M die Menge AN M genau ein Element
enthdlt.

Fiir die Bedeutung des Auswahlaxioms werden wir spéiter mehr Verstéindnis gewinnen. Man
kann auch ohne das Auswahlaxiom Mengenlehre und Mathematik betreiben, doch werden wir
es heranziehen, wenn wir es brauchen (etwa zum Beweis der Existenz einer Basis in einem
Vektorraum).

Mit den angefiihrten Axiomen und den ersten Folgerungen daraus kénnen wir die mengen-
theoretischen Begriffsbildungen begriinden, die wir fiir die Algebra bendétigen. Sie sind jedoch
nicht fiir alle Probleme der Mengenlehre und Mathematik ausreichend. Fiir spezielle Konstruk-
tionen koénnen und miissen weitere Axiome dazugenommen werden.
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2 Relationen

Der Begriff einer allgemeinen Relation zwischen zwei Mengen A, B geht vom geordneten Paar
A x B aus. Die dazu angegebenen Bildungen mégen auf den ersten Blick etwas ungewohnt
erscheinen. Thre Bedeutung wird jedoch bei der Behandlung spezieller Relationen in den nach-
folgenden Abschnitten klar.

2.1 Definition
Seien A und B Mengen. Eine Teilmenge R C A x B nennen wir eine Relation zwischen A und

B.
Speziell heifit eine Teilmenge R C A x A eine Relation auf A.
Man sagt 2 € A und y € B stehen in Relation R, wenn (z,y) € R, und schreibt dafiir zRy.
Als Definitionsbereich bzw. Wertebereich von R bezeichnen wir

ID(R) = {x € A|esgibteinye€ Bmit (z,y) € R},
W(R) = {y€ B|esgibteinxze Amit (z,y) € R}.

ID(R) ist die Menge aller ersten Komponenten der Elemente in R, W (R) die Menge der

zweiten Komponenten.
Nach diesen Definitionen gilt R C ID(R) x W (R), d.h. R ist auch eine Relation zwischen
ID(R) und W(R). Auflerdem ist R auch eine Relation auf ID(R) U W (R), denn

R C D(R)xTW(R) c (ID(R)UW(R)) x (ID(R) UTV(R))

Man beachte, dafl im allgemeinen nicht R = ID(R) x TV (R) gelten wird.
Zu zwei Relationen R, S zwischen A und B sind offensichtlich auch R NS und RU S
Relationen zwischen A und B.

2.2 Beispiele. A und B seien Mengen.

(i) Die leere Relation: R=0 C Ax B
Es gibt kein Paar (x,y), das diese Relation erfiillt.
D(R) = W(R) = .

(ii) Die Allrelation: R=Ax BC Ax B
Alle (z,y) € A x B erfiillen diese Relation.
ID(R)=A W(R)=B,R=D(R)xW(R)=AxB.

(iii) Die Gleichheitsrelation: R = Aq = {(z,x) |r € A} CAxX A
(z,y) € R genau dann, wenn = = y.
D(R) = W(R) = A.

(iv) Eine bekannte Relation auf IV ist die <-Beziehung, gegeben durch
R={(z,y) e NxIN|y—xz€IN}.

D(R) = W(R) = IN.

(v) Die Relation auf IN z ist Nachbar von y, d.h. x und y unterscheiden sich um 1, ist
bestimmt durch

R={(z,y) e NxIN|z—y=1odery—x=1}.
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(vi) Die Relation auf IR,
R={(z.y) € Rx R|a®+y? =1},

wird durch den Einheitskreis in der Ebene dargestellt.
RAZW(R)=DR)={zecR|-1<z<1}.

(vii) Auf der Potenzmenge P(A) einer Menge A ist durch die Teilmengenbeziehung (Inklusion)
eine Relation gegeben:
R={({U,V)ePA) xPA)|UcCV}.
ID(R) =W (R) =P(A).

Durch blofles Vertauschen der Argumente 148t sich aus einer gegebenen Relation eine neue
gewinnen:

2.3 Definition
Ist R eine Relation zwischen den Mengen A und B, so nennen wir die Relation zwischen B
und A

R'={(y,2) e Bx A| (z,y) € R}

die Umkehrrelation von R (konverse Relation).

Zu jeder Relation R kann R~! gebildet werden, und es gilt (R=1)~! = R.

Eine wichtige Bildung ist die Verknipfung oder Komposition von zwei Relationen zwischen
passenden Mengen:

2.4 Definition
A, B, C seien Mengen, R eine Relation zwischen A und B, S eine Relation zwischen B und
C. Dann heifit die Relation

SoR={(z,2) € Ax C|es gibt ein y € B mit (z,y) € R und (y,2) € S}
die Verkniipfung (Komposition) von R und S.

Damit kann man auch mehrere Relationen R, S, T zwischen geeigneten Mengen verkniipfen,
und es gilt das Assoziativgesetz

To(SoR)=(ToS)oR.
Zwischen Verkniipfung und Umkehrrelation haben wir folgende Beziehung:

2.5 Hilfssatz
Seien A, B, C' Mengen, R eine Relation zwischen A und B und S eine Relation zwischen B
und C'. Dann gilt
(SoR)™'=R1'oS'cCxA

Beweis:

(z,2) € (SoR)™! (r,2) € SoR
es gibt ein y € B mit (z,y) € R, (y,2) € S
es gibt ein y € B mit (y,z) € R71, (2,y) € S~1
(z,z) € R"1oS7L.

tro e
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Speziell kann man jede Relation mit ihrer Umkehrrelation verkniipfen:

2.6 Hilfssatz
Sei R eine Relation zwischen den Mengen A und B. Dann gilt:

(a) R~!o R ist eine Relation auf A mit
(1) RY'oR={(z,2) € Ax A| es gibt y € B mit (z,y), (z,y) € R}
(2) Apry C R™'oR
(3) (R7'oR)'=R1'oR
(b) Ro R~ ist eine Relation auf B mit
(1) RoR™ ' ={(2,2) € Bx B |esgibtyc A mit (y,z), (y,2) € R}
(2) Aw(r C RoR™?
(3) (RoR ) '=RoR™!
(

Beweis: (a.1) Nach Definition der Komposition von R mit R~ gilt

(r,2) ER"'oR & esgibty€ Bmit (v,y) € R, (y,2) € R™!
< esgibt y € Bmit (z,y) € R, (2,9) € R.

(a.2) Fiir jedes x € ID(R) gibt es - nach Definition von ID(R) - ein y € B mit (z,y) € R.
Damit ist (z,2) € R~ o R.

(a.3) Dies ergibt sich mit 2.5:
(R'oRy'=R‘'o(RY)'=R'oR.

(b) folgt aus Teil (a). Man beachte, daf§ der Definitionsbereich von R gleich dem Wertebe-
reich von R~! ist: ID(R) = W (R™1). |

Es ist klar, daf im allgemeinen R o R~! und R~! o R verschieden sind.

2.7 Definition

Sei R eine Relation zwischen den Mengen A, B und U eine Teilmenge von A. Dann schreiben
wir

R(U) ={be€ B esgibt ein u € U mit (u,b) € R} C B.
Speziell fiir U = {z}, z € A, setzt man
R(z)={be B| (z,b) € R}.
Damit gilt R(A) = W(R), R~Y(B) = ID(R) und

(z,R(z)) = {(z,y)|ye€ R(z)} C R firallex € A,
kR = U{(z R(2)) |z c A},
R(y) = {ze€A|(x,y) € R} fiiralley € B.

Fiir zwei Relationen R, S zwischen geeigneten Mengen haben wir:
S(R(U)) = SoR(),
S(R@) = SoR()
R'oR(zx) = {z€ Al esgibtein y € R(z) mit (z,y) € R}.
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3 Abbildungen

In diesem und den n#chsten beiden Paragraphen wollen wir spezielle Relationen betrachten.
Dazu gehort auch der Begriff der ,,Abbildung” zwischen zwei Mengen, den Sie wahrscheinlich
nicht als Relation kennengelernt haben, sondern als Zuordnung oder Zuordnungsvorschrift.

Die Darstellung von Abbildungen als Relationen ist zwar nicht anschaulicher als die Be-
schreibung als ,,Zuordnung*, sie ist jedoch — mit der Mengenlehre als Grundlage — logisch exakt
und elementar formulierbar. Zudem erlaubt uns dies, die in §2 beobachteten Gesetzméfligkeiten
fiir Relationen auch fiir Abbildungen zu benutzen.

3.1 Definition
Eine Relation F' zwischen zwei Mengen A, B heifit Abbildung oder Funktion, wenn
(1) D(F) = A;
(2) gilt fir z € A und y,z € B, dafl (z,y) € F und (z,z) € F, so ist y = z.
F nennt man dann Abbildung (Funktion) von A nach B.
Eine Abbildung wird bestimmt durch das Tripel (4, B; F'). Also sind zwei Abbildungen

(A, B; F) und (C, D; G) gleich, wenn A = C, B= D und F = G. Man nennt A die Quelle und
B das Ziel der Abbildung F'. Nach Definition gilt

A Quelle F = ID(F),
B = ZilF S W(F).

Relationen mit der Eigenschaft (2) in 3.1 heiflen eindeutige Relationen. Solche Relationen
werden durch Einschrinkung auf ID(F) zu Abbildungen.

Aquivalent zu 3.1 kénnen wir sagen:

Eine Relation F' zwischen den Mengen A und B ist eine Abbildung, wenn fiir jedes z € A
die Menge F(z) aus genau einem Element besteht.

Somit ermoglicht eine Abbildung F' eine eindeutige Zuordnung

f:A— B,z — F(z) fir alle x € A.
Man schreibt f(z) := F(z) = {b € B | (x,b) € F}, und fiir U C A setzt man
f(U):=F{U)={be B|esgibt ein u € U mit (u,b) € F}.

Man nennt F' auch den Graphen der Abbildung f. Diese Bezeichnung ist von dem Spezialfall
f IR — IR abgeleitet, in dem der Graph von f gerade die Kurve in der reellen Ebene ergibt,
die zu f gehort.

Ist eine Abbildung als Zuordnung f : A — B gegeben, dann wird durch

F={(z,f(z))|]xr€e A} CAxB

die zugehorige Relation beschrieben.
Von den in 2.2 gegebenen Relationen ist nur die Gleichheit eine Abbildung. Ay C A x A
bestimmt die identische Abbildung

idy : A— A, x+— xfirallexz € A.

Die in 2.2(vi) betrachtete Relation auf IR, R = {(x,y) | 22 + y*> = 1}, kann durch Ein-
schrinkung der Quelle auf ID(R) und geeignete Beschrinkung des Zielbereichs zur Abbildung
werden:

DR)={rcR|-1<z<1}—=R"={ycR|y>0}.

Sind zwei Abbildungen F' und G mit geeigneten Quellen und Zielen gegeben, so kann man

diese zu einer neuen Relation G o F' verkniipfen. Dies ist wieder eine Abbildung:
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3.2 Hilfssatz

Seien A, B, C Mengen und f : A — B, g: B — C Abbildungen, bestimmt durch F C A x B
und G C B x C. Dann ist auch die durch die Verknipfung G o F' gebildete Relation eine
Abbildung.

Diese bezeichnen wir mit go f : A — C.

Beweis: Es ist zu zeigen, daf} fiir alle z € A die Menge G o F((x) = G(F(x)) aus genau einem
Element besteht:

Da F' Abbildung ist, besteht F'(x) aus genau einem Element von B.

Da G Abbildung ist, besteht G(F'(x)) aus genau einem Element von C. m|

Im allgemeinen braucht die Umkehrrelation F~! einer Abbildung keine Abbildung zu sein.
Dies kann man sich etwa an der Funktion IR — IR, x — 22, klar machen. Es gilt jedoch:

3.3 Hilfssatz. Sei F C A x B eine Abbildung.
(1) Dann gilt fir F"'o F C A x A:
(i) AACFloF
(i) (FloF)t=FloF
(iii) (FloF)o(FloF)CFloF.
Es gilt (v,2) € F~Y o F genau dann, wenn F(z) = F(2).
(2) FoF~' = Apy(p) C B x B.

Beweis: (i) und (ii) folgen sofort aus Hilfssatz 2.6.
(iii) Fiir (x,2) € (F~1o F)o (F~1o F) gilt: Es gibt y € A mit

(x,y) EF'oF, (y,2)€F 'oF,

d.h. es gibt ein v € B mit (z,u) € F, (y,u) € F und ein v € B mit (y,v) € F, (z,v) € F.
Da F Abbildung ist, folgt aus (y,u) € F und (y,v) € F, dafl w = v. Dann ist (z,u) € F
und (z,u) € F, also (z,2) € F"1o F O

Der Fall (2) in 3.3 beschreibt eine Situation, in der die Verkniipfung einer Relation mit
einer Abbildung wieder eine Abbildung ergibt.
DaB F~! keine Abbildung ist, kann als Ursache haben:

(1) D(F~1) =W(F) C B, es muf nicht W (F) = B gelten.
(2) Fiir ein y € W (F) kann F~!(y) mehr als nur ein Element enthalten.

Abbildungen, in denen solche ,, Defekte® nicht auftreten, verdienen besonderes Interesse:

3.4 Definition
Sei f: A — B eine Abbildung.

(1) f heiBt surjektiv, wenn f(A) = B,
d.h. zu jedem z € B gibt es ein x € A mit f(z) = z.

(2) f heifit injektiv (oder eineindeutig), wenn fir « # y € A auch f(z) # f(y), d.h. aus
f(z) = f(y) folgt = =y.

(3) f heifit bijektiv, wenn es injektiv und surjektiv ist.

Folgerungen
(1) f ist genau dann surjektiv, wenn W (F') = B.
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(2) Eine Abbildung f = (A, B; F) ist genau dann injektiv, wenn die Relation F~! C W (F) x
A eine Abbildung ist.

(3) f = (A, B;F) ist genau dann bijektiv, wenn die Relation F~! C B x A eine Abbildung
ist.
Dann heifit f~! = (B, A; F~1) die Umkehrabbildung zu f, und es gilt:
flof = ida(daF 'oF =Ay)
fof™' = idp (da FoF~!'=Apg, vgl 3.3).

Beweis: (1) Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.
(2) = Sei f injektiv.
(z,z) € F7Y (2,y) € F~! (v,2) €F, (y,2) € F
f(@) = f(y)
xr =y wegen F' injektiv
F~! ist Abbildung.

S

< F~! sei Abbildung, f(z) = f(y) =: 2.
(2,2) €F, (y,2) €F & (2,2) € F7Y, (2,y) € P
= =Yy
= f ist injektiv.
(3) Die Behauptung ergibt sich aus (1) und (2). a
Fiir die Komposition von Abbildungen haben wir die Beziehungen:

3.5 Satz
Seien f: A— B, g: B— C Abbildungen. Dann gilt:
(1) Sind f und g injektiv (surjektiv, bijektiv), so ist auch g o f injektiv (surjektiv, bijektiv).
(2) Ist go f injektiv, so ist auch f injektiv.
Ist g o f surjektiv, so ist auch g surjektiv.
Ist g o f bigektiv, so ist f injektiv und g surjektiv.

Der einfache Beweis dazu sei dem Leser zur Ubung belassen. Damit konnen wir folgende
Kennzeichnung von bijektiven Abbildungen angeben:

3.6 Korollar
Eine Abbildung f : A — B ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : B — A gibt mit

gof=ida, fog=idp
Es gilt dann g = f~1 (die inverse Abbildung ist somit eindeutig bestimmt).

Beweis: Nach 3.5 folgt aus go f =id 4, dal f injektiv ist und aus fog = idp, dafl f surjektiv
ist. Damit existiert f~!, und aus der ersten Gleichung folgt f~! =go (fo f~1) =g. o

Man beachte, daf§ die Giiltigkeit von nur einer der beiden Gleichungen, z.B. f o g = idp,
nicht die Bijektivitdt von f zur Folge hat.

Es folgt aus dem Auswahlaxiom, dall es zu jeder surjektiven Abbildung
f : A — B eine Abbildung g : B — A gibt mit f o g = idg. Dazu ist folgende Formu-
lierung des Auswahlaxioms 1.15 von Nutzen:
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3.7 Auswahlaxiom II
Zu jeder Relation R C A x B gibt es eine Abbildung F C ID(R) x B mit F C R.

Beweis: Die Relation R ordnet jedem z € ID(R) eine Menge R(x) C B zu. Nach dem Aus-
wahlaxiom 1.15 kénnen wir aus jeder Menge R(x) ein y, herausnehmen. Die so gebildeten
Paare F = {(z,y,) | + € ID(R)} bilden eine Abbildung ID(R) — B.

Nehmen wir nun an, das Auswahlaxiom II gilt. Sei M eine Menge von elementfremden

Mengen, und setze B := |J A. Betrachte die Relation
AeM

R:={(A,a)|Ae Mundae A} C M x B.

Dann gibt es eine Abbildung F' C R C M x B, und fiir die Menge F(M) gilt F'(A) = F(M)NA
fiir jedes A € M. Damit sind die Bedingungen des Auswahlaxioms erfiillt. ]

Aus Hilfssatz 3.3 kann man dann ableiten:

3.8 Satz

Sei f = (A, B; F) eine surjektive Abbildung. Dann gibt es eine Abbildung g = (B, A; G) mit
fog=1idg.

Beweis: Nach 3.3 gilt FoF~! = Apg. Zu der Relation F~! kénnen wir wegen 3.7 eine Abbildung
g = (B, A;G) finden mit G C F~L.

Dafiir gilt F oG C Fo F~! = Ap. AuBerdem ist Ag C F o G, denn zu jedem x € B gibt es

y € Amit (r,y) €GCF™ ' CBxA,
also (y,z) € F, und somit ist (z,z) € FoG. a

Wir haben bei den Folgerungen zu 3.4 gesehen, daf} fiir eine injektive Abbildung f =
(A, B; F) die Umkehrrelation F~! eine Abbildung von W (F) in A ist mit F~! o F = idy
(beachte W (F~1) = A).

Man kann die Abbildung (W (F), A; F~!) so zu einer Funktion g = (B, A; G) fortsetzen
(erweitern), dafl die Beziehung G o F' = id4 erhalten bleibt. Damit gilt analog zu 3.8:

3.9 Satz
Sei f = (A, B; F) eine injektive Abbildung. Dann gibt es eine Abbildung g = (B, A; G) mit
go f=ida.

Beweis: Wir wihlen ein beliebiges (festes) zp € A und definieren

C(Fl(y) firy € W(F)
g(y)_{mo ! fﬁrzgﬂ/V(F)

Die zugehorige Menge G C B x A ist dabei

G={(y.F ') |y e W(F)} U{(y,z0) | y € B\ W (F)}

Man beachte, daf§ fiir g o f der Wert von g an den Stellen y ¢ W (F') keine Rolle spielt. Es ist
leicht nachzupriifen, daff g(f(x)) = « fiir alle z € A. O

Abbildungen f : A — B, die jedem Element € A den gleichen Wert y € B zuordnen,
heiflen konstante Abbildungen. Solche Abbildungen lassen sich zwischen zwei beliebigen nicht-
leeren Mengen A, B angeben. Eine Abbildung f = (A, B; F) ist genau dann konstant, wenn
F = {(x,y) | z € A} fiir ein (festes) y € B.

In der nachstehenden Liste wird angegeben, wie sich Abbildungen gegeniiber mengentheo-
retischen Bildungen wie Durchschnitt, Vereinigung und Komplement verhalten.
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3.10 Abbildungen und Mengenoperationen
Seien f: A — B eine Abbildung und U, U’ C A. Dann gilt:

(1) UcU'=fU)cfU), fOUU)=fU)UFU).
2) SO\ SU) C F(UNT); fUNT) C fU)NFU).
Fiir jede Menge U von Teilmengen von A gilt:
B (U U)=U fU); f(NU)c N fO).
veu Ueu veu

Uveu
Fiir Teilmengen V., V' von B gilt:
(@) VeV = fHV)cf V), fHVuV)=fHV)ufi(v).
B) fWMNFTHV) =1V VAV = V) N V).
Fiir jede Menge V von Teilmengen von B gilt:
6 fHUV)=U V) AN v)i=N ).
Vey Vev vev

vevy
Der Beweis dazu ist nicht schwierig und sei dem Leser iiberlassen.

Hat man mit einer Menge von Elementen oder Mengen zu arbeiten, so kann man héufig
die Ausdrucksweise dadurch vereinfachen, dafl man diese mit einem Index versieht (indiziert).
Wahlt man etwa zwei Elemente aus einer Menge B, so schreibt man b;,bs € B. In diesem Fall
ist die Indexmenge I = {1,2}, und die Elemente by,bo € B sind bestimmt als Bilder einer
Abbildung

f:I— B, 1+—b, 2~ bs.

Allgemeiner formulieren wir:

3.11 Familie von Elementen
Seien I und M Mengen, f : I — M eine Abbildung. Man nennt dann f auch eine (I-indizierte)
Familie von Elementen und schreibt dafiir

(f(@)|i€I) oder (f(i))ier-
Setzt man f(i) := b;, so beschreibt auch (b;);c; die Abbildung f.

Zwei Abbildungen f,g : I — M sind genau dann gleich, wenn die Familien (f(¢));e; und
(9(7))ier gleich sind, d.h. wenn f(i) = g(i) fiir alle ¢ € I.

Man achte darauf, die Familie (f(7));es von der Menge der Bildelemente {f(i) |i € I} C B
zu unterscheiden. Die Schreibweise (f(7) |7 € I) legt die Abbildung fest, die Bildmenge dagegen
nicht.

Spezialfille
(1) I ={1}. {1} — B wird durch ein b € B bestimmt.

(2) T={1,2}. {1,2} — B ergibt Paare by,bs € B (by = by méglich).
(3) I={1,...,n}. {1,...,n} — B nennt man n-Tupel (by,...,b,).
(4) I=IN. IN — B nennt man Folgen.

(5)

5) Ist B = B eine Menge von Mengen, so ergibt eine Abbildung I — B eine Familie von

Mengen oder ein indiziertes Mengensystem.
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Nach Definition der Abbildungen zwischen Mengen A und B bildet die Gesamtheit dieser
Abbildungen eine Menge, die wir mit Abb(A, B) bezeichnen wollen (Abb(A, B) C P(A x B)).
Die oben betrachteten Fille ergeben folgende Entsprechungen (mit = bezeichnet):

(1) Abb({1},B) = B.

(2) Abb({1, 2} B) = BxB.

(3) Abb({l ,n},B) = Menge der n-Tupel mit Elementen aus B.
(4) Abb(IN ) = Menge der Folgen mit Elementen aus B.
(5) Abb(Z, M) = {(Mi)ier | Mi € M}

n (2) haben wir das geordnete Paar B x B als Abb({1,2}, B) wiederentdeckt. Auch das
geordnete Paar A x B a3t sich &hnlich darstellen:

AxB = {feAbb({1,2},AUB)| f(1) € A, f(2) € B},
A1 X A2 = {f S Abb({1,2},A1 U Ag) ‘ f(l) S Al, f(2) S AQ}

Man nennt dies auch das Produkt der Mengen A, As. Ausgehend davon kann man schritt-
weise das Produkt von mehreren Mengen bilden:

A1XA2><A3X"':((A1XAQ)XAg)X

Man kann dies auch beschreiben durch
Ap x - x A, = {feAbb({1,...,n}, UA | f(i) € As,i=1,...,n}.

Allgemein definieren wir daher:

3.12 Definition
Sei I eine Menge, (A;);cs eine Familie von Mengen. Dann nennt man

HieIAi = {f € Abb(I, UiEIA,») | f(i) € A; fiir jedes i € T}

das (kartesische) Produkt der Mengen A;. Kurzschreibweise: [[; A
Die Elemente von [ 4; sind die Familien (a;);c; mit a; € A;.

Dabei ist (a;)ier = (bi)icr genau dann, wenn a; = b; fiir alle i € I.

A; = AT d.h. es gilt

Ist A; = A fiir alle ¢ € I, so schreibt man [],,

- H A; = Abb(I, A).
i€l
Fir I ={1,...,n} haben wir damit
A" =Ax...x A= Abb({1,...,n}, A).

In 3.12 ist nichts dariiber gesagt, ob das Produkt einer beliebigen Familie von Mengen
iiberhaupt existiert. Diese Existenz wird uns durch eine weitere Version des Auswahlaxioms
gesichert.

3.13 Auswahlaxiom III
Zu jeder Familie (A;);cr von nicht-leeren Mengen A; existiert das kartesische Produkt Hie] A



16 KAPITEL 1. MENGENLEHRE

Beweis: Wihlen wir geméfl dem Auswahlaxiom fiir jedes ¢ € I ein a; € A; und definieren
f:I— UiGIAi’ 1 a;,

dann ist f € [[;c; A

Gilt andererseits [],.;,A; # @ fiir nicht-leere Mengen A;, dann gibt es
f € 1lies Ai und f(i) = a; € A; fiir alle i € A. O

Wir haben [ A; als Abbildungen I — |J A; definiert. Durch Anwenden dieser Abbildungen
auf ein Element k € I ergibt sich eine Abbildung

{f € Abb(L | TA4) | £() € A} — Aw, [ = [(K).
In etwas handlicherer Notation 1483t sich das so ausdriicken:

3.14 Definition
Sei (A;)ier eine Familie von Mengen. Die zu k € I definierte Abbildung

T - HieIAi — Ag,  (ai)ier — ay,
nennt man die k-te Projektion von [[; A; auf Ay,.

3.15 Hilfssatz
Ist (A;)icr eine Familie von nicht-leeren Mengen, so ist fir jedes k € I die Projektion my, :
[1, Ai — Ay surjektiv.

Beweis: Sei a, € Aj. Dann wihlen wir beliebige a; € A; fiir ¢ € I'\ {k} (Auswahlaxiom), und
wir erhalten

7k ((as)ier) = ag.

Also ist 7, surjektiv. o
Folgende Eigenschaft des Produkts von Mengen ist von Bedeutung;:

3.16 Satz (Universelle Eigenschaft des Produkts von Mengen)
Zur Indexmenge I und einer Familie von Mengen (A;);cr seien

[1; A; das kartesische Produkt dieser Mengen und
(mr 2 [I; Ai = Ax)ker die Familie der Projektionen.
Dann gibt es zu jeder Menge B und jeder Familie (fi : B — Ag)rer von Abbildungen genau

eine Abbildung f: B — [[; A; mit i o f = fi,
Man sagt, fir jedes k € I ist folgendes Diagramm kommutativ:
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Beweis: Wir definieren f : B — [[; 4;, b — (fi(b))icr und erhalten
T © f(b) = Wk((fi(b))iel) = fk(b) fiir jedes b € B.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit von f zu zeigen. Angenommen, es gibt ein g : B — [[; A; mit
T 0 g = [k, also m, 0 g(b) = fi(b) fiir alle b € B.
Angenommen f # g, d.h. es gibt ein b € B mit f(b) # g(b) € [[; A;. Dann gibt es ein k € I

mit
7 0 f(b) # 71 © g(b).
Dies bedeutet aber f(b) # fi(b), ein Widerspruch. |

Zu einer Menge B und einer Familie (4;);cr von Mengen kann man die Menge Abb(B, []; A;)
und das Produkt der Mengen Abb(B, A4;), bezeichnet mit [[, Abb(B, 4;), bilden. Die univer-
selle Eigenschaft des Produktes besagt gerade, dal wir diese beiden Mengen identifizieren
konnen:

3.17 Korollar
Sei B eine Menge und (A;);cr eine Familie von Mengen. Dann ist folgende Abbildung bijektiv:

Abb(B, ][ A) — [, Abb(B, Ai),  f = (mio fier -

Beweis: Zunichst zeigen wir die Injektivitat.
f#g = esgibteinbe B mit f(b) # g(b)
= es gibt ein k € I mit 7; o f(b) # 7 0 g(b)
= mof#Fmoyg.
Nun zur Surjektivitét.
Sei (hi)ier € [[; Abb(B, 4;). Dann gibt es nach 3.16 ein f : B — [[; A; mit m 0 f = hy
fiir alle k € I, also (m; 0 f)ier = (hi)icr- ]
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4 Aquivalenzrelationen

Wir haben in §3 Abbildungen als Relationen mit speziellen Eigenschaften kennengelernt. Auch
in diesem Paragraphen werden wir Relationen auf einer Menge mit besonderen Eigenschaften
untersuchen.

4.1 Definition
Sei R eine Relation auf der Menge A, also R C A x A.

(1) R heifit reflexiv, wenn Ay C R, d.h. (a,a) € R fiir alle a € A.
(2) R heiit symmetrisch, wenn R = R~!, d.h. (a,b) € R=(b,a) € R.

(3) R heifit transitiv, wenn Ro R C R,
d.h. (z,y) € Rund (y,2) € R=(x,2) € R.

(4) R heifit Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Beispiele
(1) Die grobste Aquivalenzrelation ist die Allrelation (R = A x B).

(2) Die kleinste oder feinste Aquivalenzrelation ist die Gleichheit (R = A4): Dabei steht
jedes Element nur mit sich selbst in Relation.

(3) Eine Aquivalenzrelation R auf IV ist gegeben durch

R={(n,m) € IN x IN | n und m haben die gleiche Quersumme}
(in Dezimaldarstellung).

Sei R eine Relation auf A. Zu jedem Element a € A haben wir die Menge R(a) gebildet, also
die Menge der Elemente b € A mit (a,b) € R. Falls R transitiv ist, gilt dafiiv R(R(a)) = R(a).

Ist R eine Aquivalenzrelation, so nennt man die Elemente in R(a) dquivalent zu a (beziiglich
R). Wir halten fest:

4.2 Definition
Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann schreiben wir fiir a € A

[a] := R(a) ={be€ A]| (a,b) € R}
und nennen dies die A quivalenzklasse von a (beziiglich R).

Die Gesamtheit der Aquivalenzklassen bildet eine Menge, nimlich eine Teilmenge der Po-
tenzmenge P(A) von A, die wir mit A/R bezeichnen, also

A/R={la]|a€ A} ={R(a) | a € A}.

Man beachte, dafl bei dieser Beschreibung fiir verschiedene a,b € A durchaus [a] = [b] sein
kann. Mit obigen Bezeichnungen gilt:

4.3 Hilfssatz
Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Fir Elemente a,b € A sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) [a] = [b];
(b) [a] N [b] # 0;
(¢) (a,b) € R.
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Beweis: (a)=(b): a € [a] N [b] # 0.

(b)=>(c): Ist [a]N[b] # 0, dann gibt es ein ¢ € A mit (a,¢) € Rund (¢,b) € R, also (a,b) € R
(wegen Transitivitét).

(¢c)=(a): Gilt (a,b) € R, so ist a € [b] und b € [a], also [a] C [b] und [b] C [a]. O

_ Die Bildung der Aquivalenzklassen definiert eine Abbildung von A in die Menge A/R der
Aquivalenzklassen. Wie bezeichnen sie so:

4.4 Definition
Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann heifit die Abbildung

pr:A— A/R, aw~ [a] firac€ A,
die (zu R gehorende) kanonische Abbildung (Projektion).

Es ist klar, dafl pr surjektiv ist.

Erinnern wir uns nun an eine Aquivalenzrelation, die wir frither schon kennengelernt haben:

Ist f = (A, B; F) eine Abbildung, so wird F~! o F eine Relation auf A. Wir haben in
3.3 gesehen, daf} dies eine reflexive, symmetrische und transitive Relation ist. Dabei bedeutet
(a,b) € F~1 o F, daBl es ein ¢ € B gibt mit (a,c) € F und (c,b) € F~1, also (b,c) € F.

Somit gilt (a,b) € F~! o F genau dann, wenn f(a) = f(b), also:

4.5 Satz
Sei f = (A, B; F) eine Abbildung. Dann ist

Ry =F'oF ={(a,b) € Ax A| f(a) = f(0)}
eine Aquivalenzrelation auf A.

Die dazu gehorende kanonische Projektion auf die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen
wir mit py : A — A/Ry.
Damit haben wir das Diagramm

A L B
Pr o\
A/Ry

Wir suchen nun eine Abbildung f: A/Ry — B, die dieses Diagramm kommutativ ergéinzt,
also mit f = fopy. Falls es ein solches f gibt, muf somit f(a) = fops(a) = f([a]) gelten. Wir
schlagen daher die Zuordnung vor:

f+A/Ry — B, [([a]) = f(a).

Diese Festlegung erscheint zunéchst von der Auswahl des Repriisentanten a aus [a] abhéngig.
Betrachten wir also a,b € A mit [a] = [b]. Dann gilt nach 4.3 (a,b) € Ry, was — nach Definition
von Ry — gerade f(a) = f(b) bedeutet. Unsere Zuordnung ist somit nicht von der Auswahl des
Repriisentanten abhingig, d.h. f ist eine Abbildung.

f ist sogar injektiv. Gilt namlich [a] # [b], also f(a) # f(b), so ist auch

f(lal) = f(a) # f(b) = F([b])-

Fassen wir zusammen:
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4.6 Satz
Jede Abbildung f : A — B lafst sich darstellen als Komposition der

surjektiven Abbildung py : A — A/Ry und der
injektiven Abbildung f : A/R; — B,
d.h. folgendes Diagramm ist kommutativ:

4 Lop

Pr o\ i
A/Ry

Als Folgerung daraus halten wir fest:

4.7 Korollar
Zu jeder Abbildung f : A — B gibt es eine bijektive Abbildung zwischen A/Ry und W (f) (=
Bild von f).

Beweis: Nach Konstruktion gilt W (f) = W (f).
Damit ist f: A/Ry — IV (f) injektiv und surjektiv, also bijektiv. o

Wir haben sowohl Abbildungen als auch Aquivalenzrelationen als Relationen kennengelernt.
Es ist leicht zu sehen, daB eine Relation, die Abbildung und Aquivalenzrelation ist, schon
die Identitéit sein mufl. Weitere Eigenschaften von Relationen werden im néchsten Abschnitt
untersucht.
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5 Ordnungsrelationen

Auch in diesem Paragraphen wollen wir uns mit Relationen mit besonderen Eigenschaften
befassen, den Ordnungsrelationen. Diese sind fiir die Analysis von groflerer Bedeutung als fiir
die lineare Algebra. Wir wollen hier hauptséchlich jene Punkte herausarbeiten, die fiir uns von
Interesse sein werden. Zunéchst die Definition:

5.1 Definition
Sei R eine Relation auf A (d.h. R C A x A).

(1) R heit antisymmetrisch, wenn RN R~ C Ay (vgl. 2.2(iii)), d.h. wenn fiir alle a,b € A
gilt: (a,b) € R und (b,a) € R=a =b.
(2) R heifit Ordnungsrelation, wenn R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Man nennt
dann A auch eine (durch R) (teilweise) geordnete Menge.
Schreibweise: (a,b) € R< a <g b oder auch a <b.

Eine Ordnungsrelation R, die zugleich Aquivalenzrelation ist, kann nur die Identitét sein,
denn

symmetrisch R=R!
antisymmetrisch RNR'C Ay »=A,=R.
reflexiv A4 CR

Bekannte Beispiele von Ordnungsrelationen sind:
(1) <auf N, R={(z,y) e NxIN|y—xe INU{0}}.

(2) C auf der Potenzmenge einer Menge A:
R={({U,V)eP(A) xP(B)|UCV}

Im ersten Beispiel beobachten wir als zusétzliche Eigenschaft, dal zwei Elemente x,y € IN
immer vergleichbar sind: z < y oder y < x. Relationen mit dieser Eigenschaft spielen eine
besondere Rolle:

5.2 Definition
Eine Ordnungsrelation R auf A heifit lineare (oder totale) Ordnung, wenn

RUR '=AxA,
d.h. fiir je zwei Elemente a,b € A gilt (a,b) € R oder (b,a) € R.

Eine symmetrische Relation mit dieser Eigenschaft wére die Allrelation.
Lineare Ordnungen werden auch wvollstindige oder totale Ordnungen genannt. Bei gewhn-
lichen Ordnungsrelationen spricht man auch von teilweisen Ordnungen oder Halbordnungen.

(IN, <), (Q,<) und (Z, <) sind Beispiele fiir lineare Ordnungen,
(P(A), C) ist eine teilweise Ordnung.
Elemente in geordneten Mengen konnen sich durch folgende Eigenschaften auszeichnen:

5.3 Definition
Sei (A, <) eine geordnete Menge, B C A eine Teilmenge.

b € B heiit grifites Element von B, wenn fiir alle b € B stets b’ < b.
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b € B heiit mazimales Element von B, wenn fiir alle b’ € B gilt:
b<b =1V =0, dh. es gibt kein Element in B, das grofer als b ist.

a € A heifit obere Schranke von B, wenn b < a fiir alle b € B.

a € A heiit Supremum oder obere Grenze von B in A, wenn a kleinste obere Schranke
von B ist, d.h. fiir alle oberen Schranken a’ von B gilt a < a’.

Entsprechend werden kleinste und minimale Elemente, untere Schranke und Infimum
definiert.

Elemente mit diesen Eigenschaften braucht es nicht zu geben.
Jedes grofite Element in B ist auch maximal. Dagegen kann es mehrere maximale Elemente
in B geben, die nicht vergleichbar sind.

Wir wollen diese Begriffe an einem einfachen Beispiel erldutern, bei dem wir die Teilmengen-
beziehung angeben:
A = Potenzmenge von {1,2,3}:

{1,2,3}
e
L2y {13} {23}

X}X

I C N )
0

{1,2,3} ist groBtes Element in A, @) ist kleinstes Element in A.

In B=A\{{1,2,3},0} gibt es weder gréfites noch kleinstes Element. {1,2},{1,3} und
{2,3} sind maximale Elemente darin, {1,2, 3} ist Supremum davon.

Die Teilmenge {0, {1},{1,2},{1,2,3}} von A ist beziiglich C linear geordnet, ebenso die
Teilmenge {{2},{2,3}}. Beide Mengen besitzen ein Supremum (sogar ein gréBites Element).

5.4 Definition
Eine nicht-leere, geordnete Menge (A, <) heilt induktiv geordnet, wenn jede nicht-leere
(beziiglich <) linear geordnete Teilmenge eine obere Schranke besitzt.

Man beachte, dafi Teilmengen von induktiv geordneten Mengen nicht wieder induktiv ge-
ordnet sein miissen.

Beispiel

Fiir jede Menge A # ) ist die Potenzmenge (P(A), C) induktiv geordnet:
Sei U C P(A), U linear geordnet. Dann ist

S = UUEuU € P(A)

Supremum von U: Da U C S fiir alle U € U, ist S obere Schranke. Fiir jedes T' € P(A) mit
UCcCT firalle U eU gilt S=Jy,UCT.
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Die Bedeutung der induktiv geordneten Mengen liegt darin, daf§ man in ihnen - mit Hilfe
des Auswahlaxioms - die Existenz von maximalen Elementen zeigen kann. Dies fiihrt zu einer
vierten Variation des Auswahlaxioms.

5.5 Auswahlaxiom IV: Zornsches Lemma
Jede induktiv geordnete Menge besitzt maximale Elemente.

Der Beweis ist zwar im wesentlichen mit den uns bereits bekannten Begriffen zu fithren,
erfordert aber doch eine gewisse Vertiefung in die Denkweise der Mengenlehre (vgl. Enderton,
Theorem 6M).

Fragen wir uns, was das Zornsche Lemma fiir die induktiv geordnete Potenzmenge einer
Menge A bringt. Nun, fir diesen Fall ergibt sich nichts neues, da wir in P(A) bereits ein
maximales Element kennen: A selbst ist sogar grofites Element in P(A).

Die hauptséchlichen Anwendungen werden sich fiir uns auf Teilmengen von P(A) beziehen.

Nach diesen Ausfithrungen zur (abstrakten) Mengenlehre wollen wir uns nun den eigentli-
chen Objekten unseres Interesses, den algebraischen Strukturen zuwenden.
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Algebraische Grundstrukturen

Bei der Addition oder Multiplikation von Zahlen wird zwei Zahlen a, b eine neue Zahl a + b
oder a-b zugeordnet. Man nennt dies eine Verkniipfung auf der Menge der (natiirlichen, reellen)
Zahlen.

Wir werden im néchsten Paragraphen zunéchst Mengen mit einer Verkniipfung untersuchen
(Gruppen, Halbgruppen). Im darauffolgenden Paragraphen wird dann das Zusammenspiel von
zwei Verkniipfungen behandelt, wie wir es ebenfalls von den Zahlen her kennen (Ringe, Kérper).

6 Halbgruppen und Gruppen

Zur Festlegung der algebraischen Grundbegriffe bedienen wir uns der Sprache und der Metho-
den der Mengenlehre.

6.1 Definition
Sei A eine nicht-leere Menge. Eine Verkniipfung T auf A ist eine Abbildung von A x A in A:

T:AxA— A (a,b)—aTh.

Als Beispiel dazu haben wir schon + und - auf IN kennengelernt.

Ist 7 eine Verkniipfung auf A, so ist fiir c € A auch (a7b,¢) € Ax Aund (a7b) Tc€ A
Analog 148t sich auch a7 (b7 ¢) € A bilden. Fiir beliebiges 7 muf sich dabei keineswegs das
gleiche Element ergeben. Schauen wir uns ein einfaches Beispiel dazu an.

Verkniipfungen auf endlichen Mengen A kénnen wir durch Verkniipfungstafeln angeben.
Dabei schreibt man die Elemente von A einmal als erste Zeile und einmal als erste Spalte einer
quadratischen Tafel und setzt das Element a 7 b in den Schnitt der Zeile a mit der Spalte b.

Seiz. B. A={a,b} und 7: A x A — A gegeben durch die

(atb)Ta = brta = a

Verkniipfungstafel T
a at(bta) = ata = Db

a b
b b
bla b
Dabei fiihren die beiden angesprochenen Bildungen zu verschiedenen Ergebnissen. Wir wer-
den uns hier jedoch fiir solche Verkniipfungen interessieren, bei denen das Ergebnis unabhéngig
von der Reihenfolge der Ausfithrung ist.

6.2 Definition
Sei H eine nicht-leere Menge.

24
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Eine Verkniipfung 7 : H x H — H heifit assoziativ, wenn
(atb)Tc=aT(b7c) fir alle a, b, c € H.

(H,7) nennt man dann eine Halbgruppe.
(H, 1) heiBt kommutative Halbgruppe, wenn zudem a7 b = b7 a fiir alle a, b € H gilt.
Ist H endlich, so nennt man die Zahl der Elemente von H die Ordnung von H.

Ist aus dem Zusammenhang klar, welche Verkniipfung gemeint ist, so schreibt man fiir
(H,7) nur H.

Es 148t sich durch Induktion zeigen, dafl sich in einer Halbgruppe bei jedem endlichen
Produkt die Klammern beliebig setzen lassen, also z.B.

(a1 7(azTas))Tas=a1 7 ((ax T as) T ay).
6.3 Beispiele von Halbgruppen
(1) IN bildet mit 7 = + und 7 = - je eine kommutative Halbgruppe.
(2) Fiir die Abbildung 7 : A x A — A, (a,b) — a, gilt die Assoziativitit, nicht aber die
Kommutativitéit, falls es @ # b in der Menge A gibt, denn
atb=a#b=>bTa.

(3) Die Potenzmenge P(A) einer Menge A ist eine Halbgruppe mit N (oder U).

(4) Sei A # () eine Menge, Abb(A) := Abb(A, A) die Menge der Abbildungen von A in A.
Dann ist (Abb(A), o) eine Halbgruppe mit

Abb(A) x Abb(A) — Abb(A), (f,9) — go f.

Sie ist nicht kommutativ, wenn A mehr als ein Element enthélt:
Seienc#£be A, f:A— A, aw—bfiralleac€ A,
g:A— A, aw cfirallea € A

Dann gilt go f(a) =c#b= fog(a), also go f # fog.

(5) Ist A # 0 eine Menge und (H, 7) eine Halbgruppe, dann wird Abb(A, H) zu einer Halb-
gruppe durch
frg:A— H,a— f(a) 7 g(a) fiir alle a € A.

(6) Ist (H;,7;)icsr eine Familie von Halbgruppen, so lifit sich auch auf dem kartesischen
Produkt []; H; eine Verkniipfung 7 definieren, die ([[; H;, 7) zu einer Halbgruppe macht:

(ai)[ T (bl)[ = (ai Ti bl)[

Sehen wir uns an, welche besonderen Eigenschaften Elemente einer Halbgruppe haben
konnen:

6.4 Definition
Sei (H, T) eine Halbgruppe.
(1) Ein Element e € H heifit

rechtsneutrales Element, wenn a 7 e = a fiir alle a € H,

linksneutrales Element, wenn e 7 a = a fiir alle a € H,
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neutrales Element, wenn a7e =e T a = a fiir alle a € H.

(2) Hat H ein neutrales Element e, dann heifit ein Element b € H
rechtsinvers zu a € H, wenn a 7 b = e,

linksinvers zu a € H, wenn b1 a = e,

invers zu a € H, wenn a7b = b7 a = e. Man schreibt dafiir b =: a~".

Wir wollen dazu gleich einige Beobachtungen festhalten:

(1) Eine Halbgruppe hat hichstens ein neutrales Element: Sind e und e’ neutrale Elemente,
danngilte=e7e = €.

(2) Zu einem a € H gibt es hochstens ein inverses Element: Sind b und ¥ invers zu a, dann
gilt:b=bre=br(atlt)=(bra)Tt =eTb =V

(3) Ist b invers zu a und b invers zu o/, dann ist b’ 7 b invers zu a 7 a'.

Priifen wir, ob es in den Beispielen von 6.3 solche Elemente gibt:

(i) (IN,4+): 0 ist neutrales Element; (IV, -): 1 ist neutrales Element.
Nur zu 0 bzw. 1 gibt es inverse Elemente.

(ii) (a,b) — a: Jedes Element ist rechtsneutral; es gibt kein linksneutrales Element, wenn A
mehr als ein Element enthilt.

(iii) (P(A),N): A ist neutrales Element;
(P(A),U): 0 ist neutrales Element.

(iv) (Abb(A),0): id4 ist neutrales Element. Zu f € Abb(A) gibt es ein Inverses, wenn f
invertierbar ist (Umkehrabbildung).

(v) (Abb(A,H),7'): Hat H ein neutrales Element e, so ist das neutrale Element von
Abb(A, H) die konstante Abbildung ¢: A — H, a — e.

(vi) (I, Hi,7): Hat jedes H; ein neutrales Element e;, so ist (e;);cr neutrales Element in
I1; H:.
Wie an den Beispielen zu sehen ist, braucht es in Halbgruppen weder neutrale noch inverse

Elemente zu geben. Halbgruppen, in denen es diese Elemente immer gibt, sind von besonderer
Bedeutung;:

6.5 Definition
Eine Halbgruppe (H,7) heifit Gruppe, wenn gilt:

(1) Es gibt ein neutrales Element e € H;
(2) Zu jedem a € H gibt es ein Inverses.

Ist die Verkniipfung 7 kommutativ, so nennt man (H, 7) eine kommutative oder auch abelsche
Gruppe (in Erinnerung an den norwegischen Mathematiker N.H. Abel).

Die in 6.5 gestellten Forderungen (1) und (2) lassen sich durch die Losbarkeit bestimmter
Gleichungen ausdriicken. Es gilt:

6.6 Satz
Fiir eine Halbgruppe H sind folgende FEigenschaften dquivalent:

(a) (H,T) ist eine Gruppe;
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(b) Zu je zwei Elementen a, b € H gibt es genau ein x € H mit a 7 x = b und genau ein
ye€ H mityta=ho.

Beweis: (a) = (b) Sei (H, ) eine Gruppe, a, b € H. Fiir x = a1 7 b gilt
atz=at(at7b)=(aTa ) Tb=0.

Zur Eindeutigkeit von x: Gelte atx = b = a7’ fiir z, ' € H. Dann folgt x = a7 (a72) =
atrbund 2’ =atr(aTa)=a"tTh
Analog erhélt man die Losung von y 7 a = b.

(b) =(a) Es gelte (b). Dann hat a 7 © = a eine Losung e € H, also a 7 e = a. Wir zeigen,
daf dieses e neutrales Element ist.
Sei b € H beliebig und ¢ € H mit ¢7a =b. Dann gilt

bre=(cta)Tte=ct(aTe)=cTa=0b,
also ist e rechts neutral. Betrachte nun ein ¥’ € H mit e 70’ = b. Dann gilt
etb=er(eTV)=(eTe)TV =eTb =0

Somit ist e auch links neutral.
Es bleibt noch, ein Inverses zu a € H zu finden. Nach Voraussetzung gibt es zu a, e € H
Elemente b, b’ € H mit a7b = e, b’ 7 a = e. Daraus ergibt sich

V=brte=br(atb)=0717a)Tb=eTb=0h.
Also ist b invers zu a. O

Als Beispiel fiir Gruppen kennen wir etwa die ganzen Zahlen (Z,+) und die rationalen
Zahlen (Q,+) bzw. (Q\ {0},-).

Die in 6.3 angegebenen Beispiele fiir Halbgruppen sind allesamt keine Gruppen. Einige
von ihnen lassen sich in Gruppen einbetten, etwa (IV,+) und (IV \ {0}, -). Die meisten davon
enthalten (wenn auch manchmal triviale) Gruppen. Solche Unterstrukturen sind von grofem
Interesse:

6.7 Definition
Sei (H,T) eine Halbgruppe.

Eine Teilmenge U C H heifit Unterhalbgruppe, wenn fiir a, b € U auch a7 b € U gilt. Man
sagt dazu, U ist abgeschlossen gegeniiber 7. (U, 7) ist Halbgruppe.

Besitzt (H,7) ein neutrales Element, dann heifit U C H Untergruppe, wenn es Unterhalb-
gruppe ist und zu jedem a € U auch a=! € U gilt.

(U, 7) ist dann eine Gruppe mit neutralem Element e € U.

In jeder Halbgruppe (H,7) mit neutralem Element e ist die Menge H* der invertierbaren
Elemente in H eine Untergruppe, denn

e € H*, a € H* (also invertierbar) = a~! € H* und

a,be H*=a1be H*.

Sehen wir uns wieder die in 6.3 gegebenen Beispiele darauthin an:

(i) In (IN,+) und (IN,-) ist 2IN (= gerade Zahlen) eine Unterhalbgruppe.
{1} ist Untergruppe von (IV,-).
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(ii) (a,b) — a: {a} C A ist wohl Gruppe, aber nicht Untergruppe, da A kein neutrales
Element hat.

(iii) {A} ist Untergruppe von (P(A),N), {#} Untergruppe von (P(A),U).
{0, A} ist Unterhalbgruppe von (P(A),N) und (P(A),U), aber in keinem Fall Untergrup-
pe (IN? = A, AU? = 0).

(iv) (Abb(A),o): Die surjektiven, die injektiven sowie die konstanten Abbildungen bilden
jeweils Unterhalbgruppen. Die bijektiven Abbildungen sind eine Untergruppe.

(v) (Abb(A, H),7’): Ist U Untergruppe von H, dann ist Abb(A,U) Untergruppe von
Abb(A, H).

Als Abbildungen zwischen Halbgruppen interessieren uns vor allem solche, die mit den
Verkniipfungen vertréiglich sind:

6.8 Definition
Seien (Hy,71) und (Ha,72) Halbgruppen. Eine Abbildung f : H; — Hjy heifit (Halbgruppen-
)Homomorphismus, wenn fiir alle a, b € Hy gilt

flaTib) = f(a) 72 f(b)

Man nennt dann f : H; — Hj einen
Monomorphismus, wenn f injektiv ist,
Epimorphismus, wenn f surjektiv ist,
Isomorphismus, wenn f bijektiv ist,
Endomorphismus, wenn H; = Hs,

Automorphismus,  wenn H; = Hy und f Isomorphismus ist.

Sind H; und H, Gruppen, so nennt man einen Halbgruppen-Homomorphismus f : H; — Ho
auch Gruppen-Homomorphismus.

Die Mengen der Homo-, Endo- bzw. Automorphismen bezeichnet man mit Hom(Hy, Hs),
End(H;) bzw. Aut(H;). End(H;) und Aut(H;) sind offensichtlich Unterhalbgruppen von
Abb(Hy, Hy).

Schauen wir uns einige Beispiele zu diesen Begriffen an.

6.9 Beispiele von Homomorphismen

(1) Sei (G, -) eine Gruppe. Zu a € G definieren wir
I,:G—G, z—a-z-a '
1, ist ein Homomorphismus, denn

Ia(fﬂ . y) =

. w.y).a

a-z-(at-a)-y-at = IL(2) L(y).

-1

I, ist injektiv, denn aus a-x-a~ ' =a-y-a~! folgt x = y.

1, ist surjektiv, denn fiir b € G gilt
I(a' b-a)=a-a ' -b-a-a” ' =b
Man nennt I, einen inneren Automorphismus.

(2) Seien Hy, Hs Halbgruppen und es neutrales Element in Hy. Dann ist

Hy — Hy, x> e fiirallex € Hy,
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ein (trivialer) Homomorphismus.
(3) Die Ezponentialfunktion
exp: (R,+) — (R>o,-), x> €,
ist ein Homomorphismus, da e®t¥ = e%e¥.
Auch der Logarithmus
log: (R>0,-) — (IR, +), x> log(x),
ist ein Homomorphismus, denn log(zy) = log(z) + log(y).

(4) Sei (H,-) eine Halbgruppe. Dann ist die Linksmultiplikation mit einem a € H eine
Abbildung von H in sich,
L,:H—H, zxzw—a-x.

Damit erhalten wir einen Homomorphismus
A:(H,-) — (Abb(H,H),0), ar L,.
Nach Definition gilt ndmlich
Lop(x)=(a-b)-x=a-(b-x) = Lo(Lp(x)) = Ly 0 Lp(x),

also a-b— L, o L. Ist a invertierbar, dann ist L, bijektiv.

Ist H eine Gruppe, so ist A monomorph, und H ist isomorph zu einer Untergruppe der
bijektiven Abbildungen von H in sich.

Ahnliche Bildungen kann man natiirlich auch mit Rechtsmultiplikationen durchfithren. Man
beachte, dafl sich dann bei A die Reihenfolge der Multiplikation im Bild umdreht.

Halten wir weitere Eigenschaften von Homomorphismen fest:

6.10 Satz
Sei f: (Hy,m1) — (Ha,72) ein Homomorphismus von Halbgruppen.

(1) Ist Uy eine Unterhalbgruppe von Hy, dann ist f(Uy) eine Unterhalbgruppe von Ha.

(2) Ist Uy eine Unterhalbgruppe von Ho, dann ist f~1(Us) = () oder eine Unterhalbgruppe
von Hj.

Beweis: (1) Sei as, by € f(Ul) C Hs. Dann gibt es ap, by € Hy mit f(a1) = ag, f(bl) = bg,
und es gilt
az 72 by = f(a1) 72 f(b1) = f(a1 71 b1) € f(Ur).

(2) Seien f~'(Uz) # 0 und ay, by € f~(Uz), d.h. f(ar), f(b1) € Us, und
flar 1 b1) = f(a1) 72 f(b1) € Uy,
also a1 11 b1 € fﬁl(Ug). O

Wenn auch die Kennzeichnung von Homomorphismen zwischen Halbgruppen die gleiche ist
wie zwischen Gruppen, so erzwingt die Gruppenstruktur doch zusétzliche Eigenschaften der
Homomorphismen:

6.11 Satz
Seien f: (G1,11) — (G2, 72) ein Gruppen-Homomorphismus, e; € Gy und
es € Go die neutralen Elemente. Dann gilt:
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(1) f(e1) =ea und f(a™t) = (f(a))™! fir alle a € G;.
(2) Ist Uy Untergruppe von Gy, dann ist f(Uy) Untergruppe von Gs.
(3) Ist Uy Untergruppe von Go, dann ist f~1(Us) Untergruppe von G .

Beweis: (1) Aus e; 71 e; = e folgt f(e1) = f(e1) 72 f(e1) und

e2 = fler) 72 (fler)) ™! = fle).
(2) und (3) folgen damit aus Satz 6.10. i

Eine wichtige Eigenschaft von Homomorphismen ist die Tatsache, dafl ihre Komposition
(als Abbildungen) wieder strukturvertriglich ist:

6.12 Satz
Seien f: Hy — Hs, g: Hy — H3 Homomorphismen von Halbgruppen.

(1) Dann ist auch go f: Hi — Hs ein Homomorphismus.

(2) Ist f ein Isomorphismus, dann ist auch die Umkehrabbildung
f~Y: Hy — H; ein Isomorphismus.

Beweis: (1) ist leicht nachzupriifen.
(2) Wir haben f(f~Y(zmy) =zmny= f(f1z)m f~(y)). Wegen der Injektivitit von
f gilt damit auch
flamny) =) f7(y).

O

Dies impliziert insbesondere, dal die Komposition von Endomorphismen wieder Endomor-
phismen ergibt, also

6.13 Korollar
Sei H eine Halbgruppe. Dann ist End(H) eine Unterhalbgruppe von Abb(H, H), und die Au-
tomorphismen Aut(H) bilden die Gruppe der invertierbaren Elemente in End(H).

Ist f: G1 — G2 ein Gruppen-Homomorphismus, so ist das Urbild jeder Untergruppe von
G+ eine Untergruppe von G7. Speziell ist also auch das Urbild von {e3} C G4 eine Untergruppe
in 1. Diese ist fiir den Homomorphismus f von grofler Bedeutung. Man gibt ihr daher einen
besonderen Namen:

6.14 Definition
Sei f : G1 — G4 ein Gruppen-Homomorphismus, e; € G2 das neutrale Element. Dann nennt
man die Untergruppe f~!(ez) von Gy den Kern von f, also

Kern f ={a € G| f(a) = e}
Die wichtigsten Eigenschaften davon fassen wir zusammen in:

6.15 Satz
Seien f: G1 — G4 ein Homomorphismus von Gruppen und ey, es die neutralen Elemente von
G1 bzw. Go. Fiir den Kern von f gilt:
(1) Fiir a,b € Gy ist genau dann f(a) = f(b), wenn ab=! € Kern f
(oder a='b € Kern f).
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(2) Fiir ¢ € Kern f ist aca™! € Kern f, also a(Kern f)a=! C Kern f fiir alle a € G;.
(3) Fir alle a € Gy gilt aKern f = (Kern f)a.
(4) f ist genau dann injektiv (= monomorph), wenn Kern f = {e1} ist.

Beweis: (1) Ist f(a) = f(b), dann ist

ez = f(a)(f(0)") = f(a)f(b™") = fab™),
also ab~! € Kern f. Umgekehrt folgt aus f(ab™!) = ey auch

F(b) = eaf(b) = fla)f(071) f(b) = f(a).

(2) Fiir f(c) = ez gilt f(aca™) = f(a)f(c)f(a™") = flaa™") = e2.

(3) Betrachte b = ak, k € Kern f. Dann ist ba~! = aka™! € Kern f und b € (Kern f)a nach
(2).

(4) Gilt Kern f = {e1}, dann gilt in (1) ab™! = ey, also a = b. O
6.16 Definition
Eine Untergruppe U einer Gruppe (G, 7) heiit Normalteiler oder normale Untergruppe, wenn

atUTa ! CU fiir alle a € G.
Es ist leicht zu sehen, dafl eine Untergruppe U C G genau dann Normalteiler ist, wenn
aTU = U T a fir alle a € G.

In abelschen Gruppen ist natiirlich jede Untergruppe Normalteiler.

Zu jeder Untergruppe U einer Gruppe (G, 7) wird eine Aquivalenzrelation auf G definiert
durch
Ry ={(a,b) eGxG|b'TacU}.

Die Aquivalenzklasse zu einem a € G ist dann Ryr(a) = [a] = a7 U.
Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit G /U.

Die Normalteiler einer Gruppe zeichnen sich nun dadurch unter den gewohnlichen Unter-
gruppen aus, dafl auf G/U wieder eine Gruppenstruktur eingefiihrt werden kann.

6.17 Faktorgruppen
Sei (G7 T) eine Gruppe mit neutralem Element e. Sei U Normalteiler in G, so wird die Menge
der Aquivalenzklassen G/U zu einer Gruppe durch die Verkniipfung

[a] 7' [b] == [a T b] fiir a,b € G.
Dabei ist [e] das neutrale Element in (G/U,7"), und [a~!] ist das Inverse zu [a].

Beweis: Es ist zu zeigen, dafl diese Festlegung unabhéngig ist von der Auswahl der Reprisen-
tanten. Dazu betrachten wir o/ € [a] und b’ € [b], also ' = a7k und ¥ = a7 h fiir geeignete
k,h € U. Hierfiir gilt

[@ TV = [atkTbTh] = atktbTthtU = atk7(b7U)
= atkt(U7tb) = atUTh
= atb7tU = [aT}]

Also definiert 7’ tatséichlich eine Verkniipfung auf G/U.
Es ist klar, dafl [e] neutrales Element ist.
Aus [a] 7/ [a7 Y] = [aTa"!] = [e] folgt [a] ™! = [a™}]. O
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Nach 6.15 ist der Kern eines Gruppen—Homomorphismq§ ein Normalteiler in seiner Quelle.
In 4.5 haben wir zu einer Abbildung f : G; — G4 eine Aquivalenzrelation auf Gy definiert.
Ist f ein Gruppen-Homomorphismus, so haben wir nach 6.15

Ry = {(a,b) € Gy xG1| f(a) = f(b)}
= {(a,b) € Gy x Gy | a~'b € Kern f}.

Damit ist b € [a] (also f(b) = f(a)) genau dann, wenn b € a Kern f, d.h.
aKern f = [a] = (Kern f)a

ist die Aquivalenzklasse von a € G bzgl. Ry. Fiir die Menge der Aquivalenzklassen bedeutet
dies
G1/Ry ={aKern f |a € G1} =: G1/Kern f.

Wie wir oben gezeigt haben, haben wir auf G;/ Kern f eine Gruppenstruktur. Damit kom-
men wir zu einem der wichtigen Sétze der Gruppentheorie:

6.18 Homomorphiesatz fiir Gruppen
Sei f : G1 — G4 ein Homomorphismus von Gruppen. Dann ist die kanonische Projektion

pr:G1— Gi/Kemf, ar [d,
ein Gruppenepimorphismus, und es gibt genau einen Monomorphismus
f:Gi/Kern f — G>
mit f = fopy, d.-h. wir haben das kommutative Diagramm

a L oa

prN S
Gi/Kern f.

Beweis: Das kommutative Diagramm kennen wir bereits aus 4.6, und wir wissen von dort,
daB py surjektiv und f injektiv ist. Es bleibt zu zeigen, da py und f Homomorphismen sind.
Dies sieht man aus den Gleichungen

pslamd) = lamb] = [a]71[b] = psla) i ps(b),
flalm ) = fllamd) = flanb) = fla) 2 f(b) = F(la]) 2 F([B])-

O

Neu gegeniiber Satz 4.6 ist im Homomorphiesatz, dafl man bei einem Gruppen-Homo-
morphismus f : G; — Go auf Gy/Kern f eine Gruppenstruktur hat und die auftretenden
Abbildungen Homomorphismen sind.

Wie schon angemerkt, ist in abelschen Gruppen jede Untergruppe Normalteiler. Sehen wir
uns dazu einen einfachen Fall an.

6.19 Beispiel
Betrachte die Aquivalenzrelation auf Z, die durch die Untergruppe 7Z bestimmt ist, also

R; = {(a,b) € Z x Z | a—bist durch 7 teilbar}
{(a,)) e Z X Z | (-b)+acTZ}.
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Dann ist Z /7Z eine additive Gruppe mit [a] + [b] = [a + b].
Die Projektion py : Z — Z JTZ, z — [z] ist ein Epimorphismus.
Wie nach Satz 3.8 zu erwarten ist, gibt es eine Abbildung von Mengen, etwa

G Z)TZ - Z, 2] 2z € [7], mit zp <7,

fiir die p7 0 ¢ = idg,7 gilt. Man beachte aber, dal ¢ kein Homomorphismus (bzgl. +) ist,
denn es gilt z.B. ¢([5]) =5, ¢([6]) = 6 und

q([5] + [6]) = ¢([5 + 6]) = 4 # 11 = 5+ 6 = ¢([5]) + q([6])-

In der Tat gibt es keinen Homomorphismus g : Z /7Z — Z mit prog = id z 7 z. Dies zeigt uns,
daf} nicht alle Sétze iiber Abbildungen von Mengen auch fiir Homomorphismen von Gruppen
gelten.

Analog zur Situation bei Abbildungen haben wir auch hier:

6.20 Satz (Universelle Eigenschaft des Produkts von (Halb-) Gruppen)

Sei (H;, 1)1 eine Familie von Halbgruppen und ([, H;, ') das Produkt der H; mit der Ver-
kndpfung
(ai)[ 7'/ (bl)] = (CLZ‘ T bz)l

(1) Dann sind die Projektionen
T HIHi — Hy,  (ai)ier = ax,

(Halbgruppen-) Epimorphismen.

(2) Ist H' eine Halbgruppe und (f; : H — H;)er eine Familie von Homomorphismen, so
gibt es genau einen Homomorphismus f: H — ], H; mit

mpof=fr firallekel,

d.h. folgende Diagramme sind kommutativ:

£\ .
I1; H:.

O

Wir wollen schliefflich die neu erlernten Begriffe anhand einer wichtigen Gruppe ansehen,
auf die wir spéter zuriickgreifen werden.

6.21 Permutationsgruppen
Die bijektiven Abbildungen einer (endlichen) Menge A in sich nennt man Permutationen von
A.

Die Gruppe aller Permutationen von A heifit Permutationsgruppe oder symmetrische Grup-
pe von A. Sie hat die Identitédt auf A als neutrales Element.

Bei diesen Betrachtungen kénnen wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit eine endliche
Menge mit n Elementen durch
{1,2,...,n}

vorgeben. Die symmetrische Gruppe dazu bezeichnet man mit S,,.
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Eine Permutation o davon kann man beschreiben durch

1 2 . n
o(l) o(2) ... on))’
Permutationen, die lediglich ein Paar von Elementen vertauschen und den Rest festlassen,

nennt man Transpositionen.
Fiir jede Transposition 7 gilt 72 = id. Ein Beispiel dafiir ist etwa

(1 2 3 4 2_ (1 23 4\ _,,
"1 4 32) T 7 123 4)7%
Transpositionen sind sozusagen die Bausteine der Permutationen, denn:

6.22 Satz
Jede Permutation ist als Produkt von Transpositionen darstellbar.

Beweis: Es ist klar, dafi eine Permutation genau dann die Identitét ist, wenn sie n Elemente
unverdndert 148t.

Sei nun o eine Permutation, die r < n Elemente festlifit. Fiir ein ¢ < n mit o(q) # ¢
definieren wir eine Transposition 71, die ¢ mit o(q) vertauscht und den Rest festldfit. Die
Komposition 71 o ¢ hat dann r + 1 Fixelemente.

Durch weitere Wahl von Transpositionen 75, 73, ..., 7% erhélt man schlieflich n Fixpunkte,
also

ThoTp_1---moo=id undo '=7,0 - 07.

Da jede Permutation invertierbar ist, folgt daraus die Behauptung. O

6.23 Definition
Fiir eine Permutation o € S,, definieren wir das Signum durch

sgno = H_[U(j) —o(i)] H[j —1i].

Wie leicht zu sehen ist, stehen {iber und unter dem Bruchstrich bis auf das Vorzeichen die
gleichen Faktoren. Also ist sgno gleich +1 oder —1.

gerade, wenn sgno = 1

Die Permutation o heif3t .
ungerade, wenn sgno = —1

Fiir eine Transposition 7 € S, gilt offensichtlich sgnT = —1.
Als wichtige Eigenschaft von Signum stellen wir fest:

6.24 Satz
Fiir je zwei Permutationen o, T € S, gilt

sgn(ooT) =sgno -sgnr.

Beweis: Nehmen wir zunéchst an, 7 sei eine Transposition, welche die Zahlen k& < [ vertauscht.
Ist ¢ < j, so haben wir

7(j) < 7(4) genau dann, wenn ¢ =k, j = [,
oder — dquivalent dazu —

7(i) < 7(j) genau dann, wenn (i, 5) # (k,1).
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Fiir jedes 0 € S, ergibt sich damit

41;[{[0 o7(j) —oor(i)
=loo7(l) —ooT(k) I [0 oT(j) —0o7(i)]
i<j,7(3)<7(5)

=[oo7(l) —ooT(k) (,-)<1_([*) 4</[0'(j) —o(i)]
=~ TIlol) — o(0)] |

i<j
Daraus ersieht man sgn(o o7) =sgno - sgn.
Sei nun 7 eine beliebige Permutation. Nach 6.22 kénnen wir
T=T10T20 0Tk

mit lauter Transpositionen 7; schreiben. Damit ist nun leicht zu sehen, dafl auch fiir beliebige
7 die gewiinschte Beziehung gilt. O

Es gibt noch andere Moglichkeiten, das Signum einer Permutation zu interpretieren. Fiir
o € S, bezeichne s(o) die Anzahl der Paare (4,7) mit 1 < i < 7 < n und o(i) > o(j). Diese
Paare bezeichnet man als Fehlstinde von o. Man kann sich iiberlegen, daf3

sgno = (—1)%),

FEine weitere Beschreibung von Signum erhélt man durch die Zerlegung von ¢ € &, in ein
Produkt von Transpositionen 7;, also

0O =T10T720:-:-0Tk,

mit einer ganzen Zahl k. Solche Zerlegungen sind zwar keineswegs eindeutig, und somit ist
auch £ nicht eindeutig bestimmt, dennoch folgt aus 6.24

sgno = (—1)~.
Damit kénnen wir zusammenfassen:

6.25 Alternierende Gruppe
Die geraden Permutationen in §,, sind solche, die eine gerade Anzahl von Fehlstéinden haben,
oder — gleichbedeutend — die als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen darstellbar
sind. Sie bilden eine Untergruppe und — nach 6.24 — sogar einen Normalteiler in S,,.

Man nennt sie die alternierende Gruppe A,,.

6.26 Beispiele
(1) Berechnung von Signum in S;.

12345
01 - (3 541 2) ) S(Ul) - 77 sgn oy - _17
12345
oy = (2 531 4> , s(og) = b, sgnos = —1;
01009 = (Zl’)iil));lg>’ s(c1o009) = 4, sgnojooy = 1.

(2) Eigenschaften der Sz. Setze
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123 123
a<213)1md5<132>'

Dann gilt a? = id, 4% = id und

123 123
ﬂOa“<321>7£<231)“a°6

Dies bestétigt, dafl Sz eine nicht-kommutative Gruppe ist.

U := {id, a} ist Untergruppe, da a~! = «, aber kein Normalteiler, denn
1 (123
b °a°5(321 zU

Die Komposition v := a o 3 ist eine gerade Permutation. Die Menge {id,~y,~?} enthilt alle
geraden Permutationen und ist Normalteiler (= Asg).
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7 Ringe und Korper

In diesem Abschnitt untersuchen wir algebraische Strukturen mit zwei Verkniipfungen. Da diese
sehr weitgehend den Eigenschaften von 4+ und - in den ganzen Zahlen entsprechen sollen, belegt
man sie meist mit diesen Symbolen:

7.1 Definition
Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen +, -, also ein Tripel (R, +, - ), heifit ein Ring, wenn
gilt:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,

(ii) (R, -) ist eine Halbgruppe mit neutralem Element,

(iii) fiir alle a,b,c € A gelten die Distributivgesetze

a-(b+c¢) = a-b+a-c,

(a+bd)-c = a-c+b-c
Dabei folgen wir der Konvention, dafl die Multiplikation - stéirker bindet als die Addition
+.

Man nennt den Ring (R, +, -) kommutativ, wenn zusétzlich gilt
a-b="b-a fir alle a,b € R,
wenn also (R, -) eine kommutative Halbgruppe ist.

Das neutrale Element von (R, +) nennt man die Null in R und schreibt dafiir 0. Das neutrale
Element von (R, -) heifit die Fins von R, auch Einselement, und man bezeichnet es meist mit
1 (oder e). Statt a - b schreibt man héufig nur ab.

Bemerkung: Es macht auch Sinn, Ringe ohne Einselemente zu betrachten. Wir wollen hier
aber in Ringen im allgemeinen die Existenz einer Eins voraussetzen.

Als elementare Folgerungen notieren wir:
In einem Ring (R,+, -) gelten fir alle a,b € R:

0-a=a-0=0,
(—a)b = a(—b) = —ab und
(—a)(=b) = ab.

Beweis: Aus a = (a + 0) folgt aa = aa + a0 und somit 0 = Oa.
Analog sieht man 0 = a0.
Aus 0 = (a + (—a))b = ab+ (—a)b folgt —(ab) = (—a)b. 0

7.2 Definition

Ein Ring (R, +, -) heifit Divisionsring (auch Schiefkorper), wenn (R \ {0}, -) eine Gruppe ist,
wenn es also zu jedem 0 # r € R ein Inverses bzgl. der Multiplikation gibt. Dies bezeichnet
man mit 1.

Ein Divisionsring heifit Kérper, wenn (R, - ) kommutativ ist, also a-b = b-a fiir alle a, b € R.

In einem Divisionsring R ist das Produkt von zwei Elementen a,b nur dann 0, wenn eines
der beiden Elemente schon 0 ist: Aus ab = 0 und b # 0 folgt némlich 0 = (ab)b~! = a.

7.3 Definition

Sei R ein Ring. Ein Element a € R heifit Nullteiler, wenn es ein 0 # b € R gibt mit ab = 0.
Ringe, in denen es keine Nullteiler # 0 gibt, heiflen nullteilerfrei.

Kommutative Ringe, die nullteilerfrei sind, nennt man Integritdtsringe.
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Zum Beispiel ist jeder Divisionsring nullteilerfrei, und jeder Korper ist Integritdtsring.
Wie bei den Gruppen, so interessieren uns auch hier die Abbildungen, welche die Ringstruk-
tur bertiicksichtigen:

7.4 Definition
Sei f : R — S eine Abbildung zwischen zwei Ringen R und S. f heifit (Ring-)Homomorphismus,
wenn fiir alle a,b € R gilt:

Man nennt f einen Anti-Homomorphismus, wenn an Stelle der zweiten Bedingung gilt
fla-b) = Fb) - f(a).
Als Kern f bezeichnet man das Urbild der 0 € S:
Kern f ={a € R]| f(a) =0}

Ein Ringhomomorphismus ist also ein Halbgruppen-Homomorphismus zwischen (R, +) und
(S, +) sowie zwischen (R, -) und (S, -).

7.5 Hilfssatz
Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt:
(1) Kern f ist eine Untergruppe von (R,+), und fir alle b € R gilt

bKern f C Kern f und (Kern f)b C Kern f.

(2) f ist genau dann ein Monomorphismus, wenn Kern f = {0} ist.

(3) Ist R ein Divisionsring, so ist f ein Monomorphismus oder die Nullabbildung.

Beweis: (1) Kern f ist Untergruppe nach 6.14.
Sei k € Kern f und b € R. Dann ist f(kb) = f(k)f(b) =0, also kb € Kern f.

(2) wurde in Satz 6.15 gezeigt.

(3) Angenommen 0 # ¢ € Kern f. Nach (1) gilt dann 1 = ¢- ¢~ € Kern f, und fiir jedes
a € R ergibt sich f(a) = f(la) = f(1)f(a) = 0. a

Wie in 6.17 ausgefiihrt, haben wir auf R/ Kern f eine Addition. Wegen der in 7.5 angege-
benen Eigenschaften der Kerne 148t sich darauf auch eine Multiplikation definieren durch

(a +Kern f) - (b+ Kern f) = ab+ Kern f.

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dafi diese Festlegung unabhéngig ist von der Auswahl der
Repréasentanten.
Dafiir gilt nun wieder

7.6 Homomorphiesatz fiir Ringe
Sei f: R— S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:
Die kanonische Projektion py : R — R/ Kern f ist ein (surjektiver) Ringhomomorphismus, und
die Abbildung
f:R/Kemf—S, [d+ f(a),

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Wir haben somit folgendes kommutative Diagramm
von Ringhomomorphismen:
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f

R —
prN S
R/Kern f.

S
f

7.7 Definition
Sei R ein Ring. Eine Untergruppe U C (R, +) heifit

Linksideal in R, falls aU C U fiir alle a € R,
Rechtsideal in R, falls Ua C U fiir alle a € R,
Ideal in R, falls U Links- und Rechtsideal ist.

Diese Forderungen implizieren, dafl jedes einseitige Ideal U selbst bzgl. - abgeschlossen und
damit ein Unterring (ohne Eins) ist. Andererseits braucht jedoch ein Unterring kein Links-
oder Rechtsideal in R zu sein.

In jedem Ring R sind {0} und R Ideale. Man nennt sie die trivialen Ideale. Ideale, die
ungleich R sind, nennt man echte Ideale.

Da R ein Einselement hat, gilt fiir ein Linksideal U C R genau dann U = R, wenn 1 € U.
Letzteres impliziert namlich a = a -1 € U fiir alle a € R.

Ist U C R ein Ideal, so 148t sich auf der Faktorgruppe R/U durch
(a+U)-(b+U):=ab+U

eine Multiplikation einfiihren, die (R/U,+, -) zu einem Ring macht.
Die kanonische Projektion p : R — R/U ist dann ein Ringhomomorphismus mit Kernp =
U.

Die Ideale sind bestimmend fiir die Struktur eines Ringes. Man sagt:

7.8 Definition
Ein Ring R heifit einfach, wenn er keine Ideale # {0}, R enthélt.

7.9 Satz. Sei R ein Ring.

(1) R ist genau dann Divisionsring, wenn er keine nicht-trivialen Linksideale enthdlt.

(2) Sei R kommutativ. Dann ist R genau dann ein Kérper, wenn er einfach ist.

Beweis: (1) Sei R ein Ring ohne nicht-triviale Linksideale und 0 # a € R. Dann ist 0 # Ra
ein Linksideal, also Ra = R. Somit gibt es b € R mit ba = 1, d.h. R ist Divisionsring,.

Sei R Divisionsring und U C R ein Linksideal # 0. Fiir ein 0 # u € U gilt dann 1 = v~ 'u €
U und damit U = R.

(2) Dies ist ein Spezialfall von (1). O
Sehen wir einige Beispiele zu den gegebenen Definitionen an.

7.10 Beispiele
(1) (Z,+, -) ist ein kommutativer Integritétsring.

Fiir jedes n € IV bildet nZ ein Ideal in Z, und wir kénnen dazu den Faktorring Z /nZ
bilden. Dieser besteht aus n Aquivalenzklassen, die wir mit {0,1,...,n— 1} markieren kénnen.
Addition und Multiplikation darin ergeben sich durch Rechnen modulo n.

(2) Uber jedem Ring R kann man Matrizenringe definieren.
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Wir werden spéter noch allgemeinere Bildungen kennenlernen. Hier wollen wir den einfach-
sten nicht-trivialen Fall angeben:

Matrizenring R?2): Auf den (2,2)-Matrizen mit Elementen in R konnen Addition und
Multiplikation definiert werden durch:

ail  ai12 4 bi1  bi2 — a1 + b1 a2+ bio
a1 Q22 bor ba2 ) a1 + b1 aga + b2 )’

air a2\ (bin b2\ _ (a11bin 4 a12ba aibiz + arzbas
a21 Q22 bor ba2 ) a21b11 + a22b21  a21b12 + agebas )

Dieser Ring enthélt immer Nullteiler, denn

(o 0) (0 1)=(0 )

Er ist nicht kommutativ, da z.B.
01'00_107&00_00.01
0 0 10/ \0o o0 0 1) \1 0 0 0/°
R 0 0 R
2 . . . (272).
( R O) und ( 0 R) sind Linksideale in R'%*/;

R 0 0
. . . (2,2).
0 ) und ( R R) sind Rechtsideale in R ;

/—\
o=

(R 8) ist Unterring, aber kein Ideal.

o

7.11 Ringstruktur auf Mengen von Abbildungen
Sei (R,+, -) ein Ring und I eine Menge. Dann kann auf Abb(I,R) = R!, der Menge der
Abbildungen von I in R (vgl. 3.12), eine Ringstruktur festgelegt werden durch

foglx):=f(z)+g(@), [fog():=f(z) g(z)

Die Bedingungen an die Verkniipfungen @ und ® koénnen durch Riickfithrung auf die entspre-
chenden Eigenschaften von + und - nachgewiesen werden.

Auch dieser Ring enthiilt immer Nullteiler, falls I mindestens zwei Elemente hat: Sei R ein
Ring und I = {i,j} mit ¢ # j. Definiere Abbildungen f,g: I — R durch

f(’L) =0, f(]) =1 g(’L) = 1vg(j) =0.

Diese Abbildungen sind nicht Null, aber f ® g ist Null.

Obige Konstruktion macht (fiir jeden Ring R) speziell R X R zu einem Ring (mit Nullteiler)
durch komponentenweise Festlegung der Operationen.

Mit den bereitgestellten Mitteln konnen wir aus gegebenen Ringen weitere Ringe konstruie-
ren. Mit einem dhnlichen Ansatz wie in Beispiel (3) erhalten wir auch den Ring der Polynome.
Das Rechnen mit Polynomen ist sicher von der Schule her vertraut. Bei genauerem Hinsehen
mufl man aber doch nachfragen, was es mit der dabei auftretenden Unbestimmten auf sich
hat. Die nachfolgende Beschreibung liefert den Nachweis, dafl wir im Rahmen der von uns
aufgebauten Grundlagen mit Polynomen so umgehen diirfen, wie wir es gewohnt sind.



7. RINGE UND KORPER 41

7.12 Polynomring

Sei R ein kommutativer Ring. Auf Abb(IN, R) = R¥, der Menge der Abbildungen IN — R,
fiihren wir eine Addition wie im vorangehenden Beispiel ein, aber eine andere Multiplikation.
Bemerkenswert daran ist, dafi die Multiplikation auch die Eigenschaften von IV heranzieht:

(ai)ierv @ (bi)iew = (ai +bi)ie, _
(@i)ieny © (bi)iew = (Gi)iew, mit ¢; = 3 arbi—.
k=0
Damit wird Abb(IV, R) ein kommutativer Ring. Es ist leicht zu sehen, da§ das Einselement

dargestellt werden kann durch
e=(1,0,0,...).

Sehen wir uns das folgende Element genauer an:

1 firn=1

X :=(0,1,0,...), alsz(”):{o firm#£A1 -~

Multiplizieren wir X mit sich, so erhalten wir

1 firn=2

X2:(07071a0""); X2(n):{0 furn7é2 ’

Allgemein ergibt sich fiir k € IN,

E 1 firn=%k
X(”)_{o fiirm £ kb

Bezeichne Abb,(IV, R) die Abbildungen IN — R, die nur auf endlich vielen n € IN ungleich
Null sind, also darstellbar sind durch

(a;)icv mit a; = 0 fiir fast alle ¢ € IN.
Dies ist offensichtlich ein Unterring von Abb(IV, R). Jedes Element daraus hat die Form
(ag,a1,a2,...,a,,0,0,...) =ag+ a1 X + ... +a, X"

Man nennt R[X] := (Abb.(IV, R),®,®) den Polynomring iber R in einer Unbestimmten
X.

Die Elemente daraus sind die uns vertrauten Polynome, und wir kehren wieder zur iiblichen
Notation zuriick. Insbesodere haben wir fiir Addition und Multiplikation von zwei Polynomen

(wie erwartet)
maz(n,m)

Z aiXi + E ijj = Z (ai + bl)XZ,
=0 j=0 i=0
n . m . n+m 1 .
Z ain . Z ij] = Z (Z akbi,k)XZ.
i=0 7=0 =0 k=0

Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dafl in obiger Darstellung von Polynomen
an, # 0 und b, # 0. Ist R Integritéitsring, so ist auch a,b,, # 0, und damit ist das rechts
stehende Polynom nicht Null, das heif}t:

Ist R ein Integrititsring, so ist auch R[X] ein Integrititsring.
Fiir jeden kommutativen Ring R ist die Abbildung

e:R— Re=(R,0,0,...)

ein Homomorphismus, der jedem Polynom sein konstantes Glied zuordnet.
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Als niitzliche Eigenschaft von R[X], die sich leicht nachpriifen 148t, halten wir fest:

Universelle Abbildungseigenschaft von R[X]
Zu jedem Ring S, s € S und jedem Homomorphismus @ : R — S gibt es genau einen Homo-

morphismus ® : R[X] — S mit ®(X) = s und dem kommutativen Diagramm
R 5
e/
R[X].
Die Wirkung von @ auf ein Polynom ist beschrieben durch

D:agt+ar X +...+a, X" — plag) + plar)s+ ...+ p(an)s™.

Ein wichtiger Schritt beim Aufbau des Zahlensystems ist die Konstruktion der rationalen
Zahlen aus den ganzen Zahlen. Auf gleiche Weise erhilt man zu jedem Integritéitsring den
Quotientenkorper, und wir wollen dies skizzieren:

7.13 Quotientenkdrper eines Integritétsrings
Sei R ein Integritétsring. Definiere eine Relation auf R x (R \ {0}):

(a,b) ~ (a’,b") genau dann, wenn ab’ = ba'.

Dies ist eine Aquivalenzrelation. Wir schreiben fiir die Aquivalenzklassen
[(a,b)] = [a,b] und bezeichnen ihre Gesamtheit mit

Q(R) :={[a,b]|a € R, be R\{0}}.
Darauf betrachten wir die Verkniipfungen

[a,0] + [a', 0] = [ab' + bd’,bb']
[a,b] - [@', V] := [ad,bb].

Es ist nachzupriifen, dafl diese Festlegungen unabhiingig sind von der Auswahl der Reprisen-
tanten, und dafl damit (Q(R),+, -) zu einem kommutativen Ring wird. Dabei wird [1, 1] das
Einselement und [0, 1] das Nullelement.
Das Inverse zu [a, b] mit a # 0 ist [b, a].

Q(R) ist also ein Korper, der Quotientenkdrper von R. Die Abbildung

R—Q(R), aw[a1],

ist eine Einbettung (injektiver Homomorphismus) von R in Q(R).
Setzen wir § := [a,b], so erkennen wir, daf8 die obigen Definitionen gerade die iiblichen
Rechenregeln fiir Briiche ergeben.

Es sei angemerkt, dafl bei dieser Konstruktion die Kommutativitit von R wesentlich mitbe-
nutzt wird. Fiir nicht-kommutative Ringe sind vergleichbare Bildungen wesentlich aufwendiger.

Als Spezialfall erhiilt man fir R = Z wie erwartet Q(Z) = Q.

Fiir einen Integrititsring R ist auch der Polynomring R[X] Integritéitsring (vgl. 7.12), und
wir erhalten mit der angegebenen Konstruktion den Quotientenkérper Q(R[X]) dazu. Man



7. RINGE UND KORPER 43

nennt diesen den Korper der rationalen Funktionen. Seine Elemente lassen sich als Briiche von
zwei Polynomen beschreiben.

Mit den vorangegangenen Betrachtungen haben wir gesehen, dafl wir mit den bereitgestell-
ten (mengentheoretischen) Grundlagen auch die rationalen Zahlen in unsere Theorie einfiigen
konnen. Prinzipiell gilt dies auch fiir die reellen Zahlen, doch sind dazu auch nicht-algebraische
Uberlegungen notwendig, mit denen wir uns hier nicht befassen: Man muff @ zu einem Korper
erweitern, in dem alle Cauchy-Folgen von Elementen aus @ einen Grenzwert haben.

Der Schritt von den reellen zu den komplexen Zahlen ist allerdings wieder rein algebraischer
Natur. Daher wollen wir ihn hier angeben.

7.14 Die komplexen Zahlen
Auf dem kartesischen Produkt IR x IR fithren wir Addition und Multiplikation ein durch

(a,0) + (@', V) = (a+d,b+1),
(a,b) - (a',b') = (aa’ —bb,ab + ba').
Mit diesen Verkniipfungen wird IR x IR ein Korper, den man den Korper der komplexen Zahlen

C nennt.

(1,0) ist das Einselement, (0,0) das Nullelement darin. Das Inverse zu
(0,0) # (a,b) € € bekommt man durch

1 a —-b
(a,b)7" = <a2—|—bz’a2—|—b2>'

Wir haben eine Einbettung
R— €, aw~ a(1,0)=(a,0),

und diirfen daher die Elemente a € IR mit (a,0) € C identifizieren. Das Element ¢ := (0, 1) hat
die Eigenschaft i2 = —(1,0), und mit obiger Festlegung gilt dann fiir die Elemente in C

(a,b) = a+ bi.
Dies gibt uns die vertraute und iibliche Schreibweise der komplexen Zahlen.

Auf eine weitere algebraische Darstellung von C wird bei den Aufgaben zu diesem Abschnitt
hingewiesen.

Die wohl wichtigste Eigenschaft von C ist fiir uns, daf8 jedes nicht konstante Polynom aus
C[X] eine Nullstelle in € hat. Dies wird manchmal der Fundamentalsatz der Algebra genannt,
obwohl er nicht mit algebraischen Methoden alleine bewiesen werden kann. Der erste Beweis
dazu stammt von C.F. Gaufl (1799).

Eine weitere Besonderheit von C sei noch erwéhnt: Die Abbildung

v:C—C, a+ib— a—7ib,

ist ein Automorphismus von C mit v2 = id@. Dies kann man einfach nachrechnen.
Einen solchen Automorphismus gibt es fiir die reellen Zahlen nicht, und natiirlich hat auch
nicht jedes nicht-konstante Polynom aus IR[X] eine Nullstelle in IR.
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7.15 Die Quaternionen
Auf dem kartesischen Produkt IR* fithren wir Addition und Multiplikation ein durch

(a,b,c,d) + (a',0',c,d) = (a+d,b+¥,c+,d+d),
(a,b,c,d) - (a',0',c,d) = (aa' —bV —cc —dd abl +ba' + cd —dc,
ac’ —bd + ca' +dV',ad' + bc’ — b + da’).

Mit diesen Verkniipfungen wird IR* ein Divisionsring, den man den Ring der Quaternionen
IHH nennt. Das Symbol IH soll an W.R. Hamilton erinnern, der als einer der ersten auf die
Bedeutung dieses Divisionsrings (in Geometrie und Zahlentheorie) aufmerksam machte.

1m := (1,0,0,0) ist das Einselement, (0,0,0,0) das Nullelement darin. Das Inverse be-

kommt man durch )

a? + b2+ 2+ d?

(a,b,c,d)™t = (a,—b, —c,—d).
Wir haben eine Einbettung
R— H, a+~ a(1,0,0,0)=(a,0,0,0),

und diirfen daher die Elemente a € IR mit (a,0,0,0) € IH identifizieren.
Setzt man die letzten beiden Komponenten von Elementen aus IH gleich Null, so erhilt
man gerade die komplexen Zahlen C. Dies ergibt auch eine Einbettung

C— H, (a,b)r (a,b,0,0).

Die angegebene Multiplikation der Quaternionen 148t sich handlicher angeben, wenn man
bedenkt, daf sie schon durch die Produkte von gewissen Basiselementen bestimmt ist. Folgende
Notation hat sich dabei eingebiirgert:

i:=(0,1,0,0), j:=(0,0,1,0), k:=(0,0,0,1).
Damit kénnen wir die Elemente von IH schreiben als
(a,b,¢,d) = a+bi+cj+ dk.
Die Multiplikation der Basiselemente ergibt

7;2:].2:]{;2:*11}[
ij=—ji=k, jk=—jk=1i, ki=—ik=]j.

Diese Beziehungen legen die Multiplikation in IH fest. Sie zeigen, daf§ JH nicht kommutativ ist.

Man sieht daraus auch, dafl iber JH das Polynom X2 + 1 drei verschiedene Nullstellen hat.
Uber einem kommutativen Korper kann ein Polynom zweiten Grades dagegen hochstens zwei
Nullstellen haben.

Ahnlich wie in € haben wir auch in JH einen Antiautomorphismus
v:H—H, a+bi+cj+dk—a—bi—cj—dk,

mit v? = idg. Dies kann man einfach nachrechnen. Damit 18t sich die Norm eines Elements
definieren durch

N(a+bi+cj+dk) = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) = (a* +b* + & + d*)1p,
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mit der man das Inverse eines Elements z € IH ausdriicken kann als

Eine Darstellung von IH als Matrizenring iiber C wird in den Aufgaben angegeben.

Wir haben in 7.7 angegeben, dafl zu jedem Ideal U in einem Ring R auf R/U eine Ringstruk-
tur definiert werden kann. Dabei stehen Eigenschaften des Ideals U in Wechselbeziehung zu
Eigenschaften des Ringes R/U. Folgende Eigenschaft von Idealen ist in diesem Zusammenhang
von Bedeutung:

7.16 Definition
FEin echtes Linksideal U C R heifit mazimal, wenn es maximales Element in der Menge der
echten Linksideale beziiglich der Inklusion C ist, d.h.

fiir jedes Linksideal V. C Rmit U C V ist U =V oder V = R.

Die Bedeutung dieser Ideale fiir die Struktur der zugehorigen Faktorringe liegt in folgender
Beobachtung;:

7.17 Satz
Sei R ein kommutativer Ring. Fin Ideal U C R ist genau dann mazximal, wenn der Faktorring
R/U ein Kérper ist.

Beweis: = Sei U ein maximales Ideal, p : R — R/U die kanonische Projektion. Ist I ein Ideal
in R/U, dann ist p~1(I) ein Ideal in R, das U enthilt. Also gilt entweder p~1(I) = U und
damit
I=p(p~' (1)) =pU) = 0],

oder es ist p~(I) = R und damit I = p(R) = R/U.

Somit gibt es in R/U nur die trivialen Ideale. Nach Satz 7.9 ist dann R/U ein Kérper.

< Sei R/U ein Kérper, V C R ein Ideal mit U C V. Dann ist p(V) Ideal in R/U, also
p(V) = [0] und damit U =V, oder p(V) = R/U, woraus V =V 4+ U = R folgt. Damit ist U
maximales Ideal. O

Die Frage nach der Existenz von maximalen Idealen 148t sich mit Hilfe des Zornschen
Lemmas beantworten. Dazu zeigen wir zunéchst:

7.18 Hilfssatz
Sei R ein Ring und K C R ein Linksideal. Dann ist die Menge U aller von R verschiedenen
Linksideale, die K enthalten, also

U={ICR|I Linksideal, K C I und 1 ¢ I},
beziiglich der Inklusion C induktiv geordnet.

Beweis: U ist nicht leer, da K € U. Sei V eine linear geordnete Teilmenge von U. Wir zeigen,
daBB U = [Jyey U eine kleinste obere Schranke von V in U ist. Offensichtlich gilt 1 ¢ U D K.

Auch die gewiinschte Minimaleigenschaft von U ist klar. B
Es bleibt also nur nachzuweisen, dal U ein Linksideal ist. Betrachte dazu a,b € U. Dann
gibt es ein U € U mit a,b € U, und damit gilt auch

a+beUcUund RacUCU.

Also ist U ein Linksideal. O
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Als Folgerung daraus erhalten wir den wichtigen

7.19 Satz von Krull
Jedes echte Linksideal in einem Ring R ist in einem maximalen Linksideal enthalten.

Beweis: Sei K # R Linksideal in R. Die Menge der echten Linksideale von R, die K enthalten,
sind induktiv geordnet. Das Zornsche Lemma garantiert die Existenz von maximalen Elementen
in solchen Mengen.

Es ist leicht zu sehen, dafi dies maximale Linksideale sind. a

Da in jedem Ring {0} ein Ideal ist, ergibt sich aus 7.19 die Existenz von maximalen Links-
idealen in allen Ringen (mit Eins!).

Mit einem analogen Beweis kann man auch zeigen, dafl in einem Ring jedes Linksideal
(Rechtsideal) in einem mazimalen Linksideal (Rechtsideal) enthalten ist.

Fiir kommutative Ringe haben wir das

Korollar
Zu jedem kommutativen Ring gibt es einen Epimorphismus R — K auf einen Korper K.

Beweis: Sei U ein maximales Ideal in R. Dann ist R/U nach 7.17 ein Korper, und die kano-
nische Projektion R — R/U ist der gewiinschte Epimorphismus. ]

7.20 Aufgaben
(1) Sei K22 der Ring der (2,2)-Matrizen iiber einem Kérper K. Zeigen Sie:
(i) K22 ist ein einfacher Ring.
Bestimmen Sie das Zentrum (vgl. Aufgabe (2)) von K(>2),

(ii) Folgende Menge ist ein Unterring von K(%2);

C(K) ;:{(_‘; 2) la,be K}

(iii) Fir K = IR ist C(IR) ein Korper.

(iv) f: C— C(R) mita+ibr—><

:Z s> ist ein Isomorphismus.
(2) Ahnlich wie C aus IR lassen sich die Quaternionen IH aus C gewinnen. IH wurde in
7.15 durch eine Multiplikation auf IR* eingefiihrt.

Sei €*?) der Ring der (2,2)-Matrizen iiber C. Fiir z = a + ib € € bezeichne z = a — ib
(konjugiert komplexe Zahl). Zeigen Sie:

(i) Folgende Menge ist ein Unterring von 2.
U v
H(C) .{(_1_) ﬂ)u,ve(ﬂ}.

N ; a+1ib c+id
(11)f.H—>H(®)m1t(a,b,c,d)»—>(_C_H.d a—ib)
ist ein (Ring-) Isomorphismus.

(iii) f(RR,IR,0,0) ~ C liegt nicht im Zentrum von H(C).
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