Zmé + Lf‘érf?u—ﬂ—k?

Mathematisches Institut

der Hemmch:Heme—Umvermtgt WiSe 2019 /2 0
Diisseldorf 31.03.2020
Apr. Pror. DR. AXEL : e
GRUNROGK

2. Klausur zu Analysis I

Allgemeine Hinweise: Als Hilfsmittel ist {ausser Kugelschreiber und Papier) lediglich ein beidseitig
beschriebenes DIN A 4 Blatt mit Notizen zugelassen. Die Klausur ist auf den ausgeteilten Formularen
zu bearbeiten, und nur diese sind abzugeben, Am Ende sind drei Bogen Schmierpapier angeheftet, sollte
dies nicht ausreichen, konnen Sie noch eigenes benutzen, was aber nicht eingesammelt wird. Die Auf-

gabenverteilung ist die folgende:

Al (Multiple Choice, bitte auf dem Blatt ankreuzen) 10 Punkte
A2 (Monotonie, Bescﬁréinktheit, Konvexitét) ' 10 Punkte
A3 (Grenzwerte) I 9 Punkte
Ad (unbestimmte Integrale) : 8§ Punkte
A5 (Konvergenz von Reihen) o 12 Punkte
A6 (Mittelwertsatz und Anwendung) 7 Punkte

A7 (Limes Superior) , - 6 Punkte

Bei den Aufgaben 1 und 2 werden Iedigﬁch die (Teil-)Ergebnisse korrigiert. Es empfiehlt sich also
im besonderen Mafie, Rechen- und Ubertragungsfehler zu vermeiden. Die Klausur gilt Hir
Mathematiker mit 28 (von 62 erreichbaren) Punkten als bestanden, fiir Nebenfichler mit 22 Punkten.

Viel Exfolg!
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1. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen stets richtig oder im Allgemeinen falsch sind. Hier sind
nur die Antworten "richtig®, *falsch® oder Enthaltungen méglich. Bitte auf dem Aufgabenblatt

ankieuzen!

{(a) Ist I C R ein Intervall und f: I — R stetig und injektiv, so ist f streng monoton.

Antwort: richtig &)  falsch ()  Enthaltung (O (2/1/0 P.)
(2Ws)
(b) Die imaginire Finheit { ist definiert als die eindeutig bestimmte Ldsung z ¢ C der Gleichung
74 1=0.
Antwort: richtig () falsch ¢)  Enthaltung () (2/1/0 P.)

(Deite Glesolisnsg Lot tie T 2esed vt Sobutoleaie L8 Stumpter 8,520, )

(¢) Ist I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar und gleichméfig stetig, so ist f’
beschrankt. : :
Antwort: richtig () falsch ()  Enthaltung (O (2/1/0 P.)

&’&pl j’f: (64] =R, )(i-—-—»f!{sc)g{;(—

(d) Die Dezimalbruchentwicklung der Eulerschen Zahl e ist periodisch.
Antwort: richtig ()  falsch )  Enthaltung () (2/1/0 P.)

(lie clid Goase Foll 18ve CER.)

~ (&) Ist (an)n cine reelle Zahlenfolge mit der Eigenschaft, dass fiir alle natiirlichen Zahlen m gilt

HMp o0 Gngm — @n = 0, 50 st (ag)n konvergent.
Antwort: richtig (O falsch @ Enthaltung () (2/1/0 P)
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2. (142+14241+41+42=10 P.) Fiir & > 0 sei

(@) = 21+ 3

+a’
(a) Berechnen Sie f'(z). . -

| / _3
-f’(x)==<;f;32. (3Ctex)—(203))= rma o ()

(b} Begriinden Sie mit Ihrem Ergebnis zu (a}, dass f injektiv ist.

i ‘) >0 ¥x >0 = f R Ouu;f' (0,-o) ?’fv;e:g.a.ﬁ Liseoan otmas
Glotguel (IB) = f £+ LppkHy (IR)

(¢) Nimmt die Funktion f auf (0, 00) ein Extremum an?

Medow (48) (Folgt anas (b))

(d) Bestimmen Sie a = inf{f(z} : 2 > 0} und b := sup{f(z) : = > 0}.

(l\/g,du Lowstoted Pe41) = Ll plcr= 2 R)
XNO o
b= &W Pixre Ll =*3 o AR )

e e Aoy A
(e} Belechnen Sie die Umkehrfunktion £ : (a b} — (0, c0).

#zﬁcx)*‘g‘igj@’—D ﬂc’#—x)zz_f-gk' t._a:a;g-—.z z(\sea)x

A X

o s = FE | also P %’“‘ = (- gf;) R

(f) Geben Sie die Definition der Konvexitiit einer Funktion g : 7 — R an. (Dabei sei 7 C R ein

Intervall.} (3 t T— W &_u/u Foovex o=
:afuuﬁavezguweae(QJ)v*&

, R S
g (s e DY D S Ngoo « -209%)
(g) Bestimmen Sie das grofte Teilintervall J C (0, 00), auf dem f konkav ist.
—2 R )

'f o = (A+xD°
da V) <0 V- xe (=), f&ff&u-ﬂoﬂuu
ge Seetfeee loctes volo (B0 ) keeka™M 4P )



3. (284 = 9 P.) Berechnen Sie die Grenzwerte'lim% f(2) der nachstehenden Funktionen f:

. 3
in® (2 P (25D
(8) f(a) = Smmg ) ( C; )
Gl (2
v [y { - \ 2 — e Q é\ T
Mewr £0F ¥4 Qf_t; PP p{tu(Q) )=, edo )e:; = (i_\-,)

W10

foradl ot das Shelig oot veee Err kS fotgt 'E:'-é ;Etx y=&. (4)

{
(b) f(z) = cos(3z) —1 Ziaed -f’oo&a A.un\)-em..hu,ﬁ veres € #o‘;:,;#oj
cos(2z) — 1 “

b oo = Lo ) |
Y g g (3xD (AP )
- sz—-L-f:KO ‘(f‘ CO&[Q,X)
8. C4P. )
o o

© 10 = (o@)F = exp (& G (coste>)) = D

A A b Cos(<)) = Lu — Fans G (4P )

2
=0 X X D 2

&
2 sz tesod 4 .
= ‘o - ,
K= O ’ ’6

e led 2eoadtanal Q"#os[»w‘\taﬂ m&?.(wa_o_m)ﬁ'}' precrele .
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4. (4 x 2 = 8 P.) Berechnen Sie die nachstehenden unbestimmten Integrale:

; = ced A o AP
(a)fm+1dm o "y % x4 ol x :
1

= X - L., (lxeql) A1

. . . (

(b) f:BCOS($)dm = KQL‘LA (X') - \S\SLL(_,L ) 0%{
g’

= QL (x) + (08 0¢) 2>

(H""’ mﬁ, Hacs }?504—% los 1. . Etarex it P €rtf el
& ‘f_&jg@@‘ e oberee b whort A¥ ) .

= fo (U+e *) 47
(4 Logorvtletanisolas Cockegral )

= y CPC’H’S“ CPJ)C)L).@& YR G ey = COSL)

(d) f cos? () sin (z)dz AP

_ — T}L Co &lf(x) AT
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5. (3+6+3 = 12 P.) Untersuchen Sie die nachstehenden unendlichen Reihen auf Konvergenz, ab-

"~ solute Konvergenz und Divergenz, Geben Sie dabei an, welche Konvergenzkriterien Sie verwenden.

[
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6. (2 4+ 3 + 2 = 7 P.) Geben Sie den Mittelwertsatz (der Differenzialrechnung) genau an

Lo f [o b ]— %Pxﬁ Lol @ p (a,b) S+epbar A7)

Dmoeas oo Cpeb o "te ?@ (Q,‘-‘,)) Gt (;‘))“ (Q),: ’f"(?> (.«{P)
: o~

und beweisen Sie

(a) fir z > 0 die Ungleichungen : _T_

= <In(l+z)<z.

| d (4P
. d . _ -
Wa + —Qg&w Jz_ Lo GI#X’) e .
Alse oevcha vrh Clu § € (o{ x ) wsf A G+ x )
X \ (47 )

= b (Aex) - L) = 775
4
N M‘f’ Oee § @<'$<X,QQQS’Q I;; <‘_{.f§ 4/

ot Fucdiplika Ros Lot F X >0 ergrbs o Rel.. (AF)

(b) Gelten die Ungleichungen in (a) auch fiir z € (—1,0) 7

Ja.

ln ol Cosnn Fol2 26f — A4 < ¥ <3 <O turet olalsr

(AF)
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se — Lix Clex)

K b Soolaes . ES Lot 02=5@=0,
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7. (6 P.) Es seien {(an)n und (by), beschréinkte Folgen reeller Zahlen. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) limsup,_,q.(anby) = limsup,_,q, an limsup,_, o bn, ;
LrAd . (DQ, .Q\S"'f-'

.fo/QSCJQ‘.} gSP @&‘2 (L A )L* ( b&x ('— 1 D)

e Cupla, b ) = —A, ot &t weolots +A Lo~

by ey .
k@enteoe b C g&‘g‘p&( Gee gobeo, ool f) (AF> )

(b) 1m SUPys_yo0{anbn) < M SUP, 00 @ M SUPy -5 by
Lalscl. Bep. @, = b, = (-4,0,-1,0, .. ). Deeass £F
R

Lke Sute = A, scale farde =0

() lim SUDP, 00 (@n + by) = limsup,,_, . an + limsup,_, bn,

Faloole, Bep. ML dee () 4P )

(d) lim supn%oo(an + bn) S Hm BUD, L0 On -+ lim SUDy, 00 bn. @L‘@&A '\,('7 ! —F "'{p
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