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5.3 Konvexe Funktionen

Definition: Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heiBt
konvex, wenn fiir alle x,y € I und X € (0,1) gilt

f(Ax+ (1= N)y) < A(x)+ (1= X)f(y). (K)

f heiBt streng konvex, wenn (K) mit strikter Ungleichung “<" gilt;
f heiBt (streng) konkav, wenn —f (streng) konvex ist.
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Geometrische Interpretation

Die Begriffe “konvex” und “konkav” charakterisieren das
Kriimmungsverhalten des Graphen Gf. Man sagt, Gr sei nach links
(rechts) gekrimmt, wenn f konvex (konkav) ist. Bei dieser
Sprechweise wird unterstellt, das Gr in Richtung wachsenden
Arguments x durchlaufen wird. Die Menge

Sy ={(Mx+ 1 =Xy, Mf(x)+(1=Nf(y)):0< A< 1}

ist die Sekante zu G durch die Punkte x, f(x)) und (y, f(y)). Die
Ungleichung (K) in der Definition von “konvex” bedeutet
geometrisch also die Forderung, dass alle Sekanten durch Gf
oberhalb dieses Graphen verlaufen. Entsprechend liegen alle
Sekanten durch den Graphen einer konkaven Funktion f unterhalb
von Gr.
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Eine dquivalente Charakterisierung

Um die Eigenschaften konvexer Funktionen zu diskutieren,
schreiben wir die Ungleichung (K) etwas um:

Lemma 1: Eine Funktion f : | — R ist (streng) konvex genau
dann, wenn fiir alle x < z < y € [ gilt

f(z) —f(x) < fly) —f(2)
z—x () y—-z (1)

In diesem Fall ist

flz)— f(x) < fy)—f(x) < F(y)—f(2) 2)
z-x () y-x () y-z =

A/710



Wie regular sinde konvexe Funktionen?

Zwei Beispiele:

x? . |x] <1

2 1 |xl=1
ist streng konvex, in (—1,1) stetig, aber in den Randpunkten
x = +1 unstetig.

(2) f:R—R, x> f(x):=|x]| ist konvex, aber in x = 0 nicht
differenzierbar. Dort existieren aber immerhin die einseitigen

Ableitungen
D, f(0) = limao (f(h) — £(0))=1
h

>0

(1) f:[-1,1] > R, x~— f(x) ::{

und
D_£(0) = lim o +(f(h) — £(0))=-1

Damit ist der Rahmen des Moglichen bereits einigermaBen
abgesteckt.
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Satz 1 (liber die Regularitat konvexer Funktionen):

Es seien —oco < a< b < oo und f: (a,b) — R konvex. Dann
gelten:
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Satz 1 (liber die Regularitat konvexer Funktionen):

Es seien —oco < a< b < oo und f: (a,b) — R konvex. Dann
gelten:

(1) f ist stetig.
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Satz 1 (liber die Regularitat konvexer Funktionen):

Es seien —oco < a< b < oo und f: (a,b) — R konvex. Dann

gelten:

(1) f ist stetig.

(2) In jedem x € (a, b) existieren die einseitigen Ableitungen
Dy f(x) := limaso £(f(x + h) — f(x))

h>0
und

D_f(x) := Iimfl,zg FH(f(x+h)—f(x)) .
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Satz 1 (liber die Regularitat konvexer Funktionen):

Es seien —oo < a < b < oo und f:(a,b) = R konvex. Dann
gelten:

(1) f ist stetig.

(2) In jedem x € (a, b) existieren die einseitigen Ableitungen

Dy f(x) = lim o F(f(x+ h) — f(x))
und

D_f(x) := Iimfl,zg FH(f(x+h)—f(x)) .
(3) Fir alle x,y € (a, b) mit x < y ist
D_f(x) < D+ f(x) < D_f(y) < Dyf(y).

Falls f streng konvex ist, gilt D, f(x) < D_f(y).

A/710



Folgerungen:
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Folgerungen:

(1) Ist f: (a,b) — R differenzierbar und (streng) konvex, so ist
f": (a, b) — R (streng) monoton steigend.
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Folgerungen:
(1) Ist f: (a,b) — R differenzierbar und (streng) konvex, so ist
f": (a, b) — R (streng) monoton steigend.

(2) Ist f: (a,b) — R konkav, so ist f stetig und in jedem
x € (a, b) existieren die einseitigen AbleitungenD, f(x) und
D_f(x).

(3) Ist f : (a, b) — R differenzierbar und (streng) konkav, so ist
f": (a, b) — R (streng) monoton fallend.

In (1) und (3) gelten auch die Umkehrungen, was wir
zusammenfassen zu:
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Lemma 2:

Es seien —oo < a < b < oo und f : (a,b) — R differenzierbar.
Dann gelten:
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Lemma 2:

Es seien —oo < a < b < oo und f : (a,b) — R differenzierbar.
Dann gelten:

(1) f ist genau dann (streng) konvex, wenn f’ (streng) monoton
steigend ist.

(2) f ist genau dann (streng) konkav, wenn f’ (streng) monoton
fallt.

In Verbindung mit dem Monotoniesatz - angewendet auf f’ - ergibt
sich hieraus der folgende:
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Konvexitatssatz

Satz 2: Es seien —oo < a< b<oound f: (a, b) = R zweimal
differenzierbar. Dann gelten:
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Konvexitatssatz

Satz 2: Es seien —oo < a< b<oound f: (a, b) = R zweimal
differenzierbar. Dann gelten:
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Konvexitatssatz

Satz 2: Es seien —oo < a< b<oound f: (a, b) = R zweimal
differenzierbar. Dann gelten:

(1) f ist konvex genau dann, wenn f”(x) > 0 ist fiir alle
x € (a, b),

(2) f ist streng konvex, wenn f”(x) > 0 ist fiir alle x € (a, b),

(3) f ist konkav genau dann, wenn f”(x) < 0 ist fiir alle
x € (a, b),
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Konvexitatssatz

Satz 2: Es seien —oo < a< b<oound f: (a, b) = R zweimal
differenzierbar. Dann gelten:

(1) f ist konvex genau dann, wenn f”(x) > 0 ist fiir alle
x € (a, b),

(2) f ist streng konvex, wenn f”(x) > 0 ist fiir alle x € (a, b),

(3) f ist konkav genau dann, wenn f”(x) < 0 ist fiir alle
x € (a, b),

(4) f ist streng konkav, wenn f”(x) < 0 ist fir alle x € (a, b).

Gegenbeispiel zu % in (2): f(x) = x* in xp = 0. f ist auf R streng
konvex, aber f”/(0) = 0.
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Anwendung: Youngsche Ungleichung

Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist zweimal
differenzierbar mit exp” (x) = exp (x) > 0 und also streng konvex
auf R. Daraus ergibt sich ein kurzer Beweis der hiufig benutzten
Youngschen Ungleichung:

1 1
Lemma 3: Fiir p,g > 1 mit —+ — =1 und a, b > 0 gilt:
P q
1 1
ab < —aP 4 = b9,
p q

Beweis: Klar, wenn ab = 0. Sonst setzen wir x = In(a) und
y = In(b). Dann ist ab = eXe¥ = XY = ...
1 1 1 1 1 1

= exp (;px + qu) < e e = b
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