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Aufgabe 41 (4 Punkte)
(a) In der Vorlesung wurde die Darstellung

Z\"
exp(z) = lim (1 + 7)
n—o00 n
fiir alle z € C bewiesen. Fiir z € R erhélt man hierfiir einen einfacheren Beweis, wenn man von der
Identitét 1 = In'(1) = limp—o £(In(1 4+ h) — In(1)) ausgeht, darin h = £ wihlt und die Stetigkeit der

Exponententialfunktion ausnutzt. Fithren Sie die Einzelheiten aus.
(b) Zeigen Sie mit einem dhnlichen Argument wie in Teil (a), dass fiir > 0 gilt

. 1
In(x) = nh_)rrgo n(z» —1).
Starten Sie dazu mit 1 = exp(0) = exp’(0).

(¢) Verallgemeinern Sie weiter und beweisen Sie, dass

1= lim ——(n7 —1).

n—o0 In(n) (

(d) Folgern Sie aus Teil (c), dass die Folge a, = n({/n — 1) divergiert und fiir jedes a € (0,1) die Folge
by, = n®({/n — 1) eine Nullfolge ist.

Aufgabe 42 (4 Punkte) In Aufgabe 37 haben Sie ein neues Konvergenzkriterium fiir Reihen kennengelernt.
In dieser Aufgabe soll die Anwendung eingeiibt werden. Dazu definieren wir die Doppelfakultét einer Zahl n € Ny

n—1
all — [ﬁ](n _ok) = {n(n —2)(n—4)---4-2, falls n gerade
o n(n—2)(n—4)---3-1, falls n ungerade
P
(a) Priifen Sie fiir p € N die Reihe ) | (%) auf Konvergenz. Wahlen Sie dazu in dem Konvergenz-

kriterium von Aufgabe 37 die Folge &, = n. Fiir welche p € N kann keine Aussage getroffen werden?
(b) Wihlen Sie nun eine andere Folge (&, )neny um auch die iibrigen Fille p € N behandeln zu kénnen und
ergriinden Sie das Konvergenzverhalten der Reihe fiir diese p € N.

jes} 1

Hinweis zu (b): Mit dem Cauchyschen Verdichtungssatz kann man einsehen, dass die Reihe )", A0y

divergiert. Fiihren Sie die Details aus.

Aufgabe 43 (4 Punkte, Leibniz-Regel) Die Funktionen f und g seien n-mal differenzierbar. Durch
vollstdndige Induktion nach n beweise man die Identitat

(9" =y <Z>f(’“)g<"‘“).

k=0

Orientieren Sie sich dabei am Beweis des binomischen Lehrsatzes. Als Anwendung berechne man f(1900) () fiir

f(z) = 2%sin(x).

Aufgabe 44 (4 Punkte) Es sei f : R — R definiert durch
r?sin(1), z#0
T) = v
S

(a) Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung. Eine gesonderte Betrachtung des
Nullpunkts ist hier erforderlich.
(b) Begriinden Sie, dass die Ableitung f’ in 0 unstetig ist.

Abgabe: in den entsprechenden Briefkasten bis Di., 16.01.2024, 10.25 Uhr
Besprechung: ab Di., 23.01.2024 in den Ubungen



