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1. Grundlagen
1.1 Mengen und Abbildungen

Definition (Cantor, 1895): “Unter einer Menge verstehen wir
jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen."
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1. Grundlagen
1.1 Mengen und Abbildungen

Definition (Cantor, 1895): “Unter einer Menge verstehen wir
jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen."

Zusatz zur Definition: Hierbei muss prinzipiell entscheidbar sein,
ob ein Objekt zu einer Menge M gehdrt oder nicht.
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Beispiel: Die " Russellsche Unmenge

Nicht jede Angabe einer charakterisierenden Eigenschaft fiihrt zu
einer wohldefinierten Menge! Die Menge

Mg := {x : x ist eine Menge und x ¢ x}
aller Mengen, die sich selbst nicht als Element enthalten, ist
zweifellos eine " Zusammenfassung von Objekten unseres

Denkens”, geniigt also der Cantorschen Mengendefinition. Aber
gehort Mg als Element zu Mg ?
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Fortsetzung " Russellsche Unmenge“

Nehmen wir dies an, folgt sofort das Gegenteil:
Mg € Mg ={x:x ¢ x} = Mg & Mg,
umgekehrt entsprechend:
Mg ¢ Mg = {x:x ¢ x} = (Mg ¢ Mg) = Mg € Mg.

Die Frage, ob Mg ein Element von Mg ist, kann also gar nicht
entschieden werden.
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Zahlenmengen, die in Analysis | von Bedeutung sind

N ={1,2,3,...}, die natiirlichen Zahlen,

No ={0,1,2,3,...}, die natiirlichen Zahlen mit 0,
Z ={0,£1,42,...}, die ganzen Zahlen,

Q= {g :p € Z,q € N}, die rationalen Zahlen,

R ={+£a,a1a0a3---:a€ Np,a1,a2,---€{0,1,2,...,9}},
die reellen Zahlen, die wir im Moment als Dezimalbriiche
(abbrechend und nicht-abbrechend) auffassen. (Dazu spater
wesentlich mehr.)
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Intervalle

Fiir a, b € R mit a < b definiert man

» [a,b] :={x € R:a < x < b}, ein abgeschlossenes Intervall,
» (a,b) :={x € R:a < x < b}, ein offenes Intervall,
» [a,b) :={x€R:a<x< b} und

(a, b] := {x € R: a < x < b}, das sind halboffene Intervalle.

Ferner benutzt man oft uneigentliche (= unbeschrankte) Intervalle
wie z. B.:

[a,00) :={x € R:a<x} oder (—oo,b):={x€R:x< b}
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Definition: Teilmenge und Mengengleichheit

» (1) Eine Menge M; heiBt Teilmenge einer Menge M, falls alle
Elemente von M; in M, enthalten sind.

» Schreibweise: My C M, falls gilt: x € My = x € M».

» (2) Zwei Mengen M; und M, heiBen gleich, wenn sie
dieselben Elemente enthalten.

» Kurz: My = M - My C My und Mr C M.
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Die leere Menge

Definition: Die leere Menge ist diejenige Menge, welche kein
Element enthilt. Sie wird mit () oder {} bezeichnet.
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Die leere Menge

Definition: Die leere Menge ist diejenige Menge, welche kein
Element enthilt. Sie wird mit () oder {} bezeichnet.

Bemerkung: Fiir jede Menge M gilt ) C M.
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Definition: Mengenverkniipfungen
Mi und M, seien Mengen. Dann heiBen:
» My UM, = {x:x € My oder x € My} die Vereinigung,
> MiN M, :={x:x e M und x € Mo} der (Durch-)schnitt,
» My \ My :={x:x &€ M; und x ¢ M} die Differenz und

> MiAMy := (My\ Ma) U (M2 \ My) die symmetrische Differenz

der Mengen M; und Ms.
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Satz 1 (Rechenregeln fiir Mengenverkniipfungen)

My, M> und Ms seien Mengen. Dann gelten:
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Satz 1 (Rechenregeln fiir Mengenverkniipfungen)

My, M> und Ms seien Mengen. Dann gelten:

> MiUMy, = My UM;, MiN My = Mo My, (Kommutativitéit);

> My U (MU Ms) = (My U M) U Ms, desgleichen fiir N,
(Assoziativitat);

> MiyN(MyU Ms) = (My N My)U(My N Ms), das erste und

> My U (M Ms) = (MyUM)N (MU Ms), das zweite
Distributivgesetz.
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Definition: Potenzmenge und Mengensystem

X sei eine Menge. Dann heiBt (die Menge aller Teilmengen von X)
P(X)={M:McC X}

die Potenzmenge von X. Eine nichtleere Teilmenge M C P(X)
heiBt ein Mengensystem auf X.
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Definition: Potenzmenge und Mengensystem

X sei eine Menge. Dann heiBt (die Menge aller Teilmengen von X)
P(X)={M:McC X}

die Potenzmenge von X. Eine nichtleere Teilmenge M C P(X)
heiBt ein Mengensystem auf X.

Beispiele:

> Fiir X =0 ist P(X) = {0} ( #0).

» X ={1,2,3}. Dann ist
PX) = {0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{2,3}, {3, 1}, {1,2,3}}.
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Definition: Komplement einer Teilmenge

X sei eine Menge und M C X eine Teilmenge. Dann heiBt
Me:=X\M={xeX:x¢ M}

das Komplement von M in X.
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Definition: Beliebige Vereinigungen und Durchschnitte

Es seien X eine Menge und M ein Mengensystem auf X. Dann
setzen wir

Umem M = {x € X : Es gibt ein M € M mit x € M}

und Nyem M = {x € X : x € M fiir alle M € M}.
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Definition: Beliebige Vereinigungen und Durchschnitte

Es seien X eine Menge und M ein Mengensystem auf X. Dann
setzen wir

Umem M = {x € X : Es gibt ein M € M mit x € M}
und Nyem M = {x € X : x € M fiir alle M € M}.

Bezeichnung: Ist M = {M,- : i € 1} mit einer (sog.) Indexmenge /,

so schreibt man (J;c; M; == Upep M bzw. Nic; Mi == Npjer M.
Am haufigsten verwendet man N als Indexmenge, aber auch

"groBere” Mengen | sind mitunter erforderlich.
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Satz 2 (De Morgan'sche Regeln):

Es sei M ein Mengensystem auf einer Menge X. Dann gelten:

(UMGM M)C = nMeM M<
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Satz 2 (De Morgan'sche Regeln):

Es sei M ein Mengensystem auf einer Menge X. Dann gelten:

(UMeM M)C = nMeM M<

und

(ﬂMeM M)C = UMeM M<

Beweis als Ubungsaufgabel!
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Definition: Das kartesische Produkt
X und Y seien Mengen. Dann heift

XxY ={(x,y): xeX,ye Y}

das kartesische Produkt von X und Y. Seine Elemente werden als
geordnete Paare bezeichnet.
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Definition: Das kartesische Produkt

X und Y seien Mengen. Dann heiBt
XxY ={(x,y): xeX,ye Y}

das kartesische Produkt von X und Y. Seine Elemente werden als
geordnete Paare bezeichnet.

Verallgemeinerung: Sind Xy, X5, ..., X, Mengen, so heiBt
X1 Xi=A{(x1,...,xn) : x;i € Xj furalleie{1,...,n}}

das kartesische Produkt von Xi bis X,,. Seine Elemente werden als
(geordnete) n-Tupel bezeichnet (im Fall n = 3 auch als Tripel).
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Definition: Abbildung/Funktion

Gegeben seien zwei Mengen X und Y. Unter einer Abbildung oder
Funktion f von X nach Y versteht man eine Vorschrift, die jedem
Element x € X genau ein Element y = f(x) € Y zuordnet.
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Definition: Abbildung/Funktion

Gegeben seien zwei Mengen X und Y. Unter einer Abbildung oder
Funktion f von X nach Y versteht man eine Vorschrift, die jedem
Element x € X genau ein Element y = f(x) € Y zuordnet.

Bemerkung: Eine Abbildung wird erst vollstandig charakterisiert
durch Angabe von Definitionsbereich, Zielbereich und
Zuordnungsvorschrift, iiblicherweise in der Form

f:X—=Y, x— f(x)(:=... Zuordnungsvorschrift ).

Abbildungen mit gleicher Zuordnungsvorschrift aber unterschied-
lichen Definitions- und/oder Zielbereichen kénnen sich in
wesentlichen Eigenschaften unterscheiden!

16 /29



Definition: Abbildung (2. Versuch)

Eine Abbildung f : X — Y ist eine Teilmenge Gr C X x Y, so
dass zu jedem x € X genau ein y € Y mit (x,y) € Gr existiert.
Dieses Element y € Y wird als f(x) bezeichnet.
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Definition: Bild und Urbild

Es sei f : X — Y eine Abbildung, M C X und N C Y. Dann
heiBen

> (1) f(M):={f(x) € Y :x € M} das Bild von M unter f und

> (2) FY(N):={x € X : f(x) € N} das Urbild von N unter f.
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Definition: Bild und Urbild

Es sei f : X — Y eine Abbildung, M C X und N C Y. Dann
heiBen

> (1) f(M):={f(x) € Y :x € M} das Bild von M unter f und
> (2) FY(N):={x € X : f(x) € N} das Urbild von N unter f.

Speziell: £(X) heiBt der Wertebereich oder das Bild von f. Im
allgemeinen ist der Wertebereich eine echte Teilmenge des
Zielbereichs, d. h. wir haben f(X) G Y.
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Satz 3

Es sei f : X — Y eine Abbildung. M C P(X) und N' C P(Y)
seien Mengensysteme auf X beziehungsweise auf Y. Dann gelten:

> (1.1) f (UMeM M) = UMeM f(M),
> (1.2) F (Nmem M) C Npen F(M);
> (2-1) fil (UNeN N) = UNeN fﬁl(N)r

> (2.2) f (mNeN N) = ﬂNeN f_l(N)-
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Definition: injektiv, surjektiv und bijektiv

Eine Abbildung f : X — Y heiBt
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Definition: injektiv, surjektiv und bijektiv

Eine Abbildung f : X — Y heiBt
» injektiv, falls fir x, x2 € X gilt: f(x1) = f(x) = x1 = xo;

> surjektiv, wenn zu jedem y € Y ein x € X existiert, so dass
y = f(x);

» bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
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Definition: Verkniipfung/Komposition von Abbildungen

Es seien X, Y und Z Mengen, g: X - Y und f: Y = Z
Abbildungen. Dann ist ihre Verkniipfung (Verkettung,
Komposition) f o g (gelesen: “f nach g*) definiert durch

fog: X—>Z x — fog(x):= f(g(x)).
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Definition: Inverse Abbildung

Es sei f : X — Y bijektiv. Dann heiBt die Abbildung
LY = X,y (),

definiert durch f~1(y) = x, falls f(x) = y, die Inverse (oder
Umbkehrabbildung) von f.
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