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2.4 Das Vollstandigkeitsaxiom

Definition: Eine Folge (a,) komplexer Zahlen heiBt eine
Cauchy-Folge, falls gilt:

Zu jedem e > 0 existiert ein N = N(g) € N, so dass
|an — am| < e fur alle n,m > N.
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2.4 Das Vollstandigkeitsaxiom

Definition: Eine Folge (a,) komplexer Zahlen heiBt eine
Cauchy-Folge, falls gilt:

Zu jedem e > 0 existiert ein N = N(g) € N, so dass
|an — am| < e fur alle n,m > N.

Schreibweisen: lim a, —a, =0, a,—am— 0 (n,m— ).
n,m—o00
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Satz 1

Jede konvergente Folge (a,) komplexer Zahlen ist eine
Cauchy-Folge.
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Das Vollstandigkeitsaxiom ...

... fiir die reellen Zahlen besagt gerade, dass in R auch die
Umkehrung von Satz 1 gilt:

(V) Jede Cauchy-Folge (ap) reeller Zahlen besitzt einen Grenzwert
acRR.
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Das Vollstandigkeitsaxiom ...

... fiir die reellen Zahlen besagt gerade, dass in R auch die
Umkehrung von Satz 1 gilt:

(V) Jede Cauchy-Folge (ap) reeller Zahlen besitzt einen Grenzwert
acRR.

Bemerkung: Mit dem Vollstandigkeitsaxiom ist die axiomatische
Charakterisierung der reellen Zahlen abgeschlossen. Wir fassen R
also im folgenden auf als eine vollstandigen, Archimedes’sch
angeordneten Kérper, in den die natiirlichen Zahlen (und damit
auch Z und Q) eingebettet sind.

Durch diese Eigenschaften sind die reellen Zahlen tatsachlich bis
auf Isomorphie festgelegt, denn es gilt der ...
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Eindeutigkeitssatz

Es sei K ein weiterer Korper (neben R), in dem die Axiome
(A1)-(A3), (A) und (V) gelten. Dann existiert eine Bijektion
¢ : K — R mit den folgenden Eigenschaften:
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Es sei K ein weiterer Korper (neben R), in dem die Axiome
(A1)-(A3), (A) und (V) gelten. Dann existiert eine Bijektion
¢ : K — R mit den folgenden Eigenschaften:

(1) »(0k) =0, p(1k) =1,
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Eindeutigkeitssatz

Es sei K ein weiterer Korper (neben R), in dem die Axiome
(A1)-(A3), (A) und (V) gelten. Dann existiert eine Bijektion
¢ : K — R mit den folgenden Eigenschaften:

(1) »(0k) =0, p(1k) =1,

(2) w(a+b) = p(a) + @(b), p(ab) = w(a)p(b),
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Es sei K ein weiterer Korper (neben R), in dem die Axiome
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Eindeutigkeitssatz

Es sei K ein weiterer Korper (neben R), in dem die Axiome
(A1)-(A3), (A) und (V) gelten. Dann existiert eine Bijektion
¢ : K — R mit den folgenden Eigenschaften:

(1) ¢(0k) =0, p(1k) =1,
(2) w(a+b) = p(a) + @(b), p(ab) = w(a)p(b),
(3) a< be p(a) < p(b),

(4) (an)n ist konvergent bzw. eine Cauchy-Folge in K < (¢(an))n
ist konvergent bzw. eine Cauchy-Folge in R.

Beweis: Ebbinghaus u.a.: Zahlen. Kap. 2, § 5.
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CR

Im Rest dieses Abschnitts werden wir eine Reihe wichtiger
Eigenschaften der reellen Zahlen aus dem Vollstandigkeitsaxiom
und den vorangegangenen Axiomen herleiten.

Zunachst wollen wir uns jedoch davon iiberzeugen, dass (V)
tatsachlich eine Eigenschaft ist, die R von Q unterscheidet. Dazu
werden wir eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen angeben, die in Q
keinen Grenzwert besitzt.

Zum Nachweis der Cauchy-Eigenschaft dient dabei das folgende
Kriterium:
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Satz 2

Es sei (ap)nen eine Folge komplexer Zahlen mit der folgenden
Eigenschaft:

Es existieren C >0, g € [0,1) und ng € N, so dass fiir alle n > ng:
|an+1 - an’ S an-

Dann ist (ap)nen eine Cauchy-Folge.
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Satz 2

Es sei (ap)nen eine Folge komplexer Zahlen mit der folgenden
Eigenschaft:

Es existieren C >0, g € [0,1) und ng € N, so dass fiir alle n > ng:
|an+1 - an’ S an-

Dann ist (ap)nen eine Cauchy-Folge.

Bemerkung: Die Voraussetzung des Satzes ist insbesondere dann

erfiillt, wenn fiir n > ng gilt

lant1 — an| < qlan — an—1].
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Beispiel

Betrachten wir nun fiir a > 0 die rekursiv definierte Folge

1 a
X1 = a, Xn+1 ::§ x,,—|—X— .
n

Wir stellen fest:
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Beispiel

Betrachten wir nun fiir a > 0 die rekursiv definierte Folge

1 a
X1 = a, Xn+1 ::§ x,,—|—X— .
n

Wir stellen fest:

(1) Fiir a € Q sind alle x, € Q*.
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Beispiel

Betrachten wir nun fiir a > 0 die rekursiv definierte Folge
1 a
X1 = a, Xp+1 = = | Xn+ — |.
2 Xn
Wir stellen fest:

(1) Fiir a € Q sind alle x, € Q*.

(2) Fir n> 2 ist xpxp—1 > g, denn:

2

S~
Il
:XM
N
_|_

N o
v

N v

Xpn—1 a
XnXn—1 = —#— (Xn—l +
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Beispiel

Betrachten wir nun fiir a > 0 die rekursiv definierte Folge

1 a
X1 = a, Xp4+1 1= E Xp + X— .
n

Wir stellen fest:

(1) Fiir a € Q sind alle x, € Q*.

(2) Fir n> 2 ist xpxp—1 > g, denn:

2
Xn—1 a Xp—1
XnXn—1 = 5 (Xn—l + x > = +
n—1

(3) Xot1 — Xo = = (%0 — Xoo1) + (a_ a )

2 \ Xp Xn—1

1 a
= — — X 1—
2 (Xn Xn 1) ( Xan—l) !
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Fortsetzung des Beispiels
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Fortsetzung des Beispiels

a

(4) Nach (2)ist 0 < < 2 und damit |1 — <1,

XnXn—1 XnXn—1

1
nach (3) also [xp41 — xn| < Elxn — Xp—1|-
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Fortsetzung des Beispiels

a

(4) Nach (2)ist 0 < <1,

< 2 und damit ’1 —

XnXn—1 XnXn—1

1
nach (3) also [xp41 — xn| < Elx,, — Xp—1|-

(5) Aufgrund von Satz 2 und der anschlieBenden Bemerkung ist
(xn) eine Cauchy-Folge (rationaler Zahlen, falls a € Q, s. (1)).
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Fortsetzung des Beispiels

2 <1,

(4) Nach (2)ist 0 < < 2 und damit ‘1 —

XnXn—1 XnXn—1

1
nach (3) also [xp41 — xn| < Elx,, — Xp—1|-

(5) Aufgrund von Satz 2 und der anschlieBenden Bemerkung ist
(xn) eine Cauchy-Folge (rationaler Zahlen, falls a € Q, s. (1)).

(6) Aufgrund der Vollstandigkeit der reellen Zahlen (Axiom (V))

existiert in R der Grenzwert x := lim x,. Die Rechenregeln
n—oo

fiir Grenzwerte ergeben zusammen mit der Rekursionsformel:

i i 1 +a _1<+a>

X = Jimxe = fim 3 (e ) =5 %)

Der Grenzwert ist also die eindeutig bestimmte positive
Losung der Gleichung x> = a, d.h.: x = /a.
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Fortsetzung des Beispiels
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Fortsetzung des Beispiels

(7) Damit ist der Beweis der Existenz von Quadratwurzeln
nachgeholt und zugleich ein Verfahren zu ihrer
naherungsweisen Berechnung angegeben, das sogenannte
“Babylonische Wurzelziehen”.
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Fortsetzung des Beispiels
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Fortsetzung des Beispiels

(8) In dhnlicher Weise kann man konstruktiv die Existenz p-ter
Wurzeln (p eN, p> 2) positiver reeller Zahlen zeigen. Die
entsprechende rekursiv definierte Folge ist

1 a
X1 ‘= a, Xn+1 = E ((P - 1)Xn + X,’,)1>,

die gegen die eindeutig bestimmte Losung x € R der
Gleichung xP = a konvergiert. Fiir eine Anleitung zum Beweis
der Konvergenz vgl.: Ubungen zur Analysis | vom SoSe 19,
Blatt 5, Aufgabe 18. Die Eindeutigkeit erhdlt man aus der
geometrischen Summenformel:

p—1
bP — aP = (Z akbp1k> (b—a).
k=0
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Fortsetzung des Beispiels
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Fortsetzung des Beispiels

(9) Fiir p =2 und a = 2 ist der Grenzwert x ¢ Q, also ist Q nicht
vollstandig.

Der folgende Beweis (Tafel) dieser Tatsache ist bereits im X.
Buch der “Elemente” Euklids zu finden (ca. 300 v.Chr.).
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Satz 3 (Bolzano - WeierstraB)

Jede beschrénkte Folge (an)nen reeller Zahlen besitzt eine
konvergente Teilfolge (apn, )ken-
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Satz 4

Jede nach oben beschrankte, monoton steigende Folge (ap)nen
reeller Zahlen ist konvergent.
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Satz 4

Jede nach oben beschrankte, monoton steigende Folge (ap)nen
reeller Zahlen ist konvergent.

Folgerung 1: Jede nach unten beschrankte, monoton fallende Folge
(bn)nen reeller Zahlen ist konvergent.
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Satz 4

Jede nach oben beschrankte, monoton steigende Folge (ap)nen
reeller Zahlen ist konvergent.

Folgerung 1: Jede nach unten beschrankte, monoton fallende Folge
(bn)nen reeller Zahlen ist konvergent.

Folgerung 2: Jede beschrankte und monotone Folge reeller Zahlen
ist konvergent.
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Definition: Intervallschachtelung

Eine Folge (Jn)nen abgeschlossener Intervalle J, = [Ap, Bp] heiBt
eine Intervallschachtelung, falls
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Eine Folge (Jn)nen abgeschlossener Intervalle J, = [Ap, Bp] heiBt
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(1) Firalle n € Nist Jpy1 C Jn. (* (Jn)nen ist absteigend.”)

15 /10



Definition: Intervallschachtelung
Eine Folge (Jn)nen abgeschlossener Intervalle J, = [Ap, Bp] heiBt
eine Intervallschachtelung, falls

(1) Firalle n € Nist Jpy1 C Jn. (* (Jn)nen ist absteigend.”)

(2) lim By— A, =0.

n—o0
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Definition: Intervallschachtelung
Eine Folge (Jn)nen abgeschlossener Intervalle J, = [Ap, Bp] heiBt
eine Intervallschachtelung, falls

(1) Firalle n € Nist Jpy1 C Jn. (* (Jn)nen ist absteigend.”)

(2) lim B, — A, =0.
n—oo
Als weitere Folgerung aus dem Vollstandigkeitsaxiom (V) erhalten

WIr:
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Satz 5 (Intervallschachtelungsprinzip)

(Jn)nen sei eine Intervallschachtelung. Dann existiert genau eine

Zahl c e R, so dass c € () Jn.
neN
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Beispiel zu den Satzen 4 und 5: Approximation der
Eulerschen Zahl e

Wir betrachten die Folgen (e,), und (e);), mit

und
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Beispiel zu den Satzen 4 und 5: Approximation der

Eulerschen Zahl e

Wir betrachten die Folgen (e,), und (e);), mit

und

1\t 1
e = <1+n> = <1+n> en.

Die Eulersche Zahl wird definiert als e := lim e,.

n—oo

(e =2,7182818....)
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Zwei wichtige Grenzwerte

@ m, Vol = o<,
(2) lim /n=1.

n—o0
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Satz 6

Jede nach oben beschrinkte Teilmenge E # () von R besitzt in R
ein Supremum.

Folgerung: Jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge
E’' C R besitzt in R ein Infimum.

In diesem Zusammenhang wird die folgende Konvention benutzt:

(1) supA := oo, falls A C R nach oben, inf A:= —o0, falls AC R
nach unten unbeschrankt ist;

(2) sup@ := —o0, inf := co.

Hiermit und mit Satz 6 sind Supremum und Infimum fiir jede
Teilmenge von R festgelegt.
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