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5 Differenzierbarkeit
5.1 Die Ableitung. Ableitungsregeln

Definition: Eine Funktion f : R D X — C heiB3t differenzierbar in
xp € X, falls der Grenzwert

i (00— x0)

X—X0 X — X0

=: f'(x0)
existiert. In diesem Fall heiBt '(xp) die Ableitung von f in xo.

f heiBt differenzierbar in X, falls f in jedem Punkt xp € X
differenzierbar ist.

2 /1A



Bemerkungen:
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Bemerkungen:

(1) Beim Grenzwert limy_,, ... sind nur Folgen mit x, # xo
zugelassen, die Existenz mindestens einer solchen Folge wird
vorausgesetzt.
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Bemerkungen:

(1) Beim Grenzwert limy_,, ... sind nur Folgen mit x, # xo
zugelassen, die Existenz mindestens einer solchen Folge wird
vorausgesetzt.

(2) Mit h=x — xo ist £/(x0) = lim %(f(xo +h) — £(x0)).
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Bemerkungen:

(1) Beim Grenzwert limy_,, ... sind nur Folgen mit x, # xo
zugelassen, die Existenz mindestens einer solchen Folge wird
vorausgesetzt.

(2) Mit h=x — xo ist £/(x0) = lim %(f(xo +h) — £(x0)).

df df
. . . Y _
(3) Weitere Schreibweisen: f'(xp) = o (x0) = Ix (x)

X=X0
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Bemerkungen:

(1) Beim Grenzwert limy_,, ... sind nur Folgen mit x, # xo
zugelassen, die Existenz mindestens einer solchen Folge wird
vorausgesetzt.

(2) Mit h=x — xo ist £/(x0) = lim %(f(xo +h) — £(x0)).

df df
Wei hreibweisen: /(x0) = ——(x0) = —
(3) Weitere Schreibweisen: f'(xp) dx(XO) ™ X

X:XO-
(4) Der Definitionsbereich X ist eine Teilmenge von R.
Differenzierbarkeit im Komplexen hat sehr viel weitreichendere

Konsequenzen und bleibt der Funktionentheorie vorbehalten.
Als Zielbereich ist C hingegen zugelassen.
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Weitere Bemerkungen:
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Weitere Bemerkungen:

(5) Geometrische Interpretation fiir reellwertiges f:
f'(xo) ist die Steigung der Tangente an den Graphen Gf im
Punkt (xo, f(x0)).
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Weitere Bemerkungen:

(5) Geometrische Interpretation fiir reellwertiges f:

f'(xo) ist die Steigung der Tangente an den Graphen Gf im
Punkt (xo, f(x0)).

(6) Die Differenzierbarkeit in einem Punkt xp € X impliziert die
Stetigkeit in xp.
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Hohere Ableitungen
Ist f : R D X — C in jedem xg € X differenzierbar, so wird

hierdurch eine Funktion

ff"ROX—=C

definiert. Diese wird als die Ableitung von f bezeichnet.
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Hohere Ableitungen

Ist f : R D X — C in jedem xg € X differenzierbar, so wird
hierdurch eine Funktion

ff"RoOX—=C
definiert. Diese wird als die Ableitung von f bezeichnet.

Ist £ wiederum in jedem xo € X differenzierbar, bildet man die 2.
Ableitung

f7:=(f'Y : RoOX—=C
und allgemein die n-te Ableitung
fF() = (F-DY R > X = C,

wobei () = f vereinbart wird.
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Der Vektorraum C"(X,C)

Besitzt f : R D X — C eine stetige n-te Ableitung, so nennt man
f n-mal stetig differenzierbar.

Den Vektorraum aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf

X mit Werten in C bezeichnet man mit C"(X,C), falls f
reellwertig ist, mit C"(X,R).
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Beispiele
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Beispiele

(1) f:R—=C, x> f(x)=ax+ bmitfesten a,b € C ist
differenzierbar mit f'(x) = a,
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Beispiele

(1) f:R—=C, x> f(x)=ax+ bmitfesten a,b € C ist
differenzierbar mit f'(x) = a,

(2) f:R—R, x> f(x)=x" mit festem n € N ist auf ganz R
differenzierbar mit f'(x) = nx""1,
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Beispiele

(1) f:R—=C, x> f(x)=ax+ bmitfesten a,b € C ist
differenzierbar mit f'(x) = a,

(2) f:R—R, x> f(x)=x" mit festem n € N ist auf ganz R
differenzierbar mit f'(x) = nx""1,

x = firx>0

(3) F:R—=R, X*—>|X’:{_X o firx <0

Fiir x # 0 gilt nach Beispiel (1)

1 : firx>0
T
f(X)_{—l : firx <0’

In xp = 0 ist f nicht differenzierbar.
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Ableitungsregeln

Satz 1: Es seien f, g : R D X — C differenzierbar und A € C.
Dann sind auch f + g, Af und fg differenzierbar und es gelten

(F+8)(x)=F(x)+g'(x),  (Af)(x) =Af(x)
(Linearitat der Ableitung) sowie
(f8)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

f'
(Produktregel). Ist g(x) # O fiir alle x € X, so ist auch —: X — C
g

differenzierbar mit

() 09 = 4l Ia) ~ 70

(Quotientenregel).
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Anwendungen
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Anwendungen

n

(1) Ist P: R — C, x = P(x) = 3 axx* ein Polynom mit

k=0
ax € C, so ist P auf R differenzierbar und es gilt

P'(x) = Z axk = Z 3k*X = Z kagx"~

(Linearitat der Ableltung und Beispiel (2) oben.)
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Anwendungen
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Anwendungen
(2) Sind P,Q : R — C Polynome, N = {x € R: Q(x) =0}, so
ist die rationale Funktion

R:R\N—=C, x— R(x):=

differenzierbar mit

1
X2n

R'(x) =

(—nx
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Potenzreihen konnen gliedweise differenziert werden

Satz 2: Ist P: (—R,R) — C, x — P(x) gegeben durch eine

o0
Potenzreihe P(x) = Z apx" mit Konvergenzradius R > 0, so ist

P auf (—R,R) differenzierbar mit

o0
P'(x) = Z napx"L.
n=1
Die Potenzreihe P’(x) hat denselben Konvergenzradius R.

Bemerkung: Gilt i. allg. nicht fiir beliebige Funktionenreihen
(o.9]

pRAG]

n=0

Folgerung: Potenzreihen sind beliebig oft differenzierbar.
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Beispiele
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Beispiele

(1) Fir f :R—=C, x— f(x)=-exp(ax) mit a € C ergibt sich

f'(x) = aexp (ax). Speziell ist fiir a > 0: d—ax =In(a)a.
X
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Beispiele

(1) Fir f :R—=C, x— f(x)=-exp(ax) mit a € C ergibt sich

f'(x) = aexp (ax). Speziell ist fiir a > 0: d—ax =In(a)a.
X

(2) Zerlegung von e* in Real- und Imaginirteil ergibt

cos’ (x) = —sin(x) und sin’ (x) = cos (x).
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Beispiele

(1) Fir f :R—=C, x— f(x)=-exp(ax) mit a € C ergibt sich

f'(x) = aexp (ax). Speziell ist fiir a > 0: d—ax =In(a)a.
X

(2) Zerlegung von e in Real- und Imaginirteil ergibt
cos’ (x) = —sin(x) und sin’ (x) = cos (x).

(3) In Verbindung mit der Quotientenregel erhalten wir fiir
X # 5+ km:
1

———— =1+tan’(x).
cos? (x) +tan” (x)

tan’ (x) =
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Weitere Ableitungsregeln: Kettenregel

Satz 3: Gegeben seien Funktionen f : R D Y — C und
g:RODX =Y. gseiinxg€ Xund finyy:=g(x)eY
differenzierbar. Dann ist auch

fog: X—=>C

in xg differenzierbar und es gilt

(fog)(x) = f'(g(x0))g'(x0)-
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Weitere Ableitungsregeln: Ableitung der Umkehrfunktion

Satz 4: Es sei I C R ein Intervall und f : | — R stetig und streng
monoton. In xo € I sei f differenzierbar mit f'(xp) # 0. Dann ist
die Umkehrfunktion f=1: (/) — I in yp := f(x0) differenzierbar,
und es gilt
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Weitere Ableitungsregeln: Ableitung der Umkehrfunktion

Satz 4: Es sei I C R ein Intervall und f : | — R stetig und streng
monoton. In xo € I sei f differenzierbar mit f'(xp) # 0. Dann ist
die Umkehrfunktion f=1: (/) — I in yp := f(x0) differenzierbar,
und es gilt

Bemerkungen:

(1) Herleitung der Ableitungsformel aus der Kettenregel:
x = fYf(x)) = 1= (F 1) (f(x))f'(x). Dividiere durch f'(x)!

1

(2) In den Anwendungen: (f~1)(x) = FEI00)
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Beispiele zu den Satzen 3 und 4
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Beispiele zu den Satzen 3 und 4

(1) f:R — C sei differenzierbar, h(x) = f(ax + b) mit a,b € R.

Dann ist auch h differenzierbar mit h'(x) = f'(ax + b)a.
(Satz 3) Speziell: & (ax + b)" = na(ax + b)"~L.
Nicht ausmultiplizieren!

15 /16



Beispiele zu den Satzen 3 und 4

(1) f: R — C sei differenzierbar, h(x) = f(ax + b) mit a,b € R.
Dann ist auch h differenzierbar mit h'(x) = f'(ax + b)a.
(Satz 3) Speziell: & (ax + b)" = na(ax + b)"~L.

Nicht ausmultiplizieren!

(2) In: (0,00) — R ist definiert als Umkehrfunktion der
exp-Funktion. Anwendung von Satz 4 mit f = exp bzw.
f~1 = In ergibt:

In x = L 1 = 1

~ exp’ (In(x)) - exp(In(x)) x
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Beispiele zu den Satzen 3 und 4

(1) f: R — C sei differenzierbar, h(x) = f(ax + b) mit a,b € R.
Dann ist auch h differenzierbar mit h'(x) = f'(ax + b)a.
(Satz 3) Speziell: & (ax + b)" = na(ax + b)"~L.

Nicht ausmultiplizieren!

(2) In: (0,00) — R ist definiert als Umkehrfunktion der
exp-Funktion. Anwendung von Satz 4 mit f = exp bzw.
f~1 = In ergibt:

, 1 1 1

Inx = exp’ (In (x)) - exp (In (x)) X

(3) Ableitung des arcsin: (—1,1) - R:

1 1 1
arcsin’(x) = = =

~ sin’(arcsin (x))  cos(arcsin (x)) /1 — x2
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Weitere Beispiele zu den Satzen 3 und 4
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Weitere Beispiele zu den Satzen 3 und 4

(4) Ableitung des arctan: R — R:

1 1 B

tan’ (x) = = B
arctan’ (x) tan’(arctan (x)) 1+tan2(arctan(X))

1
14 x2°
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Weitere Beispiele zu den Satzen 3 und 4

(4) Ableitung des arctan: R — R:

1 1 B

tan’ (x) = = B
arctan’ (x) tan’(arctan (x)) 1+tan2(arctan(X))

1
14 x2°

(5) f:(0,00) = R, x = f(x) = x* mit & € R. Dann ist

f'(x) = % exp (aIn (x)) @ exp (aIn (x))% = ax* L.
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