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5.3 Taylorsche Formel und Taylorreihe

Satz 1 (Taylorsche Formel): Es seien f : [a, b] — R n-mal stetig
differenzierbar in [a, b] und (n + 1)-mal differenzierbar in (a, b),
sowie x, xp € [a, b].

Dann existiert ein £ € (min (x, x), max (x, x0)), so dass

"R (x (n+1)
{CEDI k(! e+ f(n:- 1()§!) (x =)™

k=0

Bemerkung: Fiir n = 0 ergibt sich wieder der MWS.
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Bemerkungen:
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Bemerkungen:

(1) Oft wird die Taylor-Formel in der Form

"~ ) (x0) P
f(x) = Z T(X —x0)" + Rat1(§; X, x0)
k=0
notiert mit einem nicht genauer spezifizierten Restglied
Rn+1(€, x, x0). Die gerade bewiesene Darstellung

f(n+1)(§) )n+1
(n+1)!

Rni1(&,x,x0) = (x —xo

wird als Lagrange-Form des Restglieds bezeichnet. Vorteil:

Leicht zu merken. Andere Darstellungen erhalt man durch
Wabhl einer anderen Funktion g bei der Anwendung des
allgemeinen MWS im Beweis.
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Bemerkungen:

(2) Die Taylorsche Formel ist niitzlich zur Berechnung von
Grenzwerten (— Ubungen) und zur Herleitung weiterer
Kriterien fiir lokale Extrema, die im folgenden formuliert und
gezeigt werden sollen:
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Ein notwendiges Kriterium fiir lokale Maxima

Satz 2: Es sei f : (a, b) — R zweimal stetig differenzierbar. In
xo € (a, b) besitze f ein lokales Maximum. Dann ist f”(x) < 0.
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Ein notwendiges Kriterium fiir lokale Maxima

Satz 2: Es sei f : (a, b) — R zweimal stetig differenzierbar. In
xo € (a, b) besitze f ein lokales Maximum. Dann ist f”(x) < 0.

Folgerung: Besitzt f € C2((a, b),R) in xp € (a, b) ein lokales
Minimum, so ist f”(xg) > 0.
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Ein notwendiges Kriterium fiir lokale Maxima

Satz 2: Es sei f : (a, b) — R zweimal stetig differenzierbar. In
xo € (a, b) besitze f ein lokales Maximum. Dann ist f”(x) < 0.

Folgerung: Besitzt f € C2((a, b),R) in xp € (a, b) ein lokales
Minimum, so ist f”(xg) > 0.

Bemerkung: Auch an der Stelle eines isolierten lokalen
Maximums/Minimums ist durchaus f”(xp) = 0 méglich. Bsp.:
f(x) = +x* in xp = 0.
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Ein hinreichendes Kriterium fir lokale Extrema

Satz 3: Es sei f : (a, b) — R zweimal stetig differenzierbar. In
x0 € (a, b) gelte f'(xo) = 0 und f”(x0) < 0 (bzw. f”(xp) > 0. Dann
besitzt f in xp ein isoliertes lokales Maximum (bzw. Minimum).
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Ein hinreichendes Kriterium fir lokale Extrema

Satz 3: Es sei f : (a, b) — R zweimal stetig differenzierbar. In
x0 € (a, b) gelte f'(xo) = 0 und f”(x0) < 0 (bzw. f”(xp) > 0. Dann
besitzt f in xp ein isoliertes lokales Maximum (bzw. Minimum).

Bemerkung: Die Voraussetzung '(xg) = 0 und f”(xp) < 0 ist nicht
ausreichend, um auf ein lokales Maximum in xg zu schlieBen. Bsp.:
f(x) = x3, xo = 0. Hier ist f/(0) = f"(0) = 0, es liegt aber kein
Extremum vor.
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Die Taylorreihe
Ist I C R ein Intervall und f : | — R unendlich oft differenzierbar,
so konnen wir in der Taylorschen Formel

" K)o (n+1)
{CEDI k(! s + f(n T 1()5!) (x = x0)™

den Grenzwert fiir n — oo betrachten mit der Absicht, auf diese
Weise eine Potenzreihendarstellung von f zu gewinnen. Dazu
definieren wir zundchst nur formal die Taylorreihe von f:

k=0

Definition: Es sei f : | — R unendlich oft differenzierbar und
xg € I. Dann heiBt

(k) (x
Tf(x,x0) := Zm(x—xo)k

k!
k=0

die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xg.
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Bemerkungen:
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Bemerkungen:

(1) Ublicherweise betrachtet man xo = 0.
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Bemerkungen:

(1) Ublicherweise betrachtet man xo = 0.

(2) Die Konvergenz der Reihe ist auBer in xo = 0 keineswegs
gesichert. Es gibt unendlich oft differenzierbare Funktionen,
deren Taylorreihen nur im Entwicklungspunkt konvergieren.
Ein (etwas aufwéndiges) Beispiel dazu finden Sie in Kaballo:
Einfiihrung in die Analysis I, Thm. 36.11 und Bsp. 36.12.
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Bemerkungen:

(1)
(2)

Ublicherweise betrachtet man xq = 0.

Die Konvergenz der Reihe ist auBer in xg = 0 keineswegs
gesichert. Es gibt unendlich oft differenzierbare Funktionen,
deren Taylorreihen nur im Entwicklungspunkt konvergieren.
Ein (etwas aufwéndiges) Beispiel dazu finden Sie in Kaballo:
Einfiihrung in die Analysis I, Thm. 36.11 und Bsp. 36.12.

Selbst wenn die Taylorreihe von f konvergiert, muss sie
keineswegs gegen f konvergieren. Bsp.:

firx <0

Hier ist £(")(0) = 0 fiir alle n € N (Rechnung!) und also
Tf(x,0) =0 # f(x).

f(x):{ e_x120 o firx>0
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Weitere Bemerkungen:
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Weitere Bemerkungen:

(4) Aus der Taylorschen Formel ergibt sich

Tf(x,x) =f(x) < Ii_>m Rnt1(€,x,x) =0

A ()

(n+1)! )

mit Rn+1(§’ X, XO) =

Darstellung.

(x — xo oder einer anderen
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Weitere Bemerkungen:

(4) Aus der Taylorschen Formel ergibt sich
Tf(x,x0) =f(x) < lim Rpy1(&,x,x) =0
n—o0o

A ()

m oder einer anderen

mit Rpy1(€, X, x0) = (x — x0)"**

Darstellung.
(5) Die Konvergenz von Tf(x,xp) gegen f(x) ist dquivalent dazu,

[e.9]
dass f eine Potenzreihendarstellung f(x) = Z an(x — xp)"
k=0

besitzt. Denn in diesem Fall ist £(")(xo) = nla,, also
£(")(x0)

anp = - Hieraus ergeben sich unmittelbar einige ...
n!
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Beispiele
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Beispiele

k
(1) Texp(x,0)=exp(x Z o Aus der Funktionalgleichung

erhalten wir fiir einen be||eb|gen Entwicklungspunkt xp:

T exp (x,xp) = exp (x) = exp (X0 + x — x0) =

i exp (x0)(x — Xo)k_

exp (xo) exp (x — x0) = P

k=0
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Beispiele

(2) Die Taylorreihen der trigonometrischen Funktionen mit
Entwicklungspunkt xg = 0 sind ebenfalls bereits bekannt:

und

T cos (x,0) = cos ( Z

k:O 2k)I

T sin(x,0) =sin(x) = Z ix2k+1.
’ prs (2k +1)!

Neu sind hingegen die Abschatzungen fiir die Reihenreste, die
sich aus der Taylorformel ergeben, hier fiir den Cosinus:

no(_1\k
cos (x) = Z ((2/3' x* 4 Ropia(€,x,0) mit
k=0 '

| cos (£)X2n+2
|R2n+2(£ax7 O)| - (2n+2)|

X2n+2
<
~ (2n+2)!
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Die Logarithmusreihe

ok
Fiir x| <1listIn(l—x)=— Z XT bereits bekannt. Mit Hilfe

k=1
der Taylor-Formel konnen wir einsehen, dass diese Reihe auch noch

fir x = —1 gegen In(2) konvergiert. Berechnung der Ableitungen:

)= 1 0= g PR =
allgemein:
) =~ (=2

Damit lautet die Taylor-Formel:
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Die Logarithmusreihe

In(1—x) = X<+
= K (n+1)!
L xk 1 xnt1
=k n+1(lv—§)”+1
=Rn+1(£,X)

Fir x=—1ist £ € (—1,0) und damit
Rnt1(—1,€) = 0 (n — 00). Es folgt

< 1, so dass

1

o (=)
n(2)=In(1-(-1)=>_ L ~0,603147.
k=1
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Die Binomialreihe
Gesucht ist fiir « € R die Taylorreihe der Funktion

fo : {11 > R, x— fo(x)=(14+x)"
mit Entwicklungspunkt xop = 0. (Hier ist {= [ fiir &« > 0 und {= (

fir a <0.)
Bekannte Spezialfille:
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Die Binomialreihe
Gesucht ist fiir « € R die Taylorreihe der Funktion

fo i {-1,1] > R, x> fo(x) = (14 x)

mit Entwicklungspunkt xop = 0. (Hier ist {= [ fiir &« > 0 und {= (
fir a <0.)
Bekannte Spezialfille:

(1) Fiir @ € N gilt der binomische Lehrsatz

X (e
wobei (i‘) die tblichen Binomialkoeffizienten sind.

14 /21



Die Binomialreihe
Gesucht ist fiir & € R die Taylorreihe der Funktion

fo i {-1,1] > R, x> fo(x) = (14 x)

mit Entwicklungspunkt xop = 0. (Hier ist {= [ fiir &« > 0 und {= (
fir a <0.)
Bekannte Spezialfille:

(1) Fiir @ € N gilt der binomische Lehrsatz
3 ()¢

wobei (i‘) die iiblichen Binomialkoeffizienten sind.
(2) Die geometrische Reihe

Fa(x)=(1+x)"" =) (~1)"*
k=0
konvergiert fiir |x| < 1 absolut gegen f_; und divergiert fiir
|x| = 1.
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Berechnung der Ableitungen von f,
fl(x)=a(l+x)*71 f(x)=ala—1)(1+x)*72, ...
aligemein:  £M(x) = a(a—1)...(a+1—n)(1+x)*"",
insbesondere :  £{M(0) = oo — 1)...(a + 1 — n) = H a+1—k.
k=1

(" (x0)
n!
man die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten

a\ H a+1—k
n) k
ein, so dass Tfu(x,0) = Z <a> x".

Im Hinblick auf die Koeffizienten der Taylorreihe fiihrt
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Abschatzung der GroBenordnung von (Oé>
n

Fiir welche x € {—1, 1] konvergiert diese Reihe (absolut)? Und:
Konvergiert sie gegen f 7 Zur Beantwortung dieser Fragen
bendtigen wir:

Lemma B1: Fiir « € R\ Ny existiert

(2

insbesondere existieren C, > ¢, > 0, so dass

(O<er
n

lim n®t!
n—oo

€ (0, ).
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Folgerungen fiir die Konvergenz der Binomialreihe
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Folgerungen fiir die Konvergenz der Binomialreihe

(1) Fiir alle @ € R ist der Konvergenzradius der Binomialreihe
=1, sie konvergiert daher absolut fiir alle x € (—1,1).
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Folgerungen fiir die Konvergenz der Binomialreihe

(1) Fiir alle @ € R ist der Konvergenzradius der Binomialreihe
=1, sie konvergiert daher absolut fiir alle x € (—1,1).

(»)

reihe konvergiert auch in den Randpunkten absolut.

(2) Ist @ >0, so ist |x|" < C,n17?, und die Binomial-
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Folgerungen fiir die Konvergenz der Binomialreihe

(1) Fiir alle @ € R ist der Konvergenzradius der Binomialreihe
=1, sie konvergiert daher absolut fiir alle x € (—1,1).

(»)

reihe konvergiert auch in den Randpunkten absolut.

(2) Ist @ >0, so ist |x|" < C,n17?, und die Binomial-

(3) Ist -1 <a <0, so
(3.1) divergiert die Reihe fiir x = —1, da (—1)"(%) > eon™ '~ und
(3.2) konvergiert fiir x = 1 nach Leibniz, die Konvergenz ist aber
nicht absolut.
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Folgerungen fiir die Konvergenz der Binomialreihe

(1) Fiir alle @ € R ist der Konvergenzradius der Binomialreihe
=1, sie konvergiert daher absolut fiir alle x € (—1,1).

(»)

reihe konvergiert auch in den Randpunkten absolut.

(2) Ist @ >0, so ist |x|" < C,n17?, und die Binomial-

(3) Ist -1 <a <0, so
(3.1) divergiert die Reihe fiir x = —1, da (—1)"(%) > eon™ '~ und
(3.2) konvergiert fiir x = 1 nach Leibniz, die Konvergenz ist aber
nicht absolut.

(4) Ist &« < —1 und |x| = 1, so divergiert die Reihe, da <<(:j>)

und damit (x" (O‘>) keine Nullfolge bilden.
n
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Restgliedabschatzungen

In allen Fallen, in denen die Binomialreihe konvergiert, konvergiert
sie gegen f,. Um dies einzusehen, zeigen wir, dass

o 800~ 8(0) ()
LS I

woraus mit der Taylor-Formel die Behauptung folgt. Hierzu
verwenden wir verschiedene Darstellungen des Restglieds, die sich
durch passende Wahl der Funktion g ergeben. Stets ist xg = 0
(schon eingesetzt), x € [—1,1] und 0 < || < |x| sowie

g(X) —g(O) o a—1-—n n
| (AN [C RS O

0=l Ron

(x=&)",

Rn+1(X7 07 g) =
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Fallunterscheidung

(1) |x] <1, @ € R\ Ny beliebig: Wir wéhlen g(t) = x — t, so dass

M = x (Cauchy-Form des Restglieds) und damit
g'(€)
a ) (x—¢§)" -1
= 1 o,
Rn+1(X707£) X(n+1)<n+1> (1+£)n( +§)
Wir schreiben (beachte: x und & haben dasselbe Vorzeichen)
I
S| A < i <
1+¢ 1+&| 1—&|—

= [Rns1(x,0,€)| < Galx|"H(n+ 1)7* (1 £ [x[)*7! > 0
(n — o).
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Fallunterscheidung

(2) x =1 und a > —1: Mit der Langrange-Form

F(n+1)
RnJrl(Xa 075) = (n_|_ ff!)xn+l = <njé_1

haben wir wegen £ > 0:

>(1 +€)27 "

Rya(x,0,6)] < \(

a 1
n+1>‘§Can 1=a 50 (n— o).
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Fallunterscheidung

(3) x=—1und o > 0: Wir wahlen g(t) = (t — x)* = (t + 1)“.
In diesem Fall wird

g)-80) 1 (st
§6) e 0 o
und also
l—a «a
Rral) ==y (L Jaroioeagr

= (=1)""Y(n+ 1)(,7?_ 1) ~(n+1)"* =0 (n — o),
da a > 0.

Damit sind alle drei Fille vollstandig diskutiert.
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