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Aufgabe 41 (4 Punkte, Eulersche Homogenitätsrelation) Es seien α ∈ R und f : Rn \ {0} → R eine
differenzierbare Funktion. Zeigen Sie die Äquivalenz der beiden folgenden Aussagen:

(a) ∀x ∈ Rn \ {0}, t > 0: f(tx) = tαf(x) (b) ∀x ∈ Rn \ {0}: 〈∇f(x), x〉 = αf(x).

Aufgabe 42 (4 Punkte) Eine verschärfte Version des Banachschen Fixpunktsatzes lautet: Es sei (X, d) ein
vollständiger, metrischer Raum und f : X → X sei eine Abbildung, so dass ein n ∈ N existiert womit fn eine
Kontraktion ist. Dann besitzt f einen eindeutigen Fixpunkt.

Zeigen Sie diese Variante des Banachschen Fixpunktsatzes und geben Sie einen Raum (X, d) sowie eine
Abbildung f : X → X, die keine Kontraktion ist, aber die Voraussetzungen der obigen Variante erfüllt sind.

Hinweis: Mit fn ist die n-te Iterierte der Abbildung f bezeichnet, also f1(x) = f(x), f2(x) = f(f(x)) usw.

Aufgabe 43 (4 Punkte) Untersuchen Sie, ob das das nichtlineare Gleichungssystem

x = exp

(
1

2
(sin(y)− 1)

)
und y =

√
x2 + 4

2

eine eindeutige Lösung (x∗, y∗) ∈ R2 besitzt. Formulieren Sie eine Behauptung und beweisen Sie diese.

Aufgabe 44 (4 Punkte) Es sei f(x1, x2) = (x21 − x22, 2x1x2).
(a) Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt (x1, x2) 6= (0, 0) lokal umkehrbar ist. Ist f als Abbildung von

R2 \ {(0, 0)} in sich global umkehrbar?
(b) Finden Sie eine affin-lineare Abbildung, die die lokale Umkehrung f−1 in der Nähe von f(1,−1) appro-

ximiert.
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