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1. Metrische Raume und normierte Vektorraume

Jetzt erst beginnen wir mit der eigentlichen Vorlesung zur Analysis
Il. Wir starten mit der Einfiihrung einer sehr einfachen Struktur
bestehend aus einer Menge X und einer symmetrischen
Abstandsfunktion

d: X x X —[0,00),

der sogenannten Metrik. Diese einfache Struktur ist bereits
ausreichend, um die wichtigen analytischen Konzepte wie
Konvergenz, Cauchy-Eigenschaft, Vollstandigkeit und Stetigkeit zu
verallgemeinern.

2 /94



1.1 Definitionen und Beispiele
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1.1 Definitionen und Beispiele

Definition: Gegeben sei eine Menge X. Eine Abbildung
d: X x X = R heiBt eine Metrik, falls fiir alle x,y,z € X gilt

(M1) d(x,y) =0 < x =y (Definitheit),
(M2) d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie),
(M3) d(x,z) < d(x,y)+ d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Ein Paar (X, d), bestehend aus einer Menge X und einer Metrik d
heiBt ein metrischer Raum.

Bemerkung: Fiir jede Metrik gilt d(x,y) > 0, denn fiir alle
x,y € X ist

0=d(x,x) <d(x,y)+d(y,x) =2d(x,y).



Beispiele

(1) Bekannt sind: (R, d) und (C, d) mit d(x, y) = |x — y|. Das ist
die libliche und uns bereits vertraute Betrachtungsweise. Man
kann auf R oder C aber auch auf viele andere Weisen mit
einer Metrik ausstatten:



Beispiele

(1)

Bekannt sind: (R, d) und (C, d) mit d(x,y) = |x — y|. Das ist
die libliche und uns bereits vertraute Betrachtungsweise. Man
kann auf R oder C aber auch auf viele andere Weisen mit
einer Metrik ausstatten:

Es sei K =R oder K = C (K wird im Folgenden haufig so
benutzt) und f : K — K injektiv. Dann wird durch

de(x,y) = [f(x) = f(¥)|

eine Metrik auf K definiert. (Uberprijfen Sie die Eigenschaften
(M1) bis (M3). Aus welchem Grund muss man die Injektivitdt
von f voraussetzen? Wenn Sie auf Probleme stoBen, hilft ein
Blick ins Skript.)



Mehr Beispiele

(3) Sei X # () eine ansonsten beliebige Menge und
0 x=y
d(X7y)_{1 : X;léy

Dann ist d eine Metrik auf X, die sogenannte “triviale
Metrik”.



Mehr Beispiele

(3) Sei X # () eine ansonsten beliebige Menge und

d(x,y):_{cl) i;}{

Dann ist d eine Metrik auf X, die sogenannte “triviale
Metrik”.

Der metrische Teilraum: Ist (X, d) ein metrischer Raum und
Y C X, so wird durch (Y, d|yxy) ein metrischer (Teil-)Raum
erklart. Hierbei ist d|yxy die Einschrankung der Abbildung d
auf Y x Y. Ublicherweise schreibt man (Y, d) anstelle von
(Y,d|yxy), wenn Missverstandnisse ausgeschlossen sind.



Normen auf Vektorraumen

Der Absolutbetrag auf K ist ein Spezialfall einer allgemeineren
Struktur, die Metriken induziert.
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Der Absolutbetrag auf K ist ein Spezialfall einer allgemeineren
Struktur, die Metriken induziert.

Definition: Es sei X ein Vektorraum iiber K. Dann heiBt eine
Abbildung

X =R, x=x]
mit den Eigenschaften
(1) |Ix]| =0 < x =0 (Definitheit),

(2) [[Ax|| = |All|x]| fir alle x € X, A € K (Homogenitét),
(3) IIx+yll < |Ix]| + |ly|l fiir alle x,y € X (Dreiecksungleichung)
eine Norm auf X. Ein Paar (X, || ||) heiBt ein normierter

Vektorraum.

Den Zusammenhang zur Metrik stellt der folgende Satz her:



Satz 1

Ist (X,|| ||) ein normierter Vektorraum und

d:XXX%Ra (va)Hd(XLy)::HX_y’L

so ist (X, d) ein metrischer Raum, insbesondere gilt ||x|| > O fiir
alle x € X.

Der Beweis besteht im Nachweis der Eigenschaften (M1) bis (M3)
fiir die oben mit Hilfe der Norm definierte Abbildung d. Hierfiir
stehen die Normeigenschaften zur Verfiigung. Versuchen Sie es
zuerst selbst, wenn es nicht gelingen sollte, finden Sie den Beweis
im Skript.



Satz 1

Ist (X,|| ||) ein normierter Vektorraum und

d: XxX =R, (x,y)—=dxy)=|x-yl,

so ist (X, d) ein metrischer Raum, insbesondere gilt ||x|| > O fiir
alle x € X.

Der Beweis besteht im Nachweis der Eigenschaften (M1) bis (M3)
fiir die oben mit Hilfe der Norm definierte Abbildung d. Hierfiir
stehen die Normeigenschaften zur Verfiigung. Versuchen Sie es
zuerst selbst, wenn es nicht gelingen sollte, finden Sie den Beweis
im Skript.

Bemerkung: Die "Umkehrung” von Satz 1 gilt nicht, selbst wenn
ein Vektorraum X zugrunde liegt. Ein Beispiel ist die Trivialmetrik:
Setzt man hierfiir ||x|| := d(x,0) (alles andere macht wegen (N1)
keinen Sinn), so ist die Forderung (N2) nicht erfiillt. Also: Nicht
jede Metrik auf einem Vektorraum stammt von einer Norm ab.
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(1) Euklidische und unitdre Vektorraume

Der K - Vektorraum X sei mit einem Skalarprodukt

(o ) XxX=K, (xy)=(xy)
versehen, das heiBt es gelte fiir alle x,y,z€ X und A\, u € K
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Beispiele fiir normierte Vektorraume
(1) Euklidische und unitdre Vektorraume

Der K - Vektorraum X sei mit einem Skalarprodukt

(o ) XxX=K, (xy)=(xy)
versehen, das heiBt es gelte fiir alle x,y,z€ X und A\, u € K

(S1) (Ax+ py, z) = Xx,z) + ply, z)
(Linearitat in der ersten Komponente),

(S2) (x,y) = {y,x), falls K = R (euklidisch) bzw.
x,y) = (y, x), falls K = C (unitar),
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(S3) (x,x) > 0 mit "="genau dann, wenn x = 0.



Euklidische und unitare Vektorraume

Dann wird durch ||x| := <x,x>% eine Norm auf X definiert.

Der Nachweis von (N1) und (N2) ist straight forward - versuchen
Sie es selbst! Dabei sollten Sie iiberlegen, welche Eigenschaften
eines Skalarproduktes Sie fiir welche Normeigenschaften bendtigen.
Auch der Nachweis von (N3) ist nicht schwierig (auch dies sei als
Aufgabe zur Ubung gestellt, gegebenenfalls hilft ein Blick ins
Skript), wenn man die wichtige Ungleichung von Cauchy und
Schwarz zur Verfiigung hat:
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Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung

Proposition: Es seien (X,( , )) ein euklidischer oder unitarer
Vektorraum (also ein K - Vektorraum mit einem Skalarprodukt)
und x,y € X. Dann gilt

[0y < DIyl

Vermutlich ist Thnen diese Ungleichung samt ihrem Beweis bereits
aus der linearen Algebra bekannt. Falls nicht (oder falls Sie ihn
vergessen haben sollten), ist er im Skript nachzulesen.
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Spezialfille euklidischer bzw. unitarer Vektorraume
(1.1) Der R" :={x = (X1, ..-s Xn) : X1, ..., Xnp € R} wird durch
n
(x,y) := >_ xjyi zu einem euklidischen Vektorraum mit der

k=1
Norm
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Spezialfille euklidischer bzw. unitarer Vektorraume
(1.1) Der R" :={x = (X1, ..-s Xn) : X1, ..., Xnp € R} wird durch
n

(x,y) := >_ xjyi zu einem euklidischen Vektorraum mit der

k=1
1
|x| := XXé:<ZX)

(1.2) C":={z=(z1,...,2n) : 21, ..., Zn € C} erhélt durch
n
(z,w) := > zjw; ein Skalarprodukt und wird dadurch zu
k=1

Norm

einem unitdren Vektorraum mit Norm

|z| == (z,z)% = <Z |z,-|2> .

k=1
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Weitere Spezialfalle euklidischer/unitdrer Vektorraume:

(1.3) Der Folgenraum £5(N) := {z = (z,)n : D02 |z4|> < o0} mit
(z,w) :==>"0" zowp und ||z| := (z, z)% ist unitdr und daher
normiert.
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Weitere Spezialfalle euklidischer/unitdrer Vektorraume:

(1.3) Der Folgenraum £3(N) := {z = (zn)n : D00 |za|? < 00} mit
(z,w) :==>"0" zowp und ||z| := (z, z>% ist unitdr und daher
normiert.

(1.4) Der Funktionenraum C([a, b], C) aller auf [a, b] stetigen
komplexwertigen Funktionen wird durch

b
(Fg) = / F(x)g(x)dx

zu einem unitaren Verktorraum mit der Norm

=0 = ([ 1o |2)
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Zusatz zu (1.4)

Die formal identische Bilinearform

(F.8) = (Fg) = /f

ist ebenfalls wohldefiniert fiir Funktionen f, g € R(][a, b],C), dem
Vektorraum der auf [a, b] Riemann-integrierbaren Funktionen mit
Werten in C. In diesem Fall erhalten wir jedoch nur ein
sogenanntes Halb- (oder Semi-)skalarprodukt, denn z.B. fiir
Funktionen f, die nur fiir endlich viele x € [a, b] von Null
verschieden sind, gilt (f,f) = 0, obwohl f nicht die Nullfunktion
ist. Bildet man in dieser Situation ||f|| = (f, f>% so erhdlt man
entsprechend nur eine Halbnorm anstelle einer Norm.



(2) p - Normen (1 < p < x0)

(2.1) Fiir x € K" definiert man

n ;
Il = (z w) |

k=1
falls 1 < p < oo ist, und

n
Il = riax ]

Fiir p = 2 stimmt dies mit der oben eingefiihrten euklidischen
Norm iiberein: Es ist ||x||2 = |x|. Nahezu offensichtlich sind die
Normeigenschaften (N1) und (N2), nicht trivial hingegen ist der ...
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Beweis der Dreiecksungleichung fiir 1 < p < oo

Zu deren Beweis benétigen wir die (im Folgenden noch zu
zeigende) Holder'sche Ungleichung: Fiir 1 < p, p’ < oo mit
11 u

—+ - =1gilt Z Ixkyi| < [|x]plly]lp- Damit haben wir:
p P

=1
n
[x+ylls = Z xk + yi P+ vl
=1
n n
<Y Ik yalP el + > I+ velP v
e e

1
o

n p
(zyxk+ykr<'°-”ﬂ> (Ixllp + Iy lo).
k=1

IN

15 /24



Beweis der Dreiecksungleichung (Fortsetzung)

Hier wurde beim ersten “<" die Dreiecksungleichung in K und
beim zweiten “<" die Holdersche Ungleichung benutzt. Nun ist
P

der erste Faktor nichts anderes als ||x +y||,?. (Warum?) Teilen wir
hierdurch, ergibt sich gerade die Behauptung, sofern ||x + y||, # 0
ist. Der Fall [[x + y||, = 0 ist trivial. O

Die Fille p =1 und p = oo werden wir in der Ubung diskutieren.
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Beweis der Holderschen Ungleichung: Vorbemerkung

Der Beweis der Holderschen Ungleichung beruht wiederum auf der
Ungleichung von W.H.Young: Fiir x,y > 0 und p, p’ € (1, 00) mit
1 1
-+ - = 1 gllt
p P

xP xP'

xy < —+ —
p p

Diese Ungleichung hatten wir in Abschnitt 5.2 der Analysis | als
Folgerung aus der Konvexitdt der Exponentialfunktion erhalten.
Man kann sie auch zeigen, indem man eine Extremwertaufgabe
|6st. Dieser zweite Weg ist im Skript ausgefiihrt.
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Beweis der Holderschen Ungleichung

n
Zu zeigen ist: 3 xiyil < X[l -
k=1
Diese Ungleichung ist offensichtlich richtig, wenn ||x||, = 0 oder
llyl|pr = 0. Daher konnen wir (wie im Beweis der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung) annehmen, dass
Ix|lp = ll¥llpr = 1. (Klar?) In diesem Fall erhalten wir

- P ykl?
Sl < 30 3
k=1 k=1 P k=1 P

1 1
==+ = =1=|x|pllylly-
PR Ix1lpllylle
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Weitere Beispiele zu p-Normen

(2.2) Die Folgenrdaume £5(N) := {x = (xn)n : ||x]|p < 00}.
Die Normen || ||, fiir 1 < p < oo sind dhnlich wie in (2.1)
gegeben durch

oo ’
Il = (z w) ,
k=1
falls 1 < p < oo ist, und
I]| 0o := sup | x|
k>1

Zum Beweis der Dreiecksungleichung benutzt man die
ebenfalls giiltige Form

oo
> Ixievid < lxlpllylle
k=1

der Holderschen Ungleichung.
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Weitere Beispiele zu p-Normen

(2.3) Auch auf C([a, b],C) :={f : [a,b] — C : f ist stetig } werden
durch

1

o= ([ireopa)”  Gsp<) e

|flloc :== sup |f(x)] (“Supremumsnorm*, Wichtig!)
x€[a,b]

Normen definiert. Legt man fiir || ||, den Raum R(][a, b], C)
aller Riemann-integrierbaren Funktionen f : [a, b] — C
zugrunde, erhalt man fiir p < oo wiederum nur eine Halbnorm
(warum?). || || liefert sogar auf dem Raum der lediglich
beschrankten Funktionen eine Norm.
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(3) Norm einer beschrankten linearen Abbildung
Gegeben seien normierte Vektorrdaume (X, | ||x) und (Y,|| |v)
sowie eine lineare Abbildung A: X — Y.

Definition: A heiBt beschrdnkt, falls ein C > 0 existiert, so dass fiir
alle x € X gilt ||Ax|ly < C||x]|x-

Es gilt: Die beschrdnkten linearen Abbildungen A: X — Y bilden
einen Vektorraum L(X, Y), der durch (die sogenannte Operator-
norm)

JAll == sup{l|Ax|ly : x € X, [[x]lx <1}

normiert wird.

Da L(X, Y) ein Untervektorraum von Hom(X, Y') (dem Vektor-
raum aller linearen Abbildungen von X nach Y) ist, besteht der
Beweis dieser Beh. darin, die Eigenschaften (N1) bis (N3) zu
iiberpriifen. Versuchen Sie es selbst. Ggf. finden Sie Hilfe im Skript!
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Verstandnisfragen

Die folgenden Fragen sollten Sie nach der Lektiire beantworten
konnen. Falls nicht, sollten Sie noch einmal genauer nachlesen.

(1) Ist ein Skalarprodukt linear in der 2. Komponente? (Vorsicht:
Diese Frage ist nicht nur mit ja oder nein zu beantworten.)

(2) Wie sehen die "Einheitskreise" {x € R? : ||x||, < 1} fiir
p € {1,2,00} aus? Fertigen Sie eine (oder drei) Skizze(n) an.

(3) Handelt es sich bei den folgenden Abbildungen || || : R® — R
um Normen?

(@) lIxll = bal+ /& + x5, (b) lIx]| = bal + Ixl* + |xs/°,

() Ixll = /(1 = %)+ (x + 32)? + 3.
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Weiterfiihrende Fragestellungen und Anregungen

Wir haben gesehen, dass jede Norm eine Metrik induziert, aber
umgekehrt nicht jede Metrik von einer Norm abstammen muss, auch
wenn die zugrunde liegende Menge ein Vektorraum ist. Weiter haben wir
erfahren, dass jedes Skalarprodukt eine Norm induziert (durch die
Festlegung ||x|| :=< x, x >2). Stellt sich die

Frage: Stammt jede Norm von einem Skalarprodukt ab? Speziell: Gibt es
z. B. ein Skalarprodukt ( , ) auf dem R”, so dass fiir jedes x € R" gilt

IxXllp = v/ (x,x) 7
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Weiterfiihrende Fragestellungen und Anregungen

Wir haben gesehen, dass jede Norm eine Metrik induziert, aber
umgekehrt nicht jede Metrik von einer Norm abstammen muss, auch
wenn die zugrunde liegende Menge ein Vektorraum ist. Weiter haben wir
erfahren, dass jedes Skalarprodukt eine Norm induziert (durch die
Festlegung ||x|| :=< x, x >2). Stellt sich die

Frage: Stammt jede Norm von einem Skalarprodukt ab? Speziell: Gibt es
z. B. ein Skalarprodukt ( , ) auf dem R”, so dass fiir jedes x € R" gilt

IxXllp = v/ (x,x) 7

Mit dem richtigen Zugang ist diese Frage erstaunlich leicht zu
beantworten:
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Weiterfiihrende Fragestellungen und Anregungen

Dabei beschrianken wir uns auf den Fall K = R und stellen fest,
dass jede Norm des Typs ||x|| = 1/(x, x) der sogenannten

Parallelogrammgleichung
Ix + y[I? + lx = ylI? = 2([Ix 1> + lIy[1%)

geniigt. Verifizieren Sie diese Identitdt. AnschlieBend 138t sich die
spezielle (und damit auch die allgemeine) Fragestellung oben mit
einem einfachen Beispiel erledigen.
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