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1.4 GleichmaBige Konvergenz von Funktionenfolgen -

Anwendungen
1. Potenzreihen

Hier werden wir in einem ersten Schritt ein Ergebnis aus der
Analysis |, ndmlich die Stetigkeit von Potenzreihen, auf einem
anderen Weg beweisen. Es sei

P(z) = Z anz"
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann konvergiert

[e.9]

fiir jedes r € (0, R) die Reihe Z |an|r". Fiir ein solches r setzen
n=0

wir

X=X, ={zeC:|z| <r} =B/(0), Y:=Cund f(z) = anz".



Potenzreihen

Dann gilt

Ifalloo = sup{lanz”| - |2] < r} = [an|r"

und daher

oo o
D lfalloe =D lan|r" < oc.
n=0 n=0

Satz 3 ist anwendbar und ergibt



Satz 4

o0

Es sei P(z) = Z anz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
n=0 -
R > 0. Dann konvergiert Za,,z” fiir jedes r < R auf B,(0)

n=0
absolut und gleichmaBig gegen P(z), und die Funktion P ist dort

gleichmiBig stetig.
(Letzteres gilt nach Satz 1.)
Satz 4 soll nun verallgemeinert werden, indem wir in der obigen

Situation anstelle der komplexen Zahlen z quadratische Matrizen
zulassen.



2. Potenzreihen von Matrizen

[e.9]
Wieder sei P(z) = Z axz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius

k=0
R > 0. Wir wollen fiir n x n-Matrizen

A€ My(K) = {(aj)1<ij<n : aij € K} ~ K"
die Potenzreihe
o)
P(A) =) a A
k=0
erklaren. Dazu statten wir M,(K) mit der “Operatornorm*

Al == sup{lAx] : x € K", |x| < 1}

aus, wobei |x| die euklidische Norm von x € K" ist.



Potenzreihen von Matrizen - Fortsetzung
Die Operatornorm ist submultiplikativ, d. h. es gilt

IABI| < [A[llIB]l

(Warum ist das so?), und durch wiederholte Anwendung erhalten
wir [|AK|| < ||A]lX. Jetzt setzen wir fiir r € (0, R)

X =X, ={Ae My(K): ||A| <r}, Y =MyK)

und  fi: X = Y, A fi(A) i= ac Ak

Ganz genau wie in 1. erhalten wir

Ifilloo = sup{[|axA¥|| : |All < r} = |ax|r*
und damit

o oo
D oo =D laklr* < oo.
k=0 k=0

Wieder ist Satz 3 anwendbar und ercibt zusammen mit Satz 1-



Satz b

Es sei P(z) = Zakzk eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
k=0
R > 0. Dann konvergiert fiir jedes r € (0, R) die Reihe Z a Ak

k=0
absolut und gleichmaBig auf X, = {A € M,(K) : ||A|| < r} gegen
eine gleichmaBig stetige Funktion

oo
P:Xe = My(K), A P(A):=) acA.
k=0



Beispiel: Die Matrix-Exponentialfunktion

o0
Definition: Fiir A € M,(K) heiBt exp (A) :=

k=0
Matrix-Exponentialfunktion von A.

Bemerkungen:

Ak
ﬂ dle



Beispiel: Die Matrix-Exponentialfunktion

©  ak
Definition: Fiir A € M,(K) heiBt exp (A) := — die

k!
k=0

Matrix-Exponentialfunktion von A.
Bemerkungen:

(1) Da fiir die Exponentialreihe R = oo ist, ist die Konvergenz der
Reihe fiir jedes A € M,(K) gewahrleistet.
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zur Losung von Systemen linearer Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten.



Beispiel: Die Matrix-Exponentialfunktion

©  ak
Definition: Fiir A € M,(K) heiBt exp (A) := — die

k!
k=0

Matrix-Exponentialfunktion von A.

Bemerkungen:

(1) Da fiir die Exponentialreihe R = oo ist, ist die Konvergenz der
Reihe fiir jedes A € M,(K) gewahrleistet.

(2) Die Matrix-Exponentialfunktion ist ein niitzliches Hilfsmittel
zur Losung von Systemen linearer Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten.

(3) Die Funktionalgleichung exp (A + B) = exp (A) exp (B) gilt
auch fiir Matrizen, wenn diese kommutieren, d. h. wenn
AB = BA gilt. Insbesondere ist exp (A) fiir jedes A € M,(K)
invertierbar und es gilt exp (A) ™' = exp (—A).



Bemerkung

Im Skript finden Sie an dieser Stelle als 3. Beispiel zu den
Anwendungen einen kurzen Abschnitt {iber trigonometrische
Reihen, auf den wir in diesem Semester leider verzichten miissen,
(was ich sehr bedaure). Diese Auslassung bringt ein wenig die
Nummerierung durcheinander, daher geht es jetzt weiter mit



Satz 7

Fiir n € N sei f, : [a, b] — R integrierbar und es gelte
fn — f :[a, b] = R mit gleichm&Biger Konvergenz. Dann ist f
integrierbar und es gilt

/ab f(x)dx = lim /ab () dx.

Die Schwierigkeit beim Beweis liegt im Nachweis der
Integrierbarkeit der Grenzfunktion f. Hierfiir ist es sinnvoll, auf das
Integrierbarkeitskriterium aus Analysis | (Abschnitt 6.2, Satz 1)
zuriickzugreifen. Die Einzelheiten sind im Skript auf S. M49 f.
ausgefiihrt. Ist diese Hiirde erst einmal genommen, erweist sich die
Verifikation der behaupteten ldentitat als Einzeiler:

/a () — / X)dx

/ F(x)— () dx < (b—a)||f—Filso — O

10 /21



Bemerkungen

(1) Ist die Konvergenz f, — f lediglich punktweise, kénnen
Integration und Grenzwertbildung im allgemeinen nicht
vertauscht werden. Beispiel: Fiir x € [0, 1] seien

_ 1 : xeA
fa(x) = ”X(o,%)(x)v dabei xa(x) := { 0 : i% A

Dann gilt lim f,(x) = 0 mit punktweiser Konvergenz, aber es
n—o00

1
ist / fo(x)dx =1 fiir alle n € N,
0

11 /21



Bemerkungen

(2) Ein entsprechender Satz gilt ebenfalls nicht fiir das
uneigentliche Riemann-Integral. Auch dazu ein Beispiel:

1
fa(x) = ;X(n,2n)(x) fiir x € [0, 00).

Dann konvergiert zwar f, gegen Null, sogar mit gleichmaBiger
o0

Konvergenz, aber es ist wieder fa(x)dx =1 fiir alle
0
neN.

12 /21



Bemerkungen

()

Ein entsprechender Satz gilt ebenfalls nicht fiir das
uneigentliche Riemann-Integral. Auch dazu ein Beispiel:

1
fa(x) = ;X(n,2n)(x) fiir x € [0, 00).

Dann konvergiert zwar f, gegen Null, sogar mit gleichmaBiger
o0

Konvergenz, aber es ist wieder fa(x)dx =1 fiir alle
0
neN.

Eine wirklich zufriedenstellende Aussage iiber die
Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwertbildung ist
erst im Rahmen der Lebesgue’schen Integrationstheorie
moglich, die ein wesentlicher Teil der Analysis Il ist.

12 /21



Bemerkungen

(4) Satz 7 gilt wortgleich fiir Funktionenfolgen f, : [a, b] — C,
denn eine komplexwertige Funktion f ist per definitionem
integrierbar genau dann, wenn Ref und Imf integrierbar sind,
und das Integral ist erklart durch

/a () = / " Ref (x)db + /  nf (x)dx.

a

Das ist verallgemeinerbar auf Funktionen mit Werten in K”
bzw. in Mp(K) ~ K"
Definition: Eine Funktion

f:la, b] = K", x = f(x) = (fi(x), ..., fa(x))
heiBt integrierbar, wenn alle Komponentenfunktionen
fi - [a,b] = K, 1 < < n, integrierbar sind. In diesem Fall
setzt man

/ab f(x)dx == (/ab fl(x)dx,...,/ab o (x)dx),

entsprechend fiir matrixwertige Funktionen.

12 /21



Folgerung (aus dieser Definition und Satz 7)

Es sei (i)« eine Folge integrierbarer Funktionen f; : [a, b] — K",
die gleichmiBig gegen eine Funktion f : [a, b] — K" konvergiert.
Dann ist f integrierbar und es gilt (mit Grenzwertbildung im K”
mit einer beliebigen Norm)

/a ’ f(x)dx = lim / ’ fie(x)dx.

Beispiel: A € M,(K) ~ K" sei invertierbar. Dann gilt

b
/ exp (xA)dx = A~ (exp (bA) — exp (aA)).

Versuchen Sie, die Einzelheiten unter Verwendung der
Exponentialreihe und der Folgerung aus Satz 7 selbst auszufiihren.
Falls nétig, finden Sie Hilfestellung auf S. M52 des Skripts.

14 /21



Naheliegende Fragestellung

Nach Satz 7 sind Integration und Grenzwertbildung einer
Funktionenfolge vertauschbar, wenn die Folge der Integranden auf
einem kompakten Intervall gleichmaBig konvergiert. Es schlieBt sich
die Frage an, ob auch die Ableitung mit der Limesbildung bei
gleichmaBiger Konvergenz vertauscht werden kann. Die Antwort ist
nicht ein einfaches "Ja", denn es kommt auf die gleichmiBige
Konvergenz der Folge der Ableitungen an, wie der folgende Satz
aussagt.

15 /21



Satz 8

Es sei f, : [a, b] — R eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen
mit den folgenden Eigenschaften:
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Satz 8

Es sei f, : [a, b] — R eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Es existiert eine Funktion f : [a, b] — R, so dass fiir alle
x € [a, b] gilt f(x) = Ii_)m fa(x) (punktweiser Limes),

(2) es gibt eine Funktion g : [a, b] — R, fiir die
ILm |y — gllo = 0 (gleichmaBiger Grenzwert der

Ableitungen).

Dann ist f stetig differenzierbar mit '(x) = g(x) fiir alle x € [a, b].
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Beweis

Der ist in diesem Fall kiirzer als die Formulierung des Satzes:

Nach Satz 1 ist g stetig, da alle f] nach Voraussetzung stetig sind.
Ferner ergeben der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung und der Satz 7, dass

n—o00

f(x) = lim f”(x):nli_)'Qof”(a)Jr/: f(t)dt

= f(a) + /X g(t)dt.

Nach dem Hauptsatz kdnnen wir die rechte Seite ableiten, damit
ist auch die linke Seite, also f, differenzierbar und wir erhalten
f'(x) = g(x) fir alle x € [a, b]. O

17 /21



Verallgemeinerung

Satz 8 l3sst sich in naheliegender Weise verallgemeinern auf
Funktionenfolgen (fx)x mit K"- oder matrixwertigen Funktionen
fx. Dazu erkldren wir (gegeniiber dem Manuskript etwas
abkiirzend) die Ableitung einer K"-wertigen Funktion
komponentenweise, also durch

F1(x) = (F(x), .. £ (x)),

wenn die Funktion f : R D | — K" gegeben ist durch

x = f(x) = (A(x), ..., fa(x)).

Dann erben wir den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung in der folgenden Form:

12 /21



Hauptsatz fiir K"-wertige Funktionen

(1) Ist f € C([a, b],K"), so gilt

i(/: F(£)dt = F(x),

10 /21



Hauptsatz fiir K"-wertige Funktionen

(1) Ist f € C([a, b],K"), so gilt

CZ(/: F(£)dt = F(x),

(2) fiir g € CY([a, b],K") ist

b
/ ¢/(x)dx = g(b) — g(a).
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Hauptsatz fiir K"-wertige Funktionen

(1) Ist f € C([a, b],K"), so gilt
(Z(/: F(£)dt = F(x),
(2) fiir g € CY([a, b],K") ist

b
/ ¢/(x)dx = g(b) — g(a).

Hierin kann K" durch M,(K) ~ K" ersetzt werden. In (2) reicht
es, g als differenzierbar mit integrierbarer Ableitung (alle
Komponenten) vorauszusetzen.

10 /21



Allgemeinere Form von Satz 8

Wenn wir diese allgemeinere Form des Hauptsatzes im Beweis von
Satz 8 verwenden, erhalten wir die folgende Verallgemeinerung:

Satz 8': Es sei fi : [a, b] = K" eine Folge stetig differenzierbarer
Funktionen mit den folgenden Eigenschaften:
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Allgemeinere Form von Satz 8

Wenn wir diese allgemeinere Form des Hauptsatzes im Beweis von
Satz 8 verwenden, erhalten wir die folgende Verallgemeinerung:

Satz 8': Es sei fi : [a, b] = K" eine Folge stetig differenzierbarer
Funktionen mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Es existiert eine Funktion f : [a, b] — K", so dass fiir alle
x € [a, b] gilt f(x) = klim fk(x) (punktweiser Limes in jeder
— 00
Komponente),
(2) es gibt eine Funktion g : [a, b] — K", fiir die
klim |1 — gllo = 0 (gleichmaBiger Grenzwert der
— 00

Ableitungen).

Dann ist f € C([a, b], K") und es gilt f'(x) = g(x) fiir alle
x € [a, b].

Bemerkung: Fiir eine K"-wertige Funktion g = (g1, ..., &n) ist
g lloo = >-11 llgilloo-

270 /21



Beispiel zur Matrix-Exponentialfunktion

Zum Abschluss diesmal eine Rechenaufgabe: Gegeben seien die
2 x 2-Matrizen

01 10
A_<0 0) und B_<0 0)

Zeigen Sie:
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Beispiel zur Matrix-Exponentialfunktion

Zum Abschluss diesmal eine Rechenaufgabe: Gegeben seien die
2 x 2-Matrizen

01 10
A_<0 0) und B_<0 0)

Zeigen Sie:

(1) AB =0 und [|AB] < || A]|B].

(2) AB # BA und (A+ B)? # A2 + 2AB + B2,
(3) eAt+B + eheB.
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