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1.4 GleichmaBige Konvergenz von Funktionenfolgen -
Nochmals Anwendungen

Was liefern uns die Satze 7 und 8 im Hinblick auf Potenzreihen
und Potenzreihen von Matrizen?

1. Potenzreihen

Fir z € C sei

P(z) = i apz"”
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Fiir jedes r € (0, R)
konvergiert diese Reihe absolut und gleichmaBig auf B,(0). Sind
a,b € R gegeben mit a < b und |a| < R sowie |b| < R, so
konvergiert diese Reihe auch auf [a, b] absolut und gleichmaBig.
Satz 7 ergibt in dieser Situation




Gliedweise Integrierbarkeit von Potenzreihen

b b
/ P(x)dx = Z anx"dx
a 4 n=0
00 b 00 b
_ _ an_ n+1
_Zan/a x”dx-Zn+1” E
n=0 n=0

Man sagt:
Potenzreihen kénnen gliedweise integriert werden.

(Auch dieses Ergebnis ist bereits in Analysis | auf anderem Weg
gezeigt worden.)



Gliedweise Differenzierbarkeit von Potenzreihen

Bilden wir die Ableitungen

d n n
sp(x) = . Z axk = Z kajx*~t
k=1

k=0

der Partialsummenfolge, so erhalten wir (mit n — oco) wieder eine
Potenzreihe

Q(x) = Z kayxk=1
k=1

mit Konvergenzradius R = (lim sup \"/n|a,,|)_1.

n—o0



Konvergenzradius von @

Fir n, N € N mit N < n haben wir

V1aa| < {/nlan| = /n{/]anl < VN/]an|.
Bilden wir den Limes superior dieser Ungleichungskette, ergibt sich
fir alle N € N:

Wegen limpy_ o VYN =1 folgt Ro = R.
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Anwendung von Satz 8

In [a, b] mit |a|, |b| < R sind damit die Voraussetzungen von Satz 8
gegeben, namlich

(1) s, — P hier sogar mit gleichmé&Biger Konvergenz, wo
punktweise geniigen wiirde,

(2) s, — Q mit gleichm3aBiger Konvergenz.

Anwendung des Satzes ergibt: P : [a, b] — R ist stetig
differenzierbar und es gilt

Pl(x) = Q(x) =) _nanx".
n=1

(Dies hatten wir in Analysis | durch direkte Rechnung verifiziert,
was etwas mithsam war.)



2. Potenzreihen von Matrizen

[e.o]

Weiterhin sei P(z Zakz eine Potenzreihe mit

k=0
Konvergenzradius R > 0 und r € (0, R). Wie wir oben festgestellt
haben, konvergiert dann fiir Matrizen A € M,(K) die Reihe

(o]
Y
k=0

auf Bgr(0) C M,(K) absolut und gleichmaBig. Jetzt fixieren wir
M € M,(K) und definieren

—r r

il ——] = Mp(K), x— f(x ax*M
[M[["(IM]| Z



Gliedweise Differenzierbarkeit

Der Definitionsbereich ist so gewahlt, dass
IxM]| = |x||IM]| < r < R ist und somit die Reihe absolut und
gleichmaBig auf diesem Intervall konvergiert. Dasselbe gilt fiir

o0
| = My(K), x— g(x):= Z kagx 1Mk,
k=0

g
MM
Satz 8' ist daher anwendbar und ergibt:

,
M|

Die Funktion f : [ﬁ, ] — M,(K) ist stetig differenzierbar

und es gilt ' = g.

Also: Auch matrixwertige Potenzreihen des obigen Typs konnen
gliedweise differenziert werden.



Beispiel: Die Matrix-Exponentialfunktion mit reellem
Parameter

Fiir eine feste Matrix M € M,(K) definieren wir die Funktion

o

xk Mk
expy : R — My(K), x— expy(x):=expxM = Z
k=0

k!

Dann gilt

d = xkMk _ixk_ll\/lk

expiy(x) = dx Kl
k=0 '




Eine Matrix-Differentialgleichung

Das kénnen wir auch so formulieren: Bei festem M € M,(K) lost
expy, die Matrix-Differentialgleichung

A'(x) = MA(x).

Hierbei ist A € C1(R, M,(K)) die (gesuchte) Losung dieser
Differentialgleichung. Verlangt man zusatzlich A(0) = E, mit der
n x n - Einheitsmatrix E,, so ist expy, hierdurch eindeutig
bestimmt. Begriindung:
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Beweis der Eindeutigkeit:

Sei A€ CHR, M,(K)) gegeben mit A'(x) = MA(x) sowie
A(0) = E,, und
F(x) := expp(—x)A(x).
Dann erhdlt man, da die Produktregel auch fiir matrixwertige
Funktionen gilt (Warum?),
F'(x) = —Mexpp (—x)A(x) + expp(—x) MA(x).

Nun vertauschen M und expy,(x), so dass sich F'(x) = 0 ergibt.
Nach dem Hauptsatz gilt also F(x) = const = E,,. Da

(expa(x)) ™ = expp(—x), folgt A(x) = expyy(x). O
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Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Die Matrix-Exponentialfunktion wird verwendet, um Systeme
gewdhnlicher linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten zu |6sen. Gesucht ist dabei eine Funktion

y € CY(R,K"), die der Gleichung y'(x) = My(x) mit
Anfangsbedingung y(0) = yo geniigt. Hierbei sind M € M,(K) und
yo € K" fest vorgegeben. Ausgeschrieben:

Yn(x) Mp1 ... Mpp Yn(x)

Diese Uberlegungen kdnnen wir zusammenfassen zu
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Satz 9

Gegeben seien M € M,(K) und yp € K". Dann besitzt das
Anfangswertproblem

Y'(x)=My(x)  y(0)=xo
genau eine Losung y € C}(R,K"). Diese ist gegeben durch
y(x) = expp(x)o-

Begriindung: Dass hierdurch eine Lésung gegeben ist, folgt aus den
Aussagen iiber expy,. Damit ist die Existenzaussage geklart. Die
Eindeutigkeit sieht man ein wie in der obigen Begriindung der
Eindeutigkeit der Matrix-Differentialgleichung.
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Bemerkung

Im Vorlesungsmanuskript finden Sie an dieser Stelle nochmals
einige Ausfiihrungen zu den trigonometrischen bzw.
Fourier-Reihen. Auch hierauf werden wir in diesem Semester aus
Zeitgriinden verzichten.

Mit der Matrix-Exponentialfunktion und ihrer Anwendung werden
wir uns im Tutorium am 22.05. etwas eingehender und in Form
konkreter Rechenaufgaben beschaftigen. Daher verzichte ich auch
diesmal auf Verstdandnis- und weiterfiihrende Fragen.
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