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2.4 Inverse Abbildungen

Fragestellung: Gegeben sei eine differenzierbare Funktion

f:R"DQ— f(Q2) CR"

Wias 3Bt sich anhand der Jacobi-Matrix Df(x) iiber die
Umkehrbarkeit von f aussagen?

Rufen wir uns dazu den entsprechenden Satz fiir reelle Funktionen
einer reellen Veranderlichen in Erinnerung:



Erinnerung an Analysis |:

Satz: Ist f : R D | — R stetig differenzierbar mit f’(x) # 0 fiir alle
x € |, so existiert eine Umkehrfunktion

FLof(l) =,

die ebenfalls stetig differenzierbar ist. Fiir ihre Ableitung gilt

Konnen wir eine dhnliche Aussage fiir n > 2 erwarten, und welche
Bedingung an Df(x) tritt dann an die Stelle von f'(x) # 0 ?

Zwei Beispiele sollen uns den Weg weisen:



Beispiel 1

Es sei

f-R"R" x— Ax+ b

eine affin-lineare Abbildung (mit eine n x n - Matrix A und einem
Vektor b € R"). Dann ist f genau dann umkehrbar, wenn die
Matrix A invertierbar ist, das heiBt wenn det A # 0 gilt. In diesem
Fall ist die Umkehrabbildung gegeben durch

fFLRY SR,y Y y) =AYy — b).



Vermutung

Aus den beiden Spezialfillen - n =1 und die affin-linearen
Abbildungen - ergibt sich die Vermutung, dass die Voraussetzung
f'(x) # 0 im Hoherdimensionalen durch “Df(x) ist invertierbar”
bzw. det Df (x) # 0 zu ersetzen ist.

Im Eindimensionalen ebenso wie bei den affin-linearen Abbildungen
gibt es eine Umkehrabbildung fiir den gesamten Definitions- bzw.
Wertebereich. Diese Situation bezeichnet man als globale
Invertierbarkeit. Dies ist fiir nichtlineare Abbildungen im
Mehrdimensionalen im Allgemeinen nicht zu erwarten, wie das
folgende Beispiel zeigt:



Beispiel 2

Betrachten wir die komplexe exp - Funktion in reeller Schreibweise,

das ist

f:R2 5 R2 (x,y)" — exp(x)(cos(y),sin(y))".

Fiir die Jacobi-Matrix von f finden wir
_ [€Xcos(y) —e*sin(y)
Df(x) = (exsin( ) eXcos(y)
mit det Df (x,y) = €2 > 0 fiir alle (x,y)" € R2. Aber: f ist nicht
injektiv, denn fiir alle x,y € R und k € Z ist
f(x,y) = f(x,y + 27k).
Also existiert keine globale Umkehrabbildung.



Ausweg: Einschrankung des Definitionsbereichs,..

.. um die Bijektivitat der Funktion zu erzwingen. Z.B. kdnnte man
die Funktion f aus Beispiel 2 einschranken auf

T
Q:=Rx (—575)
mit dem Bild f(Q) = {(u,v) € R? : u > 0} und der

Umkehrfunktion

F1(u,v) = (In (\/m),arctan (%))

(Nachrechnen!) Dies wiirde man als eine “lokale Umkehrfunktion”
von f bezeichnen. Deren Existenz ist der Gegenstand des folgenden
Satzes:



Satz uber inverse Funktionen

Es sei Q C R” offen und f : Q — R” stetig differenzierbar. In
xo € Q gelte det Df (xp) # 0. Dann existieren offene Umgebungen
U von xg und V von f(xp), so dass

f‘U: U—V, x— f(x)
bijektiv ist. Deren Umkehrfunktion
fFFlav—u
ist ebenfalls stetig differenzierbar und fiir alle x € U gilt

Df ~Y(f(x)) = Df(x)~L.

Bemerkung: Das erste 1 in der letzten Zeile bezeichnet die
Umkehrfunktion, das zweite die Inverse der Matrix. Man vergleiche
mit der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion auf Seite 3.



Beweisvorbereitungen

Der Beweis dieses Satzes ist deutlich aufwandiger als im
Eindimensionalen und bedarf einiger Vorbereitungen. Zunachst ein
Lemma iiber die Invertierbarkeit linearer Abbildungen:

Lemma 1: Es seien A, B : R” — R” lineare Abbildungen, davon A
bijektiv. Wenn fiir die Operatornormen gilt, dass

1B = AllllATH < 1,

dann ist auch B invertierbar.



Beweisvorbereitungen

Der Beweis dieses Satzes ist deutlich aufwandiger als im
Eindimensionalen und bedarf einiger Vorbereitungen. Zunachst ein
Lemma iiber die Invertierbarkeit linearer Abbildungen:

Lemma 1: Es seien A, B : R” — R” lineare Abbildungen, davon A
bijektiv. Wenn fiir die Operatornormen gilt, dass

-1
1B —A[ll[A~] <1,
dann ist auch B invertierbar.
Beweis: Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall, so existiert ein
x # 0 im Kern von B. Hierfiir kénnen wir ||x|| = 1 annehmen,
denn der Kern ist ein linearer Raum. Dann folgt

1= |A Ax| = | (A= B)x| < |41l A— BlIx| < 1.
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Der Banachsche Fixpunktsatz

Ein wesentliches Hilfsmittel fiir den Beweis des Satzes iiber inverse
Abbildungen ist der Banachsche Fixpunktsatz, auch
Kontraktionssatz genannt, im Englischen Contraction mapping
principle, was die Sache eigentlich besser trifft, denn es handelt
sich hierbei nicht um einen gewdhnlichen Satz, sondern vielmehr
um ein Beweisprinzip, um einen Satz, mit dem man eine Reihe
anderer Sitze beweisen kann. Er lautet:

Es sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und f : X — X
eine Kontraktion, d.h. eine Lipschitz-stetige Abbildung mit einer
Lipschitz-Konstanten g € (0,1). Dann besitzt f in X genau einen
Fixpunkt.

Wir werden gleich eine leichte Verallgemeinerung dieses Satzes
beweisen, die uns spater bei den gewohnlichen
Differenzialgleichungen von Nutzen sein wird, namlich den
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Fixpunktsatz von Weissinger

Es sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum, («,), eine Folge
positiver reeller Zahlen, so dass ) 7 a < oo ist und f: X — X
eine Funktion mit

d(f"(x), f"(y)) < and(x,y)
fiir alle x,y € X und n € N. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt.
Bemerkung: Ein Fixpunkt von f ist eine Losung der Gleichung
f(x) = x. - Mit " ist die n-te Iterierte der Abbildung f

bezeichnet, also fO(x) = x, f1(x) = f(x), f3(x) = f(f(x)),
f3(x) = F(f(f(x))) usw..
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Beweis: 1. Existenz

Wir betrachten die Folge (f"(xp)), der Iterierten mit einem
beliebigen Startpunkt xg € X. Ist m > n, erhalten wir mit der
Dreiecksungleichung hierfiir

m—1
d(fm Xo Z d fk+1 X()) fk Xo) Z akd Xo Xo) 0
k=n

letzteres, wenn n, m — oo. Also ist (f"(xg)), eine Cauchy-Folge in
(X, d) und aufgrund der Vollstindigkeitsvoraussetzung konvergent.
Der Grenzwert sei mit x* bezeichnet. Dann ist

f(x*) = f(nIer;o M(x0)) = n||~>n;o 1 (x0) = x*,

denn wegen d(f(x), f(y)) < a1d(x,y) ist f stetig. Also ist x* ein
Fixpunkt von f.
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Beweis: 2. Eindeutigkeit

Es seien x und y Fixpunkte von f. Wir wahlen n so groB, dass
a, < 1 ist. Dann erhalten wir

d(x,y) =d(f"(x), f"(y)) < and(x,y).
Da a, < 1 ist, folgt d(x,y) =0, also x = y.
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Bemerkungen

(1) Mit ¢" = «, geht der Fixpunktsatz von Weissinger in den
Banachschen iiber.
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Bemerkungen

(1) Mit ¢" = «, geht der Fixpunktsatz von Weissinger in den
Banachschen iiber.
(2) Fehlerabschatzung:

d(x*,f"(x0)) = lim d(f™(x0), " (x0)) < Zakd(f(xo),xo),

m—00
k=n

o
wobei fiir ap, = q" gilt Z gk =

k=n l_q
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Bemerkungen

(1) Mit ¢" = «, geht der Fixpunktsatz von Weissinger in den
Banachschen iiber.

(2) Fehlerabschatzung:

d(x*,f"(x0)) = lim d(f™(x0), " (x0)) < Zakd(f(xo),xo),

m—00
k=n

n

o

. e Y kK 4

wobei fiir ap, = q" gilt qu "1 g
=n
(3) Die Vollstandigkeitsvoraussetzung ist wesentlich fiir den

Existenzteil des Satzes. Ein Beispiel dazu finden Sie im Skript.
Fiir die Eindeutigkeitsaussage wird die Vollstandigkeit
hingegen nicht bendtigt.
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Beweisskizze zum Satz iiber inverse Abbildungen

Den vollstandigen Beweis finden Sie im Skript auf den Seiten D59
- D61. Er ist aufgeteilt in drei Beweisschritte:

Schritt 1: Fiir ein (zunichst beliebiges) y € R" definiert man mit
A := Df(xg) die Abbildung

Oy Q=R x = p,(x) 1= x+ Ay — f(x)).

Dann ist y = f(x) genau dann, wenn x ein Fixpunkt der Abbildung
¢y ist. Nun schrankt man den Definitionsbereich von ¢, ein auf
eine offene Kugel Bs(xp) = U und rechnet mit Hilfe der
Mittelwertungleichung nach, dass fiir ein hinreichend kleines § > 0
die Abbildung ¢, : U — R" kontrahierend ist, also hochstens einen
Fixpunkt besitzt. Daraus folgt, dass
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Beweisskizze zum Satz iiber inverse Abbildungen

fl :U—=R"
U

injektiv ist, und mit Lemma 1 erhilt man, dass Df(x) fiir alle
x € U invertierbar ist (was man im 3. Schritt benétigt).

Schritt 2: Man setzt V = f(U) (U = Bs(xo) wie in Schritt 1.
bestimmt), so dass

fl :U—=V
U

bijektiv ist. Eine nichttriviale Aufgabe ist es dann, die Offenheit
von V zu zeigen. Dies geschieht mit Hilfe des Banachschen
Fixpunktsatzes.
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Beweisskizze zum Satz iiber inverse Abbildungen

Schritt 3: Nun existiert also eine (lokale) Inverse f~1: V — U,
deren stetige Differenzierbarkeit noch zu zeigen ist (, wobei die
Ableitungsformel gleich mit abfallen wird). Dazu wahlt man
y,¥ + k € V mit Urbildern x,x + h € U, setzt

W(k) =y + k)= FH(y) = DF(x) "'k

und zeigt unter Beriicksichtigung zuvor getroffener Wahlen, dass

(k)
LT
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