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Inhaltsverzeichnis

Buchempfehlungen

Es gibt viele Biicher zur Analysis. Diese Vorlesung orientiert sich an der Amnaly-
sis I [ | von Forster, ihr zweiter Teil im Wintersemester 2025/26 dann an der
Analysis IT | ] von Forster.

Sehr gut finde ich auch die Analysis 1 | | und die Analysis 2 [ | von
Kaballo. Die Biicher von Kaballo sind sehr viel umfangreicher und behandeln auch
Themen, fiir die in der Vorlesung keine Zeit ist.

Ein Buch, welches versucht, den Ubergang von Schule zu Hochschule zu erleich-
tern, dann aber doch viel macht, was wir nicht brauchen, ist das von Schichl und
Steinbauer | |



1 Definition, Satz und Beweis

1.1 Definition

Eine Definition vergibt einen Namen oder eine Abkiirzung fiir ein oder mehrere
Objekte.

Beispiele

e Eine natiirliche Zahl a heifit Teiler einer natiirlichen Zahl b, wenn es eine
natiirliche Zahl ¢ mit ac = b gibt.

e Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl > 1, die keine Teiler aufler 1 und sich
selbst hat.

e h, = % + % + -+ Tll heifft n-te harmonische Zahl.

Jedes Objekt kann nur einmal definiert werden.

1.2 Axiom

Axiome beschreiben das Regelwerk einer Struktur. Sie sind daher eigentlich auch
Definitionen.

1.3 Satz

Das ist eine wahre, nicht offensichtliche Aussage. Jeder Satz besitzt einen Beweis.
Auch wenn man es nicht immer sofort sieht, haben alle Sdtze die Gestalt a = b.
Dabei ist a die Voraussetzung und b die Behauptung.

Varianten:
Hauptsatz, Theorem Besonders wichtiger Satz

Lemma Meist Hilfssdtze. Nach Personen benannte Lemmata sind dagegen in Wirk-
lichkeit Theoreme (Bsp: Zornsches Lemma)

Korollar Direkte Folgerung aus einem anderen Satz; oft ist der Beweis so kurz, dass
man ihn nicht hinschreibt

Wichtige Satze haben Namen: Zwischenwertsatz, Satz von H. A. Schwarz



1.4 Beweis

1.4 Beweis

Ein Beweis ist die Herleitung einer Aussage durch logische Schliisse.

1.4.1 Direkter Beweis

1.1 Satz. Das Quadrat einer geraden Zahl ist gerade.

Beweis. Sei n gerade. Dann existiert m mit n = 2m. Also n? = (2m)? = 4m? =
202m2). 0

1.4.2 Beweis durch Kontraposition

Ein Beweis durch Kontraposition wird gefiihrt, indem man aus der Negation der
Behauptung die Negation der Voraussetzung herleitet.

1.2 Satz. Wenn n? gerade ist, dann ist auch n gerade.

Beweis. Wir zeigen: Wenn n ungerade ist, dann ist n? ungerade. Wenn n ungerade
ist, dann gibt es m mit n = 2m + 1. Dann n? = 4m? + 4m + 1. Daher ist n?
ungerade. ]

1.4.3 Beweis durch Widerspruch

Aus einer richtigen Aussage kann man nur richtige Aussagen herleiten. Wenn man
also aus einer Aussage eine falsche Aussage herleiten kann, dann war die erste Aussage
auch schon falsch.

1.3 Satz (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Bewets. Angenommen, es gebe nur endlich viele Primzahlen py,p,,...,pn flr ein
geeignetes n. Setze ¢ = p;-p2---pn+ 1. Die Zahl q besitzt einen Primteiler r. Dieser
kann aber keines der p; sein, denn ¢ ldsst bei Division durch p; den Rest 1. Wir
haben den folgenden Widerspruch gefunden

e Die Aufzdahlung p;,...,pn umfasst alle Primzahlen.
e Es gibt eine von den Zahlen py,...,p, verschiedene Primzahl.
Daher war die Annahme falsch. [



1 Definition, Satz und Beweis

1.4.4 Falscher Beweis
Beide Beispiele sind aus Schichl, Steinbauer.
1.4 Satz (Achtung Liige!). In Wien gibt es in allen Hdusern Ratten.

Beweis. In Hausern, in denen es Ratten gibt, werden Rattenfallen aufgestellt. In
Wien stehen in jedem Haus Rattenfallen. Also gibt es in jedem Haus Ratten. O]

1.5 Satz (Achtung Liige!). 1 =2

Bewezs.
a=>o -a
a’=ab +ad?
a+al=a*+ab
202 =a’+ ab —2ab
20> —2ab=a’—ab
2(a®* — ab) = 1(a? — ab)
Also 2 =1. ]

1.4.5 Folgerungsketten

Folgerungsketten wie in 1.4.4 werden von oben nach unten gelesen und bedeuten,
dass jede Zeile aus der dariiber stehenden folgt. Wenn man etwas anderes meint,
muss man das durch umgekehrte Implikationspfeile oder Aquivalenzpfeile anzeigen.
Besser ist es, die Folgerungskette neu zu schreiben.

1.5 Beispiel

Beispiele helfen beim Verstandnis. Auch noch so viele Beispiele ersetzen aber keinen
Bewelis.
Ein einziges Gegenbeispiel widerlegt aber eine Vermutung.

1.6 Vermutung (Fermat 1640). Fir jede Primzahl p ist 2°" + 1 eine Primzahl.

Gegenbeispiel, Euler 1732.

27 +1=4294967297 = 641 -6700417. []



2 Naive Mengenlehre

“Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen hat, soll uns niemand mehr vertreiben
konnen.” David Hilbert
“Spatere Generationen werden die Mengenlehre als Krankheit ansehen, die man iiber-
wunden hat.” Henri Poincaré

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten. Die in diesem Sinne zusam-
mengefassten Objekte heiffen Elemente der Menge.

2.1 Beispuel. Die folgenden Mengen sind “einfach da™
e Die leere Menge () = {}.

e Die Menge der natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...}. Die Menge, die aus allen
natiirlichen Zahlen und der Null besteht, bezeichne ich mit Nj.

e Die Menge der ganzen Zahlen Z ={...,—2,—1,0,1,2,...}.

e Die Menge der rationalen Zahlen Q. Sie enthalt alle Briiche {]3, wobei p und ¢
ganze Zahlen sind und q # 0 und %E mit Iqi identifiziert wird.

e Die Menge R der reellen Zahlen. Wir werden sie in den nachsten Stunden
genauer beschreiben.

2.2 Bemerkung. Man kann Mengen definieren durch

e Aufzdhlung ihrer Elemente innerhalb von Mengenklammern

Beispiel: Die Lésungsmenge der quadratischen Gleichung x* +2x = 0 ist {—2, 0}

e Beschreibung durch Angabe der Eigenschaft der Elemente der Menge
Beispiel: P ={m € N | m # 1 und m hat nur die Teiler 1 und m}
Statt | verwenden manche Autoren auch den Doppelpunkt :
2.3 Definition. Wenn x Element von M ist, dann schreibt man x € M (lies “x in M”).
Wenn M und N Mengen sind und jedes Element von N auch Element von M ist,

dann schreibt man N C M. Man sagt, N sei eine Teilmenge von M bzw. M eine
Obermenge von N.

2.4 Bemerkung. (a) 0)CNCZCQCR.



2 Naive Mengenlehre

(b) Zwei Mengen M und N sind genau dann gleich, wenn M C N und N C M.
2.5 Definition. Die folgenden Mengenoperationen werden definiert

Vereinigung MUN ={x|x € M oder x € N}
Durchschnitt MNN={x|xe€ M und x € N}
Mengendifferenz M\ N ={x|x € M und x ¢ N}

2.6 Beispiel. No = NU{0}, Ny \ {0} = N.
2.7 Satz. Es seien A, B und C Teilmengen von X. Dann gelten

(a) (Assoziativgesetze)

(AnB)NC=ANnBNC), (AuB)UC=AU(BUC).

(b) (Kommutativititsgesetze)

ANB=BNA, AUB=BUA.

(c) (Distributivgesetze)

(ANB)UC=(AUC)N(BUC), (AUB)INC=(ANC)U(BNC).

(d) (Formeln von De Morgan)

X\ (AUB) = (X\A)N(X\B), X\(ANB)=(X\A)U(X\B).

2.8 Definition. Es seien X und Y zwei Mengen. Die Menge aller Paare (x,y) mit x € X
und y € Y ist das kartesische Produkt von X mit Y, geschrieben X x Y. Anstelle von
X x X schreibt man oft X?.

Hohere Produkte definiert man sukkzessive, also A x B x C = (A x B) x C, schreibt
die Elemente von A x B x C dann aber in der Form (a, b, c).

2.9 Beispuel. {0,1} x {2, 3,4} ={(0,2), (0,3),(0,4), (1,2), (1,3), (1,4)}.

2.10 Definition. Wenn M eine Menge ist, dann bildet die Menge ihrer Teilmengen die
Potenzmenge P(M).

2.11 Beispiel. (a) X ={1,2,3}, dann hat P(X) die folgenden acht Elemente:
0,{1h{2} {35 {1,2},{2,34L{1, 3} X.

(b) P(0) ={0}. Achtung: {0} # 0.



2.12 Definition. Gegeben seien Mengen X und Y. Eine Abbildung f: X — Y besteht
aus dem Definitionsbereich X, dem Zielbereich Y und einer Vorschrift, die jedem
Element aus X genau ein Element y = f(x) aus Y zuordnet.

Man schreibt auch z — f(z), um die Zuordnungsvorschrift zu notieren.

2.18 Beispiel. X ={1,2,3}, Y ={1,2,3,...,10}, f: X = Y, x — x°.
2.14 Definition. Sei f: X — Y eine Abbildung, seien M C X und N C Y.
(a) f(M) ={f(x) | x € M} heifit Bild von M unter f.
(b) f1(N) ={x|f(x) € N} heift Urbild von N unter f.
(c) Fiir y € Y schreibt man hiufig f~'(y) anstatt £ '({y}).

2.15 Beispiel. Sei f die Abbildung aus Beispiel 2.13 und seien A = {1,2} und B =
(1,2,3,4}. Dann f(A) ={1,4}, f'(B) ={1,2} und f'(5) = 0.

2.16 Definition. Seien f: X — Y und g: Y — Z zwei Abbildungen. Die Verkntipfung
ist definiert als gof: X — Z, go f(x) = g(f(x)).

2.17 Beispiel. f: R — R, f(x) = 7. Dann
1 (x2+1)2 x4+ 2%+ 1
fof(x): 1 Fl - 5 2 - 2 2 pl 2.



3 Ganze Zahlen und vollstandige Induktion

Das Prinzip der vollstandigen Induktion besagt:
Wenn eine von einer natiirlichen Zahl abhédngige Aussage A(n) fiir n = 1 zutrifft
und fiir jedes n die Implikation A(n) = A(n + 1) gilt, dann gilt A(n) fiir alle n.

3.1 Bemerkung. Ein Induktionsbeweis besteht also aus zwei Teilen:
e Dem Induktionsanfang, in dem die Behauptung fiir n = 1 gezeigt wird

e Dem Induktionsschluss, in dem gezeigt wird, dass aus der Richtigkeit der Be-
hauptung fiir n die Richtigkeit fiir n+1 folgt. Die Indultionsannahme ist dann
die Behauptung fiir n.

3.2 Bemerkung. Wenn die Behauptung erst ab einem n, gezeigt werden soll, dann
startet man die Induktion bei diesem n,.

3.3 Satz. F4ir alle natirlichen Zahlen n gult

nn+1)
>
Bewess. Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die linke Seite gleich 1 und die rechte gleich
L2, Also sind sie gleich.
Induktionsschluss: Die Aussage sei richtig fiir n. Dann

142434 4+n=

1
T4+2+ - +n+Mn+1) :“(“THJF(nH)
M+ +2n+1)
- 2
B Mm+1)(n+2)
= 5 ,
wobei im ersten Schritt die Indultionsannahme verwendet wird. O]

3.4 Satz. F4ir alle natirlichen Zahlen n > 5 gult
2™ > n?

Die Definition durch Rekursion funktioniert analog:
Fir jedes n € N wollen wir a, definieren. Das kann man in zwei Schritten tun:

e Zuerst definiert man aj.



e Sind ay,...,a, bereits gegeben, so definiert man a,,; unter Verwendung von
A1y.eeey Qp.

3.5 Beispiel. (a) Fir n € Nj definieren wir die Fakultdt n! rekursiv durch 0! =1
und M+ 1) =nl-(n+1).

(b) Fiir n € N und ai,...,a, € R definieren wir ZJL rekursiv wie folgt:

(c) Analog definieren wir

n+1 n

1
||aj:a1, ||aj:an+1-||aj.
j=1 j=1 j=1

(d) Dann n!=T[.,].

(e) Fiir k € Ny und x € R definieren wir x* durch Rekursion nach k:



4 Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen sind eine Menge R zusammen mit zwei Rechenvorschriften, die je
zwel Elementen x,y € R ein Element x +y € R und ein Element x -y € R zuordnen,
und einer Vergleichsrelation >, so dass die in den ndchsten drei Unterabschnitten
angegebenen Axiome erfiillt sind.

4.1 Korperaxiome

(a) (Kommutativgesetze) x +y =y +x und x-y =y - x fiir alle x,y € R.

(b) (Assoziativgesetze) (x +y)+z=x+(y+z) und (x-y)-z=x-(y-z) fiir alle
x,Y,z € R.

(c) (Null und Eins) Es gibt Elemente 0,1 € Rmit 0 # 1 und 0+x =xund 1-x =x
fiir alle x € R.

(d) (Inverses Element der Addition) Zu jedem x € R gibt es ein y € R mit x+y = 0.

Es zeigt sich, dass y eindeutig bestimmt ist; man bezeichnet es mit —x.

(e) (Inverses Element der Multiplikation) Zu jedem x € R \ {0} gibt es eine Zahl
ze€Rmitx-z=1.

Es zeigt sich, dass z eindeutig bestimmt ist. Man bezeichnet es mit x ' oder %
(f) (Distributivgesetz) x - (y +2z) =x -y + x - z fiir alle x,y,z € R.
4.1 Satz. Das Nullelement 1st eindeutig.
4.2 Satz. Das Einselement ist eindeutig.
4.3 Satz. Das additiv Inverse und das multiplikativ Inverse sind eindeutig.

Beweis. Zur Abwechslung fiir die Multiplikation. Sei x # 0 und seien w,z € R
Elemente mit x -w =1=2z-w. Dann

w=l-w=w-1T=w-(x-z)=w-x)-z=x-w)-z=1-z=12z O]
4.4 Satz. 0-x =0 fir alle x € R.

Daraus folgt dann

10



4.2 Anordnungsaxiome

4.5 Satz. (—1) -x = —x.

4.6 Satz. Fiir jedes x € R gilt —(—x) = x. Fiir jedes x € R\ {0} gelten x~' # 0 und
(x ) =x.

4.7 Korollar. (—1) - (—1) =1.
4.8 Satz (Nullteilerfreiheit). Wenn x-y =0, dann x =0 oder y = 0.

Arithmetische Beziehungen, die man durch blofes Ausrechnen nachweist, wie etwa
die binomischen Formeln, werden in der Vorlesung nicht noch einmal bewiesen.

4.2 Anordnungsaxiome

Es gibt eine Teilmenge P von R, welche die beiden folgenden Axiome erfiillt:

(a) (Trichotomie) Fiir jedes x € R gilt genau eine der drei folgenden Méglichkeiten

xe€P,x=0oder —xeP

(b) (Abgeschlossenheit beziiglich Addition und Multiplikation) Sind x und y in P,
dann auch x +y und x - y.

Statt x € P schreibt man x > 0, statt —x € P schreibt man x < 0. Ferner schreibt
man x < Yy, falls y —x > 0, und x <y, falls x <y oder x =y. Analog definiert man
> und >.

Falls x > 0, so heiftt x positiv, falls x < 0, so heifit x negativ.

4.9 Satz. Seien x,y >0, u,v <0 und z € R. Dann gelten
(a) xy >0,
(b) uv >0,
(c) xu <0,
(d) 2> >0,

(e) z* > 0, vorausgesetzt z # 0,

(9) x' >0,
(h) u ' <0.

4.10 Satz. Falls x <y und z € R beliebig, so gilt x+z <y + z.

11



4 Die reellen Zahlen

4.11 Satz. (a) Falls x <y und z >0, so git xz < yz.
(b) Falls x <y und z <0, so gilt xz > yz.

4.12 Satz. Ist 0 < x <y, so gilt x* < y>.
Sind umgekehrt x und y beide positiv und ist x* < y?, so folgt x < y.

4.13 Definition. Fiir x € R definiert man den Absolutbetrag als

i X, falls x > 0,
Xl =
—x, falls x < 0.

4.14 Satz. Sind x,y € R, so gilt |x-y| = |x||y|.

4.15 Beispiel. Man bestimme alle x € R mit [3x — 6| = |8 — x|.
Es gibt zwei Falle: Im ersten Fall lautet die Gleichung 3x — 6 = 8 — x, ihre Losung

%, im zweiten lautet sie 3x — 6 = —(8 — x) mit der Losung x = —1.

Die beiden Losungen der Gleichung sind also x = % und x = —1.

ist x =
4.16 Satz (Dreiecksungleichung). Sind x,y € R, so gilt |x +y| < x| + y|.

4.3 Vollstandigkeitsaxiom

4.17 Satz. Es gibt kein x € Q mit x* = 2.

4.18 Definition. Sei M C R. Dann heifit M nach oben beschrdnkt, wenn es ein ¢ € R
gibt mit x < c fiir alle x € M. Jedes c mit dieser Eigenschaft heifit obere Schranke
von M.

M heift nach unten beschrankt, wenn es ein d € R gibt mit x > d fiir alle x € M.
Jedes d mit dieser Eigenschaft heifit untere Schranke von M.

M heiflt beschrankt, wenn es nach oben und unten beschrankt ist.

4.19 Beispiel. M = {x € R | x* < 2}. Dann ist M beschrinkt. Eine obere Schranke
ist ¢ = 3 und eine untere Schranke ist —3.

4.20 Definition. Sei M C R. Wenn es ein ¢ € M gibt, welches obere Schranke von M
ist, so bezeichnet man c als das Mazimum von M, in Zeichen ¢ = max M. In diesem
Fall ist c das grofite Element von M. Wenn M ein kleinstes Element hat, so bezeichnet
man es als Minimum und schreibt min M dafiir.

4.21 Definition. Sei M C R. Wenn es eine kleinste obere Schranke von M gibt, dann
bezeichnet man sie als Supremum von M, in Zeichen sup M. Wenn es eine grofite
untere Schranke gibt, so bezeichnet man sie als Infimum von M, in Zeichen inf M.

12



4.3 Vollstdndigkeitsaxiom

Beispiel. (a) Sei M = {1—1|n e N}. Dann ist M nach oben und unten be-
schrankt und besitzt kein Maximum. Ferner gilt inf M = minM = 0. Wir
werden spater sehen, dass supM = 1.

(b) Sei M = {x € Q|x* < 2}. Wir planen, v2 als sup M zu definieren. Dazu miissen
wir sicherstellen, dass es das Supremum gibt.

4.22 Satz. M C R ser nach oben beschrdnkt. Fiir c € R sind dquivalent:
(a) ¢ =sup M.

(b) c ist obere Schranke von M und kein d < c st ebenfalls obere Schranke
von M.

(c) Fir alle x € M gilt x < ¢ und fiir jedes € > 0 ezistiert etn x € M mat
X >C— €.

4.23 Vollstandigkeitsaxiom. Jede nicht-leere, nach oben beschrdnkte Teilmenge von R
besitzt in R ein Supremum.

4.24 Bemerkung. M C R sei nach oben beschrankt. M besitzt genau dann ein
Maximum, wenn sup M € M. In diesem Fall max M = sup M. Die analoge Aussage
fiir das Minimum gilt ebenfalls.

4.25 Satz. Zu jedem a > 0 existiert genau ein b > 0 mit b? = a.
Dieses b heifst Quadratwurzel von a, in Zeichen b = \/a.

4.26 Definition. Fiir a,b € R mit a < b definieren wir die folgenden Intervalle:

[a,b] ={x e R|a <x < Db} la,b] ={x e R|a<x <b}
[a,b[={x e R|a <x< b} la,b[={x e R|a<x < b}
[a,00[={x e R|a<x} la,co[={x € R| a < x}.
]—oo,bl ={x e R|x < b} ]—oo,b[={x € R|x < b}

4.27 Beispiel. (x e R|x —x* <0} =]—00,0] U [1, 00[.
Es ist ndmlich x — x2

der andere < 0 ist.

= x(1—x) genau dann < 0, wenn einer der Faktoren > 0 und

4.28 Satz (Archimedisches Axiom). Ist a € R, so existiert esnm € N mit n > a.
4.29 Satz (Eudoxos). Zu jedem b > 0 existiert einn € N mit 1 <b.

4.80 Beispiel. Fir M = {1 —1|n € N} gilt suypM = 1.

13



4 Die reellen Zahlen

Ausblick

Zwei verschiedene Methoden, die reellen Zahlen aus den rationalen zu konstruieren,
findet man in §15 des Buchs von Kaballo.

In der alteren der beiden Methoden sind die reellen Zahlen die Dedekindschen
Schnitte. Ein Dedekindscher Schnitt S ist eine Teilmenge der rationalen Zahlen mit
folgenden drei Eigenschaften

(a) S#0und S #Q,
(b) wenn x € Sund y € Q mit y < x, dann y € S,
(c) zu jedem x € S gibt es ein z € S mit z > x,

Dann entspricht 2 dem Schnitt {x € Q|x < 2} und /2 entspricht dem Schnitt
{x € Q|x < 0 oder x* < 2}.

14



5 Folgen und ihre Grenzwerte

5.1 Satz (Bernoulli-Ungleichung). Fir h > —1 und n € Ny gt (1 +h)" > 1+ nh.

5.2 Satz (Arithmetische und geometrische Progression). :
L onm+1)
() Y j=""00
j=1

(b) Fiir jedes q € R mit q # 1 gilt

5.3 Definition. Fiir n,k € Ny mit k < n definiert man den Binomzialkoeffizienten
durch

5.4 Satz. Fiur k,n € N mit k <n gilt

(=0 6n)

Insbesondere sind alle Binomzialkoeffizienten ganz.
5.5 Satz (Binomischer Lehrsatz). Fir n € Ny und x,y € R gilt
n - n k, n—k
X+ = X .
(x+y) kZ_O <k> y

5.6 Definition. Die Folge (a,)nen ist beschrankt, wenn die Menge {a, | n € N} be-
schrankt ist.

5.7 Beispiel. (a) Fiir jedes a # 0 ist die Folge (a - n),eny unbeschrankt.

(b) Fiir jedes q € [—1, 1] ist die Folge (q™)nen nach unten beschrénkt durch —1 und
nach oben durch 1.

(c) Fiir jedes q € |—1,1[ ist die Folge (nq™)nen beschrankt.

15



5 Folgen und ihre Grenzwerte

(d) Fiir jedes q € ]—1,1[ ist die Folge (n*q™).en beschréinkt.

5.8 Definition. (a) Eine Folge in einer Menge M ist eine Abbildung a: N — M,
welche man in der Form (a,)ncy schreibt.

(b) Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen, und sei b € R. Die Folge heiflt konvergent
gegen b, falls gilt:

Zu jedem € > O existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt
la, —b| < e.

Man sagt dann, b sei der Grenzwert der Folge, und schreibt b = lim,,_,,, a,
oder a,, — b.

Eine Folge heifft divergent, wenn sie keinen Grenzwert besitzt.

5.9 Beuspiel. lim,_, % = % Da wir noch keine Rechenregeln fiir Grenzwerte
haben, beweisen wir die Konvergenz zu Fuf.
Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wahle N € N so grof, dass % < 4e. Dann gilt fiir

jedes n > N

n+l 1| |2Zn+2—(2n+3)] 1 <L<€
n+3 2| In+6 4n+6 ~ 4N
5.10 Satz. Eine Folge besitzt hichstens einen Grenzwert.
5.11 Satz. Jede konvergente Folge ist beschrdinkt.

5.12 Satz (Sandwichsatz). Fir jedes n € N gelte a, < b, < c,. Wenn die
Folgen (an)nen und (cn)nen gegen denselben Grenzwert L konvergieren, dann
lim, o b, = L.

5.18 Beispiel. (a) limy, o = = 0.
(b) Sei q € R.

(i

) Falls |q| < 1, so gilt limq™ = 0.
ii) Falls |q| > 1, so divergiert die Folge (q")nen-
q
)

(iii) limp e 1™ = 1.
(iv) Die Folge ((—1)")nen divergiert.
5.14 Bemerkung. Eine Folge (a,)neny mit lim,_,o a, = 0 heift Nullfolge.

5.15 Satz (Rechenregeln). Seien (an)neny und (bn)neny Folgen mat lim, o, a, = a
und lim,,_,., b, = b.

(a) lim, ,.(a, +b,) =a+D.

(b) lim, ,(a, —by) =a—b.
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(¢) lim, ., a,b, = ab.

(d) Ist b # 0, dann b, # 0 mit hichstens endlich vielen Ausnahmen und
a a

lim 20 = 2,
b, b

5.16 Beispiel. Sei q € ]-1,1[. Dann lim,_,.o nq™ = 0 und lim,,_,,, n*q™ = 0.
5.17 Bezispiel.

i 28048 GG (GD G
n—oo nZ+3 n—oo n2 (1 + %) n—oo 1+ %
limy oo (1= 1) iy oo (L41) 1
143 (limy o0 1)° 16°

5.18 Satz. Seien (a.)neny und (b, )neny konvergente Folgen mit lim, .., a, = a und
lim, ,oo b = b und a, < b, fir fast alle n € N. Dann a <b.

5.19 Definition. Eine Folge (an)nen heift monoton wachsend, wenn a, < a,, fiir
alle n € N. Sie heiftt streng monoton wachsend, wenn a, < a,.; fiir alle n € N.
Analog definiert man (streng) monoton fallend.

5.20 Satz. Ist (a,)nen Mmonoton wachsend und nach oben beschrdnkt, so konver-
giert die Folge und es giult lim, . a, = sup{a, | n € N}. Ist (a,)ney Mmonoton
fallend und nach unten beschrinkt, so konvergiert die Folge ebenfalls und es
gult lim,_,, a,, = inf{a, | n € N}.

5.21 Beispiel. Sei x > 0. Wahle ein beliebiges a; > 0 mit xa; < 1 und definiere
rekursiv a, 1 = 2a, — xa3. Dann gilt lima, = 1/x.

Beweis. Wir zeigen mit vollstandiger Induktion fiir jedes n € N
0< an < An+1 < 1/X

Dann folgt die Existenz eines Grenzwerts b aus dem vorigen Satz. Aus den Re-
chenregeln fiir Grenzwerte folgt b = 2b —xb?. Also b = 0 oder 1 = 2 — xb. Der erste
Fall scheidet aus, denn b > a; > 0 wegen der Monotonie. Also b = 1/x. O]

5.22 Definition. Sei (ny)ven eine streng monoton wachsende Folge in N. Ist ferner
(an)nen eine Folge, so ist (an, Jken = (an,, Qn,,...) eine Teilfolge von (a,)nen.

Beispiel. Sei a, = (—1)", und sei ny = 2k. Dann (a,, Jxen = (1)ken.

5.23 Satz. Jede Teilfolge einer beschrankten Folge 1st beschrankt und jede Teil-
folge einer konvergenten Folge 1st konvergent.

5.24 Theorem (Satz von Bolzano-WeierstraR). Jede beschrinkte Folge in R besitzt
eine konvergente Teilfolge.
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5 Folgen und ihre Grenzwerte

5.25 Definition. Eine Folge (a,)nen heifit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein
N € N gibt, so dass |a, — an| < € fiir alle n,m > N.

5.26 Theorem (Konvergenzkriterium von Cauchy). Fir eine Folge (a,)nen tn R sind
aquivalent:

(a) (an)nen 15t konvergent.
(b) (an)nen ist eine Cauchy-Folge.

5.27 Beispiele. (a) Die Folge ((—1)")nen konvergiert nicht, denn fiir jedes n gilt
(=)™ — (=) =2.

(b) Fiirn € Nseia, = Z?:o )1—, Dann konvergiert die Folge (a,)nen. Den Grenzwert
bezeichnet man als Eulersche Zahl e
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6 Reihen

6.1 Definition. Sei (a,)nen eine Folge in R und sei s, = Z]L a;. Die Folge (sn)nen
bezeichnet man als Folge der Partialsummen.

Wenn die Folge der Partialsummen konvergiert, dann sagt man, dass die Rezhe
Z;’i] a; konvergiert und schreibt Z;’; a; fiir ihren Grenzwert. Wenn (s, )nen diver-
giert, so sagt man, dass die Reihe } ;°; a; divergiert.

6.2 Satz. Wenn Z;’i] a; konvergiert, dann 1st (a,)ney eine Nullfolge.

Die Umkehrung gilt i. a. nicht.

6.3 Beispiel. Sei q € R. Die geometrische Rethe ) .- q" divergiert fiir |q| > 1.
Ansonsten gilt

> 1
S qt= o fir|gl<1.
1—q
n=0
6.4 Beispiel. Die harmonische Reihe Z‘X’ L divergiert.
6.5 Beispiel. Die Reihe ) °°
6.6 Satz. > °°, - =1,

n=1 n(n+1)

el 3070 +10 divergiert.

6.7 Korollar. fiir k € N\ {1} konvergiert die Reihe Y °°,

n=1n

6.8 Satz (Konvergenzkriterium von Leibniz) Sei (bn)nen eine monoton fallende
Nullfolge. Dann konvergiert Y °°,(—1)""'b,. Ferner gilt

(=)™ b, < by.

|\/18

by —b, <
1

3
Il

LH konvergiert und es gilt

o0
EPRE
—

Wir werden spater sehen, dass die Reihe gegen In 2 konvergiert.

6.9 Beispiel. Die Reihe Y °°,

n+1

I\JI—l

6.10 Bemerkung. Mit der folgender Methode erhalten wir bessere Einschliefungen:
Es gilt

o n—H 1 1 ot n-H 7 © (_1)k+l
Z] —5+3- 1+HZ Rl o
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6 Reihen

Die Reihe ) 7, k+4
liegt ihr Reihenwert zwischen 1 5

" erfiillt ebenfalls das Konvergenzkriterium von Leibniz. Daher

— 1 = 3; und 1. Insgesamt folgt

47

7 1 3 & (=7
L=< <l 4l
Btw oS G5 m

n=1

6.11 Definition. Eine Reihe > >, a, heifit absolut konvergent, wenn > ,|a,| kon-
vergiert.

6.12 Satz. Absolut konvergente Reihen sind konvergent.

6.18 Bemerkung. Wenn ) >, a, absolut konvergiert, dann [} ™7, an| < Y 7 |ay|.

6.14 Satz (Majorantenkriterium). Seten (an)neny und (Cnlnen Folgem mit |a,| < ¢,
fiir alle n € N. Wenn ) 7, c, konvergiert, dann konvergtert ) ~, a, absolut.

6.15 Bemerkung. (a) Man bezeichnet dann ) >, c, als konvergente Magjorante
von ) . an.

(b) Eine Umformulierung des Majorantenkriteriums liefert: Wenn |a,| < c, fiir
jedes nund ) 7, a, divergiert, dann divergiert auch > >°, c,. In diesem Falle
bezeichnet man ) . a, als divergente Minorante.

6.16 Beuspiel. Y > divergiert. Fiir n > 3 gilt ndmlich 5 < n? und daher

n=I n2+5

n n 1

n2+5-"2n2 2n’
Daher ist die Halfte der harmonischen Reihe eine divergente Minorante.

6.17 Satz (Quotientenkriterium). Es gebe ein N € N und ein q € R mit q < 1, so

dass a, # 0 und |‘|13+|‘| < q fiir allen > N. Dann ist ), a, absolut konvergent.

6.18 Korollar. Es sei ) >°, a, eine Reihe, so dass a, # 0 fir fast alle n und so

dass lim,_, ‘CIT\]' = q existiert.

(a) Falls q <1, so konvergiert die Rethe absolut.
(b) Falls q > 1, so divergiert die Reihe.

6.19 Beispiel. (a) Im Fall q = 1 sind feinere Untersuchungen notwendig. Zu die-

sem Fall gehoren sowohl die harmonische Reihe als auch die Reihe ) #

(b) Die Reihe ) 7 konvergiert. Es gilt ndmlich

S (AN 1
oo\ n 4 "4

4n

n14“
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6.20 Definition. Die Ezponentialfunktion ist definiert durch

exp(x) = Z % fiir alle x € R.

n=0
Das Quotientenkriterium zeigt, dass diese Reihe in der Tat konvergiert.

6.21 Beispiel. 3 — 5+ 3— 3+ 3 — 3 £... ist konvergent und hat die Summe 0. Die
Umordnung

2

ist divergent. Man kann zeigen: Wenn die Reihe ) °°, a, konvergiert, aber nicht
absolut konvergiert, dann gibt es zu jedem r € R eine Permutation o von N, so dass
> >, g =T. Das ist Aufgabe 32.6 aus dem Buch von Kaballo.

6.22 Satz (Umordnungssatz). Sei > .-, a, eine absolut konvergente Rethe und o
eine Bijektion von N auf sich. Setze b, = agn). Dann st fo:] b, absolut kon-
vergent und ) - by =3 . an.

6.23 Satz (Cauchy-Produkt). Seien ) - a, und ) .-, b, absolut konvergent, und

sel
n
Ch = E ay - bn—k-
k=0

Dann ist die Reihe ) ¢, absolut konvergent, und es gult

e (E0) (E2)

n=0

6.24 Satz (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fir alle x,y € R gslt

exp(x +y) = exp(x) - exp(y).

6.25 Korollar. Fir alle x € R gilt exp(—x) = 1/exp(x) und speziell exp(x) > 0.
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[ Dezimaldarstellung

7.1 Bemerkung. Ist (c,)nen eine Folge in {0,1,...,9} = Z, so konvergiert die Reihe
> > ,cnl107™ gegen eine Zahl in [0, 1]. Das folgt aus dem Majorantenkriterium mit
der Majorante 9> >, 107™.

7.2 Lemma. Ist X die Menge aller Folgen in Z und definiert man

P: X = [O) ]]) (Cn)neN — Z Cn107n>

n=1

so st @ surjektiv.

7.8 Beispiel. Zum Beispiel ist ¢(1,6,6,...) = 11—0 +y >, % = 11—0 + % > (ﬂ—o)n =
Ly 6 1 _l(y8_1.15_1

10 T 70071710 — 10 9 10°9 ~ &

7.4 Bemerkung. Ist n€ Nund ¢ = (¢1y...,¢1,9,9,9,...) mit ¢, < 9, so gilt

e(c)=e(c1y...ycn1y 1 +¢0,0,0,0,...).

7.5 Satz. Set Y ={(cn)nen € X | flir unendlich viele n st ¢, # 9}, dann erhdlt man
eine Byektion
ll): Y — [Ov 1 [> (Cn)neN = (P((Cn)neN)-
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8 Injektive, surjektive und bijektive
Abbildungen

8.1 Definition. Eine Abbildung f: X — Y ist tnjektiv, wenn es zu jedem y € Y hochs-
tens ein x € X mit f(x) = y gibt. Sie heifit surjektiv, wenn es zu jedem y € Y
mindestens ein x € X mit f(x) =y gibt. Sie heifit bijektiv, wenn es zu jedem y € Y
genau ein x € X mit f(x) =y gibt.

8.2 Beispiel. (a) Die Funktion q: ]0,00[ — ]0, col, x — x?, ist bijektiv. Das haben
wir in Satz 4.25 gezeigt.

(b) Die Funktion p: R — R, x ~ x?, ist weder injektiv noch surjektiv. Das sieht
man an p(1) =p(—1) und —1 & p(R).

8.3 Definition. (a) Es sei f: X — Y bijektiv mit Graph G = {(x, f(x) | x € X}. Setze
H ={(y,x) | (x,y) € G}. Dann ist ‘H ebenfalls Graph einer Abbildung. Sie heifit
Umkehrabbildung von f, man schreibt f~'. Die Umkehrabbildung ist dadurch
bestimmt, dass f~'(y) = x genau dann gilt, wenn f(x) = y.

(b) Wenn f: X — Y und g: Y — Z Abbilungen sind, dann wird ihre Verknipfung
(engl. composition) definiert als

gof: X —2Z, gof(x)=g(f(x)).

8.4 Beispiel. f: [0, 00[ — [0, 00[, x — x%. Wir haben bereits gesehen, dass f bijektiv
ist. Die Umkehrabbildung f~' ist die Wurzelfunktion f': [0, oo[ — [0, co[, x — /X.

8.5 Satz. (a) Es seien f: X =Y und g: Y — X zwei Abbildungen mit g o f = idx.
Dann 1st f injektiv und g st surjektiv.

enn zusdtzlich noch fo g = idy, dann sind f un ijektiv und es gelten
b) W jtzlich hfog=idy, d nd f und g byjekts d It
fl=gundg'="f.

8.6 Beispiel. Seien f,g: N — N gegeben durch f(n) =n+ 1 und

n—1, n>2
g(n) =
1, n=1.

Dann g - f = idy, aber weder f noch g sind bijektiv.
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9 Stetige Funktionen

9.1 Definition. Sei I C R, sei f: I — R eine Funktion, und sei x, € 1. Dann heifit f
stetig in xp, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > O gibt, so dass gilt: Ist x € I und
|x —xo| < &, dann |f(x) — f(xo)| < €. Eine Funktion heifft stetzg, wenn sie in jedem
Punkt ihres Definitionsbereichs stetig ist.

9.2 Bemerkung. Das Zeichen “Vx € X” bedeutet “fiir alle x € X” und das Zeichen
“Jy € Y” bedeutet “es gibt ein y € Y”.
f: I — R stetig in xy € I, falls

Ve > 030 >0Vx €l:|x—x0 <= |f(x) —f(xo)] < €.
Entsprechend ist f unstetig in x,, wenn
Je>0Vd>03x € 1:|x —xo| <& und [f(x) —f(x0)| > €.
9.3 Beisptel. (a) f: R — R, x — x? ist stetig.
(b) Konstante Funktionen sind stetig.
(c) Definiere die Heaviside-Funktion H: R — R durch
Hx) — {o, x <0,
1, x>0.
Dann ist H unstetig in xo = 0.

9.4 Definition. Sei I C R ein Intervall, sei a € [ und sei f: I\{a} — R eine Funktion. Wir
schreiben lim, ,, f(x) = b, wenn fiir jede Folge (xn)nen in I\ {a} mit lim, ,,ox, = a
die Aussage lim, ., f(x,) = b gilt.

9.5 Satz. Sex I C R ein Intervall, sei f: I — R eine Funktion, und ser a € 1. Dann
sind aquivalent:

(a) f ist stetig in a.
(b) lim,_,, f(x) = f(a).

9.6 Satz. Sex [ C R ein Intervall und seien f,g: 1 — R stetig in a. Dann sind
auch die folgenden Funktionen stetig in a:
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(a) f+g mat (f+g)(x) = f(x) + g(x).
(b) f—g und f-g, die ebenfalls punktweise definiert sind.
(c) Falls g(a) #0, so ist auch f/g stetig in a.

9.7 Definition. Eine Funktion der Form p: R — R, x — Y . ax¥, ax € R, heiRt
Polynom.

Sind p, q zwei Polynome, wobei q nicht das Nullpolynom ist, und ist D ={x € R |
q(x) # 0}, so bezeichnet man die Funktion

f:D—-R, x— —=

als gebrochen-rationale Funktion.

9.8 Bemerkung. Wegen Satz 9.6 sind Polynome und gebrochen-rationale Funktionen
stetig auf ihrem Definitionsbereich.

9.9 Satz. Fiir N € Ny gult

N n

exp(x) = )

n=0

N+1
<2

N
[ < —
N+ 1)1 falls |x| <1+ 3

Damit kann man die Fulersche Zahl e = exp(1) so genau ausrechnen, wie man
mochte: e = 2.7182818285....

9.10 Satz. Die Ezponentialfunktion ist stetig.

9.11 Satz. Seien 1,] C R Intervalle und f: I — J, g: ] = R Funktionen. Ist f stetig
mn xo € I und g stetig in f(xo), so ist gof stetig in xo.

9.12 Beispiel. Die Funktion f: R — R, x — exp(—x?), ist stetig. Ihr Graph ist die
Gaufische Glockenkurve.

9.13 Definition. Intervalle der Form [a, b] mit reellen Zahlen a < b heiflen kompakt.

9.14 Theorem (Nullstellensatz von Bolzano). Es seten a,b € R, und es sei f: [a,b] —
R eine stetige Funktion mat f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann gibt es ein ¢ € ]a,b]
mat f(c) =0.

9.15 Theorem (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig. Dann nimmt f alle Wer-
te zwischen f(a) und f(b) an.

9.16 Korollar. Sez I ein Intervall und f: I — R stetig. Dann st f(I) ein Intervall.

Man beachte, dass auch einpunktige Mengen Intervalle sind.
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9 Stetige Funktionen

9.17 Satz. Set I = [a,b] ein kompaktes Intervall und sei f: I — R eine stetige
Funktion. Dann nimmt f auf 1 thr Mazimum und thr Minimum an, d. h. es gibt
c,d €1, so dass f(c) = max{f(x) | a < x < b} und f(d) = min{f(x) | a < x < b}.

9.18 Definition. Sei D C R und f: D — R eine Funktion. Wenn fiir alle x;,x; € D
mit x; < x, gilt, dass f(xy) < f(x,), dann heift f monoton wachsend. Wenn sogar
immer f(x;) < f(xz) gilt, dann heifft f streng monoton wachsend. Entsprechend
erkldrt man (streng) monoton fallend.

9.19 Bemerkung. Sei I C R ein Intervall und f: [ — R stetig und streng monoton
wachsend. Wegen Korollar 9.16 ist f(I) = J ein Intervall. Dann ist f: I — | bijektiv
und besitzt daher eine Umkehrfunktion f~': ] — 1. Die Umkehrfunktion f~' ist streng
monoton wachsend. Die analogen Aussagen gelten fiir streng monoton fallendes f.

9.20 Satz. Die Umkehrfunktion einer auf einem Intervall erkldrten stetigen,
streng monotonen Funktion ist stetig.

9.21 Bespiel. Die Quadratwurzeln hatten wir schon definiert. Jetzt konnen wir fiir
jedes n € N die n-te Wurzel definieren.

(a) Ist n eine ungerade natiirliche Zahl, so ist die Abbildung f: R — R, x — x",
streng monoton wachsend und stetig. Wegen des Zwischenwertsatzes ist sie auch
bijektiv. Sie besitzt also eine stetige Umkehrfunktion f~': R — R, x — /x.

(b) Ist n eine gerade natiirliche Zahl, so ist die Abbildung f: [0,c0[ — [0, o0,
x — X", streng monoton wachsend und stetig. Sie ist ebenfalls bijektiv. Sie
besitzt also eine stetige Umkehrfunktion f~': [0, co[ — [0, oo, x — /x.

9.22 Satz (Wurzelkriterium). Es set (a,)nen eine Folge. Wenn es N € N und w < 1
gibt, so dass

Vian <w  fir allen > N,
dann konvergiert y . a, absolut.

9.23 Bezeichnung. Fiir h > 0 gilt

n

= h
exp(h):1+h+zﬁ>1—|—h, (9.1)
n=2 '

also exp(x + h) = exp(x) exp(h) > exp(x) fiir jedes x € R. Daher ist die Exponenti-
alfunction streng monoton wachsend. Die Abschdtzung (9.1) zeigt auch, dass exp(R)
nach oben unbeschrankt ist. Wegen exp(—x) = ex;(x) folgt, dass exp(R) = ]0, ool.
Die Exponentialfunktion besitzt also eine stetige Inverse, die man als naturlichen
Logarithmus bezeichnet und als log(x) schreibt.

Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion folgt
log(1) =0,
log(e) = 1)

log(xy) =logx +1logy fiir x,y > 0.
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10 Die komplexen Zahlen

10.1 Definition. Auf R? = R x R definiert man eine Addition und eine Multiplikation
durch

(X)y) + (U,V) = (x+u,y +V)

(x,y) - (u,v) = (xu—yv,xv +yu).
10.2 Satz. Diese Rechenoperationen erfillen die Korperaziome.

10.8 Bemerkung. (a) Die Abbildung f: R — R?, x + (x,0), ist injektiv und mit
den Rechenoperationen vertriglich. Man versteht daher R als Teilkérper von R?
mit den Operationen aus 10.1 und schreibt fiir (x,0) einfach wieder x.

(b) Man setzt i = (0,1). Dann i* = (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1. Ferner gilt fiir
y € R, dass iy = (0)]) ) (y>0) = (O)y) Also (X>U) = (X)O) + (O)y) =x+1y.
Wir werden in Zukunft die Schreibweise x + iy benutzen. Dann lauten die
Rechenregeln

(x +1iy) + (u+1iv) = (x +u) + (y + V)i,
(x +1iy)(u+1iv) = (xu —yv) + (xv + uy)i.

10.4 Bezeichnung. Man bezeichnet R?, versehen mit diesen Rechenregeln, als den Kor-
per C der komplexen Zahlen. Fiir z = x + iy mit x,y € R bezeichnet man x als
Realteil und y als Imagindrteil von z. Man schreibt x = Re(z) und y = Im(z).

10.5 Definition. Ist z = x+1iy € C mit x,y € R, so heifit z = x —1iy die zu z konjugrert
komplexe Zahl.

10.6 Beispiel. (a) i= —i.

(b)

1 x—1y x — 1y

x + 1y - (x+iy)(x —iy) x2+y?’

() 1+1)2=1+2i+1i*=2i, also
(L+l)2—i und <L+i>8—1
V2 V2) v2 V2 T
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10 Die komplexen Zahlen
(d) (14+v/31)2 = —242+/3i, also (1+v/31)® = 2(—1+v/31)(1+V/31) = 2(—1-3) = 8.
Also ]
1 i3
(z i T) =1

10.7 Satz. F4ir z,w € C gelten
(a) Z=z,

(b)) z+w=z+W,

(c)zw=z-w,

(d) Rez=3(z+Z) und Imz = +-(z—Z),
(e) zz € R mit zz > 0.

10.8 Definition. Der Absolutbetrag von z € C ist definiert als

= VE= VAR
wobel x = Rez und y = Imz.
Fir reelles x stimmt diese Definition von |x| mit der aus 4.13 iiberein.

10.9 Satz. F4ir z,w € C gelten

(a) [zw| = [z]|w],

(b) 2] = lzl.

(c) (Dreiecksungleichung) |z +w| < |z| + [w].

(d) Izl — [l < |z —wl.

Daher bezeichnet man |z — w| als den Abstand der komplexen Zahlen z und w.
Wer einen Abstandsbegriff hat, der hat auch einen Konvergenzbegriff.

10.10 Definition. Es sei (z,)nen eine Folge in C, und es sei zy € C. Die Folge (z,)nen
konvergiert gegen z,, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass |z, —z| < €
fiir alle n > N. Man schreibt in diesem Fall lim,_,o zn = Zo.

10.11 Satz. E's sei (z,)nen €tne Folge in C. Die Folge 1st genau dann konvergent,

wenn die reellen Folgen (Re(zn))neny und (Im(z,))nen konvergieren. In diesem
Fall gult

lim z, = lim Re(z,) +1 lim Im(z,).

n—oo n—oo n—oo

Daraus sieht man, dass die Rechenregeln 5.15 auch fiir komplexe Folgen gelten.
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10.12 Satz (Cauchy-Kriterium). Sez (z,)nen etne Folge in C. Dann sind dquivalent:
(a) Die Folge konvergiert.

(b) Zu jedem e > 0 existiert esin N € N, so dass fir allen,m > N gilt |z,—z,| <
€.

10.13 Definition. Es sei (a,)ney eine Folge in C, und es sei s, = Z]L a; die n-te
Partialsumme. Man sagt, dass die Reihe ) ~, a, konvergiert, wenn die Folge (sn)nen
konvergiert. In diesem Fall ist lim, ., sq = Z?; a, der Reihenwert.

Die Reihe ) [, a; heifit absolut konvergent, wenn die Reihe )
giert.

oolan| konver-

10.14 Satz. Majorantenkriterium, Quotientenkriterium, Umordnungssatz, Wur-
zelkriterium und der Satz uber das Cauchy-Produkt gelten auch fir kompleze
Reihen.

10.15 Definition. Die komplexe Exponentialfunktion ist durch dieselbe Reihe definiert
wie die reelle:

o

exp(z) = Z :Tn'

n=0
Die Abschatzung aus Satz 9.9 gilt auch iiber den komplexen Zahlen.

Der Korper C ist nicht angeordnet. Beweise, welche die Monotonie verwenden,
iibertragen sich daher nicht. Beispielsweise werden wir sehen, dass die komplexe
Exponentialfunktion nicht injektiv ist.

10.16 Definition. Es seien D C C und f: D — C eine Funktion.

(a) f heift stetig in zy € D, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle
z € D mit |z — 2| < 6 gilt |f(z) — f(z0)| < €. Ferner heiRt f stetig, wenn f in
jedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig ist.

(b) Es gilt lim, ,,, f(z) = w, wenn fiir jede Folge (z,)nen in D\{zo} mit lim,,_,o 2, =
zo gilt limy,_,o f(zn) = w.

10.17 Satz. Es ser f: D — C und es set zo € D. Dann sind dquivalent:
(a) f st stetig in z.
(b) lim,_,,, f(z) = f(zo).

10.18 Satz. Die Rechenregeln fiir stetige Funktionen (Sdtze 9.6 und 9.11) gelten

auch fiir komplexe Funktionen. Insbesondere sind Polynome stetig auf ganz C

und gebrochen rationale Funktionen sind auf threm Definitionsbereich stetig.
Die Ezponentialfunktion exp: C — C st stetig.
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11 Elementare Funktionen

11.1 Definition. (a) Es sei (x,)nen eine Folge in R. Wir schreiben lim, o, X, = 00,
wenn es zu jedem C € R ein N € N gibt, so dass x,, > C fiir alle n > N. Wir

schreiben lim, .., X, = —o00, wenn es zu jedem C € R ein N € N gibt, so dass
xn < C fiir alle n > N.

(b) Es sei D C R nach oben unbeschrdnkt, und es sei f: D — R. Fiir a € R oder
a = +oo schreiben wir lim,_ ., f(x) = a, wenn fiir jede Folge (x,,)nen in D mit
lim,, o X, = oo gilt, dass lim,_,,, f(x,) = a. Analog fiir —oo.

Achtung: Beispielsweise fiir die Folge (xp)ney mit x, = (—1)"n gilt weder

lim,, 0 Xn = 00 noch lim,_,., X, = —00.

Exponentialfunktion

11.2 Satz (Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion). (a) Fir jedes x € R ist
exp(x) > 0.

(b) exp: R — R 1st streng monoton wachsend.
{C) eXp(R) = ]O> ool.

(d) Fir jedes m € N gult

lim &P

x—oo XM

11.3 Satz (Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion). (a) Fir alle z,w €
C gult exp(z +w) = exp(z) exp(w).

(b) Fiir jedes z € C 1ist exp(z) # 0 und

1
exp(z)

exp(—z) =

(c) Fir jedes z € C ist exp(z) = exp(Z).

(d) Fir jedes x € R ist |exp(ix)| = 1.
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Der Logarithmus

Den natiirlichen Logarithmus hatten wir in 9.23 definiert und mit log abgekiirzt.

11.4 Satz. (a) Der natiirliche Logarithmus ist stetig und streng monoton wach-
send.

(b) Fiir x € R ist log(exp(x)) = x, fiir x > 0 ist exp(log(x)) = x.
(c) log(l0,0[) =R.

(d) Fiir x,y > 0 ist log(xy) = log(x) + log(y).

(e) log(1) = 0, log(e) = 1.

(f) Fiir x > 0 st log(1/x) = —log(x).

(9) lim,_ log(x) = oo und lim,\ o log(x) = —oo.
1
(h) lim ofx ~0.

Die allgemeine Potenzfunktion

11.5 Definition. Fiir a > 0 und z € C definieren wir a* = exp(zloga).

11.6 Bemerkung. (a) Man iiberlegt sich leicht, dass diese Definition mit den be-
reits bestehenden Spezialfillen a™, a~' und a'/™ kompatibel ist.

(b) Es gilt speziell e* = exp(z).

11.7 Satz. (a) Fiir a >0 und x,y € R gilt (a¥)¥ = a™.
(b) Fir a>0 und z,w € C gilt a*™ = a*a"”.
(c) Fiir a,b >0 und z € C gilt (ab)* = a*b*.

(d) Fira>0undzeC gilt (1)"=a™=

Trigonometrische Funktionen

11.8 Definition. Fiir z € C bezeichnet sin(z) = 5.(e'* — e ) den Sinus von z und
cos(z) = 1E(eiz + e %) den Cosinus von z.

11.9 Satz. (a) Fir alle x € R gelten cos(x) = Re(exp(ix)) und sin(x) =
Im(exp(ix)).
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11 Elementare Funktionen

(b) Sinus und Cosinus sind stetig.
(c) Fir alle z € C gilt e = cos(z) + isin(z) (Eulersche Formel).
(d) Fir alle z € C gelten cos(—z) = cos(z) und sin(—z) = —sin(z).
(e) Fir jedes z € C gilt der trigonometrische Pythagoras:

sin(z)? 4 cos(z)? = 1.

11.10 Satz. Fir alle z € C gelten

0 ZZn o0 ZZn—H
=Y (=1 nz=Y (—1)"—2—
cosz é( Vo sz g( R

11.11 Satz (Additionstheoreme). Fiir z,w € C gelten

~—

sin(z +w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

cos(z +w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w).
Speziell gelten sin(2z) = 2sin(z) cos(z) und cos(2z) = cos(z)?—sin(z)?> = 2cos(z)*—1.

11.12 Lemma. Fr z,w € C gilt

D (w—2z\ . zZ+w
cosw—cosz:—Zsm( > )sm( > )

11.13 Beispiel. Fiir 0 < x < /12 erhalten wir aus dem Konvergenzkriterium von
Leibniz, indem wir die Einschliefung wie in Beispiel ?? verfeinern

2 XZ X4 XS X3 X5

1—%§COSXS1—?+ﬁ, x—ggsinxgx—g—l—m.

Speziell gilt cos(2) <1—-2+%=—1.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass der Cosinus im Intervall |0, 2[ mindestens
eine Nullstelle besitzt. Das folgende Lemma zeigt die Eindeutigkeit dieser Nullstelle.

11.14 Lemma. Die Cosinusfunktion ist auf dem Intervall [0,2] streng monoton
fallend.

11.15 Definition. Die Kreiszahl 7t ist dadurch definiert, dass 7 die Nullstelle des Co-
sinus im Intervall ]0, 2 ist.

11.16 Satz. (a) exp(i) =1i.
(b) e = 1.
(c) e =1.
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11.17 Satz. (a) Fir alle z € C gelten sin(z+ %) = cosz und cos(z+ §) = —sinz.
(b) Fir alle z € C gelten sin(z 4+ m) = —sinz und cos(z + 1) = —cos z.

(c) Sinus und Cosinus sind periodisch mit Periode 2. Das bedeutet, dass fir
alle z € C die Aussagen sin(z + 2nt) = sinz und cos(z + 271) = cosz gelten.

(d) {x eR|cosx=0}={(k+ ) m|ke€Z}.
(e) {x e R|sinx =0} ={kmt |k € Z}.

11.18 Bemerkung. Wir kennen nun unter anderem die folgenden speziellen Werte
der trigonometrischen Funktionen

X ‘O % i z 7 m 2m
sinx | 0 % %\/Z %\/g 1 0 0
cosx (1 V3 W2 1 0 -1 1

11.19 Definition. Fiir x € R\ {(k+ 1) 7|k € Z} definiert man

sin x
tanx =
Cos X
Fiir x € R\ {kmt| k € Z} definiert man
CoS X
cotx = ——.
sin x

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

11.20 Satz. (a) Die Funktion cos ist auf dem Intervall [0,7 streng monoton
fallend und bildet es bijektiv auf [—1,1] ab. Ihre Umkehrfunktion ist

arccos: [—1,1] — [0, 7.

(b) Die Funktion sin st auf dem Intervall [—%,%‘] streng monoton wachsend
und bildet es biyjektiv auf [—1,1] ab. Thre Umkehrfunktion st

arcsin: [—1,1] — [—;,5 .

(c) Die Funktion tan ist auf dem Intervall |-75, 5[ streng monoton wachsend
und bildet es byektiv auf R ab. IThre Umkehrfunktion ist
T 7

arctan: R — ]_E’ 7 [
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11 Elementare Funktionen

Polarkoordinaten

11.21 Bemerkung. (a) Fir alle z € C gilt exp(z + 27i) = exp(z). Man sagt: “exp
hat die Periode 27ti.”

(b) Ist x € R, so gilt exp(ix) = 1 genau dann, wenn x = 2k fiir ein k € Z.
11.22 Lemma (Polarkoordinaten). Ist z € C, so existieren @ € |—m, 7] und r > 0 mit
z=re'’.

11.23 Bemerkung. (a) Fiir z # 0 werden die Polarkoordinaten wie folgt bestimmt

(arctan({%;) , falls Rez > 0,
% falls Rez =0 und Imz > 0,
T=|z|, @(z) = ¢ arctan(i22) + 7, falls Rez <0 und Imz >0,
—% falls Rez =0 und Imz < 0,
arctan(222) — 7, falls Rez <0 und Imz < 0.

ez

(b) exp(C) = C\ {0}

Landau-Symbole

Die Landau-Symbole bezeichnen keine Funktionen.

11.24 Definition. Man schreibt
f(X) ZO(Q(X)), X — a,

falls
fix)
x—a g(x) o
und
f(X) ZO(Q(X)), X — a,

falls % in einer Umgebung von a beschrankt ist. Unter einer Umgebung verstehen
wir ein Intervall der Form Ja — €, a + €[, wenn a € R, der Form ]%, oo[, wenn a = oo,
bzw. der Form ]—oo, —1[, wenn a = —oo, wobei in allen Fallen € > 0.

11.25 Beispiel. (a) Fiir jedes n € N gilt x™ = o(exp(x)), x — oo.
(b) logx =o(1), x — 0.
(c) cosx =0O(1), x — oo.

11.26 Beispiel.

T 1 1 T
5= arctanx = O(—) und - = O(E — arctanx) , X — 00.
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12 Differenzierbarkeit

12.1 Definition. D C R heifit offen, wenn D Vereinigung von offenen Intervallen ist.
12.2 Definition. Sei D C R offen, sei f: D — R eine Funktion, und sei xy € D. Falls

o 00— flxo)
m —-
X—X0 X —Xp

= f'(xo)

existiert (in R), dann sagt man, f sei in x¢ differenzierbar. In diesem Fall bezeichnet
man f'(xo) als Ableitung von f in x,. Ist f in jedem Punkt von D differenzierbar, so
heifft f differenzierbar in D.

Falls der Grenzwert

5 f(x) — f(xo)
lig =
Xoxg X —Xo

existiert, so bezeichnet man ihn als rechtsseitige Ableitung. Analog definiert man
die linksseitige Ableitung.

Bemerkung. Je nach Kontext schreibt man auch % oder f fiir die Ableitung.

12.3 Satz. Es seien D C R offen, f: D — R ewine Funktion und xo € D. Dann ist f
genau dann differenzierbar in xo, wenn es eine in Xy stetige Funktion ¢: D — R
gibt mat

f(x) — f(xo) = (x —xo)@(x)

fiir alle x € D. In diesem Fall gilt @(xo) = f'(xo).
12.4 Satz. Wenn f wn xo differenzierbar ist, dann st f in x, stetig.

12.5 Lemma. Eine Funktion f ist genau dann differenzierbar in x,, wenn die
rechts- und die linksseitige Ableitung in xo existieren und ubereinstimmen.

12.6 Beispiel. (a) Essei f: R — R die konstante Funktion f(x) = ¢ fiir alle x € R.
Dann ist f differenzierbar mit f' = 0.

(b) Esseif: R — R definiert durch f(x) = x fiir alle x € R. Dann ist f differenzierbar
mit f' = 1.

(c) f(x) = |x| ist im Ursprung nicht differenzierbar.

(d) exp’ = exp.
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12 Differenzierbarkeit

(e) cos’ = —sin.
(f) Die Formel sin’ = cos zeigen wir in Beispiel 12.10.
12.7 Satz (Rechenregeln). Set D C R offen, seien f,g: D — R differenzierbar.
(a) f+ g ist differenzierbar mit (f+g)' =1 +¢’.
(b) (Produktregel) fg ist differenzierbar mit (fg)' = f'g + g'f.
(c) Ist c € R, so ist cf differenzierbar mit (cf)’ = cf’.

(d) Ist g(x) # 0 fir alle x € D, so ist g differenzierbar mit

() -toge"
g 9>
12.8 Korollar. Polynome sind differenzierbar. Genauer gilt fir p(x) =) I

dass p'(x) = Y I, aynx""'. Gebrochen rationale Funktionen sind tuberall dort
differenzierbar, wo sie definiert sind.

n
aﬂx ’

12.9 Satz (Kettenregel). Seten D,E C R offen und f: D — E und g: E — R Funk-
tionen. Ist f differenzierbar in xo € D und g differenzierbar in f(xq), dann ist
g o f differenzierbar in xo, und es gult

(gof)'(x0) = g'(f(x0))f'(x0).

12.10 Beispiel. (a) sin’ = cos, denn sinx = —cos(x + 5). Daher sin’x = sin(x +

7) = cosx.

= 1+ tan®x.

(b) tan'(x) = p—"

12.11 Satz. Sex D C R ein offenes Intervall und f: D — R stetig und invertierbar.
Sei xo € D, set f in xo differenzierbar mit f'(xo) # 0. Set g die Umkehrfunktion
von f. Dann ist g in yo = f(xo) differenzierbar und
1
/
(Yo) = o
9 Flg(yo))

12.12 Beispiel. (a) log'(y) = ;3

(b) Fiir y # 0 ist die Ableitung von /y gleich 331?’ denn ¢y ist die Umkehrfunk-
tion von f: x — x>. Man beachte, dass die Voraussetzungen des Satzes in x = 0
nicht erfiillt sind.

12.13 Satz. Fur x € R gilt
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12.14 Beispiel. (a) arctan’(y) = T

1
(b) arcsin’(y) = —=fliir -1 <y< 1.
Vv1—1y?
Beweis. Setze f(x) = sin(x) und g(y) = arcsin(y). Fir y € ]—1,1[ gelten
arcsin(y) € |—75, 5[ und cos(arcsin(y)) > 0.

1 1
arcsin’(y) = = O

cos(arcsin(y)) /1—y?
12.15 Definition. Sei D C R offen. Ist f differenzierbar in D und f’ differenzierbar in
xo € D, so heift f zweimal differenzierbar in xy. Man schreibt dann f”(x,). Analog
definiert man f””. Wenn das nicht reicht, geht man zu folgender Notation iiber:

fO =f = D= D = (g

12.16 Beispiel. Fiir « € R sei f: ]0, 00 — R, x — x*. Dann folgt aus der Kettenregel
und x* = exp(«xlogx)

f'(x) = ox* ", f7(x) = (o —1)x*2, f(x) = a(ax — 1) (&x — 2)x*3.
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13 Der Mittelwertsatz

13.1 Definition. Sei D C R, sei f: D — R eine Funktion, und sei x, € D. Wir sagen,
dass f in x, ein (globales) Mazimum hat, wenn f keinen groferen Funktionswert
als f(xo) annimmt. In diesem Fall bezeichnet man x, als Mazimalstelle. Analog
definiert man Minima und Minimalstellen. Eine Stelle, an der ein Minimum oder ein
Maximum vorliegt, bezeichnet man als Eztremalstelle.

Beispiel. Der Cosinus hat in jedem Punkt der Form 2k, k € Z, eine Maximalstelle.
Das Maximum ist 1.

13.2 Definition. Sei D C R, sei f: D — R, und sei xo € D. Wir sagen, dass f in x, ein
lokales Mazimum hat, wenn es ein € > 0 gibt, so dass gilt:

ist x € D mit |x —xo| < €, so ist f(x) < f(xo).
In diesem Fall bezeichnet man x, als lokale Mazimalstelle. Wenn sogar gilt:
ist x € D mit 0 < |x —x0| < €, s0 ist f(x) < f(xo),

dann ist x, eine strikte lokale Maximalstelle. Analoge Definitionen gelten fiir Minima
und Extrema.

13.3 Satz. Seif:]a,b[ — R eine Funktion. Sei xy € ]a,b| eine lokale Extremalstelle
von f. Falls f in xo differenzierbar ist, so gilt f'(xy) = 0.

13.4 Definition. Sei D C R offen und f: D — R differenzierbar. Falls f'(xo) = 0, so
heiflt xo kritische Stelle von f.

Beispiel. Die Umkehrung von Satz 13.3 gilt nicht. Beispielsweise besitzt f: R — R,
x — %3, in xo = O eine kritische Stelle.

13.5 Satz (Satz von Rolle). Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf]a, bl
differenzierbar ist. Falls f(a) = f(b), so gibt es ein x € ]a,b[ mit f'(x) = 0.

13.6 Theorem (Mittelwertsatz). Es se: f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf
la, b[ differenzierbar ist. Dann gibt es ein x € ]a, b[ mit
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13.7 Satz. Se: f: Ja,b[ — R differenzierbar mit f'(x) = 0 fur alle x € ]a,b[. Dann
1st f konstant.

13.8 Satz. Se: f: [a,b] — R stetig und auf ]a,b[ differenzierbar. Dann gilt:
(a) Falls f'(x) > 0 fiir alle x € ]a,bl, so ist f streng monoton wachsend.
(b) f ist genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle x € ]a,bl.

Beispiel. f: R — R, x — x3, ist streng monoton wachsend. Trotzdem besitzt f’ eine
Nullstelle im Ursprung.

13.9 Satz. Se: f:]a,b[ — R zweimal differenzierbar und sei xo € ]a,b[ ein kri-
tischer Punkt von f. Falls f"(xo) > 0, so besitzt f in xo ein striktes lokales
Minimum. Falls f"(xo) < 0, so besitzt f in xo ein striktes lokales Maximum.

13.10 Beispiel. (a) f: R — R, x — xcos(x). Dann f'(x) = cos(x) — xsin(x). We-
gen /(%) = 1v2—21v2 > 0 und /(%) = =% < 0 besitzt f in |%, 2| eine
Nullstelle xo. Dort gilt

" (x0) = —2sin(xq) — xo cos(xg) < O.

Also besitzt f in x( ein striktes lokales Maximum.

(b) Die Funktion f: R — R, x — x*, besitzt in xo = 0 ein striktes lokales Minimum
(welches sogar global ist). Es gilt aber f”(0) = 0. Daher liefert Satz 13.9 kein
notwendiges Kriterium.

(c) Betrachte die Funktion

1
;—i—xzsin(;), x # 0,

0, sonst.

f:R—=R, x—

Auf Blatt 9 wird gezeigt, dass f in ganz R differenzierbar ist mit f'(0) = } und

dass f’ unstetig im Ursprung ist. Ich zeige hier, dass es keine Umgebung von 0 gibt, in
der f monoton wachst. Dem Graphen in Abbildung 13.1 kann man das nicht ansehen.

13.11 Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seten f,g: [a,b] — R stetig und in
la, b differenzierbar. Dann ezistiert x € Ja, bl mat

(f(b) — f(a))g'(x) = (g(b) — g(a))f'(x).
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13 Der Mittelwertsatz

0.04 ~

0.03 -

0.02 ~

0.01 ~
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0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Abbildung 13.1: Graph der Funktion aus Beispiel 13.10 (c)

18.12 Beispiel. Fiir I = [-1,1] und f: I — R, f(x) = 3x> 4+ 3x? + 2, bestimmen wir
sup f(I) und sup f(I).

Wir haben f'(x) = 9x?+6x = 3(3x+2)x. Die kritischen Punkte sind also 0 und —%.
Wir wissen aus Satz 9.17, dass f auf I das Maximum und das Minimum annimmt.
Wir haben f(—1) =2, f(—3) =32, f(0) =2 und f(1) = 8. Wegen Satz 13.3 liegen die
Extremalstellen am Rand oder sind kritisch. Also max f(I) = 8 und min f(I) = 2.

13.13 Satz (1. Regel von de I'Hépital). Die Funktionen f und g seten differen-
zierbar auf dem Intervall la,bl, es ser g'(x) # 0 fiur alle x, und es gelte

) ) . f(x) o e . f(x)

lim f(x) = 0 = lim g(x). Falls lim existiert, so existiert auch lim ——, und
paey paey 289'(x) 28 g(x)
berde Grenzwerte stimmen Uberein.

13.14 Satz (2. Regel von de I’Hépital). Die Funktionen f und g seten differenzierbar
auf dem Intervall la,bl, es set g’(x) # O fir alle x, und es gelte )1(1_1)1(11 g(x) =
x>a
. (x) . "y . f(x) .
oco. Falls lim existiert, so existiert auch lim ——, und beide Grenzwerte
ag'(x) Caglx)
stimmen uberein.

13.15 Bemerkung. Die Varianten der ersten und zweiten Regel von de I’'Hépital fiir

x /b und x — +oo gelten ebenfalls. Die Regeln gelten auferdem fiir die Fille
f/(x) f(x)

].lm,— = oo und ].lm,— = —Q
g’(x) g’(x)
. ) 1 1 o1 — 1
13.16 Beispiel. (a) lim - — = lim og(x) —x + =
x~1\x—1 logx =1 (x —1)logx
1 1
. =1 . == . =1 1
lim —*—— =lim —*— =lim = ——,

x—=llog(x) + X1 x=1l4 L xo1x ] 2
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. . m—2arctanx N . 2x
(b) lim x (m—2arctanx) = lim —————— = lim H—"] = lim 5 =
X—00 X—00 = x—00 —— x—oo | 4+ x
X X

Dieses Beispiel verscharft die Aussage von Beispiel 11.26.

13.17 Definition. (a) Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heifit konverz,
wenn fiir jede Wahl von ¢,x,d € [ mit ¢ < x < d gilt

f heifit konkav, wenn —f konvex ist.

(b) Wenn es € > 0 gibt, so dass f auf Jc — €, c] konvex und auf [c,c + € konkav
oder auf Jc — €, c[ konkav und auf ]Jc, c + € konvex ist, dann besitzt f in ¢ einen
Wendepunkt.

13.18 Beuspiel. Die Betragsfunktion ist konvex.

13.19 Definition. Eine Menge M C R? heiRt konvez, wenn zu je zwei Punkten P,Q € M
die Verbindungsstrecke von P und Q in M liegt.

13.20 Bemerkung. f: I — R ist genau dann konvex, wenn {(x,y) | x € I, y > f(x)}
konvex ist.

13.21 Satz. f: [a,b] — R se: stettg und auf la,b[ zwetmal differenzierbar. Dann
sind dquivalent

(a) f ist konvez,
(b) ' ist monoton wachsend,
(c) "(x) > 0 fiir alle x € ]a,bl.

13.22 Beisptel. Fiir n € N\ {1} sei f(x) = x™. Wenn n gerade ist, dann ist f konvex
auf R. Wenn n ungerade ist, dann ist f konvex auf [0, co[ und konkav auf |—oo, 0]
und O ist ein Wendepunkt von f.
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14 Integralrechnung

14.1 Definition. Seien a,b € R mit a < b. Sei f: [a,b] — R eine Funktion. Falls es

X0y X1y...,Xn € R gibt mit a = xo < X1 < --- < x,, = b, so dass f auf den Inter-
vallen Jxi_1,xk[, k = 1,...,n, konstant ist, so heifit f Treppenfunktion. Die Menge
{x0,X1,...%xn} ist die zur Treppenfunktion gehdrende Zerlegung des Intervalls [a, b].

Mit 7 [a, b] bezeichnen wir die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b].

14.2 Bemerkung. Sind f,g € T[a,b] und ¢ € R, so sind auch cf und f+g in 7[a, b].
Daher ist 7[a,b] ein Untervektorraum des R-Vektorraums aller Abbildungen von
[a, b] nach R.

14.3 Definition. Ist f € 7 [a,b], ist a = xo < X1 < -+ < X, = b und f konstant auf
%1, X[ mit dem Wert ¢y, so definiert man

b n
J f(x)dx = Z Cr * (X — Xp1)-

a k=1
14.4 Bemerkung. (a) Sind f,g € Tla,b] und ¢ € R, so gelten

b b b

f(x)dx + J g(x)dx.

a

Jb cf(x)dx =c¢ Jb f(x)dx und J

a a a

(£x) + g(x))dx :j

a

Daher ist b

Tla,b] = R, f— J f(x)dx,

a

eine R-lineare Abbildung.

(b) Sind f,g € Tla,b] mit f < g, also f(x) < g(x) fiir alle x € [a, b], so gilt

Jb f(x)dx < Jb g(x)dx.

a a

14.5 Definition. Sei f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Dann definieren wir
Ovber- und Unterintegral von f wie folgt:

*

b

—

f(x)dx = inf{ J

a

W(x)dx ’ W e Tla, b, ¥ > f},

b

f(x)dx = sup{J

a

@(x)dx ‘ @ € Tla,bl, ¢ < f}.

nhcrﬂ
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14.6 Definition. Sei f: [a,b] — R eine beschrdnkte Funktion. Sie heifit Riemann-
b b

integrierbar, wenn J f(x)dx = J f(x)dx. Den gemeinsamen Wert bezeichnet man

a a

mit fz f(x)dx und nennt ihn das (bestimmte) Integral von f iiber [a, b].
14.7 Satz (Riemann-Kriterium). Fir eine Funktion f: [a,b] — R sind gleichwertig:
(a) f ist Riemann-integrierbar.

(b) Zu jedem e > 0 gibt es Treppenfunktionen @, € Tla,b], so dass ¢ < f <
und

b
J (W) — p(x))dx < .

a

(c) Es gibt Folgen (@n)neny und (Wn)nen tn Tla,bl, so dass fir jedes n € N gilt
on < f <Y, und

b
lim J (Yn () — @n(x))dx = 0.

n—oo
a

Fiir je zwet Folgen (@n)neny und (Vn)neny wie in (c) gt lim, o fz Qn(x)dx =
[2f(x)dx = limp e [ P (x)dx

14.8 Beispiel. Mit vollstandiger Induktion zeigt man

Tl Tl Tl
Zkz—? Tte

Damit zeigt man, dass die Funktion f: [0, 1] — R, x — x?, Riemann-integrierbar ist,

indem man das Riemann-Kriterium iiberpriift. Es gilt f(]) x*dx = %

14.9 Satz. Es seien f,g: [a,b] — R Riemann-integrierbar, und es sei ¢ € R. Dann
gelten

(a) cf ist Riemann-integrierbar mit fz cf(x)dx =c fz f(x)dx
(b) f+ g ist Riemann-integrierbar mit fZ(f +g)(x)dx = fz f(x)dx + fz g(x)dx

14.10 Bezeichnung. Fiir eine Funktion f: D — R definieren wir Funktionen f,,f : D —
R durch

f(x), falls f(x) >0, —f(x), falls f(x) <0,
fi(x) = f_(x) =

0, sonst, 0, sonst.
Dann gelten f =f, —f_ und |f| =f, 4+ f_.

14.11 Satz. Fr Riemann-integrierbare Funktionen f,g: [a,b] — R gelten:
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14 Integralrechnung

(a) f, und f_ sind Riemann-integrierbar.

(b) |f| ist Riemann-integrierbar, und es gilt

b b
J f(x)dx SJ If(x)|dx < M(b — a),

a

wenn M = sup{|f(x)| | a < x < b}.
(c) max(f,g) und min(f, g) sind Riemann-integrierbar.
14.12 Satz. Fir Riemann-integrierbare Funktionen f,g: [a,b] — R gelten:
(a) f* ist Riemann-integrierbar.
(b) f-g ist Riemann-integrierbar.
Satz 14.12 macht keine Aussage liber den Wert des Integrals.

14.13 Bezeichnung. Es sei f: D — W eine Abbildung. Es sei E C D. Die Ewnschrdan-
kung von f auf E ist diejenige Abbildung auf E, welche dieselbe Abbildungsvorschrift
wie f besitzt. In Zeichen:

fle: E—=W, xm— f(x).

14.14 Satz. Es seien a < b < c¢. Eine Funktion f: [a,c] — R ist genau dann
Riemann-integrierbar, wenn fl,, und fp beide Riemann-integrierbar sind. In
diesem Fall gilt

JC f(x)dx = Jb f(x)dx + JC f(x)dx.

a a b

14.15 Bezeichnung. Man setzt fz f(x)dx =0 und fira< b

Ja f(x)dx = — Jb f(x)dx.

b a

14.16 Satz. Jede monotone Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

14.17 Definition. Sei D C R und f: D — R eine Funktion. Sie heifit gleichmadfSig
stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass fiir alle x,y € D mit [x—y| < 8
gilt |f(x) —f(y)| < e.

14.18 Beispiel. f:10,00[ — R, x — 1, ist nicht gleichméBig stetig.

14.19 Satz. Jede auf einem kompakten Intervall [a,b] stetige Funktion ist gleich-
mafig stetig.

14.20 Satz. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R st Riemann-integrierbar.
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14.21 Satz. Ser I C R ewn offenes Intervall, sei f: 1 — R stetig, und set c € L.

Definiert man
X

ISR, x— J f(t)dt,

C

so st F differenzierbar mit F' = 1.

14.22 Definition. Sei I C R ein offenes Intervall, und sei f: I — R. Eine differenzierbare

Funktion F: I — R heifit Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f, wenn
F' =f.

14.23 Bemerkung. (a) Ist F eine Stammfunktion zu f, so schreibt man F(x) =
[ f(x)dx.

(b) Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich lediglich durch eine Konstante.

14.24 Theorem (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sez I C R ein
offenes Intervall, ser f: 1 — R stetig und ser F eine Stammfunktion von f. Dann
gult fir alle a,b €1

Jb f(x)dx = F(b) — F(a).

Bezeichnung. Schreibweise
=F(b) — F(a).

14.25 Beispiel. (a) F(x) = 1x? ist eine Stammfunktion fiir f(x) = x. Also

' 13
dx = 5
Lx X = 3X

0o 3
(b) F(x) = log|x| ist eine Stammfunktion fiir f(x) = . Also

e
J —dx = log|x|
X

e2

- log(e) — log(e?) = —1.
_ —e?

14.26 Theorem (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei p: [a,b] — R Riemann-
integrierbar mit p(x) > 0 fir alle x und es sei f: [a,b] — R stetig. Dann gibt es
& €la,bl mit

b b

|| foopix) ax = 1o [ pix) a.

a

14.27 Satz (Partielle Integration). Set I C R ein offenes Intervall, seten f,g: I — R
differenzierbar und f', g’ stetig. Dann

b
J fx)g’ (x)dx f(b)g(b)—f(a)g(a)—j £/(x)g(x)dx.

a
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14 Integralrechnung

14.28 Beispiel. (a) [xe*dx =e*(x—1).
(b) [log(x)dx = xlog(x) —x.
(¢) [cos?x dx =%+ Isin(x) cos(x).
Das macht man mit partieller Integration:
Jcos(x) cos(x) dx = cos(x)sin(x) — J(— sin(x)) sin(x) dx

= sin(x) cos(x) + J 1dx— Jcosz(x) dx.

14.29 Satz (Substitutionsregel). Seien I,] C R offene Intervalle, sei f: I — R stetig
und sei @: ] — 1 differenzierbar mit stetiger Ableitung. Dann gilt fir a,b €]

14.30 Beispiel. (a)

b 1 2b
Ja f(2t)dt = 5 La f(x)dx.

(b) Fiir —1 < x < 1 berechnen wir die Stammfunktion von /1 —x? mittels der
Substitution x = sin(t)

deX:

1

==+ 7 sin(t) cos(t)
=3 arcsin(x) + %X\/ 1 —x2.

Insbesondere ist der Flacheninhalt des Einheitskreises gleich
] . . T m
2| /1—x2?dx=arcsin(1) — arcsin(—1) = 5 + 5 =T
-1

(c) (Logarithmisches Integral) Ist ¢: I — R\ {0} differenzierbar mit stetiger Ablei-
tung, so gilt

o'x)
| £ ax = 1oglov.

14.31 Satz (Partialbruchzerlegung). Es seten P und Q kompleze Polynome. Das
Polynom Q besitze eine Zerlegung in Linearfaktoren der Form Q(z) = oc]_[).r:] (z—
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z)™ mit « € C, paarweise verschiedenen zi,...,z, € C und my,...,m, € N.
Dann gibt es ein komplezes Polynom T und Zahlen Ay € C, so dass

T m;

P(z) . Aj,k
om) — TP+ L) oo

j=1 k=1

Das Polynom T und die Zahlen cjy sind eindeutig bestimmit.

14.32 Korollar. Es seien P und Q reelle Polynome. Das Polynom Q besitze eine
Zerlegung in Faktoren der Form

T S
Q) —a (H(x—xjw) (H(xz b )) ,

j=1 i=1
Mt &, X1y...y X, D1y... b5, C1ye ey Cs € R und my,...,m; € N, wober die x; paar-
weise verschiedenen sind, die quadratischen Polynome x*+b;x+c; keine reellen

Nullstellen besitzen und paarweise verschieden sind. Dann gibt es ein reelles
Polynom T und Zahlen Ajy,Bi, C; € R, so dass

P(x) A Ajx ~ Bix+ G

j=1 k=1 ) i=1

Satz 14.31 findet man als Theorem 28.3 in Kaballo [ ]. Kaballo argumentiert
allerdings mit komplexen Stammfunktionen. Wenn man das nicht will oder im re-
ellen Fall grofere Allgemeinheit als in unserem Korollar bendtigt, dann kann man
Mangoldt und Knopp | ] konsultieren.

Der Algorithmus ist in allen Computeralgebraprogrammen, wie beispielsweise
SymPy, implementiert.

14.33 Bemerkung. In der Praxis bestimmt man T durch Division mit Rest und
anschliefend die Koeffizienten durch Vergleich.

g : : : X 10x2410x+5
14.34 Beispiel. Man bestimme eine Stammfunktion von f(x) = #5772 0s-

Division mit Rest liefert f(x) = 1 + -S-252% . Man errét eine Nullstelle des
Nenners, ndmlich x; = 1. Division des Nenners durch (x — 1) liefert x> —5x% + 9x — 5.

Man errdt eine Nullstelle, und zwar wieder die 1. Neuerliche Division durch x — 1

fihrt zu
Xt —6x3 4+ 14x* — 14x + 5 = (x — 1)?(x* —4x + 5).

Mit quadratischer Erginzung sieht man x> —4x +5 = (x —2)? + 1, also hat der letzte
Faktor keine reelle Nullstelle. Der Ansatz gemaf Korollar ist also
A B Cx+D

fi) =1 T x—1 + (x—1)2+x2—4x+5'
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14 Integralrechnung

Wir bringen die rechte Seite auf den Hauptnenner. Dann ist der Zahler gleich
(a+c) + (=5a+b—2c+d)x* + (9a—4b +c —2d)x — 5a + 5b + d.
Wir 16sen das lineare Gleichungssystem

a—+c =6,
—5a+b—2c+d=-24,
92a—4b+c—2d = 24,

—5a+5b+d=0

und erhalten
3 6x — 15

(x—1)2 + x2—4x+5"
Das Integral des letzten Summanden muss zerlegt werden in ein logarithmisches
Integral und eines, welches sich via Substitution auf einen Arkustangens zuriickfiihren

lasst. 6x — 15 6x — 12 3
X — X —
BTl O I el R N S N
Jx2—4x+5 x Jx2—4x+5 x J(x—2)2+1 x

Insgesamt erhalten wir

f(x) =1+

J x*—10x2 +10x +5

3 2
x*—6x3 + 14x2 — 14x +5 ZX—XT+310g(x —4x+5) —3arctan(x —2).

14.35 Bemerkung. Aus Kapitel 11 erhalten wir Tabelle 14.1 von Grundintegralen.
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f(x) Jf(x)dx

Xn-H
"neN
X,n 0 TL+1
X—n-H
x " neN\{l
meNV) S
thH
x* o € R\ {1
@ ER\(-1)
1
— log|x
- glx|
e* e
sin x —Cos X
Ccos X sin x
] arctan
X
14+ x2
1 )
arcsin x
1 —x2

Tabelle 14.1: Tabelle von Grundintegralen

x € R

x>0

x #0
xeR
x e R
x eR
x eR

x| <1
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15 Die Taylorsche Entwicklung

15.1 Definition. Sei I ein offenes Intervall, f: I — R eine Funktion und n € N. Man
sagt, f sei n-mal stetig differenzierbar oder von der Klasse C", wenn f mn-mal
differenzierbar und f™ stetig ist. Wenn f stetig ist, sagt man, f sei von der Klasse C°.
Wenn f beliebig oft differenzierbar ist, sagt man, f sei von der Klasse C*. Man
schreibt dann f € C*(I) bzw. f € C>®(I).

15.2 Satz (Taylor-Formel). Se: I ewn offenes Intervall und f: I — R von der Klas-
se C™' fiir einm € Ny. Sind a,x € 1, so gilt

f0 = 3 @ i) 4Ry ),

wobel

'] X
Rt (x) = - J (x — ) ™D (1) dt.

a

®)(a

Bezeichnung. Die Polynome ) |, fT!)(x — a)* sind die Taylor-Polynome von f.

15.3 Korollar (Restgliedformel von Cauchy). Unter den Voraussetzungen von
Satz 15.2 existiert ein & zwischen a und x, so dass

()

Rn+1 (X) = ~

(x —a)(x — &)™
15.4 Korollar (Restgliedformel von Lagrange). Unter den Voraussetzungen von Satz

15.2 existiert ein & zwischen a und x, so dass

(e
m+ 1)

n+1

Rn+1 (X) = (X — (l) .

15.5 Beispiel. f =exp, a =0. Dann f™(a) =1 fiir alle n. Also

explx) = 3 5+ R ),
k=0
wobel
(a) (Cauchy-Restglied)
Rt = T2 gy

fiir ein & zwischen O und x.
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(b) (Lagrange-Restglied)
eXp(((_,) Xn+]
(m+1)!

Riti (X) =
fiir ein (anderes) & zwischen 0 und x.
15.6 Beispiel. Bestimme

lim sin(4x) — 4x + 27
x—71/2 (ZX — 7'[)3

Liste der benotigten Ableitungen

g(x) = (2x — 7'[)35

)

f(x) = sin(4x) — 4x + 2m,

I
o

g'(x) = 6(2x — m)%,

=

i
A/ N7 N7 NN

f'(x) = 4 cos(4x) — 4,

I
o

f"(x) = —16sin(4x), g”(x) =24(2x — m),

RlAanacac|a

— — — ~—
I
o

f"”(x) = —64 cos(4x), £ —64, g"'(x) =48,

Also m
sin(d4x) —4x 421 Res(x) A (x—m/2) (&)

~ Rgs(x) M(X—W/ZP - 9"(&)

— )3 -
(2x — ) 5

a

(=]

~
N

Ka

(=]

~
I
N

~

7~ N7 N7 NN

RIARIANRIANIA

N’ N N N

o

-

o

-

o

-

N
*
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16 Uneigentliche Integrale

16.1 Definition. (a) Seien a,b € R mit a < b und sei f: ]a, b] — R fiir jedes t € ]a, b[
auf [t, b] Riemann-integrierbar. Wenn limy\ o ff f(x)dx in R existiert, so schreibt
man fz f(x)dx fiir den Grenzwert und sagt, dass das uneigentliche Integral
fz f(x)dx konvergiert.

(b) Die Funktion f: ]—oco,b] — R sei fiir alle t < b auf [t,b] Riemann-integrierbar.
Falls lim_, o | f f(x)dx existiert, so schreibt man fioo f(x)dx fiir den Grenzwert

und sagt, dass das uneigentliche Integral ﬁoo f(x)dx konvergiert.

(c) In den Fallen (a) und (b) sagt man, das Integral sei uneigentlich im linken End-
punkt. Analog behandelt man Integrale, die uneigentlich im rechten Endpunkt
sind.

(d) Ist das Integral uneigentlich in beiden Endpunkten, so wahlt man ein ¢ zwischen
den Endpunkten und definiert

Jb f(x)dx = JC f(x)dx + Jb f(x)dx,

a a Cc

vorausgesetzt, beide Integrale existieren.

16.2 Beispiel. (a)

J e “dx =1.
0

b) Fiir ¢ > 1 divergiert das uneigentliche Integral ] & und fiir ¢ < 1 konvergiert
0 x
es. In diesem Fall gilt

1
J%: ] falls c < 1.
o x¢  T—c

16.3 Satz (Cauchy-Kriterium). Se: f: [a,00[ — R fir jedes t > a auf [a,t]
Riemann-integrierbar. Genau dann konvergiert fzo f(x)dx, wenn es zu jedem
e >0 emn M > a gibt, so dass

<€ fur alle s,t > M.

Jt f(x)dx

S

Die Analoga fiir die anderen uneigentlichen Integrale gelten ebenfalls.
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16.4 Beispiel. [ #2Xdx konvergiert.

Mit dem Residuensatz aus der Funkctionentheorie ldsst sich zeigen, dass
oo sin(x) d P

0 X 2°
16.5 Definition. Sei fz f(x)dx ein uneigentliches Integral. Man sagt, dass es absolut

konvergiert, wenn [ z]f(x)\dx konvergiert.

16.6 Satz. Sez fz f(x)dx ewn uneigentliches Integral. Wenn es absolut konvergiert,
dann konvergiert es.

16.7 Beispiel. Das Integral fgo sinx 4x konvergiert nicht absolut.

X

16.8 Satz (Majorantenkriterium). Die Funktionen f,g: [a,oo[ — R seien fir jedes
b > a auf [a,b] Riemann-integrierbar, und es gelte |g(x)| < f(x) fir alle x > a.
Wenn fzo f(x)dx konvergiert, dann konvergiert ano g(x)dx absolut.

Die Analoga fir die anderen uneigentlichen Integrale gelten ebenfalls.

16.9 Beispiel. Das uneigentliche Integral J"fooo exp(—x?)dx konvergiert absolut.
Wir werden in der Analysis III sehen, dass [~ _exp(—x*)dx = /7.

16.10 Satz (Integralkriterium fiir Reihen). Es se: f: [1,00[ — R eine monoton fal-
lenden Funktion mit f(x) > 0 fur alle x > 1. Dann sind dquivalent:

(a) Zf(n) konvergiert.
n=1

(b) J f(x)dx konvergiert.
1

16.11 Bemerkung. (a) Einen Zusammenhang zwischen den Werten von > >, f(n)
und ﬁo f(x)dx liefert die Euler-Maclaurinsche Formel.

(b) > >, - konvergiert genau fiir s > 1.

16.12 Beuspiel. Fiir jedes x > 0 konvergiert das uneigentliche Integral

Mx) = J:O t* e tdt = I'(x)

absolut. Diese Funktion ist die Gammafunktion.
16.13 Satz. Fir x>0 gt I'(x + 1) = xI'(x).
16.14 Korollar. Fiirn e N gilt T(n) = (n—1)!.

Den Graph der Gamma-Funktion zeigt Abbildung 16.1.
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16 Uneigentliche Integrale

Gamma-Funktion

Abbildung 16.1: Graph der Gamma-Funktion
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17 Gleichmalige Konvergenz von
Funktionenfolgen

17.1 Definition. Es sei D Menge. Fiir jedes n € N sei eine Funktion f,,: D — R gegeben.
Ist f: D — R eine Funktion mit lim, . f.(x) = f(x) fiir alle x € D, so sagt man,
dass die Funktionenfolge (f,)neny punktweise gegen f konvergiert.

17.2 Definition. Es sei D eine Menge und es seien f,: D 2 R, n e N, und f: D - R
Funktionen. Die Funktionenfolge (f,,)nen konvergiert gleichmdfSig gegen f, wenn es
zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle x € D und alle n > N gilt, dass
[fn(x) — f(x)| < e.

Diese beiden Definitionen gelten genauso, wenn man R durch C ersetzt.

17.3 Beispiel. Fir n € N gei f,,: [0,1] — R, x — x™. Dann konvergiert (f,)nen
punktweise. Obwohl alle f, stetig sind, ist die Grenzfunktion unstetig.

17.4 Satz. Sex D C R und set (f)nen eine gleichmdfig konvergente Folge stetiger
Funktionen f,: D — R. Dann ist die Grenzfunktion stetig.
Gilt auch fir komplezes D und/oder kompleze Zielmenge.

17.5 Satz. Fir jedes n € N sei f,: [a,b] — R eine stetige Funktion. Die Folge
(fr)nen konvergiere gleichmdfig gegen f. Dann

lim r fo(x)dx = Jb f(x)dx.

n—oo a a

Bemerkung. Eine Aufgabe von Blatt 13 zeigt, dass die Aussage von Satz 17.5 nicht
mehr gilt, wenn gleichmafige Konvergenz durch punktweise Konvergenz ersetzt wird.

17.6 Satz. Firn € N se: f,: |a,b[ — R differenzierbar und f, : |a,bl — R ses stetig.
Die Folge (f,)neny konvergiere punktweise gegen die Funktion f:]a,b[ — R und
die Folge (f] )nen set gleichmdfig konvergent. Dann ist f differenzierbar und
f'(x) = lim f/(x) fdr alle x € ]a,bl.

17.7 Beispiel. Definiere f,: R - R, x — %Sin(nx). Dann konvergiert die Funktio-
nenfolge (f,)nen gleichméRig gegen die Nullfunktion. Es gilt f/ (x) = cos(nx). Diese
Folge konvergiert noch nicht einmal punktweise, wie man durch Einsetzen von x = 7
sieht.
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17 Gleichméfige Konvergenz von Funktionenfolgen

17.8 Definition. Sei D eine Menge. Fiir jedes k € N sei fy eine in D definierte Funk-
tion. Fiir n € N sei s,(x) = Y |, fx(x) die Partialsumme. Die Reihe ) °, fy heifit
gleichmafRig konvergent, wenn die Folge (sn)nen gleichmdfig konvergiert.

17.9 Korollar. Eine gleichmdfig konvergente Reihe stetiger Funktionen hat eine
stetige Summe.

17.10 Satz (Weierstrafischer Konvergenzsatz). Sei D eine Menge. Fir jedes k € N
set fr: D — R ewne Funktion. Fir jedes k € N gebe es ein a, > 0, so dass
[fi(x)| < ax fiir alle x € D. Falls Y >, ax konvergiert, so ist die Rethe ) -, fx
gleichmadfig konvergent.

Diese Aussage gilt auch, wenn man R durch C ersetzt.

17.11 Beispiel. (a) Fiir 0 < R < 1 konvergiert Z(— k“ m glelchmaﬁlg auf
[—R, R].

(b) Fir —1 <x <1 gilt

0.9}

n+ X"
log(1+x) =) (~1) 1?

n=1
Beweis. Fiir f(x) = log(14x) und k € N zeigt man mit vollstdndiger Induktion
f(x) = (=) (k=111 4+x)7~

Also f®(0) = (=1)%(k — 1)! fiir k € N. Daher impliziert Satz 15.2 iiber die
Taylorsche Entwicklung

n

X
log(1+x) =) (=10~ + Rupa(x).
k=0

Im Fall 0 < x < 1 kann das Restglied von Lagrange benutzt werden. Es gibt &
i (1)1 4 )

_ n + —_MN—

Rn — n+1
(%) n1 X

Wegen 0 < & < x < 1 strebt das Restglied fiir n — oo gegen 0.

Im Fall —1 < x < 0 kommt man nur mit der Integralformel weiter

1 “x—t\" dt
Rn — _ p\nge(n+1) t= (=1 nJ .
a0 = | =i e | (357) T

Fiir g(t) = ¥+ gilt ¢/(t) = —:%;. Also ist g monoton fallend. Wegen g(x) =0

1+t
nimmt |g| sein Maximum in t = 0 an, also |g(t)| < |g(0)| = |x|. Damit kénnen

wir das Restglied abschétzen

0 n
[Rnti10| < J 1‘71’( dt = —|x|"log(1+x) - 0, n — oo. O
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(_1)n+1

Insbesondere haben wir gezeigt, dass log2 = Z

n=1

17.12 Bezeichnung. Sei D eine Menge. Eine Folge von Funktionen f: D — R erfiillt

das Cauchy-Kriterium fiir gleichmafiige Konvergenz, wenn es zu jedem € > 0 ein
N € N gibt, so dass fiir alle n,m > N und alle x € D gilt

[fn(x) — fin(x)] < €.

17.13 Satz. Es se1 D eine Menge. Die Folge (f,,)nen erfiille das Cauchy-Kriterium.
Dann konvergiert sie gleichmdjfig.

17.14 Theorem. Sei 1 ein offenes Intervall und sei (f,)nen etne Folge in C°°(I)
derart, dass alle Ableitungen ¥, k € Ny, das Cauchy-Kriterium erfiillen. Dann
konvergiert die Folge gleichmdfSig gegen ein f € C*®(I). Ferner konvergiert fir
jedes k € N die Folge (f¥)nen gleichmiBig gegen £,

17.15 Bewspiel. Fiir v > 0 wird durch
X\ — 1 X2\
x) = (Z) j_Zoj!r(v+j+1) (_Z> » x>0,

eine Funktion in C*(]0, co[) definiert. Es handelt sich um die Bessel-Funktion der
Ordnung v.

Wegen Theorem 17.14 kann die Reihe gliedweise differenziert werden. Aus der
Funktionalgleichung der Gammafunktion folgt daher, dass |, die folgende Differen-
tialgleichung erfiillt

X7 (x) +xJL (%) + (x* —v3)],(x) = 0.
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18 Potenzreihen

18.1 Definition. Unter einer komplezen Potenzreihe verstehen wir eine Funktion der
Form

o0
Z Z cn(z—a)™,
n=0

wobel a, ¢y, C1, ... feste komplexe Zahlen sind. Der Definitionsbereich dieser Funktion
ist die Menge aller komplexen z, fiir die die Reihe konvergiert.

18.2 Beispiel. Die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funktionen sind
durch Potenzreihen gegeben. Fiir v > 0 ist (%)V Jv(x) eine Potenzreihe.

18.3 Definition. Fiir a € C und r > 0 sei
B.(a)={z€Cl||z—a|<1} und B.(a)={z€Cllz—a| <1k
Ferner sei Boo(a) = C und By (a) = C.

18.4 Satz. Sei a € C und set (Cn)nen, etne Folge in C. Setw € C so, dass die Rethe
> 2 sCn(w—a)" konvergtert. Ist 0 < p < [w—a|, so konvergiert die Potenzreihe
Y 2 scnlz— a)" absolut und gleichmdfig auf B,(a).

n=0

18.5 Definition. Sei > > ,c,.(z— a)" eine Potenzreihe. Dann definiert man ihren Kon-
vergenzradius als

T = sup{]z —a ‘ Z Cn(z—a)™ ist konvergent}.

n=0

Dabei sind r = 0 und r = oo zugelassen. Wegen des Satzes 18.4 ist r = oo gleichbe-
deutend damit, dass die Potenzreihe auf ganz C konvergiert.

Beuspiel. Die in Beispiel 18.2 genannten Potenzreihen haben alle den Konvergenzra-
dius co. Die geometrische Reihe hat den Konvergenzradius 1.

18.6 Satz. Sei r der Konvergenzradius der Potenzrethe ) . cn(z — a)®. Dann
gelten:

(a) Die Potenzreihe konvergiert absolut auf B,(a).

(b) Ist 0 < p <1, so konvergiert sie gleichmdfig auf B,(a).
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(c) Fiir jedes z € C\ B.(a) divergiert die Potenzreihe.

18.7 Beispiel. Bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe Z 2V,
n=0
Fiir festes z verwenden wir das Quotientenkriterium

Unpt 2x/n+1zn+1
an 2vngn

= QVnii—vng

la

Fiir |z| > 1 ist also ﬁ—:f' > 1 und die Reihe divergiert. Wegen des Mittelwertsatzes
existiert n < v <n+1, so dass

1
\/n+1—\/ﬁ:ﬁ—>0, n — oQ.

Daher konvergiert 2V"*1~v"z gegen z und fiir |z| < 1 konvergiert die Reihe. Der

Konvergenzradius betragt folglich 1.

18.8 Korollar. Sei ) ° cn(z — a)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r. Sie
definiert auf B.(a) eine stetige Funktion.

18.9 Definition. Sei (a,)nen €ine nach oben beschrénkte, reelle Folge. Fiir N € N setze
bn = sup{a, | n > N}. Die Folge (bn)nen ist monoton fallend und beschrankt, besitzt
also einen Grenzwert {. Man bezeichnet { als den Limes superior von (an)nen, i. Z.

limsup a, = lim sup a,.
n—00 N—oo >N

Ist (an)nen nach unten beschrankt, so bezeichnet man

liminf a,, = lim inf a,
n—oo N—oon>N
als ihren Limes inferior. Der Limes superior einer nach oben unbeschrankten Folge
ist oo, der Limes inferior einer nach unten unbeschrankten Folge ist —oo.

18.10 Beispiel. liminf, ,oo(—1)"+ 1 = —1 und limsup, _,(-1)"+ L =1.
Es gelten namlich

nf (—1)" 4 - = 1.

sup(—1)"+ — = ]
T+ 55, N ungerade, n=N n

n>N n

1 {1 + ﬁ, N gerade,

18.11 Bemerkung. (a) Wenn (a,)nen konvergiert, dann stimmen lim, ,. a,,
limsup,_,,, a, und liminf, ,,, a, iiberein.

(b) Wenn N in endlich viele Teilfolgen (nl({” )keN, (ng))keN, e (n](f))keN, zerlegt wer-
den kann (also jedes n in genau einer der Teilfolgen) und limi ,c a ; = Aj,
k
dann limsup, _,, a, = maxj—;_¢A; und liminf, , a, = minj_; ¢ A;.
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18 Potenzreihen

18.12 Theorem (Hadamard). Set ) - cn(z—a)" eine Potenzreihe mit Konvergenz-

radius r. Dann
1 )
o= limsup V/|cnl-

n—oo

18.13 Besptel. (a) Sei « € R. Die Reihe } ©°  n*(z —a)" hat den Konvergenzra-
dius 1, denn lim,,_,,, vVn* =1.

(b) Die Exponenentialreihe > °°  1z" hat bekanntlich den Konvergenzradius oco.
Also limsup,,_,., Vn! = oco. Das folgt ebenfalls aus Aufgabe 4 von Blatt 4.

(c) Betrachte

Dann
1 . 1 n+1 1 %"rﬁ . 1
R 1 n - — 1. - — —.
r o LEUD (z) R (2) 2
Der Konvergenzradius betragt v/2.

18.14 Definition. Eine Potenzreihe ) ° c.(z — a)" heifit reell, wenn a sowie alle ¢,
reell sind.

18.15 Satz. Sei f(x) =Y o2 cn(x —a)" eine reelle Potenzrethe mit Konvergenzra-
dwus v > 0.

(a) Auf la—r,a+r[ st die Funktion f beliebig oft differenzierbar und es gilt

f'(x) = chn(x— a)" ' fallsa—r<x<a+r.
n=1

(b) Fir jedes n € Ny gilt

1
cn = —f™(a).
n!

18.16 Definition. Sei I ein offenes Intervall, sei f: I — R eine Funktion. Sie heifit
reell-analytisch, wenn es zu jedem a € [ ein v > 0 und cp,cy,--- € R gibt mit
Ja—r,a+r[C I und

f(x) = Z Cu(x—a)" flirallex €]la—r,a+ [
n=0

In diesem Fall bezeichnet man die Reihe als Taylorreihe von f im Punkt a.
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18.17 Bemerkung. Jede reell-analytische Funktion ist von der Klasse C*. Hs gibt
aber Funktionen von der Klasse C*, die nicht reell-analytisch sind. Ein Beispiel ist

exp(—1), fiir x>0,

f:R—-R, x—
0, fiir x <O0.

Beweis. Es wird gezeigt: Die angegebene Funktion f ist nicht Null, aber alle ihre

Taylorpolynome sind Null.
O]

18.18 Beuspiel. Fiir x € |—1, 1] gilt

1 d s
T—x)2 dx1—x deX —;nx ;TH_]

Dieses Ergebnis hatten wir in Aufgabe 2 von Blatt 6 aus dem Cauchy-Produkt her-
geleitet.

18.19 Bezispiel. Fiir f(x) = log = Iix > gilt

d d 1 1 2 s
f'(x) = — log(1 — —log(1—x) = = = m,
(x) dx og(1 +x) dx og| x) 1+x+1—x 1 —x? Zan

Wegen f(0) = 0 folgt mit Satz 18.15

x > 2
fx)=| Ft)dt=Y ————x".
() ,[ ®) nZOZn—HX

0

10g2—f( ) Zan (])M.

Diese Reihe konvergiert viel schneller als die aus Beispiel 17.11.
18.20 Beispiel. (a) Fir —1 <x < 1 gilt

Speziell

e X2n+1
t = 1" .
arctan x ;( ) PR

(b) Wegen tan § = —- folgt

= —1\" 1
=2Vv3 — .
n fZﬂ_()(a) I+
(c) Bekannter ist allerdings die Leibnizsche Reihe

s

n=0
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19 Wallissches Produkt

19.1 Satz. Fiir m € Np setzen wir
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20 Stirlingsche Formel

20.1 Theorem (Stirlingsche Formel). Fiir jedes n € N gilt

o ()" <t < vam (3) emn( 55 ).

e 12n
Der Beweis ist Kaballo | ] entnommen. Er zerféllt in mehrere Lemmata.

20.2 Lemma. Fir p e N gault

1 w1 1 /1 1
1 ~ )1 T+ —(-————). 20.1
<(u+2> AT +12(u u+1> (201)

20.3 Bezeichnung. Fiir n € N setzen wir

o - n! . <e>n 1
n_nn""%e—(n—]) - n e\/ﬁ)

1
bnzloganzlogn!+(n—1)—(n+z) log 1.

20.4 Lemma. Der Grenzwert lim,,_,o, b, = b existiert. Fir alle n gilt
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21 Fourierreihen

21.1 Definition. Eine endliche Summe der Form

Nz
E cne™, xR,

TL:—N]

ist ein trigonometrisches Polynom.

21.2 Lemma (Orthogonalitédtsrelation). Fir n,m € Z gilt

[ [
— e™ermx dx =
2m 0, m#m.

21.3 Bemerkung. Fiir ein trigonometrisches Polynom f(x) = :;N] cne™ gilt also

1 " —inx
Cn = EJ f(x)e dx.

—T7T
21.4 Definition. Fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f: [—m,77] > R und n € Z
definieren wir den n-ten Fourierkoeffizienten durch

N 1 (™ )
fin) = —J f(x)e ™ dx.
27

Die Reihe Y > _ f(n)e™ ist die Fourierreihe von f.

Die Konvergenz der Fourierreihe ist ein schwieriges Thema:
21.5 Beisptel (Du Bois-Reymond (1873), Korner | ], Kapitel 18). Es gibt eine
2mt-periodische, stetige Funktion, der Fourierreihe in O divergiert.
21.6 Bemerkung. Die Reihe ) >° _ c, konvergiere absolut. Dann konvergiert die

Fourierreihe f(x) = > >° _ c,e™ gleichméfig. Wenn auRerdem f(x) € R fiir alle x,
dann gilt firn e N

1

T

27

Wenn wir schreiben ¢, = a,, + ib, mit a,,b, € R, dann

" : 1 (" .
J f(x)e "™ dx = —J f(x)et™ dx = ¢_,.

—Tt

f(x) = Ref(x) = i a, cos(nx) — i b, sin(nx).

Fiir abstrakte Untersuchungen ist die Schreibweise mit der komplexen Exponential-
funktion aber vorzuziehen.

64



21.7 Bezeichnung. Fiir n € Ny und s € R definieren wir den Dirichlet-Kern
sin((2n+1)3)
n+1, s € 21Z.

, S¢&2nZ,

Ferner definieren wir fiir n € N den Fejér-Kern

1 [sin2e)?
—(Sm2> s ¢z,

Fa(s)=¢n \ sinj

n, s € 2nZ.

Aus der Regel von de I’Hopital folgt die Stetigkeit beider Kerne.

21.8 Lemma. Fiur n € N und eine Riemann-integrierbare Funktion f: [—m, 711 — R

sel
n

sn(x) = Y flk)e™.
k=—n

Dann gilt

T2

21.9 Bemerkung. Eine Folge (a,)nen heilt Cesdaro-konvergent, wenn die Folge ihrer
Mittelwerte (5 3 1 ; ai), ., konvergiert. Die durch a, = (—1)" gegebene Folge zeigt,
dass die Umkehrung nicht gilt.

Fiir eine gegen a konvergente Folge (a,)nen hatten wir in Aufgabe 4 von Blatt 5
gezeigt, dass sie Cesaro-konvergiert und dass der Grenzwert der Mittelwerte gleich a
ist.

sn(x) 1 Jﬂ D.(x —t)f(t) dt.

—TT

Fir eine Riemann-integrierbare Funktion f werden wir zeigen, dass die Folge
(sn(x))nen Cesaro-konvergiert. Dazu klaren wir zuerst die Rolle des Fejér-Kerns.

21.10 Satz. F4r

gult

on(x) = %TJ% Fa(x —t)f(t) dt.

21.11 Definition. Sei | ein kompaktes Intervall. Eine Funktion f: ] — R ist eine Re-
gelfunktion, wenn sie gleichmafiger Limes von Treppenfunktionen ist.

—TT

21.12 Satz. Eine beschrdinkte Funktion f: ] — R ist genau dann eine Regelfunkti-
on, wenn fir alle c € | die Grenzwerte

- e
f(c )-%{Igf(t) und f(c )—%1}131“(’()

existieren, sowett sie sinnvoll sind (am Rand also nur einer).
Insbesondere sind stetige Funktionen Regelfunktionen.
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21 Fourierreihen

Beweis. Kaballo | ], Satz 18.10. O

21.13 Definition. Fiir f: [—7, 7] — R definiert man f als die 2m-periodische Fortsetzung
der Einschrankung von f auf |—m, 7t].

Sei f: [—m, 71l — R eine Regelfunktion. Dann ist auch f eine Regelfunktion und wir
definieren f* durch

£ (x) = % (Fox") +7x))
21.14 Beispiel. Sei g(x) = x fir x € [—m,n| die Sdgezahnfunktion. Dann gilt
g(—m) = g(n) =7, aber g*(—m) = g*(7) = 0.
21.15 Theorem (Satz von Fejér (1900)). Fir Regelfunktion f: [—m,nl — R gilt
lim,, o on(x) = f*(x) fur alle x € R.
Beweis. Kaballo | ], Theorem 40.7. O

21.16 Korollar. Sez f: [—m,] — R eine Regelfunktion. Falls thre Fouriereithe an
ewner Stelle x konvergiert, so konvergiert sie gegen f*(x).

21.17 Beispiel. Sei h(x) = 7 — |x| fiir x € [-m, 7]. Dann ist h stetig und h = h*. Wir

berechnen die Fourierkoeffizienten.
T

h(k) = %{ (Joﬂ (g + x) e dx + L (g — x) e k¥ dx)
— %t (— JO (g — x> e™ dx + J: <§ — x) e kX dx>

2 TU
= —J (E — x) cos(kx) dx.
T Jy \2
Also h(0) = 0. Fiir k = 0 ergibt partielle Integration

2 (/m sin(kx)  cos(kx)\|"

w02 (5 =2
(k) 27 %) Tk )|,

Fiir gerades k # 0 verschwindet R(k), fiir ungerades k ist es gleich ~ 4 Die Fourierreihe
von h ist also glelch Z‘X’ M Nach dem MaJorantenkrlterlum konvergiert sie

(2j+1)2
sogar gleichmafig. Aus dem Korollar folgt also fiir —-m <0< 7

4 & cos((2§ +1)x)
Z—.

h(x) = p - 2+ 1)

Setzt man x = 0 ein, erhalt man

ZZJ+1

Damit erhalten wir die Losung des Basler Problems:
21.18 Theorem (Euler (1735)).
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