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iii





Teil I.
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1. Normierte Räume

1.1 Definition. Ein (reeller) normierter Raum besteht aus einem R-Vektorraum V

und einer Abbildung V → R, v 7→ ∥v∥, welche man als Norm bezeichnet, so dass gilt

(a) ∥v∥ ≥ 0 f�ur alle v ∈ V,

(b) ∥v∥ = 0 dann und nur dann, wenn v = 0,

(c) ∥αv∥ = |α|∥v∥ f�ur alle α ∈ R und v ∈ V,

(d) ∥v+w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥ f�ur alle v,w ∈ V (Dreiecksungleichung).

1.2 Lemma (Umgekehrte Dreiecksungleichung). F�ur v,w ∈ V gilt ∥v−w∥ ≥ |∥v∥− ∥w∥|.

1.3 Definition. Sei x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Die euklidische Norm von x ist de�niert

als

∥x∥2 =
√

x21 + · · ·+ x2n.

Jetzt w�urde man gerne beweisen, dass die euklidische Norm ihren Namen zu Recht

tr�agt. Dazu ben�otigen wir zuerst eine Schreibweise und eine Ungleichung.

1.4 Definition. F�ur x, y ∈ Rn de�nieren wird das Skalarprodukt durch

x · y :=

n∑
j=1

xjyj.

1.5 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sind x = (x1, x2, . . . , xn) und y =

(y1, y2, . . . , yn) im Rn, so gilt |x · y| ≤ ∥x∥2∥y∥2.

1.6 Satz. Die euklidische Norm ist in der Tat eine Norm.

1.7 Definition. F�ur x ∈ Rn und p ≥ 1 de�nieren wir

∥x∥p :=

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

.

Au�erdem

∥x∥∞ := max{|x1|, . . . , |xn|}
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1.8 Lemma. F�ur a, b > 0 und p, q ≥ 1 mit 1
p
+ 1

q
= 1 gilt

a1/pb1/q ≤ a

p
+

b

q
.

1.9 Satz (H�oldersche Ungleichung). F�ur x, y ∈ Rn und p, q ∈ ]1,∞[ mit 1
p
+ 1

q
= 1

gilt

|x · y| ≤ ∥x∥p∥y∥q.

1.10 Satz (Minkowskische Ungleichung). Seien x, y ∈ Rn und sei 1 ≤ p ≤ ∞. Dann

gilt

∥x+ y∥p ≤ ∥x∥p + ∥y∥p.

1.11 Korollar. F�ur 1 ≤ p ≤ ∞ ist ∥·∥p eine Norm.

1.12 Definition. Zwei Normen ∥·∥ und |||·||| auf einem R-Vektorraum V hei�en �aquivalent,

wenn es a, b > 0 gibt, so dass

a∥v∥ ≤ |||v||| ≤ b∥v∥ f�ur alle v ∈ V.

1.13 Satz. Auf dem Rn sind alle p-Normen mit 1 ≤ p ≤ ∞ �aquivalent.

Wir werden sp�ater den Satz beweisen, dass je zwei Normen auf dem Rn �aquivalent

sind.
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