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6. Partielle Ableitungen 23

7. Totale Ableitungen 27

8. Die Hesse-Matrix 33

9. Mittelwertsatz und Taylor-Formel 35

10. Eigenwerte 41

11. Extremwerte und kritische Stellen 45
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Teil I.

Differentialrechnung mehrerer Veränderlicher
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1. Normierte Räume

1.1 Definition. Ein (reeller) normierter Raum besteht aus einem R-Vektorraum V

und einer Abbildung V → R, v 7→ ∥v∥, welche man als Norm bezeichnet, so dass gilt

(a) ∥v∥ ≥ 0 f�ur alle v ∈ V,

(b) ∥v∥ = 0 dann und nur dann, wenn v = 0,

(c) ∥αv∥ = |α|∥v∥ f�ur alle α ∈ R und v ∈ V,

(d) ∥v+w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥ f�ur alle v,w ∈ V (Dreiecksungleichung).

1.2 Lemma (Umgekehrte Dreiecksungleichung). F�ur v,w ∈ V gilt ∥v−w∥ ≥ |∥v∥− ∥w∥|.

Beweis.

∥v∥ ≤ ∥v−w∥+ ∥w∥,

also ∥v−w∥ ≤ ∥v∥− ∥w∥. Genauso sieht man ∥w− v∥ ≤ ∥w∥− ∥v∥.

1.3 Definition. Sei x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Die euklidische Norm von x ist de�niert

als

∥x∥2 =
√
x21 + · · ·+ x2n.

Jetzt w�urde man gerne beweisen, dass die euklidische Norm ihren Namen zu Recht

tr�agt. Dazu ben�otigen wir zuerst eine Schreibweise und eine Ungleichung.

1.4 Definition. F�ur x, y ∈ Rn de�nieren wird das Skalarprodukt durch

x · y :=

n∑
j=1

xjyj.

1.5 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sind x = (x1, x2, . . . , xn) und y =

(y1, y2, . . . , yn) im Rn, so gilt |x · y| ≤ ∥x∥2∥y∥2.

Beweis. Das wurde in der Linearen Algebra I bewiesen. Wir zeigen nachher die

H�oldersche Ungleichung, aus welcher die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung folgt.

1.6 Satz. Die euklidische Norm ist in der Tat eine Norm.
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1. Normierte R�aume

Beweis. (a){(c) sind unproblematisch. Die Dreiecksungleichung beweisen wir wie

folgt

∥v+w∥22 =
n∑
j=1

(vj +wj)
2 =

n∑
j=1

v2j + 2

n∑
j=1

vjwj +

n∑
j=1

w2j

≤ ∥v∥2 + 2∥v∥∥w∥+ ∥w∥2 = (∥v∥+ ∥w∥)2 .

1.7 Definition. F�ur x ∈ Rn und p ≥ 1 de�nieren wir

∥x∥p :=

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

.

Au�erdem

∥x∥∞ := max{|x1|, . . . , |xn|}

1.8 Lemma. F�ur a, b > 0 und p, q ≥ 1 mit 1
p
+ 1

q
= 1 gilt

a1/pb1/q ≤ a

p
+
b

q
.

Beweis. Der Logarithmus ist konkav, also

ln

(
1

p
a+

1

q
b

)
≥ 1

p
lna+

1

q
lnb.

1.9 Satz (H�oldersche Ungleichung). F�ur x, y ∈ Rn und p, q ∈ ]1,∞[ mit 1
p
+ 1

q
= 1

gilt

|x · y| ≤ ∥x∥p∥y∥q.

Beweis. Wir nehmen x ̸= 0 und y ̸= 0 an, weil nur in diesen F�allen etwas zu beweisen
ist. Wir setzen

ξ =
1

∥x∥pp
(|x1|p, . . . , |xn|p) und η =

1

∥y∥qq
(|y1|q, . . . , |yn|q).

F�ur j = 1, . . . , n folgt aus dem Lemma, angewandt auf ξj und ηj, dass

|xj|
∥x∥p

|yj|
∥y∥q

= ξ
1/p
j η

1/q
j ≤ ξj

p
+
ηj

q
=
1

p

|xj|p

∥x∥pp
+
1

q

|yj|q

∥y∥qq

Summiert man die linke Seite auf, so erh�alt man einen Wert, der mindestens so gro�

ist wie |x·y|
∥x∥p∥y∥q , w�ahrend auf der rechten Seite 1 herauskommt.

1.10 Satz (Minkowskische Ungleichung). Seien x, y ∈ Rn und sei 1 ≤ p ≤ ∞. Dann

gilt

∥x+ y∥p ≤ ∥x∥p + ∥y∥p.
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Beweis. F�ur p = 1 und p = ∞ folgt die Aussage aus der Dreiecksungleichung f�ur

Zahlen. Sei also 1 < p <∞. Dann gibt es q > 1 mit 1
p
+ 1

q
= 1. De�niere

z :=
(
|x1 + y1|p−1, . . . , |xn + yn|p−1

)
.

F�ur j = 1, . . . , n erhalten wir wegen q(p − 1) = p die Gleichheit zqj = |xj + yj|p, also
∥z∥q = ∥x + y∥p/qp . Ferner gilt |xj + yj|p = |xj + yj|zj ≤ |xj|zj + |yj|zj. Die H�oldersche
Ungleichung liefert daher

∥x+ y∥pp =
n∑
j=1

|xj + yj|p ≤
n∑
j=1

|xj|zj +
n∑
j=1

|yj|zj ≤ ∥x∥p∥z∥q + ∥y∥p∥z∥q

= (∥x∥p + ∥y∥p)∥x+ y∥p/qp .

Nun teilt man beide Seiten durch ∥x + y∥p/qp und ber�ucksichtigt noch, dass p − p
q
=

1.

1.11 Korollar. F�ur 1 ≤ p ≤ ∞ ist ∥·∥p eine Norm.

�Ubungsaufgabe: Normen ausrechnen, Einheitskreise zeichnen

Turorium: Lineare Algebra wiederholen, Norm auf dem Raum aller Polynome

1.12 Definition. Zwei Normen ∥·∥ und |||·||| auf einem R-Vektorraum V hei�en �aquivalent,

wenn es a, b > 0 gibt, so dass

a∥v∥ ≤ |||v||| ≤ b∥v∥ f�ur alle v ∈ V.

1.13 Satz. Auf dem Rn sind alle p-Normen mit 1 ≤ p ≤ ∞ �aquivalent.

Beweis.

∥x∥pp =
n∑
j=1

|xj|p ≤ n∥x∥p∞,
also ∥x∥p ≤ p

√
n∥x∥∞. Ferner folgt aus der H�olderschen Ungleichung

∥x∥1 =
n∑
j=1

1|xj| ≤ ∥1∥q∥x∥p = q
√
n∥x∥p.

Die Ungleichung ∥x∥∞ ≤ ∥x∥1 ist o�ensichtlich.

Wir werden sp�ater den Satz beweisen, dass je zwei Normen auf dem Rn �aquivalent
sind.
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2. Metrische Räume

Der Begri� der Norm verwendet die Vektorraumstruktur. F�ur einige Grundbegri�e

wie z. B. Stetigkeit ist die Vektorraumstruktur aber nicht notwendig.

2.1 Definition. Ein metrischer Raum besteht aus einer Menge X und einer Abbildung

d : X× X→ R, genannt Metrik, mit den folgenden Eigenschaften

(a) d(x, y) ≥ 0 f�ur alle x, y ∈ X,

(b) d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y,

(c) d(x, y) = d(y, x) f�ur alle x, y ∈ X,

(d) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) f�ur alle x, y, z ∈ X (Dreiecksungleichung).

2.2 Beispiel. Jeder normierte Raum wird durch die Setzung d(x, y) = ∥x − y∥ zu

einem metrischen Raum.

2.3 Beispiel. Wenn X ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge von X ist, so wird

auch Y zu einem metrischen Raum, indem man die Metrik d : X× X→ R auf Y × Y
einschr�ankt. Das ist die Teilraummetrik.

2.4 Beispiel. Auf jeder beliebigen Menge X gibt es die folgende, ganz langweilige

Metrik

d(x, y) =

{
0, falls x = y,

1, sonst.

Sie hei�t diskrete Metrik.

Zwei Beispiele aus der Praxis:

2.5 Beispiel. (a) (Luftlinie) Die Entfernung zwischen zwei Punkten auf der Erd-

ober
�ache ist die L�ange der k�urzesten Verbindung auf der Erdober
�ache. Bei-

spielsweise betr�agt die Entfernung vom Nord- zum S�udpol 20 000 km, weil ein

Gro�kreis durchlaufen werden muss.

In der Teilraummetrik des R3 betr�agt der Abstand dagegen nur den doppelten

Erdradius, also ungef�ahr 12 740 km.

(b) (Hamming-Abstand) Auf dem Raum E = {0, 1}N wird der Hamming-Abstand

wie folgt erkl�art: F�ur x, y ∈ E ist d(x, y) gleich der Anzahl der unterschiedlichen
Eintr�age. Man sieht leicht, dass es sich um eine Metrik handelt.
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2. Metrische R�aume

Eine Teilmenge C ⊆ E ist ein Code. Ein Element x ∈ C wird durch St�orung

zu einem Element y ∈ E ver�andert. Die Dekodierung besteht darin, dasjenige

Element z ∈ C zu �nden, f�ur welches d(y, z) minimal ist. Wenn dieses Element

nicht eindeutig ist, kann y nicht dekodiert werden.

2.6 Definition. Sei X ein metrischer Raum mit Metrik d. F�ur a ∈ X und r > 0 de�nieren

wir die o�ene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r als

Br(a) = {x ∈ X | d(a, x) < r}.

Die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r wird de�niert durch

Br(a) = {x ∈ X | d(a, x) ≤ r}.

Die o�ene und die abgeschlossene Kugel brauchen sich nicht zu unterscheiden.

2.7 Definition. Sei a ein Punkt eines metrischen Raums X. Eine Menge U ⊆ X hei�t

Umgebung von a, wenn es ein r > 0 gibt, so dass Br(a) ⊆ U.

2.8 Beispiel. F�ur jedes x ∈ Br(a) ist Br(a) eine Umgebung von x.

Beweis. Wenn x ∈ Br(a), dann ϵ := r − d(a, x) > 0. Wir zeigen Bϵ(x) ⊆ Br(a). Sei

dazu y ∈ Bϵ(x), dann gilt d(a, y) ≤ d(a, x) + d(x, y) < d(a, x) + ϵ = r.

2.9 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge G ⊆ X hei�t o�en in X,

wenn sie Umgebung aller ihrer Punkte ist.

2.10 Beispiel. (a) X = R mit der Metrik d(x, y) = |x − y|. Seien c < d reelle

Zahlen. Dann ist das Intervall ]c, d[ o�en und die Intervalle [c, d[, ]c, d] und

[c, d] sind nicht o�en.

(b) Sei X ein metrischer Raum, sei a ∈ X und sei r > 0. Dann ist Br(a) o�en.

(c) Der Quadrant Q =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x > 0, y > 0} ist o�en.

Beweis. (a) Sei zuerst I = ]c, d[. Sei a ∈ I beliebig. Dann sind ϵ1 := a − c und

ϵ2 := d−a positiv. Setzt man r := min(ϵ1, ϵ2), so gilt Br(a) = ]a− r, a+ r[ ⊆ I.
Also ist I Umgebung von a.

F�ur den zweiten Teil der Behauptung muss man ebenfalls eine Fallunterschei-

dung vornehmen. Ist etwa I von der Form ]c, d], so ist I keine Umgebung von d.

(b) Das wurde bereits in Beispiel 2.8 gezeigt.

2.11 Satz. Sei X ein metrischer Raum. Dann gelten

(a) X und ∅ sind o�en in X.
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(b) Ist I irgendeine Menge und ist f�ur jedes i ∈ I eine o�ene Teilmenge Gi ⊆ X
gegeben, dann ist

⋃
i∈IGi o�en in X.

(c) Sind G1, . . . , Gn endlich viele o�ene Mengen in X, so ist G1∩ · · ·∩Gn o�en
in X.

2.12 Beispiel. I = N und An =
]
− 1
n
, 1
n

[
. Dann ist jedes An o�en, aber

⋂
n∈NAn = {0}

ist nicht o�en.

2.13 Definition. Sei X eine Menge. Ein System T von Teilmengen von X hei�tTopologie

auf X, wenn gilt

(a) X ∈ T und ∅ ∈ T .

(b) Ist I irgendeine Menge und ist f�ur jedes i ∈ I ein Gi ∈ T gegeben, so gilt⋃
i∈IGi ∈ T .

(c) Sind G1, . . . , Gn ∈ T f�ur ein n ∈ N, so gilt G1 ∩ · · · ∩Gn ∈ T .

Die Elemente von T sind die o�enen Mengen (bzgl. T ).

Satz 2.11 besagt also, dass jede Metrik eine Topologie induziert.

2.14 Bemerkung. Eigenschaften von Umgebungen:

(a) F�ur x ∈ X und U ⊆ X sind �aquivalent

(i) U ist Umgebung von x.

(ii) Es gibt eine o�ene Menge G mit x ∈ G ⊆ U.

Insbesondere h�angt der Umgebungsbegri� nur von der Topologie ab.

(b) Eine Menge G ist genau dann o�en, wenn es zu jedem a ∈ G ein r > 0 gibt, so

dass Br(a) ⊆ G.

(c) Jede Obermenge einer Umgebung von x ist wieder Umgebung von x.

(d) Der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen von x ist wieder eine Umgebung

von x.

2.15 Satz. Seien ∥·∥ und |||·||| zwei �aquivalente Normen auf einem R-Vektorraum V

und sei X ⊆ V. Die Metriken d1 und d2 auf X seien gegeben durch d1(x, y) =

∥x − y∥ und d2(x, y) = |||x − y|||. Dann stimmt die von d1 induzierte Topologie

mit der von d2 induzierten Topologie �uberein.

Beweis. Wegen der �Aquivalenz der Normen gibt es A,B > 0, so dass

A∥v∥ ≤ |||v||| ≤ B∥v∥ f�ur alle v ∈ V.
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2. Metrische R�aume

Sei G ⊆ X o�en bzgl. der Metrik d1 und sei a ∈ G. Wir setzen B
(j)
r (a) = {x ∈ X |

dj(a, x) < r}. Um zu zeigen, dass G o�en bzgl. d2 ist, m�ussen wir r > 0 �nden, so

dass B
(2)
r (a) ⊆ G. Jedenfalls existiert ϵ > 0, so dass B(1)

ϵ (a) ⊆ G. Setze r = ϵA. Wenn

x ∈ B(2)
r (a), dann |||x − a||| < r, also ∥x − a∥ < r

A
= ϵ und daher x ∈ B(1)

ϵ (a) ⊆ G.

Vertauschung von d1 und d2 gibt die R�uckrichtung.

2.16 Definition. Sei (xn)n∈N eine Folge in einem metrischen Raum X, und sei y ∈ X.
Der Punkt y hei�t Grenzwert der Folge (xn)n∈N, wenn es zu jedem ϵ > 0 ein N ∈ N
gibt, so dass d(xn, y) < ϵ f�ur alle n ≥ N.
Man schreibt dann limn→∞ xn = y oder xn → y.

2.17 Satz. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind �aquivalent

(a) limn→∞ xn = y.

(b) Zu jedem ϵ > 0 existiert ein N ∈ N, so dass xn ∈ Bϵ(y) f�ur alle n ≥ N.

(c) Zu jeder Umgebung U von y existiert ein N ∈ N, so dass xn ∈ U f�ur alle

n ≥ N.

2.18 Korollar. Wenn eine Folge bez�uglich einer Metrik konvergiert, die von einer

Norm induziert wird, dann konvergiert sie auch bez�uglich jeder Metrik, die von

einer �aquivalenten Norm induziert wird.

2.19 Satz. Keine Folge besitzt mehr als einen Grenzwert.

Beweis. Sei (xn)n∈N eine Folge in X. Zum Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass

sie zwei verschiedene Grenzwerte a ̸= b besitzt. Zu ϵ = d(a, b)/2 > 0 existieren

N1, N2 ∈ N, so dass d(a, xn) < ϵ f�ur alle n ≥ N1 und d(b, xn) < ϵ f�ur alle n ≥ N2.

F�ur N = max(N1, N2) gilt

d(a, b) ≤ d(a, xN) + d(xN, b) < ϵ+ ϵ = d(a, b).

2.20 Satz. Es seien (X, d) ein metrischer Raum, Y ⊆ X und dY die Teilraummetrik

auf Y. Dann ist G genau dann o�en in (Y, dY), wenn es eine in X o�ene Menge H

mit G = H ∩ Y gibt.

Beweis. Ich bezeichne die r-Kugeln in Y mit BYr , diejenigen in X mit Br. Sei G o�en

in Y. Zu jedem y ∈ G existiert ry > 0, so dass B
Y
ry
(y) ⊆ G. Dann ist H :=

⋃
y∈G Bry(y)

o�en in X und wegen Bry(y) ∩ Y = BYry(y) gilt G = H ∩ Y.
Sei nun H o�en in X und sei G = H ∩ Y. F�ur beliebiges y ∈ G existiert r > 0 mit

Br(y) ⊆ H, also BYr (y) = Br(y) ∩ Y ⊂ G.

2.21 Definition. Es sei X ein metrischer Raum, es sei x ∈ X, und es sei A ⊆ X.
x hei�t Ber�uhrpunkt von A, falls in jeder Umgebung von x ein Punkt von A liegt.

x hei�t H�aufungspunkt von A, falls in jeder Umgebung von x ein von x verschie-

dener Punkt von A liegt.
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2.22 Beispiel. (a) Jedes Element von A ist Ber�uhrpunkt von A.

(b) Ein Punkt x ∈ R ist genau dann ein Ber�uhrpunkt von A = { 1
n
| n ∈ N}, wenn

x ∈ A oder x = 0, aber nur 0 ist ein H�aufungspunkt von A.

(c) Der Rn sei versehen mit einer Metrik, die von einer Norm ∥·∥ induziert wird.

Dann ist ein Punkt x ∈ Rn genau dann Ber�uhrpunkt von Br(a), wenn x ∈ Br(a).
Alle diese Punkte sind auch H�aufungspunkte.

Beweis. (b) \⊆ ′′: Wir zeigen: Wenn x /∈ A∩ {0}, dann ist x kein Ber�uhrpunkt von A.

Dazu sind verschiedene F�alle zu unterscheiden. Wenn x < 0, dann liegt in B|x|(x) kein

Punkt von A. Wenn x > 1, dann liegt in Bx−1(x) kein Punkt von A. Wenn x ∈ ]0, 1[\A,

dann gibt es ein n ∈ N, so dass 1
n+1

< x < 1
n
. Setzt man ϵ := min

(
x− 1

n+1
, 1
n
− x
)
,

dann liegt in Bϵ(x) kein Punkt von A.

\⊇ ′′: Alle Punkte von A sind automatisch Ber�uhrpunkte. Um zu zeigen, dass 0 ein

Ber�uhrpunkt ist, sei ϵ > 0 beliebig vorgegeben. Wenn n > 1
ϵ
, dann 1

n
∈ Bϵ(0).

Wir haben sogar gezeigt, dass 0 H�aufungspunkt von A ist. Wenn x = 1
n
ein Element

von A ist, dann setzen wir r = 1
n
− 1

n+1
> 0. Dann ist x das einzige Element von A in

Br(x), also ist x kein H�aufungspunkt.

(c): Seien a = 0, x ∈ Br(0) und ϵ > 0.
Im Fall x = 0 setzen wir y =

(
min(r, ϵ

2
), 0, . . . , 0

)
, im Fall ϵ > |x| > 0 setzen

wir y = 0 und im Fall ϵ ≤ |x| ≤ r setzen wir y = (1 − ϵ
2r
)x. In allen F�allen gilt

x ̸= y ∈ A ∩ Bϵ(x); daher ist x H�aufungspunkt von Br(0).
Ist umgekehrt x /∈ Br(0), dann ist ϵ := ∥x∥− r > 0 und Bϵ(x) ∩ Br(0) = ∅. (Analog

f�ur a ̸= 0.)

2.23 Bemerkung. Sei X ein metrischer Raum, sei A ⊆ X und x ∈ X.

(a) x ist genau dann Ber�uhrpunkt von A, wenn es eine Folge (xn)n∈N in A gibt, so

dass limn→∞ xn = x.

(b) x ist genau dann H�aufungspunkt von A, wenn es eine Folge (xn)n∈N in A gibt,

so dass limn→∞ xn = x und xn ̸= x f�ur alle n.

2.24 Satz. Sei X ein metrischer Raum und sei A ⊆ X. Dann sind �aquivalent:

(a) A enth�alt alle Ber�uhrpunkte von A.

(b) A enth�alt alle H�aufungspunkte von A.

(c) X \A ist o�en in X.

Beweis. (a) =⇒ (b): H�aufungspunkte sind Ber�uhrpunkte.

(b) =⇒ (c): Beweis durch Kontraposition. Wir nehmen also an, X \ A sei nicht

o�en. Dann gibt es ein x ∈ X \A, so dass keine Umgebung von x in X \A enthalten
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2. Metrische R�aume

ist. Das bedeutet, dass jede Umgebung von x ein Element von A enth�alt. Daher ist x

Ber�uhrpunkt von A, und wegen x /∈ A sogar H�aufungspunkt.

(c) =⇒ (a): Sei x ∈ X \A. Dann ist X \A eine Umgebung von x, die kein Element

von A enth�alt. Folglich ist x kein Ber�uhrpunkt von A.

2.25 Definition. Wenn eine Teilmenge A eines metrischen Raums X die �aquivalenten

Eigenschaften aus Satz 2.24 besitzt, dann sagt man, A sei abgeschlossen in X.

2.26 Bemerkung. (a) Abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossen im Sinne dieser

De�nition.

(b) A ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Ist (xn)n∈N eine Folge in A, die einen

Grenzwert in X besitzt, so liegt dieser Grenzwert bereits in A.

2.27 Satz (De Morgansche Regeln).

X \
⋃
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

(X \Ai), X \
⋂
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

(X \Ai).

2.28 Satz. Sei X ein metrischer Raum. Dann gelten

(a) ∅ und X sind abgeschlossen.

(b) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abge-

schlossen.

(c) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlos-

sen.

Beweis. Verwende die de Morganschen Regeln.

2.29 Beispiel.
⋃
n∈N

[
−1+ 1

n
, 1− 1

n

]
= ]−1, 1[ ist eine Menge, die nicht abgeschlos-

sen, aber Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist.

2.30 Satz. Sei X ein metrischer Raum und A ⊆ X eine endliche Teilmenge. Dann

ist A abgeschlossen.

Beweis. Wir brauchen das nur f�ur einelementige Mengen {x} zu machen. Sei also

y ∈ X \ {x}. Dann d(x, y) > 0. Sei 0 < r < d(x, y). Dann Br(y) ⊆ X \ {x}. Wir haben

gezeigt, dass X \ {x} o�en ist.

2.31 Satz. Es seien (X, d) ein metrischer Raum, Y ⊆ X und dY die Teilraummetrik

auf Y. Eine Menge A ⊂ Y ist genau dann abgeschlossen in (Y, dY), wenn es eine

in X abgeschlossene Menge B mit A = B ∩ Y gibt.

2.32 Satz. Sei X = Rn mit einer zu ∥·∥∞ �aquivalenten Norm. Sei (x(k))k∈N eine

Folge im Rn mit x(k) = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n ), und sei x(0) = (x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ). Dann

gilt limk→∞ x(k) = x(0) genau dann, wenn f�ur jedes j ∈ {1, . . . , n} gilt limk→∞ x(k)j =

x
(0)
j .
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Da wir sp�ater sehen werden, dass alle Normen auf dem Rn �aquivalent sind, ist

dieser Teil der Voraussetzung �uber
�ussig.

Man sagt: Eine Folge konvergiert genau dann im Rn, wenn sie komponentenweise

konvergiert.

Beweis. [von Satz 2.32] Sei zun�achst limk→∞ x(k) = x(0). Sei j = 1, . . . , n. Wir zeigen

limk→∞ x(k)j = x
(0)
j . Sei dazu ϵ > 0 vorgegeben. Dann existiert N ∈ N, so dass ∥x(k) −

x(0)∥∞ < ϵ f�ur alle k ≥ N. Wegen |x(k)j − x
(0)
j | ≤ ∥x(k) − x(0)∥∞ folgt |x(k)j − x

(0)
j | < ϵ.

Nun setzen wir umgekehrt voraus, dass limk→∞ x(k)j = x
(0)
j f�ur j = 1, . . . , n. Sei ϵ > 0

beliebig vorgegeben. Dann existiert f�ur jedes j ein Nj ∈ N, so dass |x(k)j −x
(0)
j | < ϵ f�ur

alle k ≥ Nj. Sei N = max{N1, . . . , Nn}. Dann ∥x(k) − x0)∥∞ < ϵ f�ur alle k ≥ N.

2.33 Definition. Sei X ein metrischer Raum, sei A ⊆ X. Die Menge aller Ber�uhrpunkte

von A hei�t Abschluss von A, i. Z. A.

Ein Punkt a ∈ A ist ein innerer Punkt von A, wenn A Umgebung von a ist. Die

Menge der inneren Punkte von A bezeichnet man mit �A.

2.34 Beispiel. In X = Rn, versehen mit einer Norm ∥·∥, gilt Br(a) = Br(a). Das ist

der Inhalt von Beispiel 2.22.

2.35 Bemerkung. A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die A umfasst.

Beweis. Wenn B eine abgeschlossene Menge ist, dieA umfasst, dann ist jeder Ber�uhr-

punkt von A auch Ber�uhrpunkt von B, also Element von B. Das zeigt A ⊆ B.
F�ur die andere Inklusion ist zu zeigen, dass A abgeschlossen ist. Sei also x ein

Ber�uhrpunkt von A. Dann existiert eine Folge (xn)n∈N in A mit limn→∞ xn = x. Zu

jedem n existiert ein yn ∈ A mit d(xn, yn) <
1
n
. Dann d(x, yn) ≤ d(x, xn) +

1
n
→ 0.

Also x ∈ A.

2.36 Definition. Sei X ein metrischer Raum, A ⊆ X und x ∈ X. x hei�t Randpunkt

von A, wenn x Ber�uhrpunkt von A und von X \A ist. Die Menge aller Randpunkte

ist der Rand von A, man schreibt daf�ur ∂A.

2.37 Bemerkung. ∂A ist abgeschlossen in X. Es gilt n�amlich ∂A = A ∩ X \A.

2.38 Beispiel. In Rn mit einer Norm ∥·∥ gilt

∂Br(a) = ∂Br(a) = {x ∈ Rn | ∥x− a∥ = r}.
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3. Stetige Abbildungen

3.1 Definition. Seien (X, d1) und (Y, d2)metrische R�aume, sei f : X→ Y eine Abbildung,

und sei x0 ∈ X. f hei�t stetig im Punkt x0, wenn es zu jedem ϵ > 0 ein δ > 0 gibt, so

dass f�ur jedes x ∈ X mit d1(x, x0) < δ gilt d2(f(x), f(x0)) < ϵ.

Eine Abbildung f hei�t stetig, wenn sie in jedem Punkt ihres De�nitionsbereichs

stetig ist.

3.2 Bemerkung. f ist genau dann stetig in x0, wenn es zu jeder Umgebung U

von f(x0) eine Umgebung V von x0 gibt mit f(V) ⊆ U.
Daher h�angt Stetigkeit nur von der Topologie ab.

3.3 Beispiel. (a) Alle konstanten Abbildungen sind stetig.

(b) Seien X, Y und Z metrische R�aume, f : X→ Y und g : Y → Z Abbildungen und

sei x0 ∈ X. Falls f stetig in x0 und g stetig in f(x0) ist, so ist g ◦ f stetig in x0.

3.4 Satz. Seien X und Y metrische R�aume, sei f : x → y eine Abbildung. Dann

sind �aquivalent:

(a) f ist stetig.

(b) F�ur jede o�ene Menge G ⊆ Y ist f−1(G) o�en in X.

(c) F�ur jede abgeschlossene Menge A ⊆ Y ist f−1(A) abgeschlossen in X.

(d) F�ur jede konvergente Folge (xn)n∈N in X gilt

lim
n→∞ f(xn) = f

(
lim
n→∞ xn

)
.

Beweis. (a) =⇒ (b): Sei x ∈ f−1(G). Dann ist G eine Umgebung von f(x). Da f

stetig in x ist, existiert eine Umgebung V von x derart, dass f(V) ⊆ G. Daraus folgt
V ⊆ f−1(G). Also ist f−1(G) eine Umgebung von x.

(b) =⇒ (d): Sei x0 = limn→∞ xn. Sei U eine o�ene Umgebung von f(x0). Dann ist

V = f−1(U) eine o�ene Umgebung von x0. Also existiert ein N ∈ N, so dass xn ∈ V
f�ur alle n ≥ N. F�ur diese n gilt f(xn) ∈ U.
(d) =⇒ (c): Sei A eine abgeschlossene Teilmenge von Y, und sei x0 ein Ber�uhrpunkt

von f−1(A). Dann gibt es eine Folge (xn)n∈N in f−1(A) mit xn → x0. Nach Voraus-

setzung gilt f(xn) → f(x0). Alle f(xn) liegen in A, ihr Grenzwert daher auch. Also

x0 ∈ f−1(A).
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3. Stetige Abbildungen

(c) =⇒ (a): Sei x0 ∈ X, und sei V eine o�ene Umgebung von f(x0). Wegen Satz 2.24

ist A = Y \ V abgeschlossen. Wegen (c) ist f−1(A) abgeschlossen in X. Also ist X \

f−1(A) = f−1(V) o�en. Es ist klar, dass x0 ∈ f−1(V).

3.5 Korollar. Sei X ein metrischer Raum, sei x0 ∈ X, und seien f, g : X→ R stetig

in x0. Dann sind auch die Funktionen f + g, f − g und f · g stetig in x0. Falls

zus�atzlich g(x0) ̸= 0, so gibt es eine Umgebung U von x0, so dass g(x) ̸= 0 f�ur

alle x ∈ U, und die Funktion f/g : U→ R ist stetig in x0.

3.6 Beispiel. Der Quadrant Q =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x > 0, y > 0} ist o�en.

Beweis. Die Abbildungen f : R2 → R, (x, y) 7→ x, und g : R2 → R, (x, y) 7→ y, sind

stetig und

Q = f−1(]0,∞[) ∩ g−1(]0,∞[).

3.7 Korollar. Seien X, Y metrische R�aume und seien f, g : X → Y stetig. Dann ist

A = {x ∈ X | f(x) = g(x)} abgeschlossen in X.

Beweis. Sei (xn)n∈N eine Folge in A, welche gegen ein x0 ∈ X konvergiert. Dann gilt

wegen der Stetigkeit von f und g

f(x0) = f
(
lim
n→∞ xn

)
= lim

n→∞ f(xn) = lim
n→∞g(xn) = f

(
lim
n→∞ xn

)
= g(x0).

3.8 Korollar. Sei X ein metrischer Raum und seien f, g : X → R stetig. Dann ist

G = {x | f(x) < g(x)} o�en in X und A = {x|f(x) ≤ g(x)} ist abgeschlossen.

Beweis. G = h−1(]−∞, 0[) f�ur h(x) = f(x) − g(x) und A = h−1([0,∞[).

3.9 Satz. Sei X ein metrischer Raum und sei f : X → Rn eine Abbildung. Wir

schreiben f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) mit Abbildungen fj : X → R, j = 1, . . . , n. Wir

versehen Rn mit einer zu ∥·∥∞ �aquivalenten Norm. Dann ist f genau dann

stetig, wenn alle fj stetig sind.

Beweis. Das folgt aus Satz 2.32.

16



4. Kompakte Mengen

Ziel in diesem Abschnitt ist die Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano-Weierstra�.

4.1 Definition. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums X hei�t kompakt, wenn jede

Folge in A eine konvergente Teilfolge hat, deren Genzwert in A liegt.

4.2 Bemerkung. (a) Alle Intervalle der Form [a, b] mit a, b ∈ R, a < b, sind

kompakt. (Das ist der Satz von Bolzano-Weierstra�.)

(b) Wenn A kompakt ist, dann liegen alle Ber�uhrpunkte von A in A. Kompakte

Teilmengen sind daher abgeschlossen.

4.3 Satz. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

4.4 Definition. Sei V ein normierter Raum. Eine Teilmenge A von V hei�t beschr�ankt,

wenn es ein C > 0 gibt, so dass ∥x∥ ≤ C f�ur alle x ∈ A.

4.5 Lemma. Sei A eine kompakte Teilmenge eines normierten Raums V. Dann

ist A beschr�ankt.

Beweis. Wenn A nicht beschr�ankt ist, dann gibt es zu jedem n ∈ N ein xn ∈ A mit

∥xn∥ ≥ n. Die Folge (xn)n∈N kann dann keine konvergente Teilfolge haben.

4.6 Lemma. Der Rn sei mit der Norm ∥·∥∞ versehen. Eine Teilmenge A ⊆ Rn ist
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschr�ankt ist.

Beweis. Wir m�ussen nur noch die R�uckrichtung zeigen. Sei also (xk)k∈N eine Folge in

einer abgeschlossenen und beschr�ankten Menge A. Schreibe x(k) = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n ).

Dann ist die Folge (x
(k)
1 )k∈N beschr�ankt, besitzt also eine in R konvergente Teilfolge

(x
(k1,m)
1 )m∈N mit Grenzwert x

(0)
1 . Die beschr�ankte Folge (x

(k1,m)
2 )m∈N besitzt wieder

eine konvergente Teilfolge (x
(k2,m)
2 )m∈N mit Grenzwert x

(0)
2 . Das machen wir f�ur jede

Komponente, bis wir eine Teilfolge (x(kn,m))m∈N der Ausgangsfolge (x(k))k∈N erhalten,

so dass f�ur j = 1, . . . , n gilt limm→∞ x(kn,m)
j = x0j . Aus Satz 2.32 folgt limm→∞ x(kn,m) =

x(0) f�ur x(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ). Insbesondere ist x(0) ein Ber�uhrpunkt von A. Da A

abgeschlossen ist, liegt x(0) in A.

4.7 Beispiel. Abgeschlossene Quader der Form
∏n

j=1[aj, bj] sind kompakt.

4.8 Satz. Seien X, Y metrische R�aume, sei f : X→ Y eine stetige Abbildung, und

sei A ⊆ X kompakt. Dann ist f(A) ebenfalls kompakt.
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4. Kompakte Mengen

Pr�agnante Formulierung: \Das stetige Bild einer kompakten Menge ist kompakt."

Beweis. Sei (yn)n∈N eine Folge in f(A), dann gibt es xn ∈ A mit f(xn) = yn. Die

Folge (xn)n∈N besitzt eine konvergente Teilfolge (xnm)m∈N. Da f stetig ist, konvergiert

auch (f(xnm))m∈N.

4.9 Satz. Sei X ein metrischer Raum, sei A eine kompakte Teilmenge von X, und

sei f : A→ R stetig. Dann nimmt f auf A ihr Maximum und ihr Minimum an.

Beweis. B := f(A) ist eine kompakte Teilmenge von R, also beschr�ankt. Daher besitzt
B ein Supremum. Dieses Supremum ist ein Ber�uhrpunkt von B, liegt wegen der

Abgeschlossenheit von B also in B.

4.10 Lemma. Es sei V ein normierter Raum und seien b1, . . . , bn ∈ V. Wenn

der Rn mit der Supremumsnorm ∥·∥∞ versehen wird, dann ist die Abbildung

Φ : Rn → V, (w1, . . . , wn) 7→ n∑
j=1

wjbj,

stetig.

Beweis. Sei L = maxj=1,...,n∥bj∥. Zu vorgegebenem ϵ > 0 setzen wir δ = ϵ/(Ln). F�ur

(v1, . . . , vn) und (w1, . . . , wn) ∈ Rn mit ∥(w1, . . . , wn) − (v1, . . . , vn)∥∞ < δ gilt

∥Φ(w1, . . . , wn) −Φ(v1, . . . , vn)∥ ≤
n∑
j=1

|wj − vj|∥bj∥

≤ Ln∥(w1, . . . , wn) − (v1, . . . , vn)∥∞ < Lnδ = ϵ.

4.11 Lemma. Es sei V ein endlich-dimensionaler, normierter Raum mit Basis

(b1, . . . , bn) und es sei K ⊆ V beschr�ankt. Dann gibt es ein C > 0, so dass

max
j=1,...,n

|wj| ≤ C falls
n∑
j=1

wjbj ∈ K.

Beweis. Wir versehen den Rn mit der Supremumsnorm ∥·∥∞ und de�nierenΦ : Rn →
V wie in Lemma 4.10. Dann ist Φ eine stetige lineare Abbildung. Wir setzen

A = {(w1, . . . , wn) ∈ Rn|∥(w1, . . . , wn)∥∞ = 1} und B = Φ(A).

Dann ist A kompakt nach Lemma 4.6 und B ist kompakt als stetiges Bild eines

Kompaktums. Daher exisistiert ϵ = min {∥v∥|v ∈ B}. Wegen 0 /∈ B gilt ϵ > 0.

Da K kompakt ist, existiert R > 0, so dass K ⊂ BR(0). Wir zeigen die Aussage

f�ur C = R/ϵ. Sei dazu v =
∑n

j=1wjbj ∈ K. F�ur v = 0 ist nichts zu zeigen. Wir

k�onnen daher annehmen, dass m = maxj=1,...,n|wj| > 0. Dann 1
m
(w1, . . . , wn) ∈ A und

1
m
v ∈ B. Wegen der Wahl von ϵ bedeutet die letzte Aussage, dass 1

m
∥v∥ ≥ ϵ, also

m ≤ ∥v∥
ϵ

≤ R

ϵ
= C.
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4.12 Theorem (Heine-Borel). Es sei V ein endlich dimensionaler, normierter Raum.

Eine Menge K ⊆ V ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und be-

schr�ankt ist.

Beweis. Nur die R�uckrichtung ist zu zeigen. Dazu sei Φ : Rn → V wie in Lem-

ma 4.10 und C sei wie in Lemma 4.11. In Lemma 4.11 haben wir gesehen, dass

K ⊂ Φ([−C,C]n). Die Menge auf der rechten Seite ist kompakt wegen Beispiel 4.7

und Satz 4.8. Da K eine abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums ist, ist sie

kompakt nach Satz 4.3.

4.13 Satz. Es seien (V, ∥·∥) und (W, |||·|||) normierte R�aume, und es sei dimV <∞.

F�ur eine lineare Abbildung A : V →W setzen wir

L := sup
{
|||Av|||

∣∣ ∥v∥ ≤ 1
}
.

Dann gelten

(a) L <∞.

(b) |||Av||| ≤ L∥v∥ f�ur alle v ∈ V.

(c) A ist stetig.

Beweis. (a) Wegen Heine-Borel ist B1(0) = {v ∈ V |∥v∥ ≤ 1} kompakt. Sei (b1, . . . , bn)

eine Basis von V und sei C wie in Lemma 4.11. Dann gilt f�ur v =
∑n

j=1 xjbj ∈ B1(0)

|||Av||| ≤
n∑
j=1

|xj| |||Abj||| ≤ C
n∑
j=1

|||Abj|||.

(b) F�ur beliebiges v ∈ V mit v ̸= 0 gilt

|||Av||| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∥v∥A( v

∥v∥

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∥v∥L.

(c) F�ur gegebenes ϵ > 0 sei δ = ϵ
1+L

. F�ur u, v ∈ V mit ∥u− v∥ < δ gilt

|||Au−Av||| = |||A(u− v)||| ≤ L∥u− v∥ < Lδ ≤ ϵ.

4.14 Korollar. Je zwei Normen auf dem Rn sind �aquivalent.

Beweis. Man wendet Satz 4.13 an auf die identische Abbildung (V, ∥·∥) → (V, ||| ·
|||).

4.15 Definition. Das L aus Satz 4.13 ist die Operatornorm von A. Man schreibt ∥A∥
f�ur die Operatornorm.

4.16 Satz. Die Operatornorm ist tats�achlich eine Norm. Sie ist au�erdem sub-

multiplikativ, es gilt also ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥.
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4. Kompakte Mengen

4.17 Beispiel. F�ur n,m ∈ N und eine Matrix A = (ak,j)k=1,...,n,j=1,...m ∈ Rn×m sei eine

lineare Abbildung f : (Rm, ∥·∥∞) → (Rn, ∥·∥∞) gegeben durch f(x) := Ax. F�ur x ∈ Rm

sei Ax = (y1, . . . , yn). Dann gilt f�ur k = 1, . . . n

|yk| =

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

ak,jxj

∣∣∣∣∣ ≤ ∥x∥∞
m∑
j=1

|ak,j|.

Also

∥A∥ ≤ max
k=1,...,n

m∑
j=1

|ak,j|. (4.1)

Wir behaupten die Gleichheit. Sei k ein Index, f�ur den das Maximum in (4.1) ange-

nommen wird. Wir de�nieren x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm durch

xj =

{ |ak,j|
ak,j
, ak,j ̸= 0,

1, sonst.

Dann ∥x∥∞ = 1 und die k-te Komponente von Ax ist gleich

m∑
j=1

ak,j
|ak,j|
ak,j

=

m∑
j=1

|ak,j|.

Die Operatornorm in (4.1) ist die Zeilensummennorm.

4.18 Definition. Sei [a, b] ⊆ R ein abgeschlossenes Intervall, sei X ein metrischer Raum,

und sei G ⊆ X. Eine stetige Funktion γ : [a, b] → G ist ein Weg von γ(a) nach γ(b).

Eine Menge G hei�t wegzusammenh�angend, wenn es zu je zwei Punkten u, v ∈ G
einen Weg von u nach v gibt.

4.19 Satz. Sei X ein metrischer Raum, sei A eine kompakte, wegzusammen-

h�angende Teilmenge von X, und sei f : A → R stetig. Dann ist f(A) ein kom-

paktes Intervall.

Beweis. Seien c := min f(A) und d := max f(A). Dann f(A) ⊆ [c, d]. Wir zeigen

[c, d] ⊆ f(A). Seien dazu u, v ∈ A mit c = f(u) und d = f(v), und sei γ : [a, b] → A

ein Weg von u nach v. Dann ist die Funktion g : [a, b] → R, g(t) = f(γ(t)), stetig.

Wegen Korollar 9.16 der Analysis I ist J := g([a, b]) ein Intervall. Wegen c, d ∈ J folgt
die Behauptung nun aus [c, d] ⊆ J = f(γ([a, b])) ⊆ f(A).
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5. Vollständige metrische Räume

5.1 Definition. Sei X ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (xn)n∈N hei�t Cauchyfolge, wenn es zu jedem ϵ > 0 ein N ∈ N gibt,

so dass f�ur alle n,m ≥ N gilt d(xn, xm) < ϵ.

(b) X hei�t vollst�andig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.

(c) Ein normierter Raum hei�t Banachraum, wenn er vollst�andig ist.

5.2 Lemma. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchy-

folge.

5.3 Satz. Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist ein Banachraum.

Beweis. Der Raum hei�e V, seine Norm werde mit ∥·∥ bezeichnet. Sei (b1, . . . , bn)

eine Basis von V. Dann ist

Φ : (Rn, ∥·∥∞) → V, (v1, . . . , vn) 7→ n∑
j=1

vjbj,

eine stetige lineare Bijektion, deren Inverse nach Satz 4.13 ebenfalls stetig ist. Wenn

(xk)k∈N eine Cauchyfolge in V ist, dann ist (Φ−1(xk))k∈N eine Cauchyfolge im Rn.
Also sind alle Komponenten Cauchyfolgen in R, konvergieren also. Nun wendet man

wieder Φ an.

5.4 Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler Banachraum. Wir bezeichnen sowohl

die Norm auf V als such die zugeh�orige Operatornorm mit ∥·∥. Es sei A : V → V

eine lineare Abbildung, f�ur welche gilt

∥id−A∥ < 1.

Dann ist A invertierbar.

Bevor ich den Satz mit den Mitteln der Analysis beweise, zeige ich ihn zun�achst

mit den Mitteln der Linearen Algebra.

Wir nehmen zum Widerspruch an, dass A nicht invertierbar ist. Dann ist A nicht

injektiv | hier geht die Endlichkeit der Dimension von V ein. Es gibt folglich ein v ̸=
0 mit Av = 0. F�ur dieses v gilt ∥(id−A)v∥ = ∥v∥, also ∥id−A∥ ≥ 1 im Widerspruch

zur Voraussetzung.
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5. Vollst�andige metrische R�aume

Beweis von Satz 5.4. Wir zeigen zun�achst die Konvergenz von

B =

∞∑
n=0

(id−A)n

im Raum der EndR(V) der R-linearen Abbildungen von V in sich, den wir mit

der Operatornorm versehen. Da auch der EndR(V) endliche Dimension hat, ist er

vollst�andig.

Sei dazu q = ∥id−A∥ < 1. Wir zeigen, dass die Folge der Partialsummen von B

eine Cauchyfolge ist. Sei dazu ϵ > 0 vorgegeben. W�ahle N mit qN+1 < ϵ(1− q). F�ur

k,m ≥ N mit k < m gilt∥∥∥∥∥
m∑
n=0

(id−A)n −
k∑
n=0

(id−A)n

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

n=k+1

∥(id−A)n∥ ≤
m∑

n=k+1

qn ≤
∞∑

n=k+1

qn

=
qk+1

1− q
≤ qN+1

1− q
< ϵ.

Aus der Zwischenbehauptung folgt nun

(id−A)B = lim
k→∞(id−A)

k∑
n=0

(id−A)n = lim
k→∞

k∑
n=0

(id−A)n+1 = B− id .

Subtrahiert man B auf beiden Seiten, so erh�alt man −AB = − id. Indem man die

beiden Faktoren vertauscht, bekommt man schlie�lich auch noch BA = id.
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6. Partielle Ableitungen

6.1 Definition. Es sei U ⊆ Rn o�en, es sei f : U→ R, und es sei x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ U.
F�ur i = 1, . . . , n setzen wir Ui = {t ∈ R | (x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn) ∈ U}. Dann

ist Ui eine o�ene Umgebung von xi in R. Man de�niert Fi : Ui → R durch

Fi(t) = f(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn).

Wenn f�ur jedes i = 1, . . . , n die Funktion Fi in xi di�erenzierbar ist, dann hei�t f

partiell di�erenzierbar in x. Man schreibt dann

∂f

∂xi
(x) = F ′i(xi).

∂f
∂xi

(x) hei�t dann i-te partielle Ableitung von f in x. Die Funktion f hei�t partiell

di�erenzierbar, wenn sie in jedem Punkt von U partiell di�erenzierbar ist.

6.2 Bemerkung. (a) Man berechnet die i-te partielle Ableitung, indem man f als

Funktion von xi allein auffasst und die anderen Variablen als konstant ansieht.

(b) F�ur n = 3 schreibt man oft (x, y, z) anstelle von (x1, x2, x3). Dann schreibt man

entsprechend ∂f
∂x

und ∂f
∂y

usw.

6.3 Beispiel. (a) f(x, y) = exy
2
. Dann ∂f

∂x
= y2exy

2
und ∂f

∂y
= 2xyexy

2
.

(b) Betrachte

g : R2 → R, (x, y) 7→


xy

x2 + y2
, f�ur (x, y) ̸= (0, 0),

0, sonst.

Die Funktion g ist �uberall partiell di�erenzierbar, obwohl sie in (0, 0) unstetig

ist. Den Graphen von g zeigt Abbildung 6.1.

6.4 Definition. Sei U ⊆ Rn o�en und sei f =

 f1
f2
...
fm

 : U → Rm. Dann hei�t f partiell

di�erenzierbar, wenn alle fj partiell di�erenzierbar sind. F�ur x ∈ U ist

Df(x) =


∂f1
∂x1

(x) ∂f1
∂x2

(x) . . . ∂f1
∂xn

(x)
∂f2
∂x1

(x) ∂f2
∂x2

(x) . . . ∂f2
∂xn

(x)
...

...
...

∂fm
∂x1

(x) ∂fm
∂x2

(x) . . . ∂fm
∂xn

(x)


die Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f an der Stelle x.

23



6. Partielle Ableitungen

Abbildung 6.1.: Graph der Funktion g aus Beispiel 6.3

6.5 Bemerkung. (a) Wenn Funktionalmatrizen vorkommen, schreiben wir Vekto-

ren als Spalten.

(b) F�ur skalarwertiges f ist

Df(x) =
(
∂f
∂x1

∂f
∂x2

. . . ∂f
∂xn

)
ein Zeilenvektor. Sein Transponierter wird als Gradient von f bezeichnet, ge-

schrieben

∇f(x) =


∂f
∂x1
∂f
∂x2
...
∂f
∂xn

 .
Das Zeichen ∇ wird als \Nabla" ausgesprochen. F�ur Forster ist der Gradient

die Funktionalmatrix. Die hier verwendete De�nition �ndet sich bei Kaballo,

K�onigsberger und Jarre.

6.6 Beispiel. (a) Sei f : R3 → R gegeben durch

f

xy
z

 = cos(x− y).
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Dann

∇f

xy
z

 =

− sin(x− y)

sin(x− y)

0

 .
(b) Sei f : R3 → R2 gegeben durch

f

xy
z

 =

(
x+ 2y+ 3z

sin(xz2)

)
.

Dann

Df

xy
z

 =

(
1 2 3

z2 cos(xz2) 0 2xz cos(xz2)

)
.

6.7 Definition. Sei U o�en in Rn und f : U → R partiell di�erenzierbar. Wenn alle

partiellen Ableitungen ∂f
∂xi

, i = 1, . . . , n, wieder partiell di�erenzierbar sind, dann

hei�t f zweimal partiell di�erenzierbar. Man schreibt dann

∂2f

∂xj∂xi
=

∂

∂xj

∂f

∂xi
.

Induktiv de�niert man so f�ur jedes k ∈ N die k-fachen partiellen Ableitungen. Die

0-te Ableitung von f ist f selbst.

6.8 Beispiel. F�ur f(x, y) = exy
2
hatten wir bereits gesehen, dass ∂f

∂x
= y2exy

2
. Also

∂2f

∂y ∂x
= 2yexy

2

+ 2xy3exy
2

.

Durch partielle Ableitung von ∂f
∂y

sieht man ∂2f
∂y∂x

= ∂2f
∂x∂y

. Wir werden diese Gleichheit

sp�ater allgemein unter sehr schwachen Voraussetzungen an f zeigen.

6.9 Bezeichnung. Statt x 7→ ∂f
∂xi

wird auch Dif geschrieben. Also beispielsweise

∂3f

∂x1∂x
2
2

= D1D
2
2f.
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7. Totale Ableitungen

7.1 Definition. Seien V und W endlich dimensionale, normierte R�aume und sei U ⊂ V
o�en. Eine Abbildung f : U → W hei�t (total) di�erenzierbar in x ∈ U, wenn es

eine lineare Abbildung A : V →W gibt, so dass f�ur die durch

f(x+ ξ) − f(x) = A(ξ) +φ(ξ) (7.1)

bestimmte Abbildung φ gilt

lim
ξ→0

∥φ(ξ)∥
∥ξ∥

= 0.

Die lineare Abbildung A ist die Ableitung von f in x. Wir schreiben f ′(x).

Eine Abbildung hei�t (total) di�erenzierbar, wenn sie in jedem Punkt total dif-

ferenzierbar ist.

7.2 Bemerkung. Im Fall V = W = R ist totale Di�erenzierbarkeit dasselbe wie

Di�erenzierbarkeit im Sinne der Analysis I. In diesem Fall ist A : R → R die lineare

Abbildung ξ 7→ f ′(x)ξ.

Beweis. Sei f : R → R total di�erenzierbar und sei A wie in (7.1). Da A eine lineare

Abbildung von R → R ist, ist A von der Form ξ 7→ aξ f�ur ein a ∈ R. Es gilt

f(x+ h) − f(x)

h
=
ah+φ(h)

h
→ a, h→ 0.

Also ist f in x di�erenzierbar im Sinne der Analysis I mit f ′(x) = a.

Wenn f di�erenzierbar im Sinne der Analysis I ist und wir A(ξ) = f ′(x)ξ setzen,

dann

lim
ξ→0

∥φ(ξ)∥
∥ξ∥

= lim
ξ→0

∥f(x+ ξ) − f(x) − f ′(x)ξ∥
∥ξ∥

= lim
ξ→0
∥∥∥∥f(x+ ξ) − f(x)ξ

− f ′(x)

∥∥∥∥ = 0.

7.3 Beispiel. Sei A : V →W linear. Dann ist A di�erenzierbar, und f�ur jedes x ∈ V
gilt A ′(x) = A. Insbesondere ist die Ableitung einer linearen Funktion konstant.

7.4 Satz. Seien V und W endlich dimensionale, normierte R�aume, sei U ⊆ V

o�en und sei f : U→W di�erenzierbar in x ∈ U. Dann ist f stetig in x.

7.5 Beispiel. Wir hatten in Beispiel 6.3 eine Funktion gesehen, die �uberall partiell

di�erenzierbar, aber unstetig im Ursprung ist. Wegen Satz 7.4 ist diese Funktion

nicht total di�erenzierbar.
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7. Totale Ableitungen

7.6 Lemma. Sei V ein endlich dimensionaler, normierter Raum und sei U ⊆
V o�en. F�ur eine Abbildung f : U → Rm seien fj : U → R, j = 1, . . . ,m, ihre

Komponenten. Dann ist f genau dann total di�erenzierbar, wenn alle fj total

di�erenzierbar sind.

7.7 Definition. Sei U ⊆ Rn o�en und f : U→ R. Wenn f k-mal partiell di�erenzierbar

ist und alle partiellen Ableitungen der Ordnung ≤ k stetig sind, dann sagt man, f

sei von der Klasse Ck. Wenn f f�ur jedes k ∈ N von der Klasse Ck ist, so hei�t f glatt

oder von der Klasse C∞. Schlie�lich hei�t f von der Klasse C0, wenn es stetig ist.

Eine Abbildung g : U→ Rm hei�t von der Klasse Ck, wenn ihre Komponenten von

der Klasse Ck sind.

7.8 Satz. Sei U o�en in Rn und f = (f1, f2, . . . , fm) : U → Rm von der Klasse C1.

Dann ist f total di�erenzierbar und die Ableitung f ′(x) wird durch die Jacobi-

Matrix Df(x) gegeben.

Beweis. Wir brauchen den Beweis nur im Fall m = 1 zu f�uhren. x und ξ seien

gegeben. Zuerst de�nieren wir Zwischenpunkte

z0 = x

z1 = (x1 + ξ1, x2, x3, . . . , xn)

z2 = (x1 + ξ1, x2 + ξ2, x3, . . . , xn)

. . .

zn = x+ ξ.

Dann unterscheiden sich zi−1 und zi nur in der i-ten Komponente. Man kann daher

den Mittelwertsatz auf die i-te Partialfunktion anwenden und erh�alt Zwischenpunkte

ηi ∈ ]0, ξi[, so dass

f(zi) − f(zi−1) = ξi
∂f

∂xi
(xi + ξ1, . . . , xi−1 + ξi−1, xi + ηi, xi+1, . . . , xn).

Also

f(x+ ξ) − f(x) =

n∑
i=1

ξi
∂f

∂xi
(x1 + ξ1, . . . , xi−1 + ξi−1, xi + ηi, xi+1, . . . , xn)

= ∇f(x) · ξ+
n∑
i=1

ξi

(
∂f

∂xi
(x1 + ξ1, . . . , xi−1 + ξi−1, xi + ηi, xi+1, . . . , xn) −

∂f

∂xi
(x)

)
.

Also ist φ(x) =
∑n

i=1 ξi

(
∂f
∂xi

(x1 + ξ1, . . . , xi−1 + ξi−1, xi + ηi, xi+1, . . . , xn) −
∂f
∂xi

(x)
)
.

Es folgt f�ur ξ→ 0

∥φ(ξ)∥∞
∥ξ∥∞ ≤

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x1 + ξ1, . . . , xi−1 + ξi−1, xi + ηi, xi+1, . . . , xn) − ∂f

∂xi
(x)

∣∣∣∣→ 0.

Bei dem Grenz�ubergang wurde die Stetigkeitvoraussetzung eingesetzt.
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Bemerkung. Mit diesem Satz und dem Satz aus der Analysis I, dass Summen, Pro-

dukte und Verkettungen von C1-Funktionen ebenfalls von der Klasse C1 sind, sieht

man bei vielen Funktionen sofort, dass sie total di�erenzierbar sind.

7.9 Satz (Kettenregel). Seien U ⊆ Rn und V ⊆ Rm o�en. Es seien f : U → V und

g : V → Rp Abbildungen, wobei f in x ∈ U und g in f(x) total di�erenzierbar ist.

Dann ist g ◦ f in x total di�erenzierbar und es gilt

(g ◦ f) ′(x) = g ′(f(x)) ◦ f ′(x).

Ausgedr�uckt in Jacobi-Matrizen hat diese Gleichung die Form

D(g ◦ f)(x) = Dg(f(x)) ·Df(x).

Beweis. Wir f�uhren in x bzw. f(x) die Abbildungen φ bzw. ψ ein

f(x+ ξ) − f(x) − f ′(x)(ξ) = φ(ξ)

g(f(x) + η) − g(f(x)) − g ′(f(x))(η) = ψ(η).

Dann

g ◦ f(x+ ξ) − g ◦ f(x) = g
(
f(x) + f ′(x)(ξ) +φ(ξ)

)
− g(f(x))

= g(f(x)) + g ′(f(x))
(
f ′(x)(ξ)

)
+ g ′(f(x))(φ(ξ))

+ψ
(
f ′(x)(ξ) +φ(ξ)

)
− g(f(x))

= g ′(f(x))
(
f ′(x)(ξ)

)
+ θ(ξ),

wobei

θ(ξ) = g ′(f(x))(φ(ξ)) +ψ
(
f ′(x)(ξ) +φ(ξ)

)
.

Wir m�ussen limξ→0 ∥θ(ξ)∥
∥ξ∥ = 0 zeigen. F�ur den ersten Summanden von θ ist das klar.

Zur Untersuchung des zweiten schreiben wir ψ(η) = ∥η∥ρ(η). Dann limη→0 ρ(η) = 0.
Ferner gilt ∥φ(ξ)∥ ≤ ∥ξ∥ f�ur alle hinreichend kleinen ξ. Also

∥θ(ξ)∥
∥ξ∥

≤ ∥f ′(x)(ξ) +φ(ξ)∥
∥ξ∥

ρ(f ′(x)(ξ) +φ(ξ))

≤ (∥f ′(x)∥+ 1) ρ(f ′(x)(ξ) +φ(ξ)) → 0.

7.10 Korollar. Seien U ⊆ Rn und V ⊆ Rm o�en und seien f : U→ V und g : V → Rp

von der Klasse Ck. Dann ist auch g ◦ f von der Klasse Ck.

Beweis. Folgt mit vollst�andiger Induktion aus der Kettenregel.

7.11 Beispiel. F�ur p = 1, also g ◦ f : U→ R, erh�alt man

∂(g ◦ f)

∂xi
(x) =

m∑
j=1

∂g

∂yj
(f(x))

∂fj

∂xi
(x).
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7. Totale Ableitungen

Abbildung 7.1.: Graph der Funktion

(x, y) 7→ (
4− x2y2

20
+ 3x3 + 4x2 − 4y+ 3

) (
4− x2 − y2

)
7.12 Beispiel. Sei V ⊆ Rm o�en, sei g : V → R von der Klasse C1, sei I ⊆ R ein

o�enes Intervall, und sei γ : I → V ein C1-Weg, so dass g ◦ γ konstant ist. Dann gilt

f�ur jedes t ∈ I
γ ′(t) · ∇g(γ(t)) = 0.

Der Weg γ verl�auft entlang einer H�ohenlinie von g. Im Fall m = 2 zeigt das Beispiel,

dass die H�ohenlinien senkrecht zum Gradienten verlaufen. Abbildung 7.1 zeigt ein

Beispiel.

7.13 Definition. Sei U ⊆ Rn o�en, sei f : U → R eine Funktion, sei x ∈ U und sei

v ∈ Rn. Dann ist Uv = {t ∈ R | x + tv ∈ U} eine o�ene Umgebung der 0 in R.
De�niere Fv : Uv → R durch Fv(t) = f(x+ tv). Wenn Fv in 0 di�erenzierbar ist, dann

bezeichnet man F ′v(0) als Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v.

Wir schreiben Dvf(x) oder
∂f
∂v
(x) daf�ur.

7.14 Satz. Sei U ⊆ Rn o�en, sei f : U → R von der Klasse C1, sei x ∈ U und sei

v ∈ Rn. Dann existiert die Richtungsableitung Dvf(x) und es gilt

Dvf(x) = ∇f(x) · v.

Beweis. Ergibt sich aus der Kettenregel, wenn man g(t) = x+ tv setzt.
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Wenn der Gradient nicht verschwindet, dann gibt er die Richtung des st�arksten

Anstiegs an. In diesem Fall ist die Richtung des st�arksten Anstiegs senkrecht zu den

H�ohenlinien.

Zum Schluss noch ein Beispiel, bei dem die totale Di�erenzierbarkeit direkt mit

der De�nition gezeigt wird.

7.15 Beispiel. Es sei V der normierte Raum der n× n-Matrizen. Wegen der Stetig-

keit der Determinanten ist die Menge G = {M ∈ V |det(M) ̸= 0} der invertierbaren
Matrizen o�en. Wir zeigen die totale Di�erenzierbarkeit der Abbildung

f : G→ V, f(M) =M−1.

Es seien M ∈ G und H ∈ V derart, dass M + H ∈ G und es sei E ∈ G die

Einheitsmatrix. Dann gilt

(M+H)−1 −M−1 =
(
M(E+M−1H)

)−1
−M−1 = (E+M−1H)−1M−1 −M−1. (7.2)

Es sei nun ∥H∥ < 1
∥M−1∥ . Wir wenden Satz 5.4 an auf B = E+M−1H. Dann ∥E−B∥ =

∥M−1H∥ < 1 und daher

(E+M−1H)−1 =

∞∑
j=0

(
E− (E+M−1H)

)j
=

∞∑
j=0

(−1)j(M−1H)j.

Setzt man dies in Gleichung (7.2) ein, so erh�alt man

(M+H)−1 −M−1 = −M−1HM−1 +

∞∑
j=2

(−1)j(M−1H)jM−1.

Der erste Term auf der rechten Seite ist f ′(M)(H), der zweite φ(H). Mit der n�achsten

Absch�atzung ist der Beweis beendet.

∥φ(H)∥
∥H∥

≤ 1

∥H∥
∥M−1∥

∞∑
j=2

∥M−1H∥j = 1

∥H∥
∥M−1∥ ∥M−1H∥2

1− ∥M−1H∥
≤ ∥M−1∥3∥H∥
1− ∥M−1H∥

→ 0.
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8. Die Hesse-Matrix

8.1 Definition. Sei U ⊆ Rn o�en und sei f : U → R zweimal partiell di�erenzierbar.

Die Matrix

Hf(x) =



∂2f

∂x21
(x)

∂2f

∂x1∂x2
(x) . . .

∂2f

∂x1∂xn
(x)

∂2f

∂x2∂x1
(x)

∂2f

∂x22
(x) . . .

∂2f

∂x2∂xn
(x)

...
... · · · ...

∂2f

∂xn∂x1
(x)

∂2f

∂xn∂x2
(x) . . .

∂2f

∂x2n
(x)


hei�t Hesse-Matrix von f an der Stelle x.

8.2 Satz (H. A. Schwarz). Wenn f von der Klasse C2 ist, dann ist Hf(x) f�ur jedes

x ∈ U symmetrisch, d. h.

∂2f

∂xi∂xj
(x) =

∂2f

∂xj∂xi
(x)

f�ur alle i, j ∈ {1, . . . , n}.

Beweis. i = 1 und j = 2 gen�ugt. Es gen�ugt auch, den Beweis nur im Nullpunkt zu

f�uhren. F�ur festes x2 de�niere

Fx2(x1) = f(x1, x2) − f(x1, 0).

Aus dem eindimensionalen Mittelwersatz erhalten wir die Existenz eines ξ zwischen

0 und x1 mit

Fx2(x1) − Fx2(0) = x1F
′
x2
(ξ) = x1

(
∂f

∂x1
(ξ, x2) −

∂f

∂x1
(ξ, 0)

)
.

In der Klammer k�onnen wir nochmal den Mittelwertsatz anwenden und erhalten ein

η zwischen 0 und x2, so dass

Fx2(x1) − Fx2(0) = x1x2
∂2f

∂x2∂x1
(ξ, η).

Es gilt

Fx2(x1) − Fx2(0) = f(x1, x2) − f(x1, 0) − f(0, x2) + f(0, 0) = Gx1(x2) −Gx1(0),
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8. Die Hesse-Matrix

wobei Gx1(x2) = f(x1, x2) − f(0, x2). Dasselbe Argument wie oben liefert z zwischen 0

und x1 und w zwischen 0 und x2 mit

Gx1(x2) −Gx1(0) = x1x2
∂2f

∂x1∂x2
(z,w).

F�ur x1, x2 ̸= 0 folgt
∂2f

∂x2∂x1
(ξ, η) =

∂2f

∂x1∂x2
(z,w).

Aus (x1, x2) → (0, 0) folgen (ξ, η) → (0, 0) und (z,w) → (0, 0). Wegen der Stetigkeit

der zweiten Ableitungen folgt schlie�lich die Behauptung.

8.3 Beispiel. F�ur f(x, y, z) = xz+ ex+2y gilt

Hf(x, y, z) =

 ex+2y 2ex+2y 1

2ex+2y 4ex+2y 0

1 0 0

 .
8.4 Korollar. Wenn f von der Klasse Ck ist, dann kommt es bei den Ableitungen

von der Ordnung ≤ k nicht auf die Reihenfolge an.

Wir werden in den �Ubungen eine Funktion kennenlernen, die zweimal partiell

di�erenzierbar ist und deren Hesse-Matrix nicht symmetrisch ist.

34



9. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

Der Mittelwertsatz der Analysis I lautet: Sei f : [a, b] → R stetig und di�erenzierbar

auf ]a, b[, dann gibt es ein ξ ∈ ]a, b[ mit

f(b) − f(a) = f ′(ξ)(b− a).

In dieser Form kann der Mittelwertsatz nicht auf vektorwertige Abbildungen ver-

allgemeinert werden.

9.1 Beispiel. f : R → R2 sei de�niert durch f(x) = ( cos x
sin x ). Dann f(0) = f(2π), aber

es gibt kein ξ mit D(f)(ξ) = ( 00 ).

9.2 Lemma. Sei U ⊆ Rn o�en und sei f : U→ Rm von der Klasse C1. Dann h�angt

die Operatornorm ∥Df(x)∥ stetig von x ab.

Beweis. Wir versehen den Raum Rm×n mit der Supremumsnorm des Rmn. In dieser

Norm ist die Aussage klar. Da auf dem Rmn je zwei Normen �aquivalent sind, folgt

die Behauptung.

9.3 Notation. Die Strecke zwischen x und y ist die Menge [x, y] = {x+ t(y− x) | 0 ≤
t ≤ 1}. Sie ist kompakt.

9.4 Theorem (Mittelwertsatz f�ur skalarwertige Funktionen). Es sei U ⊆ Rn o�en

und es sei f : U → R total di�erenzierbar. Ferner seien x, y ∈ U derart, dass

[x, y] ⊂ U. Dann gibt es ξ ∈ [x, y] \ {x, y}, so dass

f(y) − f(x) = f ′(ξ)(y− x).

Beweis. Wir wenden den Mittelwertsatz der Analysis I an auf φ(t) = f(x+ t(y−x))

und erhalten τ ∈ ]0, 1[ mit

f(y) − f(x) = φ(1) −φ(0) = φ ′(τ) = f ′(x+ τ(y− x))(y− x).

Nun setzen wir ξ = x+ τ(y− x).

9.5 Theorem (Mittelwertsatz f�ur vektorwertige Abbildungen). Es sei U ⊆ Rn o�en,

es seien x, y ∈ U, so dass [x, y] ⊆ U. F�ur jede C1-Abbildung f : U→ Rm gilt

∥f(y) − f(x)∥∞ ≤ ∥x− y∥ max
ξ∈[x,y]

∥f ′(ξ)∥.

Dabei ist ∥x−y∥ eine beliebige Norm auf dem Rn und ∥f ′(ξ)∥ die Operatornorm
f�ur lineare Abbildungen von (Rn, ∥·∥) nach (Rm, ∥·∥∞).
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9. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

Beweis. Es sei j ein Index mit ∥f(y) − f(x)∥∞ = |fj(y) − fj(x)|. Dann gibt es ein

ξ ∈ [x, y] \ {x, y}

∥f(y) − f(x)∥∞ = |fj(y) − fj(x)| = ∥f ′j(ξ)(x− y)∥ ≤ ∥f ′(ξ)∥∥x− y∥,

wobei ∥f ′j(ξ)∥ die Operatornorm f�ur lineare Abbildungen von (Rn, ∥·∥) nach R ist.

9.6 Theorem. Es sei U ⊆ Rn o�en, es seien x, y ∈ U und es gebe einen Weg

γ : [a, b] → U mit γ(a) = x und γ(b) = y, dessen Einschr�ankung auf ]a, b[ von

der Klasse C1 ist. F�ur jede C1-Abbildung

f : U→ Rm, f(w) =

 f1(w)...

fm(w)

 ,
gilt dann f�ur j = 1, . . . ,m

fj(y) − fj(x) =

∫b
a

f ′j(γ(t))γ
′(t) dt.

Beweis. Wir wenden den Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung aus Ana-

lysis I an auf φ = fj ◦ γ und erhalten

fj(y) − fj(x) = φ(b) −φ(a) =

∫b
a

φ ′(t) dt =

∫b
a

f ′j(γ(t))γ
′(t) dt.

9.7 Beispiel. Sei f : R2 → R2 gegeben als

f

(
x1
x2

)
=

(
cos(x1) + sin(x2)

sin(x1) + cos(x2)

)
.

F�ur ( x1x2 ) , (
y1
y2 ) ∈ R2 wollen wir ∥f( x1x2 ) − f(

y2
y2 )∥∞ durch ∥( x1x2 ) − ( y1y2 )∥∞ absch�atzen.

Wir berechnen die Funktionalmatrix

D(f)

(
x1
x2

)
=

(
− sin x1 cos x2
cos x1 − sin x2

)
.

Ihre Operatornorm ist die Zeilsummennorm

∥D(f) ( x1x2 )∥ = max {|sin x1|+ |cos x2|, |cos x1|+ |sin x2|} ≤ 2.

Wir haben gezeigt ∥∥∥∥∥f
(
x1
x2

)
− f

(
y1
y2

)∥∥∥∥∥∞ ≤ 2

∥∥∥∥∥
(
y1 − x1
y2 − x2

)∥∥∥∥∥∞ .
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9.8 Satz. U ⊆ Rn sei o�en und wegzusammenh�angend. Sei f : U→ Rm stetig und

partiell di�erenzierbar mit D(f)(x) = 0 f�ur alle x ∈ U. Dann ist f konstant.

Beweis. Unter diesen Voraussetzungen ist f von der Klasse C1. Angenommen, es

gebe u, v ∈ U mit f(u) ̸= f(v). Da U wegzusammenh�angend ist, gibt es einen Weg

γ : [a, b] → U von u nach v. Sei t0 := inf{t ∈ [a, b] | f(γ(t)) = f(v)}. Wegen der

Stetigkeit von f und γ gelten f(γ(t0)) = f(v) und t0 > a. DaU o�en ist, existiert ϵ > 0

mit Bϵ(γ(t0)) ⊆ U. (Welche Norm auf dem Rn gew�ahlt wurde, ist dabei unerheblich.)
Sei t ∈ [a, t0[ so gew�ahlt, dass γ(t) ∈ Bϵ(γ(t0)). Dann liegt auch die Strecke von

γ(t) nach γ(t0) in Bϵ(γ(t0)). Der Mittelwertsatz impliziert nun den Widerspruch

f(γ(t)) = f(γ(t0)).

Da es wegen des Satzes von Schwarz bei Ck-Abbildungen auf die Di�erentiations-

reihenfolge nicht ankommt, ist die folgende Schreibweise sinnvoll:

9.9 Notation. Sei U ⊆ Rn o�en und f : U→ R eine Abbildung.

(a) F�ur α ∈ Nn0 setzen wir

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn,
α! = α1! · α2! · · ·αn!.

Ein n-Tupel mit dieser Interpretation hei�t Multiindex.

(b) F�ur einen Multiindex α und f von der Klasse C|α| setzen wir

Dαf = Dα1

1 D
α2

2 . . . D
αn
n f =

∂|α|f

∂xα1

1 ∂x
α2

2 . . . ∂x
αn
n

.

Dabei gilt die Vereinbarung D0
i f = f.

(c) F�ur x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn setzen wir xα = xα1

1 · xα2

2 · · · xαn
n .

9.10 Theorem (Taylor-Formel). Sei U ⊆ Rn o�en und sei f : U → R von der Klas-

se Ck+1. Seien x, ξ ∈ Rn, so dass die Strecke [x, x+ ξ] in U liegt. Dann

f(x+ ξ) =
∑
|α|≤k

Dαf(x)

α!
ξα + (k+ 1)

∑
|α|=k+1

∫ 1
0

(1− t)k
Dαf(x+ tξ)

α!
ξαdt.

Beweis. Weil U o�en ist, existiert ein o�enes Intervall I mit [0, 1] ⊆ I, so dass

{x + tξ | t ∈ I} ⊆ U. De�niere g : I → R durch g(t) = f(x + tξ). Dann ist g von der

Klasse Ck+1. Die Taylor-Formel aus der Analysis I besagt

f(x+ ξ) = g(1) =

k∑
j=0

g(j)(0)

j!
+
1

k!

∫ 1
0

(1− t)kg(k+1)(t)dt.
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9. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

Wir m�ussen die ben�otigten Ableitungen von g bestimmen. Ausgehend von Satz 7.14

liefert eine einfache vollst�andige Induktion

g(j)(t) =

n∑
i1=1

· · ·
n∑
ij=1

Di1 . . . Dijf(x+ tξ)ξij · · · ξi1 .

De�niert man den Multiindex α durch α1 = |{l | il = 1}| usw., dann Di1 . . . Dijf(x +

tξ)ξij · · · ξi1 = Dαf(x+ tξ)ξα.

Wie viele Tupel (i1, . . . , ij) f�uhren zu diesem α? Es gibt
(
j
α1

)
M�oglichkeiten, die

Indices ν mit iν = 1 auszuw�ahlen. Danach gibt es
(
j−α1
α2

)
M�oglichkeiten, unter den

verbleibenden Indices ν diejenigen mit iν = 2 auszuw�ahlen. Insgesamt ist die Anzahl

der M�oglichkeiten also(
j

α1

)(
j− α1
α2

)
· · ·

(
j− α1 − · · ·− αn−1

αn

)

=
j!

α1!(j− α1)!
· (j− α1)!

α2!(j− α1 − α2)!
. . .

(j− α1 − · · ·− αn−1)!
αn!0!

=
j!

α!
.

Also

g(j)(t) =
∑
|α|=j

j!

α!
Dαf(x+ tξ)ξα.

Setzt man dies in die Formel aus der Analysis I ein, so erh�alt man die Behauptung.

Beispiel. Wir wollen die Funktion f : x 7→ ex1 cos(x1+x2) im Ursprung in ihr Taylor-

Polynom der Ordnung 2 entwickeln. Es gelten

∇f(x) =

(
(− sin (x1 + x2) + cos (x1 + x2)) e

x1

−ex1 sin (x1 + x2)

)
und

Hf(x) =

(
−2ex1 sin (x1 + x2) −ex1 sin (x1 + x2) − e

x1 cos (x1 + x2)

−ex1 sin (x1 + x2) − e
x1 cos (x1 + x2) −ex1 cos (x1 + x2)

)
.

F�ur die Taylor-Formel ben�otigen wir die Werte im Ursprung

∇f(0) =

(
1

0

)
, Hf(0) =

(
0 −1

−1 −1

)
.

Also

f(ξ) = 1+ ξ1 − ξ1ξ2 −
1

2
ξ22 + R3(0).

9.11 Notation. Es seien f, g : Br(a) → R zwei Funktionen. Wir schreiben f = O(g),

x → a, wenn es ein ϵ ∈ ]0, r[ und ein C > 0 gibt, so dass |f(x)| ≤ Cg(x) f�ur alle

x ∈ Bϵ(a). Wir schreiben f = o(g), x→ a, wenn limx→a f(x)
g(x)

= 0.
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9.12 Korollar. Sei U ⊆ Rn o�en und sei f : U → R von der Klasse Ck+1 und sei

x ∈ U. F�ur
Pk(ξ) :=

∑
|α|≤k

Dαf(x)

α!
(ξ− x)α (9.1)

gilt

f(ξ) − Pk(ξ) = O
(
∥x− ξ∥k+1

)
, ξ→ x. (9.2)

9.13 Definition. Das Polynom Pk aus (9.1) ist das k-te Taylor-Polynom von f in x.

9.14 Satz. Das Taylor-Polynom ist das einzige Polynom, welches (9.2) erf�ullt.

Beweis. Es seien Polynome Pk und Qk vom Grad h�ochstens k gegeben mit Pk(ξ) −

Qk(ξ) = O
(
ξk+1

)
. Wir m�ussen zeigen, dass R := Pk −Qk verschwindet. Wir nehmen

zum Widerspruch R ̸= 0 und schreiben

R(ξ) =

k∑
j=k0

∑
|α|=j

bαξ
α,

wobei wir annehmen, dass η0 :=
∑

|α|=k0 bαξ
α
0 ̸= 0 f�ur ein ξ0 mit ∥ξ0∥ = 1. Es sei

C1 =
∑k

j=k0+1
|bα|. Dann gilt f�ur t mit 0 < t < min

(
1, |η0|

2C1

)

|R(tξ0)| =

∣∣∣∣∣∣
k∑

j=k0

tj
∑
|α|=j

bαξ
α
0

∣∣∣∣∣∣ ≥ tk0 |η0|−
k∑

j=k0+1

tj
∑

|bα| ≥ tk0 (|η0|− C1t) ≥ tk0
|η0|
2
.

Aus der Voraussetzung ergibt sich jetzt der Widerspruch k0 ≥ k+ 1.

9.15 Definition. Sei A = (aj,k) j=1,...,n
k=1,...,m

∈ Rn×m. Die Transponierte von A ist die Matrix

AT := (aj,k)k=1,...,m
j=1,...,n

∈ km×n.

9.16 Korollar. Sei U ⊆ Rn o�en, sei f : U → R von der Klasse C3, sei x ∈ U

und sei Br(x) ⊆ U, wobei die Kugel Br(x) bez�uglich einer beliebigen Norm ∥·∥
gebildet wird. F�ur ξ mit ∥ξ∥ < r ist R3(ξ) bestimmt durch

f(x+ ξ) = f(x) + ⟨∇f(x), ξ⟩+ 1

2
ξTHf(x)ξ+ R3(ξ).

Dann gibt es M ≥ 0, so dass f�ur alle ξ mit ∥ξ∥ ≤ r gilt |R3(ξ)| ≤M∥ξ∥3.

9.17 Beispiel. Wir entwickeln f(x, y) = e−x
2−y2 im Ursprung bis zur zweiten Ord-

nung. Dann f(0) = 1 und

∇f(x, y) =

(
−2xe−x

2−y2

−2ye−x
2−y2

)
,
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9. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

also ∇f(0, 0) = 0. Ferner

Hf(x, y) =

(
(−2+ 4x2)e−x

2−y2 4xye−x
2−y2

4xye−x
2−y2 (−2+ 4y2)e−x

2−y2

)
,

also

Hf(0, 0) =

(
−2 0

0 −2

)
.

Wir erhalten

f(x, y) = 1+
1

2

(
x y

)(−2 0

0 −2

)(
x

y

)
+O(∥(x, y)∥3)

= 1− x2 − y2 +O(∥(x, y)∥3).
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10. Eigenwerte

Ich wiederhole zentrale Begri�e der Linearen Algebra. Ich schreiben das Skalarpro-

dukt x · y gelegentlich auch als ⟨x, y⟩.

10.1 Definition. Sei A ∈ Rn×n. Ein Vektor v ∈ Rn \ {0} ist ein Eigenvektor von A,

wenn es ein λ ∈ R gibt, so dass Av = λv. In diesem Fall ist λ ein Eigenwert von A.

10.2 Bemerkung. F�ur v,w ∈ Rn gilt ⟨v,w⟩ = vTw. Daraus ergibt sich sofort die

W�alzformel

⟨Av,w⟩ =
〈
v,ATw

〉
.

10.3 Definition. Eine Matrix A ∈ Rn×n hei�t symmetrisch, wenn A = AT .

10.4 Theorem (Hauptachsentransformation). Sei A ∈ Rn×n symmetrisch. Dann sind

alle Eigenwerte reell und es gibt eine Orthonormalbasis des Rn, die aus Eigen-
vektoren von A besteht.

10.5 Definition. Sei A eine reelle, symmetrische n× n-Matrix.

(a) A hei�t positiv de�nit, wenn ⟨x,Ax⟩ > 0 f�ur alle x ∈ Rn \ {0}.

(b) A hei�t negativ de�nit, wenn ⟨x,Ax⟩ < 0 f�ur alle x ∈ Rn \ {0}.

(c) A hei�t positiv semide�nit, wenn ⟨x,Ax⟩ ≥ 0 f�ur alle x ∈ Rn.

(d) A hei�t negativ semide�nit, wenn ⟨x,Ax⟩ ≤ 0 f�ur alle x ∈ Rn.

(e) A hei�t inde�nit, wenn es ein x ∈ Rn mit ⟨x,Ax⟩ > 0 und ein y ∈ Rn mit

⟨y,Ay⟩ < 0 gibt.

Man beachte, dass ⟨x,Ax⟩ = xTAx. Abbildung 10.1 zeigt die Funktion (x, y) 7→
⟨x,Ax⟩ f�ur symmetrische Matrizen A mit unterschiedlichem De�nitheitsverhalten.

10.6 Lemma. Sei A eine reelle, symmetrische n× n-Matrix.

(a) A ist genau dann positiv de�nit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind

(also echt gr�o�er als 0).

(b) A ist genau dann positiv semide�nit, wenn alle Eigenwerte von A positiv

oder 0 sind.
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10. Eigenwerte

Abbildung 10.1.: De�nitheitsverhalten: positiv, negativ, positiv semide�nit, inde�nit

(c) A ist genau dann negativ de�nit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.

(d) A ist genau dann negativ semide�nit, wenn alle Eigenwerte von A negativ

oder 0 sind.

(e) A ist genau dann inde�nit, wenn A sowohl positive als auch negative Ei-

genwerte besitzt.

10.7 Satz (Hurwitz-Kriterium). Sei A = (ai,j)1≤i,j≤n eine reelle, symmetrische n×n-
Matrix. Sei

∆k = det

a1,1 · · · a1,k
...

...

ak,1 · · · ak,k


die k-te Unterdeterminante.

(a) A ist genau dann positiv de�nit, wenn ∆k > 0 f�ur alle k.

(b) A ist genau dann negativ de�nit, wenn (−1)k∆k > 0 f�ur alle k.

(c) Wenn es ein k mit ∆2k < 0 gibt, dann ist A inde�nit.

Beweis. Wir zeigen (a). Die k× k-Matrix aus der Behauptung nennen wir Ak.

Sei zuerst A positiv de�nit. Wir nehmen zumWiderspruch die Existenz eines k mit

∆k ≤ 0 an. Dann besitzt Ak einen Eigenwert λ ≤ 0. Sei 0 ̸= w ∈ Rk ein Eigenvektor

von Ak zum Eigenwert λ. Wir setzen

v =



w1
...

wk
0
...

0


∈ Rn.

Dann ⟨v,Av⟩ = ⟨w,Akw⟩ = λ ⟨w,w⟩ ≤ 0 im Widerspruch zur positiven De�nitheit

von A.
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Wir zeigen nun die R�uckrichtung mit vollst�andiger Induktion. F�ur n = 1 ist nichts

zu zeigen. Die Behauptung sei f�ur n − 1 richtig. Wir nehmen zum Widerspruch an,

dass es eine symmetrische n × n-Matrix A gibt, die nicht positiv de�nit ist, f�ur

die aber ∆k > 0 f�ur k = 1, . . . , n. Da det(A) > 0, besitzt A dann zwei negative

Eigenwerte λ1 und λ2 (welche nicht unbedingt verschieden sein m�ussen). Seien b1
und b2 orthogonale Eigenvektoren der Norm 1 zu λ1 bzw. λ2. Mit LH bezeichnen wir

die lineare H�ulle. Der Raum

E = LH({b1, b2}) ∩ (Rn−1 × {(0)})

besitzt mindestens die Dimension 1. Es sei 0 ̸= x = β1b1 + β2b2 ∈ E. Dann ist x von

der Form

x =


x1,
...

xn−1
0


und wir setzen

X =

 x1
...

xn−1

 .
Damit erhalten wir

⟨X,An−1X⟩ = ⟨x,Ax⟩ = ⟨β1b1 + β2b2, λ1β1b1 + λ2β2b2⟩ = λ1β21 + λ2β22 < 0.

Dies widerspricht der Induktionsvoraussetzung, denn die Unterdeterminanten von

An−1 sind alle positiv.

(b) folgt durch Anwendung von (a) auf −A.

(c) folgt �ahnlich wie die R�uckrichtung von (a).

10.8 Beispiel. F�ur a ∈ R betrachte

A =

−1 −1 1

−1 −2 0

1 0 a

 und B =

 1 −2 1

−2 2 0

1 0 −2

 .
F�ur A gelten ∆1 = −1, ∆2 = 1 und ∆3 = det(A) = a+ 2. Also ist A negativ de�nit

f�ur a < −2. Wenn man die Unterdeterminanten von unten anf�angt, sieht man, dass

A inde�nit ist, wenn a > 0.

F�ur B gilt ∆2 = −2. Daher ist B inde�nit.
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11. Extremwerte und kritische Stellen

11.1 Definition. Sei X ein metrischer Raum, f : X → R eine Funktion und x0 ∈ X.

f besitzt in x0 ein lokales Maximum, wenn es eine Umgebung U von x0 gibt mit

f(x0) ≥ f(x) f�ur alle x ∈ U.

f besitzt in x0 ein striktes lokales Maximum, wenn es eine Umgebung U von x0 gibt

mit

f(x0) > f(x) f�ur alle x ∈ U \ {x0}.

Entsprechend de�niert man (strikte) lokale Minima. f besitzt in x0 ein (striktes)

lokales Extremum, wenn f in x0 ein (striktes) lokales Maximum oder ein (striktes)

lokales Minimum besitzt.

11.2 Satz. Sei U ⊆ Rn o�en und sei f : U → R partiell di�erenzierbar. Wenn f

in x ein lokales Extremum besitzt, dann

∇f(x) = 0.

Beweis. O.E. besitze f in x ein lokales Maximum. Wir sch�atzen die erste partielle

Ableitung ab. F�ur h > 0 gilt

f(x1 + h, x2, . . . , xn) − f(x)

h
≤ 0,

also ∂f
∂x1

(x) ≤ 0. F�ur h < 0 gilt aber

f(x1 + h, x2, . . . , xn) − f(x)

h
≥ 0,

also ∂f
∂x1

(x) ≥ 0. Insgesamt folgt ∂f
∂x1

(x) = 0. Genauso k�onnen wir f�ur die anderen

partiellen Ableitungen argumentieren.

11.3 Definition. Sei U ⊆ Rn o�en und sei f : U → R partiell di�erenzierbar. Wenn

∇f(x) = 0, so hei�t x kritische Stelle von f.

11.4 Satz. Sei U ⊆ Rn o�en und f : U→ R von der Klasse C3. Sei x eine kritische

Stelle von f.

(a) Ist Hf(x) positiv de�nit, so besitzt f in x ein striktes lokales Minimum.
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11. Extremwerte und kritische Stellen

(b) Ist Hf(x) negativ de�nit, so besitzt f in x ein striktes lokales Maximum.

(c) Ist Hf(x) inde�nit, so besitzt f in x kein lokales Extremum.

Beweis. (a) Wir benutzen das Korollar zur Taylor-Formel. W�ahle also r,M > 0 so,

dass

f(x+ ξ) = f(x) + ⟨∇f(x), ξ⟩+ 1

2
⟨Hf(x) · ξ, ξ⟩+ R3(ξ),

und |R3(ξ)| ≤ M∥ξ∥32 f�ur alle ξ ∈ Br(0). Da Hf(x) symmetrisch ist, besitzt Rn eine

Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von Hf(x), d. h. es gibt b1, . . . , bn ∈ Rn und

λ1, . . . , λn ∈ R, so dass Hf(x)bi = λibi und ⟨bi, bj⟩ = δi,j f�ur 1 ≤ i, j ≤ n. Jedes

ξ ∈ Rn l�asst sich schreiben als ξ =
∑n

i=1 ξibi. Dann

∥ξ∥22 =
〈 n∑
i=1

ξibi,

n∑
j=1

ξjbj
〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

ξiξj⟨bi, bj⟩ =
n∑
i=1

ξ2i .

Ferner 〈
Hf(x) · ξ, ξ

〉
=
〈 n∑
i=1

λiξibi,

n∑
j=1

ξjbj
〉
=

n∑
i=1

λiξ
2
i .

Da Hf(x) positiv de�nit ist, sind alle λi positiv. Setze m = min{λi | 1 ≤ i ≤ n} > 0.

W�ahle

ϵ = min
{ m

4M
, r
}
.

Dann gilt f�ur alle ξ ∈ Bϵ(0) \ {0}

f(x+ ξ) = f(x) +
1

2

n∑
i=1

λiξ
2
i + R3(ξ) ≥ f(x) +

m

2

n∑
i=1

ξ2i −M∥ξ∥32

= f(x) +
(m
2

−M∥ξ∥2
)
∥ξ∥22 ≥ f(x) +

m

4
∥ξ∥22 > f(x).

(b) beweist man durch Anwendung des Arguments auf −A.

(c) beweist man durch Anwendung auf skalare Vielfache je eines Eigenvektors zu

einem positiven und einem negativen Eigenwert.

11.5 Bemerkung. (a) Wenn in einem kritischen Punkt kein Extremum vorliegt, so

spricht man von einem Sattelpunkt von f.

(b) Satz 11.4 gilt auch dann noch, wenn f nur von der Klasse C2 ist. Details �ndet

man in den angegebenen B�uchern.

11.6 Beispiel. (a) f : R2 → R, f(x, y) = x2 − y2. Dann ist (0, 0) der einzige kri-

tische Punkt. Dort ist Hf inde�nit. Also besitzt f in (0, 0) einen Sattel. Den

zugeh�origen Graphen zeigt Abbildung 11.1
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Abbildung 11.1.: Graphen zu Beispiel 11.6 (a)
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Abbildung 11.2.: Graphen zu Beispiel 11.6 (b)
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Abbildung 11.3.: Graphen zu Beispiel 11.6 (c)
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11. Extremwerte und kritische Stellen
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Abbildung 11.4.: Graphen zu Beispiel 11.6 (d)

(b) f : R2 → R, f(x, y) = 3xy−x3−y3. Dann gibt es zwei kritische Punkte, n�amlich

(x, y) = (0, 0) und (x, y) = (1, 1). In (0, 0) ist die Hessesche inde�nit, es liegt

also ein Sattel vor. In (1, 1) ist die Hessesche negativ de�nit, es liegt also ein

striktes lokales Maximum vor. Den zugeh�origen Graphen zeigt Abbildung 11.2

(c) f : R2 → R, f(x, y) = (x + y)2 + 80x3. Der einzige kritische Punkt ist der Ur-

sprung. Wegen f(t,−t) = 80t3 liegt dort ein Sattel vor. Den zugeh�origen Gra-

phen zeigt Abbildung 11.3

(d) f : R2 → R, f(x, y) = (x + y)2 + 900x4. Der einzige kritische Punkt ist der

Ursprung. F�ur (x, y) ̸= 0 ist f(x, y) > 0; dies ist f�ur x ̸= 0 sofort klar, und

f�ur x = 0 gilt f(0, y) = y2. Also besitzt f ein striktes globales Minimum im

Ursprung.Den zugeh�origen Graphen zeigt Abbildung 11.4

(e) Es gibt kein Polynom der Form p(x, y) =
∑

|α|≥3 aαx
α1yα2 , so dass f(x, y) =

(x+ y)2 + p(x, y) im Ursprung ein lokales Maximum besitzt.

Beweis. F�ur die Funktion g(t) = f(0, t) = t2 + p(0, t) gelten g ′(0) = 0 und

g ′′(0) = 2. Also besitzt g in t = 0 ein striktes lokales Minimum.
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Teil II.

Gewöhnliche Differentialgleichungen
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12. Differentialgleichungen erster Ordnung

12.1 Definition. Sei U ⊆ R2 o�en und f : U→ R stetig. Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall

und φ : I → R di�erenzierbar. Wenn f�ur alle x ∈ I gilt (x,φ(x)) ∈ U und φ ′(x) =

f(x,φ(x)), so hei�t φ L�osung der Di�erentialgleichung

y ′ = f(x, y). (12.1)

Man bezeichnet (12.1) als explizite Di�erentialgleichung erster Ordnung.

Seien zus�atzlich noch x0 ∈ I und y0 ∈ R mit (x0, y0) ∈ U gegeben. Falls φ(x0) = y0,

so sagt man, dass φ die Anfangsbedingung

y(x0) = y0

erf�ullt. Man sagt dann auch, φ sei L�osung der Anfangswertaufgabe y ′ = f(x, y),

y(x0) = y0.

12.2 Beispiel. (a) Sei J ⊆ R ein o�enes Intervall und U = J × R. F�ur eine stetige
Funktion g : J→ R de�niere f(x, y) = g(x). Das bedeutet, dass die Di�erential-

gleichung y ′ = g(x) betrachtet wird. Ihre L�osungen sind die Stammfunktionen

von g.

(b) Sei U = R2 und sei f : U → R de�niert durch f(x, y) = y. Das bedeutet, dass

die Di�erentialgleichung y ′ = y betrachtet wird. Ihre L�osungen kennen wir aus

der Analysis I.

F�ur jedes c ∈ R ist φc(x) = cex eine L�osung, und andere L�osungen gibt es

nicht.

Die Graphen von φ1/2 und φ−1/5 zusammen mit dem Richtungsfeld der Di�e-

rentialgleichung zeigt Abbildung 12.1

12.3 Bezeichnung. Das Richtungsfeld einer expliziten Di�erentialgleichung erster Ord-

nung y ′ = f(x, y) mit f : U → R ist die Abbildung F : U → R2, (x, y) 7→ (1, f(x, y)).

Man verdeutlicht das Richtungsfeld, indem man an den Punkt (x, y) ein (kleines)

positives Vielfaches des Vektors (1, f(x, y)) als Pfeil anzeichnet.

Wenn φ : I→ R eine L�osung der Di�erentialgleichung ist, dann sind die Pfeile des

Richtungsfelds tangential an die L�osungskurve {(x,φ(x)) | x ∈ I}.
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12. Di�erentialgleichungen erster Ordnung
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Abbildung 12.1.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 12.2 (b)

12.4 Satz (Getrennte Variablen). Es seien I ⊆ R und J ⊆ R o�ene Intervalle,

f : I → R und g : J → R stetig mit g(y) ̸= 0 f�ur alle y ∈ J. Seien x0 ∈ I und

y0 ∈ J beliebig. Dann existiert ein o�enes Intervall I0 ⊆ I mit x0 ∈ I0, so dass

die Anfangswertaufgabe

y ′ = f(x)g(y), y(x0) = y0,

genau eine L�osung φ : I0 → R besitzt. Diese L�osung ist von der Form φ(x) =

G−1(F(x)), wobei

F(x) =

∫ x
x0

f(t)dt, G(y) =

∫y
y0

ds

g(s)
.

F�ur I0 kann jedes o�ene Intervall gew�ahlt werden, welches den Bedingungen

x0 ∈ I0 und F(I0) ⊆ G(J) gen�ugt.

Beweis. Da g(y) ̸= 0 f�ur alle y ∈ J, ist g entweder immer positiv oder immer negativ.

In jedem Fall ist G streng monoton und daher invertierbar mit di�erenzierbarer

Inverser. Speziell ist G(J) o�en in R. Da F stetig ist, ist F−1(G(J)) o�en. Wegen

F(x0) = 0 = G(y0) umfasst F−1(G(J)) also ein Intervall I0 mit x0 ∈ I0. Sei jetzt φ wie

in der Behauptung. Dann

φ ′(x) =
1

G ′(G−1(F(x)))
F ′(x) = g(φ(x))f(x).
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Sei nun ψ : I0 → R eine weitere L�osung der Anfangswertaufgabe. Dann

(G ◦ψ) ′(x) = G ′(ψ(x))ψ ′(x) =
1

g(ψ(x))
g(ψ(x))f(x) = f(x).

Daraus erh�alt man durch Integration unter Verwendung von G(y0) = 0

(G ◦ψ)(x) =

∫ x
x0

f(x)dx = F(x).

12.5 Beispiel. In U = R× R sei die Anfangswertaufgabe

y ′ = xe−y, y(0) = 1,

gegeben. Das bedeutet in der Notation von Satz 12.4

I = R, J = R, f(x) = x, g(y) = e−y, x0 = 0, y0 = 1.

Damit berechnen wir

F(x) =

∫ x
x0

f(t) dt =

∫ x
0

t dt =
x2

2

und

G(y) =

∫y
y0

ds

g(s)
=

∫y
1

es ds = ey − e.

G−1(F(x)) ist die L�osung der Gleichung G(y) = F(x), also von ey − e = x2

2
. Daher

φ(x) = G−1(F(x)) = log

(
x2

2
+ e

)
.

Jetzt muss noch der De�nitionsbereich von φ angegeben werden. Es gelten G(J) =

]−e,∞[ und F(R) = [0,∞[. F�ur I0 = R gilt also F(I0) ⊆ G(J). Daher ist die eindeutige
L�osung der Di�erentialgleichung gegeben durch

φ : R → R, φ(x) = log

(
x2

2
+ e

)
.

Graph und Richtungsfeld dieser L�osung zeigt Abbildung 12.2.

12.6 Beispiel. In U = R2 betrachten wir die Di�erentialgleichung

y ′ = y2.

In der Situation des Satzes �uber getrennte Variable hat man also f(x) = 1 und

g(y) = y2. Setzt man I = R und J = ]0,∞[, so ist g nullstellenfrei. F�ur gegebene

Anfangsdaten (x0, y0) ∈ I× J erhalten wir

F(x) =

∫ x
x0

dt = x− x0 und G(y) =

∫y
y0

ds

s2
=
1

y0
−
1

y
.

53



12. Di�erentialgleichungen erster Ordnung
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Abbildung 12.2.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 12.5

Um G−1(F(x)) zu bestimmen, m�ussen wir die Gleichung

1

y0
−
1

y
= x− x0

nach y aufl�osen. Ihre L�osung ist

φ(x) =
y0

1− y0(x− x0)
.

Der Nenner hat eine Nullstelle bei x0 +
1
y0
. Wegen y0 > 0 liegt diese Stelle rechts

von x0. Wir erhalten also folgende L�osung der Anfangswertaufgabe

φ :

]
−∞, x0 + 1

y0

[→ R, φ(x) =
y0

1− y0(x− x0)
.

Falls dagegen y0 < 0 gilt, so muss J = ]−∞, 0[ gew�ahlt werden. Die Rechnung ist

dieselbe, aber die Nullstelle des Nenners liegt nun links von x0 und man erh�alt die

L�osung

φ :

]
x0 +

1

y0
,∞[→ R, φ(x) =

y0

1− y0(x− x0)
.

Im Falle y0 = 0 ist der Satz �uber die getrennten Variablen nicht anwendbar. Man

sieht die L�osung φ ≡ 0.
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Abbildung 12.3.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 12.6

Die Graphen der L�osungen der Anfangswertaufgaben zu x0 = 1 und y0 =

−2,−1, 0, 1, 2 zeigt Abbildung 12.3.

Die L�osung ist eindeutig im folgenden Sinn: Wenn es ein Interall I0 mit x0 ∈ I0
und L�osungen φj : I0 → R, j = 1, 2, der Anfangswertaufgabe gibt, so gilt φ1 =

φ2. Wir nehmen zum Widerspruch an, dass es ein ξ mit φ1(ξ) ̸= φ2(ξ) gibt. Wir

behandeln den Fall, dass ξ > x0. Dann sei x1 = sup {x > x0|φ1(x) = φ2(x)}. Wegen

der Stetigkeit der L�osungen gilt φ1(x1) = φ2(x1) =: y1. Daher l�osen φ1 und φ2 die

Anfangswertaufgabe mit den Anfangsdaten (x1, y1). Falls y1 ̸= 0, so haben wir einen

Widerspruch zum Satz �uber getrennte Variable. Also y1 = 0. Da φ1 und φ2 nicht

beide die Nullfunktion sein k�onnen, gibt es x2 > x1 in I0 mit, sagen wir, φ2(x2) ̸= 0.
Wir haben aber nachgerechnet, dass es keine L�osung gibt, die sowohl den Wert 0 als

auch von Null verschiedene Werte annimmt.

Bemerkung. Es gibt zwei typische Fragestellungen:

• Alle L�osungen einer Anfangswertaufgabe werden gesucht.

• Die L�osungsgesamtheit einer Di�erentialgleichung wird gesucht. Das sind alle

L�osungen von allen m�oglichen Anfangswertaufgaben.

12.7 Satz (Verheftungslemma). Es sei U ⊆ R2 o�en und f : U → R stetig. Es

seien I und J zwei Intervalle und φ : I → R und ψ : J → R zwei L�osungen der
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12. Di�erentialgleichungen erster Ordnung
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Abbildung 12.4.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 12.8

Di�erentialgleichung y ′ = f(x, y). Es gelte au�erdem sup I = inf J =: x0 und

limx↗x0 φ(x) = limx↘x0 ψ(x) =: y0. Dann wird durch

ρ(x) =


φ(x), x ∈ I,
y0, x = x0,

ψ(x), x ∈ J,

eine L�osung von y ′ = f(x, y) gegeben.

Beweis. Sei x < x0. Wegen des Mittelwertsatzes der Analysis I gibt es ξ ∈ ]x, x0[ mit

ρ(x) − ρ(x0)

x− x0
= ρ ′(ξ) = φ ′(ξ) = f(ξ,φ(ξ)) → f(x0, y0) = f(x0, ρ(x0)), x↗ x0.

F�ur x > x0 argumentiert man analog.

12.8 Beispiel. Sei U = R2 und f(x, y) = 3y 2
3 . Gesucht ist die L�osungsgesamtheit der

Di�erentialgleichung

y ′ = 3 3
√
y2.

Wir verwenden nun die Leibniz-Notation

dy

dx
= 3 3
√
y2.
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Wir bringe alle Terme in y auf die linke Seite und gehen zur Stammfunktion �uber∫
y−2/3dy =

∫
3dx,

also

3y1/3 = 3x+ C.

L�ose nach y auf

y = (x− c)3,

wobei c = −C/3 (aus Bequemlichkeit).

F�ur c ∈ R sei φc : R → R de�niert durch φc(x) = (x− c)3. F�ur a, b ∈ R∪ {−∞,∞}

mit a ≤ b setze

φa,b(x) =


φa(x), f�ur x ≤ a,
0, f�ur a < x < b,

φb(x), f�ur x ≥ b.

Wegen des Verheftungslemmas 12.7 ist φa,b di�erenzierbar und eine L�osung der Dif-

ferentialgleichung. Jede Anfangswertaufgabe besitzt also unendlich viele L�osungen.

Da alle L�osungen monoton wachsen, gibt es auch nicht noch mehr.

Die Graphen von φ0,0 und φ−2,1 zusammen mit dem Richtungsfeld der Di�erenti-

algleichung zeigt Abbildung 12.4
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13. Der Satz von Picard-Lindelöf

In diesem Abschnitt wird der Satz von Picard-Lindel�of formuliert. Der Beweis folgt

in Paragraph 19 der Vorlesung.

13.1 Definition. Sei U ⊆ R × Rn o�en und seien f1, . . . , fn : U → R stetig. Sei I ⊆ R
ein o�enes Intervall und seien φ1, . . . , φn : I → R di�erenzierbar. Wenn f�ur alle

x ∈ I sowohl (x,φ1(x), . . . , φn(x)) ∈ U als auch φ ′
i(x) = fi(x,φ1(x), . . . , φn(x)) f�ur

i = 1, . . . , n gelten, dann ist das Tupel (φ1, . . . , φn) eine L�osung des expliziten Dif-

ferentialgleichungssystems erster Ordnung.

y ′
1 = f1(x, y1, . . . , yn)

...

y ′
n = fn(x, y1, . . . , yn).

(13.1)

Daf�ur schreibt man meist einfacher y ′ = f(x, y)mit der Interpretation f = (f1, . . . , fn)

und φ = (φ1, . . . , φn).

13.2 Definition. Seien (X, d) und (Y, d)metrische R�aume und f : X→ Y eine Abbildung.

(a) f hei�t Lipschitz-stetig, wenn es ein L ≥ 0 gibt mit d(f(a), f(b)) ≤ Ld(a, b)

f�ur alle a, b ∈ X.

(b) f hei�t lokal Lipschitz-stetig in x0 ∈ X, wenn es eine Umgebung U von x0 gibt,

so dass die Einschr�ankung f|U Lipschitz-stetig ist.

13.3 Bemerkung. (a) Lipschitz-stetige Abbildungen sind lokal Lipschitz-stetig und

lokal Lipschitz-stetige Abbildungen sind stetig.

(b) C1-Abbildungen sind lokal Lipschitz-stetig. Das ergibt sich sofort aus dem Mit-

telwertsatz.

(c) F�ur a > 0 ist die Funktion x 7→ |x|a genau dann lokal Lipschitz-stetig, wenn

a ≥ 1.

Beweis. F�ur 0 < a < 1 gilt |f(x) − f(0)| = |x|a = |x|a−1|x − 0|. F�ur a < 1 ist

der Faktor vor |x− 0| unbeschr�ankt.

F�ur a = 1 verwenden wir die umgekehrte Dreiecksungleichung ||x| − |y|| ≤
|x− y|. F�ur a > 1 ist f von der Klasse C1.
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13. Der Satz von Picard-Lindel�of

13.4 Definition. Seien X, Y und Z metrische R�aume, sei U ⊆ X× Y, und sei f : U→ Z

eine Abbildung.

(a) f hei�t Lipschitz-stetig im zweiten Argument, wenn es ein L ≥ 0 gibt, so dass

d(f(x, y1), f(x, y2)) ≤ Ld(y1, y2) f�ur alle (x, y1), (x, y2) ∈ U.

(b) f hei�t lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument, wenn es zu jedem Paar

(x0, y0) ∈ U eine Umgebung V gibt, so dass f|V Lipschitz-stetig im zweiten

Argument ist.

13.5 Bemerkung. Sei U ⊆ Rm × Rn o�en und f : U → Rk. Wir schreiben die

Elemente von U als (x, y) = (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn). Wenn die partiellen Ableitun-

gen ∂f
∂y1
, . . . , ∂f

∂yn
existieren und stetige Funktionen von (x, y) sind, dann ist f lokal

Lipschitz-stetig im zweiten Argument.

13.6 Theorem (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindel�of). Sei U ⊆
R × Rn o�en, sei f : U → R stetig (in beiden Argumenten) und lokal Lipschitz-

stetig im zweiten Argument, und sei (x0, y0) ∈ U. Dann existieren ein o�enes

Intervall I mit x0 ∈ I und eine L�osung φ : I → Rn der Di�erentialgleichung

y ′ = f(x, y) mit folgenden Eigenschaften

(a) φ(x0) = y0.

(b) Ist ψ : J → Rn ebenfalls eine L�osung der Di�erentialgleichung y ′ = f(x, y)

mit ψ(x0) = y0, so gelten J ⊆ I und ψ = φ|J.

Beweis. Dieser Beweis wird auf das Ende der Vorlesung verschoben.

13.7 Beispiel. Die Funktion f(x, y) = 3 3
√
y2 aus Beispiel 12.8 erf�ullt die Vorausset-

zungen des Satzes von Picard-Lindel�of nicht. In der Tat haben wir Anfangswertauf-

gaben gefunden, deren L�osung nicht eindeutig ist.

Die Funktion f(x, y) = y2 aus Beispiel 12.6 erf�ullt dagegen die Voraussetzungen des

Satzes. Wir hatten die Eindeutigkeit bereits aus dem Satz �uber getrennte Variablen

erhalten.

13.8 Satz (Existenzsatz von Peano). Sei U ⊆ R×Rn o�en, sei f : U→ Rn stetig, und
sei (x0, y0) ∈ U. Dann existiert eine L�osung φ : I→ Rn der Di�erentialgleichung
y ′ = f(x, y) mit y(x0) = y0.

Den Existenzsatz von Peano werden wir in dieser Vorlesung nicht beweisen. Einen

Beweis �ndet man beispielsweise in dem Bucha \Gew�ohnliche Di�erentialgleichun-

gen" von Walter.
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13.9 Definition. Sei U ⊆ R × Rn o�en, sei f : U → R stetig. Ferner sei I ein o�e-

nes Intervall und sei φ : I → R n-mal di�erenzierbar. Wenn f�ur alle x ∈ I sowohl

(x,φ(x), φ ′(x), . . . , φ(n−1)(x)) ∈ U als auch φ(n)(x) = f(x,φ(x), φ ′(x), . . . , φ(n−1)(x))

gelten, dann ist φ eine L�osung der expliziten Di�erentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f(x, y, y ′, . . . , y(n−1)).

Gelten f�ur φ au�erdem noch φ(x0) = y0, φ
′(x0) = y1, . . . , φ

(n−1)(x0) = yn−1 f�ur

gegebene Werte (x0, y0, y1, . . . , yn−1) ∈ U, so l�ost φ die Anfangswertaufgabe

y(n) = f(x, y, y ′, . . . , y(n−1)), y(x0) = y0, . . . , y
(n−1)(x0) = yn−1.

13.10 Satz. F�ur f wie oben de�nieren wir F : U→ Rn durch

F(x, y0, y1, . . . , yn−1) = (y1, . . . , yn−1, f(x, y0, y1, . . . , yn−1)).

Mit Y = (y0, y1, . . . , yn−1) lautet das Di�erentialgleichungssystem Y ′ = F(x, Y)

ausgeschrieben

y ′
0 = y1

y ′
1 = y2
...

y ′
n−2 = yn−1

y ′
n−1 = f(x, y0, . . . , yn−1).

Daher gelten

(a) Ist φ eine L�osung der Di�erentialgleichung y(n) = f(x, y, y ′, . . . , y(n−1)), so

ist Φ = (φ,φ ′, . . . , φ(n−1)) eine L�osung des Di�erentialgleichungssystems

Y ′ = F(x, Y).

(b) Ist Φ = (φ0, φ1, . . . , φn−1) eine L�osung von Y ′ = F(x, Y), so ist φ0 eine

L�osung von y(n) = f(x, y, y ′, . . . , y(n−1)).

13.11 Beispiel (Harmonischer Oszillator). : F�ur ω > 0 betrachten wir die Di�e-

rentialgleichung zweiter Ordnung y ′′ = −ω2y mit der Anfangsbedingung y(0) = 1,

y ′(0) = 0. Wir haben also U = R3 und f(x, y, y ′) = −ω2y. Solche Di�erentialglei-

chungen werden wir sp�ater genauer betrachten. Die L�osung dieser Anfangswertauf-

gabe l�asst sich sofort erraten: φ(x) = cos(ωx).

Wir �ubersetzen die Di�erentialgleichung wie folgt in ein System erster Ordnung:

Der Vektor im R2 hei�t Y =
(
Y0
Y1

)
. Die zugeh�orige Di�erentialgleichung ist Y ′ =

F(x, Y) mit

F(x, Y) =

(
Y1

−ω2Y0

)
.
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13. Der Satz von Picard-Lindel�of

Die Anfangsbedingung ist Y(0) = ( 10 ). Die oben angegebene L�osung �ubersetzt sich

zu

Φ(x) =

(
cos(ωx)

−ω sin(ωx)

)
.

Diese Technik wird haupts�achlich benutzt, um Existenz- und Eindeutigkeitss�atze

f�ur Di�erentialgleichungen h�oherer Ordnung auf die entsprechenden S�atze f�ur Di�e-

rentialgleichungssysteme erster Ordnung zur�uckzuf�uhren.

13.12 Korollar (Existenz- und Eindeutigkeitssatz f�ur Di�erentialgleichungen h�oherer

Ordnung). Sei U ⊆ R × Rn o�en, sei f : U → R stetig und lokal Lipschitz-stetig

im zweiten Argument. Sei (x0, y0, . . . , yn−1) ∈ U. Dann existiert eine L�osung

φ : I→ R der Di�erentialgleichung

y(n) = f(x, y, y ′, . . . , y(n−1))

mit

(a) φ(x0) = y0, φ
′(x0) = y1, . . . , φ

(n−1)(x0) = yn−1.

(b) Ist ψ : J→ R eine L�osung mit ψ(k)(x0) = yk f�ur k = 0, . . . , n−1, so ist J ⊆ I
und ψ = φ|J.

13.13 Beispiel. (a) Die L�osung φ(x) = cos(ωx) ist die einzige L�osung der An-

fangswertaufgabe y ′′ = −ω2y, y(0) = 1, y ′(0) = 0.

(b) Die Gleichung des mathematischen Pendels ist

y ′′ = −ω2 sin(y).

Aus dem Korollar 13.12 folgt f�ur jede Anfangswertaufgabe die Existenz einer

eindeutigen L�osung der Pendelgleichung. Diese l�asst sich aber nicht geschlossen

ausdr�ucken.
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14. Lineare Differentialgleichungen

Mit K ist nachfolgend entweder R oder C gemeint.

14.1 Definition. Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall, A : I → Kn×n und b : I → Kn sei-

en stetige Abbildungen. De�niere f : I × Kn → Kn durch f(x, y) = A(x)y + b(x).

Dann bezeichnet man y ′ = f(x, y) als lineares Di�erentialgleichungssystem erster

Ordnung. Ist dabei b(x) = 0 f�ur alle x ∈ I, so ist das System homogen.

14.2 Satz. Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall, A : I → Kn×n und b : I → Kn seien

stetige Abbildungen. Sei (x0, y0) ∈ I×Kn. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe

y ′ = A(x)y+ b(x), y(x0) = y0, eine eindeutig bestimmte L�osung φ : I→ Kn.

Beweis. Das ist eine Versch�arfung des lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes.

Genau wie diesen werden wir sie gegen Ende des Semesters beweisen. Die Versch�arfung

gegen�uber dem Satz von Picard-Lindel�of besteht darin, dass der De�nitionsbereich

der L�osung gleich I ist.

14.3 Satz. Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall und sei A : I → Kn×n eine stetige Ab-

bildung. Die L�osungsgesamtheit des homogenen Di�erentialgleichungssystems

y ′ = A(x)y bildet einen Untervektorraum des K-Vektorraums aller stetigen Ab-

bildungen I→ Kn.

14.4 Satz (Homogene lineare Di�erentialgleichung). Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall,

sei a : I → R stetig. Sei (x0, y0) ∈ I × R. Dann existiert genau eine L�osung

φ : I→ R von y ′ = a(x)y mit φ(x0) = y0. Diese L�osung hat die Form

φ(x) = y0 exp

(∫ x
x0

a(t)dt

)
.

Beweis. Entweder durch Ansatz φ(x) = exp(g(x)) oder mit der Methode der ge-

trennten Variablen.

14.5 Beispiel. Bestimme die L�osungsgesamtheit der Di�erentialgleichung

y ′ =
y

2
√
x
, x ∈ I = ]0,∞[, y ∈ R.

Dann a(x) = 1
2
√
x
und ∫

a(x)dx =

∫
1

2
√
x
dx =

√
x.
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14. Lineare Di�erentialgleichungen
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Abbildung 14.1.: Richtungsfeld und L�osungskurve zu Beispiel 14.5

.

Alle L�osungen der Di�erentialgleichung sind von der Form

φ(x) = C exp
(√
x
)
, C ∈ R.

Nun sei die L�osung gesucht, welche der Anfangsbedingung y(1) = 1 gen�ugt. Das

bedeutet 1 = C exp(1), also C = 1
e
. Das Richtungsfeld und diese L�osung zeigt Abbil-

dung 14.1.

14.6 Satz (Methode der Variation der Konstanten). Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall,

seien a, b : I→ R stetig. De�niere f : I×R → R durch f(x, y) = a(x)y+ b(x). Sei

(x0, y0) ∈ I×R. Dann existiert genau eine L�osung ψ : I→ R von y ′ = a(x)y+b(x)

mit ψ(x0) = y0. Diese L�osung hat die Form

ψ(x) = φ(x)

(
y0 +

∫ x
x0

b(t)

φ(t)
dt

)
,

wobei φ die L�osung der homogenen Di�erentialgleichung y ′ = a(x)y mit der

Anfangsbedingung φ(x0) = 1 ist.

Beweis. Setze ψ(x) = C(x)φ(x), dann ψ ′(x) = C ′(x)φ(x) + a(x)ψ(x). Also ψ ′(x) =

a(x)ψ(x) + b(x) genau dann, wenn C ′(x)φ(x) = b(x).

Bemerkung. Die allgemeine L�osung einer inhomogenen linearen Di�erentialgleichung

besteht aus der allgemeinen L�osung der zugeh�origen homogenen Di�erentialgleichung

plus einer speziellen L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung.
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14.7 Beispiel. Wir suchen die L�osungsgesamtheit der linearen, inhomogenen Di�e-

rentialgleichung

y ′ =
y− 1

2
√
x
, x ∈ I := ]0,∞[, y ∈ R.

Die L�osungsgesamtheit der zugeh�origen homogenen Di�erentialgleichung kennen wir

schon aus Beispiel 14.5. Es handelt sich um alle Vielfachen von φ(x) = exp
(√
x
)
. Mit

Satz 14.6 bestimmen wir eine spezielle L�osung der inhomogenen Gleichung, n�amlich

φi(x) = φ(x)

∫
−1

2
√
x exp

(√
x
)dx = e√x ∫ −1

exp(u)
du = e

√
x exp(−u)

= e
√
x exp

(
−
√
x
)
= 1.

Die allgemeine L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung ist also von der Form

ψ(x) = C exp
(√
x
)
+ 1, C ∈ R.

Will man nun eine Anfangswertaufgabe wie etwa y(1) = 1
2
l�osen, so muss man C

entsprechend anpassen. In diesem Fall ergibt sich C = − 1
2e
. Abbildung 14.2 zeigt die

L�osungen der Anfangswertaufgaben y(1) = 1
2
, y(1) = 1 und y(1) = 3

2
.

Ich wiederhole den Begri� der Basis aus der Linearen Algebra.

14.8 Definition. Ein Tupel (b1, . . . , bn) in einem K-Vektorraum V ist eine Basis von V,

wenn die folgenden beiden Bedingungen erf�ullt sind

(a) (b1, . . . , bn) ist linear unabh�angig, das hei�t, dass aus
∑n

j=1 λjbj = 0 bereits

λ1 = · · · = λn = 0 folgt.

(b) (b1, . . . , bn) ist ein Erzeugendensystem von V, das hei�t, dass es zu jedem

v ∈ V Skalare λ1, . . . , λn ∈ K gibt, so dass v =
∑n

j=1 λjbj.

In der Linearen Algebra I wird gezeigt, dass alle Basen eines Vektorraums die glei-

che Anzahl an Elementen haben. Diese Anzahl ist die Dimension des Vektorraums.

Ferner wird dort folgendes gezeigt:

14.9 Theorem. Es sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und es seien b1, . . . , bn ∈
V. Dann sind gleichwertig

(a) (b1, . . . , bn) ist eine Basis von V.

(b) (b1, . . . , bn) ist linear unabh�angig.

(c) (b1, . . . , bn) ist ein Erzeugendensystem von V.

Den Zusammenhang zwischen Basen im Kn und Determinanten liefert der folgende

Satz aus der Linearen Algebra I.
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14. Lineare Di�erentialgleichungen
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Abbildung 14.2.: Richtungsfeld und L�osungskurve zu Beispiel 14.7

14.10 Satz. F�ur eine Matrix A ∈ Kn×n sind �aquivalent

(a) detA ̸= 0.

(b) Die Spalten von A bilden eine Basis des Kn.

(c) Die Zeilen von A bilden eine Basis des Kn.

14.11 Satz. Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall und sei A : I → Kn×n eine stetige

Abbildung. Sei

L = {φ : I→ Kn | φ ′(x) = A(x)φ(x)}

die L�osungsgesamtheit des homogenen Di�erentialgleichungssystems.

F�ur φ1, φ2, . . . , φn ∈ L sind �aquivalent

(a) (φ1, . . . , φn) ist eine Basis von L.

(b) F�ur jedes x0 ∈ I ist (φ1(x0), . . . , φn(x0)) eine Basis des Kn.

(c) Es gibt ein x0 ∈ I, so dass (φ1(x0), . . . , φ
n(x0)) eine Basis des Kn ist.
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Insbesondere hat die L�osungsgesamtheit des homogenen Di�erentialgleichungs-

systems die Dimenion n.

Beweis. (a) =⇒ (b): Weil der Kn die Dimension n hat, gen�ugt es zu zeigen, dass

(φ1(x0), . . . , φ
n(x0)) linear unabh�angig ist. Sei dazu

n∑
j=1

λjφ
j(x0) = 0.

Setze ψ(x) =
∑n

j=1 λjφ
j(x). Dann ψ ∈ L. In der Tat l�ost ψ die Anfangswertaufgabe

y ′ = A(x)y, y(x0) = 0. Da die L�osung der Anfangswertaufgabe eindeutig ist, folgt

ψ = 0. Aus Voraussetzung (a) folgt λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.

(b) =⇒ (c): klar

(c) =⇒ (a): Es ist nur noch zu zeigen, dass (φ1, . . . , φn) ein Erzeugendensystem

von L ist. Sei dazu ψ ∈ L beliebig. Setze y0 = ψ(x0). Dann ist ψ die eindeutige

L�osung der Anfangswertaufgabe y ′ = Ay, y(x0) = y0.

Andererseits ist aber (φ1(x0), . . . , φ
n(x0)) eine Basis des Kn. Es existieren daher

λ1, . . . , λn ∈ Kn, so dass y0 =
∑n

j=1 λjφ
j(x0). F�ur diese Wahl der λj l�ost φ(x) =∑n

j=1 λjφj die obige Anfangswertaufgabe. Wegen der Eindeutigkeit der L�osung gilt

φ = ψ.

14.12 Definition. Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall und sei A : I → Kn×n eine stetige

Abbildung. Sei

L = {φ : I→ Kn | φ ′(x) = A(x)φ(x)}

die L�osungsgesamtheit des homogenen Di�erentialgleichungssystems. Jede Basis

(φ1, . . . , φn) von L bezeichnet man als Fundamentalsystem des Di�erentialglei-

chungssystems y ′ = A(x)y.

F�ur φ1, . . . , φn ∈ L bezeichnet man det(φ1, . . . , φn) als Wronski-Determinante.

14.13 Bemerkung. Die L�osungen φ1, . . . , φn bilden genau dann ein Fundamental-

system, wenn ihre Wronski-Determinante W(x) f�ur mindestens ein x ∈ I nicht ver-
schwindet. In diesem Fall verschwindet W(x) f�ur kein x ∈ I.

14.14 Beispiel.

y ′
1 = y2

y ′
2 = −y1

Zwei L�osungen sind gegeben durch

φ1(x) =

(
sin x

cos x

)
und φ2(x) =

(
cos x

− sin x

)
.

Ihre Wronski-Determinante ist gleich −1. Daher ist (φ1, φ2) ein Fundamentalsystem.
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14. Lineare Di�erentialgleichungen

14.15 Beispiel. Wir bestimmen ein Fundamentalsystem f�ur das Di�erentialglei-

chungssystem
y ′
1 = xy2 − y1

y ′
2 = 2y2.

(14.1)

In Matrixschreibweise hat die Di�erentialgleichung die Gestalt(
y ′
1

y ′
2

)
=

(
−1 x

0 2

)(
y1
y2

)
.

Die allgemeine L�osung schreiben wir als Vektor ( φ1
φ2

). Dann φ2(x) = C2e
2x, und φ1

ist eine L�osung der inhomogenen linearen Di�erentialgleichung

y ′
1 = −y1 + C2xe

2x. (14.2)

Eine L�osung der zu (14.2) geh�origen homogenen Gleichung ist φ1,h(x) = e−x. Nach

der Formel �uber die Variation der Konstanten erh�alt man dann die folgende spezielle

L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung

φ1,i(x) = e
−x

∫
C2xe

2x

e−x
dx = C2e

−x

∫
xe3x dx = C2e

−x

(
x

3
e3x −

1

9
e3x
)
.

Die L�osungsgesamtheit von (14.1) ist also{(
C1e

−x + C2
(
x
3
− 1

9

)
e2x

C2e
2x

)∣∣∣∣∣C1, C2 ∈ R

}
.

Ein Fundamentalsystem ist

Φ(x) =

(
e−x

(
x
3
− 1

9

)
e2x

0 e2x

)
.

Seine Wronski-Determinante betr�agt ex.

14.16 Definition. Ein komplexer normierter Raum besteht aus einem C-Vektorraum V
und einer Abbildung V → R, v 7→ ∥v∥, mit

(a) ∥v∥ ≥ 0 f�ur alle v ∈ V.

(b) ∥v∥ = 0 dann und nur dann, wenn v = 0.

(c) ∥αv∥ = |α|∥v∥ f�ur alle α ∈ C, v ∈ V.

(d) ∥v+w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥ f�ur alle v,w ∈ V.

14.17 Beispiel. Auf Cn gebr�auchliche Normen sind

∥z∥1 = |z1|+ · · ·+ |zn|,

∥z∥2 =
√

|z1|2 + · · ·+ |zn|2,
∥z∥∞ = max{|z1|, . . . , |zn|}.
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Man kann jeden komplexen normierten Raum auch als reellen normierten Raum

au�assen. Daher sind je zwei Normen ∥·∥ und ||| · ||| auf dem Cn �aquivalent.

14.18 Beispiel. Es sei X ein metrischer Raum. Der Raum Cb(X,C) aller beschr�ankten,
stetigen Funktionen f : X → C ist ein komplexer normierter Raum, wenn man ihn

mit der Norm

∥f∥∞ = sup
x∈X

|f(x)|

versieht.

Aus der Linearen Algebra ist der folgende Satz bekannt:

14.19 Satz (Cramersche Regel). Sei K ein K�orper. F�ur A ∈ Kn×n mit det(A) ̸= 0

gilt

A−1 =
1

det(A)
Ã,

wobei Ã eine n × n-Matrix ist, die aus geeigneten Unterdeterminanten von A

besteht.

14.20 Bemerkung. Im Falle n = 2 lautet die Cramersche Regel(
a b

c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
.

14.21 Bezeichnung. Mit GLn(K) ⊆ Kn×n werde die Gruppe aller invertierbarer n×n-
Matrizen bezeichnet.

14.22 Satz. Der Kn×n sei mit einer beliebigen Matrixnorm versehen. Dann ist

GLn(K) o�en und die Abbildung

T : GLn(K) → GLn(K), A 7→ A−1,

ist stetig.

Beweis. Verwende detA =
∑

σ∈Sn signum(σ)
∏n

j=1 aj,σ(j) und die Cramersche Regel.

Bemerkung. Wir hatten in Beispiel 7.15 sogar schon die Di�erenzierbarkeit von T

gezeigt. Daraus folgt die Stetigkeit nat�urlich auch.

14.23 Lemma. Es sei I ⊆ R ein o�enes Intervall und es seien A : I → Km×n und

B : I → Kk×m di�erenzierbare Abbildungen. Dann ist B ◦ A : I → Kk×n, x 7→
B(x) ◦A(x), di�erenzierbar mit (B ◦A) ′(x) = B ′(x) ◦A(x) + B(x) ◦A ′(x).
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14. Lineare Di�erentialgleichungen

Beweis. Sei C(x) = B(x) ◦A(x). Wir betrachten aus Bequemlichkeit nur c1,1.

c1,1(x) =

m∑
j=1

b1,j(x)aj,1(x).

Also

c ′1,1(x) =

m∑
j=1

(b ′
1,j(x)aj,1(x) + b1,j(x)a

′
j,1(x)).

Das ist aber das (1, 1)-Element von B ′(x) ◦A(x) + B(x) ◦A ′(x).

14.24 Definition. Sei f : [a, b] → Rn stetig mit f(x) =

(
f1(x)

...
fn(x)

)
. Dann de�nieren wir das

Integral komponentenweise, also durch

∫b
a

f(x)dx =


∫b
a
f1(x)dx
...∫b

a
fn(x)dx

 .
14.25 Bemerkung. Aus dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralgleichung folgt

sofort
d

dx

∫ x
a

f(t) dt = f(x).

14.26 Satz. Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall, A : I → Kn×n und b : I → Kn seien

stetige Abbildungen. Sei L der L�osungsraum des homogenen Di�erentialglei-

chungssystems y ′ = A(x)y und sei ψ0 eine L�osung des inhomogenen Di�eren-

tialgleichungssystems y ′ = A(x)y + b(x). Dann ist die L�osungsgesamtheit des

inhomogenen Di�erentialgleichungssystems gleich ψ0 + L.

14.27 Satz (Variation der Konstanten). Sei L der L�osungsraum des homogenen

linearen Di�erentialgleichungssystems y ′ = A(x)y und sei φ1, . . . , φn eine Basis

von L. De�niert man die Matrix

Φ(x) =
(
φ1(x) φ2(x) . . . φn(x)

)
,

so wird eine L�osung des inhomogenen Di�erentialgleichungssystems y ′ = A(x)y+

b(x) gegeben durch

ψ(x) = Φ(x)u(x),

wobei

u(x) =

∫ x
x0

Φ−1(t)b(t)dt.

Beweis. Wegen der Cramerschen Regel ist Φ−1 : I → Kn×n eine stetige Abbildung.

Daher existiert das Integral. Nun beweist man die Formel durch Ableiten.
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14.28 Beispiel. Betrachte

y ′
1 = y2 + sin x

y ′
2 = −y1 + 2

Wir hatten bereits ein Fundamentalsystem f�ur das homogene Di�erentialgleichungs-

system ausgerechnet: Dieses f�uhrt zu

Φ(x) =

(
sin x cos x

cos x − sin x

)
.

Die Cramersche Regel ergibt Φ−1(x) = Φ(x) f�ur alle x. Damit erhalten wir

u(x) =

∫ (
sin x cos x

cos x − sin x

)
·

(
sin x

2

)
dx =

∫ (
sin2(x) + 2 cos(x)

sin(x) cos(x) − 2 sin(x)

)
dx

=

(
x
2
− 1

2
sin(x) cos(x) + 2 sin(x)
1
2
sin2(x) + 2 cos(x)

)
.

Daher ist

ψ(x) =

(
x
2
sin(x) + 2

x
2
cos(x) − 1

2
sin(x)

)
eine spezielle L�osung des inhomogenen Systems.

Bemerkung. Wenn man ein Fundamentalsystem kennt, dann kann man alle zu-

geh�origen inhomogenen Di�erentialgleichungssysteme mit der Methode der Variation

der Konstanten l�osen. Es gibt aber kein allgemeines Verfahren zur Bestimmung eines

Fundamentalsystems.

14.29 Definition. Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall, seien a0, . . . , an−1, b : I → K stetig.

Dann bezeichnet man

y(n) = a0(x)y+ a1(x)y
′ + · · ·+ an−1(x)y(n−1) + b(x) (14.3)

als lineare Di�erentialgleichung n-ter Ordnung. Ist b(x) = 0 f�ur alle x, so ist sie

homogen.

14.30 Satz. (a) Die L�osungsgesamtheit L von (14.3) mit b ≡ 0 ist ein n-dimensionaler

K-Vektorraum.

(b) φ1, . . . , φn ∈ L bilden genau dann eine Basis von L, wenn f�ur ein und

damit f�ur alle x ∈ I gilt W(x) ̸= 0, wobei

W(x) = det


φ1(x) φ2(x) . . . φn(x)

φ ′
1(x) φ ′

2(x) . . . φ ′
n(x)

...
...

...

φ
(n−1)
1 (x) φ

(n−1)
2 (x) . . . φ

(n−1)
n (x)


die Wronski-Determinante der Di�erentialgleichung ist.
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(c) Die L�osungsgesamtheit der inhomogenen Di�erentialgleichung (14.3) ist

gleich ψ+ L, wobei ψ eine L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung

ist.

(d) Jede Anfangsbedingung y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(n−1)(x0) = yn−1 besitzt

eine eindeutig bestimmte L�osung φ : I→ K.

14.31 Bemerkung (Variation der Konstanten). Der �Ubersetzungsmechanismus aus

Satz 13.10 erm�oglicht die Bestimmung einer speziellen L�osung der inhomogenen Dif-

ferentialgleichung, wenn man ein Fundamentalsystem f�ur die homogene Di�erential-

gleichung kennt.

Wir f�uhren das f�ur n = 2 im Detail aus. Gegeben sei also die Di�erentialgleichung

y ′′ = a0(x)y+ a1(x)y
′ + b(x). (14.4)

Das zugeh�orige System erster Ordnung ist

Y ′ = A(x)Y + B(x) (14.5)

mit

A(x) =

(
0 1

a0(x) a1(x)

)
und B(x) =

(
0

b(x)

)
.

Es sei (φ1, φ2) ein Fundamentalsystem f�ur die homogene Di�erentialgleichung (14.4).

Dann ist

Φ(x) =

(
φ1(x) φ2(x)

φ ′
1(x) φ ′

2(x)

)
ein Fundamentalsystem f�ur (14.5). Sei W(x) die zugeh�orige Wronski-Determinante.

Dann sagt die Cramersche Regel

Φ−1(x) =
1

W(x)

(
φ ′
2(x) −φ2(x)

−φ ′
1(x) φ1(x)

)
.

Eine L�osung des inhomogenen Di�erentialgleichungssystems (14.5) ist daher

Ψ(x) = Φ(x)

∫
Φ−1(x)B(x)dx = Φ(x)

∫
1

W(x)

(
−φ2(x)b(x)

φ1(x)b(x)

)
dx.

Die erste Komponente von Ψ(x) ist dann eine L�osung ψ(x) der inhomogenen Di�e-

rentialgleichung (14.4). Sie hat die Gestalt

ψ(x) = −φ1(x)

∫
φ2(x)b(x)

W(x)
dx+φ2(x)

∫
φ1(x)b(x)

W(x)
dx.

72



14.32 Beispiel. Wir betrachten die inhomogene, lineare Di�erentialgleichung

y ′′ =
6

x2
y+ 1.

Wir sehen zwei L�osungen der homogenen Gleichung, n�amlich φ1(x) = x
3 und φ2(x) =

1
x2
. Die Wronski-Determinante ist also

W(x) = det

(
x3 1

x2

3x2 − 2
x3

)
= −5.

Eine spezielle L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung wird folglich gegeben

durch

ψ(x) = −x3
∫
−1

5x2
dx+

1

x2

∫
−x3

5
dx = −

x3

5x
−

x4

20x2
= −

1

4
x2.

14.33 Bemerkung (D'Alembertsches Reduktionsverfahren). Wir betrachten die ho-

mogene lineare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung

y ′′ = a0(x)y+ a1(x)y
′.

Dann besteht jedes Fundamentalsystem aus zwei linear unabh�angigen L�osungen. Eine

L�osung φ1 ̸= 0 sei bekannt. Dann erlaubt das Reduktionsverfahren von d'Alembert,

auf einem Intervall, auf welchem φ1 nur positive Werte annimmt, eine linear un-

abh�angige L�osung φ2 zu bestimmen. Dazu macht man den Ansatz φ2 = uφ1 mit

einer zweimal di�erenzierbaren Funktion u. Man �ndet dann nach Einsetzen der

Di�erentialgleichung f�ur φ1

φ ′′
2 (x) = u

′′(x)φ1(x) + 2u
′(x)φ ′

1(x) + u(x)a0(x)φ1(x) + u(x)a1(x)φ
′
1(x)

und

a0(x)φ2(x) + a1(x)φ
′
2(x) = a0(x)u(x)φ1(x) + a1(x)u

′(x)φ1(x) + a1(x)u(x)φ
′
1(x).

Der Vergleich beider Ausdr�ucke f�uhrt durch Ausl�oschung der gef�arbten Terme auf

u ′′(x) = u ′(x)

(
a1(x) −

2φ ′
1(x)

φ1(x)

)
.

Das ist eine lineare Di�erentialgleichung erster Ordnung f�ur u ′. Ihre L�osungen sind

Vielfache von

u ′(x) =
1

φ21(x)
exp

(∫
a1(x)dx

)
.

14.34 Beispiel.

y ′′ = −4y ′ − 4y.

Exponentialansatz liefert eine L�osung, n�amlich φ1(x) = e−2x. Das d'Alembertsche

Reduktionsverfahren f�uhrt auf die Di�erentialgleichung u ′(x) = 1. Also φ2(x) =

xe−2x.

73





15. Jordansche Normalform

15.1 Definition. Eine Matrix A ∈ Cn×n hei�t diagonalisierbar, wenn Cn eine Basis aus
Eigenvektoren von A besitzt. Den C-Vektorraum der Eigenvektoren zum Eigenwert λ

bezeichne ich mit E(λ).

15.2 Bemerkung. (a) Eine Matrix A ∈ Cn×n mit Eigenwerten λ1, . . . , λm ist also

genau dann diagonalisierbar, wenn
∑m

j=1 dimE(λj) = n.

(b) Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

χA(z) = det(z id−A)

und die Eigenvektoren zum Eigenwert λ sind die L�osungen des linearen Glei-

chungssystems λx = Ax.

(c) Der Satz 10.4 �uber die Hauptachsentransformation sagt unter anderem aus,

dass jede reelle, symmetrische Matrix diagonalisierbar ist.

(d) �Uber einem K�orper, der nicht algebraisch abgeschlossen ist, hat das charakte-

ristische Polynom m�oglicherweise nicht genug Nullstellen. Deswegen arbeiten

wir �uber C.

(e) Die Matrix J = ( 0 10 0 ) besitzt das charakteristische Polynom χJ(z) = z2 und ist

nicht diagonalisierbar.

15.3 Beispiel. Das zur Di�erentialgleichung y ′′ = −4y ′ − 4y geh�orende System ist

Y ′ = AY mit

A =

(
0 1

−4 −4

)
.

Das charakteristische Polynom ist χA(z) = (z + 2)2. Wegen −2 id−A =
(
−2 −1
4 2

)
gilt

E(−2) = LH
({(

1
−2

)})
. Daher ist A nicht diagonalisierbar.

Es gilt aber (−2 id−A)2 = 0. Wir w�ahlen ein Element aus ker(−2 id−A)2 \E(−2),

sagen wir ( 11 ), so gilt (−2 id−A) ( 11 ) =
(
−3
6

)
∈ E(−2). Der Satz �uber die Jordansche

Normalform sagt aus, dass dies kein Zufall ist.
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15. Jordansche Normalform

15.4 Definition. F�ur λ ∈ C und m ∈ N ist der Jordan-Block de�niert durch

Jm(λ) =


λ 1 0 . . . 0

0 λ 1 0 . . . 0
...

...

0 . . . 0 λ 1

0 . . . 0 λ

 ∈ Cm×m.

15.5 Theorem (Jordan-Zerlegung). Es sei A ∈ Cn×n mit χA(z) =
∏ℓ

j=1(z− λj)
Mj mit

paarweise verschiedenen λj. F�ur j = 1, . . . , ℓ gibt es Zahlen kj und mj,1, . . . ,mj,kj ∈
N, sowie T ∈ GLn(C), so dass A = T J T−1, wobei J die folgende Blockdiagonal-

matrix ist

J =



Jm1,1
(λ1) 0 . . . 0

0 Jm1,2
(λ1) 0 . . .

...
. . .

...

0 Jm1,k1
(λ1) 0

0 Jm2,1
(λ2) 0

...
...

0 . . . 0 Jmℓ,kℓ
(λℓ)


.

Bemerkung. (a) A ist genau dann diagonalisierbar, wenn alle mj,i gleich 1 sind. In

diesem Fall bilden die Spalten von T eine Basis des Cn aus Eigenvektoren.

(b) In jedem Fall gilt
∑kj

i=1mj,i =Mj.

(c) Der Rang von A − λj id ist n −Mj + kj. Quadriert man A − λj id, so so sinkt

der Rang pro Jordan-Block der Gr�o�e ≥ 2 um eins, also ist Rang(A− λj id) −

Rang (A− λj id)
2 gleich der Anzahl der Jordan-Bl�ocke zum Eigenwert λj, die

mindestens die Gr�o�e 2 haben. Allgemein ist Rang(A− λj id)
m−1−Rang (A− λj id)

m

gleich der Anzahl der Jordan-Bl�ocke zum Eigenwert λj, die mindestens die

Gr�o�e m haben. Wir k�onnen also f�ur jedes m die Anzahl der Jordan-Bl�ocke

dieser Gr�o�e feststellen.

15.6 Bemerkung. Wir bestimmen T (unter der Annahme, dass wir Eigenwerte exakt

bestimmen k�onnen). Das geschieht f�ur die jeweiligen Eigenwerte unabh�angig vonein-

ander. Wir machen das also nur f�ur den ersten.

Aus der Bemerkung kennen wir die Gr�o�en aller Jordan-Bl�ocke zum Eigenwert λ1.

Der gr�o�te davon habe die Gr�o�e m. Zur Abk�urzung setzen wir B = A− λ1 id.

Wir w�ahlen ein vm ∈ kerBm mit Bm−1vm ̸= 0 und setzen vm−i = Bivm f�ur i =

0, . . . ,m − 1. Dann bilden v1, . . . vm die ersten m Spaltenvektoren von T und das

erste Blockdiagonalelement von J ist Jm(λ1).

Es sei nun p die Gr�o�e des zweitgr�o�ten Jordan-Blocks zum Eigenwert λ1. Wir

w�ahlen wp ∈ kerBp mit Bp−1wp ̸= 0, welches au�erdem noch linear unabh�angig
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zu den bereits bestimmten Spaltenvektoren von T ist, und setzen wp−i = Biwp f�ur

i = 0, . . . , p − 1. Dann bilden w1, . . . wp die n�achsten p Spaltenvektoren von T und

das zweite Blockdiagonalelement von J ist Jp(λ1). So fahren wir rekursiv fort, bis alle

Jordan-Bl�ocke konstruiert sind.

15.7 Beispiel. (a) F�urA =
(
0 1
−4 −4

)
ist B = A+2 id =

(
2 1
−4 −2

)
. Es gelten Rang(B) =

1 und Rang(B2) = 0. Es gibt also einen Jordan-Block der Gr�o�e 2 und sonst

nichts. Wir w�ahlen v2 = ( 10 ). Dann v1 = Bv2 =
(
2
−4

)
. Also(

0 1

−4 −4

)
=

(
2 1

−4 0

)(
−2 1

0 −2

)(
2 1

−4 0

)−1

.

(b) Wir betrachten ein aufw�andigeres Beispiel

A =


5 1 −4 −3

0 2 0 0

0 0 2 0

6 1 −7 −4

 .
Das charakteristische Polynom ist χA(z) = (z − 2)3(z + 1). Wir beginnen mit

dem Eigenwert 2. Es gelten

B = A− 2 id =


3 1 −4 −3

0 0 0 0

0 0 0 0

6 1 −7 −6

 und B2 =


−9 0 9 9

0 0 0 0

0 0 0 0

−18 0 18 18

 .
Also Rang(B) = 2 und Rang(B2) = 1. Es gibt also einen Jordan-Block der

Gr�o�e 2 und einen der Gr�o�e 1. Wir w�ahlen v2 ∈ kerB2 mit Bv2 ̸= 0, z. B.

v2 =

(
0
1
0
0

)
. Dann v1 = Bv2 =

(
1
0
0
1

)
. Der erste Jordan-Block ist abgearbeitet.

Der zweitgr�o�te hat die Gr�o�e 1. Wir ben�otigen eine Element aus kerB, welches

linear unabh�angig zu v1 ist. (Linear unabh�angig zu v2 ist es automatisch.) Wir

w�ahlen v3 =

(
1
1
1
0

)
.

Schlie�lich ben�otigen wir noch einen Eigenvektor zum Eigenwert−1. Wir w�ahlen

v4 =

(
1
0
0
2

)
. Dann


5 1 −4 −3

0 2 0 0

0 0 2 0

6 1 −7 −4

 =


1 0 1 1

0 1 1 0

0 0 1 0

1 0 0 2



2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 −1



1 0 1 1

0 1 1 0

0 0 1 0

1 0 0 2


−1

.
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16. Lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

16.1 Bemerkung. (a) Wie im vorigen Kapitel auch sei K = R oder K = C.

(b) Wenn die rechte Seite einer linearen Di�erentialgleichung nicht von x abh�angt,

dann spricht man von einem System mit konstanten Koef�zienten.

(c) Die L�osungen eines linearen Di�erentialgleichungssytems mit konstanten Koef-

�zienten sind auf ganz R erkl�art.

16.2 Definition. Sei V ein normierter Raum und sei (an)n∈N eine Folge in V.

(a) Die Reihe
∑∞

n=1 an hei�t konvergent, wenn die Folge
(∑N

n=1 an

)
N∈N

in V kon-

vergiert.

(b) Die Reihe
∑∞

n=1 an hei�t absolut konvergent, wenn die Reihe
∑∞

n=1∥an∥ in R
konvergiert.

16.3 Satz. In einem Banachraum ist jede absolut konvergente Reihe konvergent.

Beweis. Der Beweis ist w�ortlich derselbe wie der von Satz 6.12 der Analysis I.

16.4 Definition. In Kn×n bezeichne En die Einheitsmatrix. Wir setzen A0 = En f�ur jede

Matrix A ∈ Kn×n und de�nieren

expA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak. (16.1)

Man bezeichnet expA als Matrixexponential von A. Man schreibt auch expA = eA.

16.5 Satz. Die Exponentialreihe (16.1) konvergiert absolut.

16.6 Beispiel. (a) F�ur eine Diagonalmatrix

D =


d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · dn


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16. Lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koef�zienten

gilt

expD =


ed1 0 · · · 0

0 ed2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · edn

 .
(b)

exp

(
0 t

0 0

)
=

(
1 t

0 1

)
.

16.7 Lemma. F�ur A,B ∈ Kn×n mit AB = BA gilt eA+B = eAeB.

Beweis. Man zeigt zun�achst wie beim Beweis des Binomialsatzes aus der Analysis I

f�ur Matrizen A und B mit AB = BA

(A+ B)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k.

Man ben�otigt ebenfalls den Satz 6.23 der Analysis I �uber das Cauchy-Produkt. Auch

dieser Beweis kann w�ortlich �ubernommen werden. Damit ist der Beweis derselbe wie

im skalaren Fall:

exp(A) exp(B) =

( ∞∑
n=0

1

n!
An
)( ∞∑

n=0

1

n!
Bn
)

=

∞∑
n=0

cn,

wobei

cn =

n∑
k=0

1

k!(n− k)!
AkBn−k =

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k =

1

n!
(A+ B)n.

16.8 Satz. Sei f : R → Kn×n gegeben durch f(x) = exp(xA). Dann ist f di�eren-

zierbar mit f ′(x) = A exp(xA) f�ur alle x ∈ R.

Beweis.
1

h
(exp((x+ h)A) − exp(xA)) −A exp(xA)

=
1

h
(exp(hA) exp(xA) − exp(xA)) −A exp(xA)

=

(
1

h
(exp(hA) − En) −A

)
exp(xA).

Wir zeigen limh→0 1h(exp(hA) − En) − A = 0. Sei dazu ϵ > 0 beliebig vorgegeben.

Da f�ur die skalare Funktion f(t) = et∥A∥ gilt f ′(0) = ∥A∥, existiert δ > 0, so dass

| 1
t
(et∥A∥ − 1) − ∥A∥| < ϵ falls |t| < δ. Dann gilt f�ur alle h mit |h| < δ∥∥∥∥ 1h(exp(hA) − En) −A

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ ∞∑
n=2

hn−1

n!
An
∥∥∥∥ ≤ lim

N→∞
N∑
n=2

|h|n−1

n!
∥A∥n

=
1

|h|
(
e|h|∥A∥ − 1

)
− ∥A∥ < ϵ.
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16.9 Korollar. Ist A ∈ Kn×n, x0 ∈ R und y0 ∈ Kn, so ist die einzige L�osung der

Anfangswertaufgabe y ′ = Ay, y(x0) = y0, gegeben durch

φ(x) = e(x−x0)Ay0.

Beweis. Eindeutigkeit holen wir aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz f�ur li-

neare Di�erentialgleichungen.

16.10 Beispiel. Gegeben sei das Di�erentialgleichungssystem

y ′
1 = y2,

y ′
2 = 0,

zusammen mit der Anfangsbedingung y(1) =
(
2
−1

)
. In Matrixschreibweise lautet die

Di�erentialgleichung y ′ = Ay f�ur A = ( 0 10 0 ). Das Matrixexponential von A hatten wir

in Beispiel 16.6 bestimmt. Daher l�ost die folgende Funktion die Anfangswertaufgabe

φ(x) = e(x−1)A

(
2

−1

)
=

(
1 x− 1

0 1

)(
2

−1

)
=

(
3− x

−1

)
.

16.11 Lemma. F�ur jede Matrix M ∈ Kn×n und jede invertierbare Matrix T gilt

exp(TMT−1) = T exp(M)T−1.

16.12 Satz. Wenn A = TDT−1, dann bilden sowohl die Spalten von exp(xA) als

auch die Spalten von T exp(xD) jeweils ein Fundamentalsystem f�ur die homogene

Di�erentialgleichung y ′ = Ay.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist der Inhalt von Korollar 16.9. Der zweite

Teil folgt nun aus exp(xA) = exp(xTDT−1) = T exp(xD)T−1, denn die Multiplikation

von rechts mit einer invertierbaren Matrix ver�andert lediglich das Fundamentalsy-

stem.

16.13 Bemerkung. Insbesondere gilt: Wenn v ein Eigenvektor zum Eigenwert a ist,

dann ist eaxv eine L�osung der homogenen Di�erentialgleichung.

16.14 Beispiel. Berechne exp(xA) f�ur

A =

(
0 1

−1 0

)
.

Das charakteristische Polynom ist

det(xE2 −A) = x
2 + 1 = (x− i)(x+ i1).
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16. Lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koef�zienten

Also hat A die Eigenwerte ±i. L�osung der entsprechenden linearen Gleichungssyste-

me liefert uns Eigenvektoren

v1 =

(
−i

1

)
und v2 =

(
i

1

)
.

Daraus erhalten wir mit der Cramerschen Regel

T =

(
−i i

1 1

)
und T−1 =

1

2

(
i 1

−i 1

)
.

Mit

D =

(
i 0

0 −i

)
gilt dann A = TDT−1. Also

exp xA = T exp(xD)T−1 =
1

2

(
−i i

1 1

)(
eix 0

0 e−ix

)(
i 1

−i 1

)
=

(
cos x sin x

− sin x cos x

)
.

Das ist Fundamentalsystem aus Beispiel 14.14.

16.15 Beispiel.

exp

x
0 1 0

0 0 1

0 0 0


 =

1 x x2

2

0 1 x

0 0 1

 .
16.16 Satz. F�ur a ∈ C und n ∈ N sei

Jn(a) =



a 1 0 · · · 0 0

0 a 1 · · · 0 0

0 0 a · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · a 1

0 0 0 · · · 0 a


der Jordan-Block der Gr�o�e n zum Eigenwert a. Dann gilt

exp(xJn(a)) = e
ax


1 x x2

2
x3

3!
· · · xn−1

(n−1)!

0 1 x x2

2
· · · xn−2

(n−2)!
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · x

0 0 0 0 · · · 1



=


eax xeax x2

2
eax x3

3!
eax · · · xn−1

(n−1)!
eax

0 eax xeax x2

2
eax · · · xn−2

(n−2)!
eax

...
...

...
...

...

0 0 0 0 · · · xeax

0 0 0 0 · · · eax

 .
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16.17 Lemma. Das Matrixexponential einer Blockdiagonalmatrix A ist eine Block-

diagonalmatrix, deren Bl�ocke die Matrixexponentiale der Bl�ocke von A sind.

16.18 Beispiel. Gegeben sei das Di�erentialgleichungssystem

y ′
1 = 4y4,

y ′
2 = −y2,

y ′
3 = 6y2 + 2y3 + y4,

y ′
4 = −y1 + 4y4.

In Matrixschreibweise also y ′ = Ay mit

A =


0 0 0 4

0 −1 0 0

0 6 2 1

−1 0 0 4

 .
Das charakteristische Polynom von A ist χA(λ) = (λ−2)3(λ+1). Die Eigenr�aume von

2 und −1 sind jeweils eindimensional. Daher ist die Jordansche Normalform von A

gleich

J =


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 0

0 0 0 −1

 .
Um exp(xJ) zu bestimmen, schreiben wir J als Summe aus einer Diagonalmatrix und

einer kommutierenden nilpotenten Matrix, also J = D+N mit

D =


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 −1

 und N =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 .
Dann

exp(xD) =


e2x 0 0 0

0 e2x 0 0

0 0 e2x 0

0 0 0 e−x

 und exp(xN) =


1 x x2

2
0

0 1 x 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .
Also

exp(xJ) = exp(xD) ◦ exp(xN) =


e2x xe2x 1

2
x2e2x 0

0 e2x xe2x 0

0 0 e2x 0

0 0 0 e−x

 .
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16. Lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koef�zienten

Daraus kann man bereits ablesen: Jede Komponente einer beliebigen L�osung von

y ′ = Ay ist eine C-lineare Kombination der vier Funktionen e2x, xe2x, x2e2x und e−x.

Die Transformationsmatrix T , also eine Matrix mit A = T J T−1 bestimmt man zu
0 −2 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 2

0 −1 0 0

 .
Wegen Korollar 16.9 braucht man T−1 nicht zu kennen. Ein Fundamentalsystem wird

gegeben durch die Spalten von

T exp(xJ) =


0 −2e2x −2xe2x + e2x 0

0 0 0 −e−x

−e2x −xe2x −x2

2
e2x 2e−x

0 −e2x −xe2x 0

 .
Man kann also zu jeder Matrix das Matrixexponential ausrechnen, indem man die

Jordan-Zerlegung bestimmt. Alternativ ist es aber auch m�oglich, einen Ansatz unter

Ber�ucksichtigung des folgenden Satzes zu machen.

16.19 Satz. Sei A ∈ Cn×n mit paarweise verschiedenen, komplexen Eigenwerten

λ1, . . . , λk. Die algebraische Vielfachheit von λj sei αj, die geometrische sei γj.

Schlie�lich sei φ =

( φ1

...
φn

)
: R → Cn eine L�osung von y ′ = Ay. Dann ist jedes φj

eine komplexe Linearkombination der Funktionen

fj,ν : x 7→ xνeλjx, 1 ≤ j ≤ k, 0 ≤ ν ≤ αj − γj.

Beweis. Das gr�o�te Jordan-K�astchen J zum Eigenwert λj kann nicht mehr als αj−γj
Hauptvektoren enthalten, die keine Eigenvektoren sind. Also hat es h�ochstens αj −

γj + 1 Spalten. Die gr�o�te auftretende Potenz von x in exp(xJ) ist also αj − γj.

16.20 Beispiel.

y ′
1 = y1 + 2y2

y ′
2 = −2y1 + 5y2.

Dann

A =

(
1 2

−2 5

)
und χA(λ) = (λ− 3)2. Der Ansatz lautet nun

y1(x) = α1e
3x + α2xe

3x

y2(x) = α3e
3x + α4xe

3x.
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Wir erhalten

α2 = −2α1 + 2α3 und α4 = α2.

Das f�uhrt zu dem Fundamentalsystem

φ1(x) =

(
e3x − 2xe3x

−2xe3x

)
φ2(x) =

(
2xe3x

e3x + 2xe3x

)
.

16.21 Bemerkung. Wenn A reell ist, folgt aus Av = λv auch Av = λv. Besitzt A also

echt komplexe Eigenwerte und Eigenvektoren, so sind die jeweiligen komplex kon-

jugierten ebenfalls Eigenwerte und Eigenvektoren. Man kombiniert dann die beiden

komplexen L�osungen eλxv und eλxv zu den reellen L�osungen

1

2

(
eλxv+ eλxv

)
= Re eλxv,

1

2i

(
eλxv− eλxv

)
= Im eλxv.

�Ahnliches gilt auch f�ur Jordanbl�ocke.

16.22 Beispiel.

y ′
1 = 2y1 − y2

y ′
2 = y1 + 2y2

Dann

A =

(
2 −1

1 2

)
.

Das charakteristische Polynom ist χA(x) = (x−2−i)(x−2+i). Also sind die L�osungen

von der Form

y1(x) = α1e
2x cos(x) + α2e

2x sin(x)

y2(x) = α3e
2x cos(x) + α4e

2x sin(x).

Die Unbekannten α1, . . . , α4 bestimmt man, indem man den Ansatz in die Di�eren-

tialgleichung einsetzt. Man �ndet

α3 = −α2 und α4 = α1.

Damit erh�alt man das folgende Fundamentalsystem

φ1(x) =

(
e2x cos(x)

e2x sin(x)

)
φ2(x) =

(
e2x sin(x)

−e2x cos(x)

)
.

Satz 13.10 erlaubt die �Ubertragung dieser Theorie auf Di�erentialgleichungen h�oherer

Ordnung mit konstanten Koef�zienten.
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16. Lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koef�zienten

16.23 Bemerkung. Zur Di�erentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = a0y+ a1y
′ + · · ·+ an−1y(n−1) (16.2)

geh�ort das Di�erentialgleichungssytem erster Ordnung Y ′ = AY mit

A =



0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0

0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 1

a0 a1 a2 a3 . . . an−1


∈ Kn×n.

16.24 Lemma. χA(λ) = λ
n − an−1λ

n−1 − · · ·− λa1 − a0.

Beweis. Mit vollst�andiger Induktion nach n. F�ur n = 1 ist die Behauptung klar.

Um von n nach n+ 1 zu gelangen, entwickeln wir nach der ersten Spalte

det



λ −1 0 0 . . . 0

0 λ −1 0 . . . 0

0 0 λ −1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . −1

−a0 −a1 −a2 −a3 . . . λ− an



= λdet


λ −1 0 . . . 0

0 λ −1 . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 . . . −1

−a1 −a2 −a3 . . . λ− an

− (−1)na0 det


−1 0 0 . . . 0

λ −1 0 . . . 0

0 λ −1 . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 . . . −1


= λ(λn − anλ

n−1 − · · ·− a2λ− a1) − a0.

16.25 Satz. Das zu der Di�erentialgleichung (16.2) geh�orige charakteristische

Polynom sei wie folgt in Linearfaktoren zerlegt

λn − an−1λ
n−1 − · · ·− a1λ− a0 = (λ− λ1)

ν1(λ− λ2)
ν2 · · · (λ− λk)νk ,

wobei die λj paarweise verschieden sind. Dann bilden die Funktionen

x 7→ xmeλjx mit j = 1, . . . , k, m = 0, . . . , νj − 1 (16.3)

ein Fundamentalsystem.

Beweis. Wegen Satz 16.19 ist der L�osungsraum ein n-dimensionaler Unterraum des

von den fj,ν aufgespannten Raums. Da die Anzahl der fj,ν genau n betr�agt, ist der

L�osungsraum genau gleich dem von den fj,ν aufgespannten Raum.
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16.26 Beispiel. Gegeben sei die Di�erentialgleichung

y ′′′ = y ′′ + y ′ − y.

Ihr charakteristisches Polynom ist χ(z) = (z − 1)2(z + 1). Ein Fundamentalsystem

wird also gegeben durch (ex, xex, e−x).

16.27 Bemerkung. Es sei y ′′ = a1y
′ + a0y eine lineare Di�erentialgleichung zweiter

Ordnung, wobei a0, a1 ∈ R . Dann sind �aquivalent:

(a) Alle L�osungen der Di�erentialgleichung sind beschr�ankt auf ]0,∞[.

(b) a1 ≤ 0 und a0 ≤ 0, aber nicht a0 = a1 = 0.

Beweis. Das charakteristische Polynom ist z2−a1z−a0. Bezeichnen wir seine beiden

Nullstellen mit λ1 und λ2, so besagt der Satz von Viet�a, dass λ1 + λ2 = a1 und

λ1λ2 = −a0.

\⇒": Die Negation von (b) ist \a1 > 0 oder a0 > 0 oder a1 = a0 = 0". In diesen

F�allen zeigen wir die Existenz einer auf ]0,∞[ unbeschr�ankten L�osung.

Sei zuerst a1 > 0. Wegen der Formel von Viet�a ist dann Re λ1 + Re λ2 > 0 und

mindestens eine der beiden L�osungen eλjx, j = 1, 2, ist unbeschr�ankt.

Sei nun a0 > 0. Wenn die beiden Nullstellen nicht reell sind, dann ist a0 = −λ1λ2 =

−|λ1|2 < 0 um Widerspruch zu diesem Fall. Also sind die Nullstellen von Null ve-

schiedene, reelle Zahlen mit unterschiedlichem Vorzeichen. Daher ist eine der beiden

L�osungen exλj unbeschr�ankt.

Im Fall a0 = a1 = 0 ist x eine L�osung.

\⇐": Wenn λ1, λ2 ∈ R, dann sind wegen a0 ≤ 0 entweder beide ≤ 0 oder beide ≥ 0.
Wegen a1 ≤ 0 ist das zweite ausgeschlossen. Wenn λ1 und λ2 verschieden sind, dann

ist (eλ1x, eλ2x) ein Fundamentalsystem aus beschr�ankten Funktionen. Im anderen Fall

ist (eλ1x, xeλ1x) ein Fundamentalsystem. In diesem Fall ist λ1 < 0, denn sonst a0 =

a1 = 0. Daher besteht auch dieses Fundamentalsystem aus beschr�ankten Funktionen.

Falls λ1 und λ2 nicht reell sind, gilt Re λ1 =
1
2
a1 ≤ 0. Daher sind die Elemente des

Fundamentalsystems (cos(x)eλ1x, sin(x)eλ1x) beschr�ankt.

16.28 Satz. Das zu der Di�erentialgleichung (16.2) geh�orige charakteristische

Polynom sei wie folgt in Linearfaktoren zerlegt

λn − an−1λ
n−1 − · · ·− a1λ− a0 = (λ− λ1)

ν1(λ− λ2)
ν2 · · · (λ− λk)νk ,

wobei die λj paarweise verschieden sind. Weil das charakteristische Polynom

reell ist, treten nicht-reelle λj immer zusammen mit ihrem komplex konjugierten
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16. Lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koef�zienten

auf. Daher kann man die λj so anordnen, dass λ2r+1, . . . , λk ∈ R und

λ1 = u1 + iv1,

λ2 = u1 − iv1,

λ3 = u2 + iv2,

...

λ2r−1 = ur + ivr,

λ2r = ur − ivr,

wobei u1, . . . , ur ∈ R und v1, . . . , vr ∈ R \ {0}. Dann bilden die Funktionen

xmeujx cos(vjx) j = 1, . . . , r, m = 0, . . . , νj − 1

xmeujx sin(vjx) j = 1, . . . , r, m = 0, . . . , νj − 1

xmeλjx j = 2r+ 1, . . . , k, m = 0, . . . , νj − 1

ein Fundamentalsystem.

16.29 Bemerkung (Ansatz f�ur die homogene Di�erentialgleichung). Man kann ver-

suchen, die Di�erentialgleichung (16.2) durch den Ansatz φ(x) = eλx mit unbekann-

tem λ zu l�osen. Es stellt sich heraus, dass φ genau dann die Di�erentialgleichung l�ost,

wenn λ eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. In den F�allen, in denen

das charakteristische Polynom mehrfache Nullstellen aufweist, kommt man freilich

mit diesem Ansatz nicht weiter.

16.30 Satz (Ansatz f�ur die inhomogene Di�erentialgleichung). Gegeben sei die inho-

mogene Di�erentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = a0y+ a1y
′ + · · ·+ an−1y(n−1) + P(x)eλx,

wobei P ein Polynom vom Grad d ist. Es sei k die Vielfachheit von λ als Null-

stelle des charakteristischen Polynoms χ der Di�erentialgleichung, wobei k = 0,

wenn χ(λ) ̸= 0. Dann gibt es eine spezielle L�osung der Form

φ(x) = Q(x)eλx,

wobei Q ein Polynom vom Grad h�ochstens d+ k ist.

Beweis. Das wird im Forster, Analysis 2, §13, Satz 4 bewiesen.

Bemerkung. Der Satz gilt auch f�ur komplexe λ. Auf diese Weise kann man auch

Inhomogenit�aten mit trigonometrischen Funktionen behandeln.

Wenn man nicht komplex rechnen will, muss man f�ur Inhomogenit�aten der Form

cos(ax)eλx einen Ansatz der Form (Q1(x) cos(ax) + Q2(x) sin(ax))e
λx machen und

entsprechend f�ur den Sinus.
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16.31 Beispiel. (a) y ′′ = 2y ′ − y + 3 cos(x). Das charakteristische Polynom ist

χ(λ) = λ2 − 2λ + 1 = (λ − 1)2. Daher bilden φ1(x) = ex und φ2(x) = xex ein

Fundamentalsystem f�ur die L�osungen der homogenen Di�erentialgleichung.

Wir bestimmen eine spezielle L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung

durch Ansatz ψ(x) = Q1(x) cos(x) +Q2(x) sin(x). Wir d�urfen Q1 und Q2 vom

Grad 0 w�ahlen, da i keine Nullstelle von χ ist. Der Ansatz lautet also ψ(x) =

a cos(x)+b sin(x). Dann ψ ′(x) = −a sin(x)+b cos(x) und ψ ′′ = −ψ. Eingesetzt

in die Di�erentialgleichung erhalten wir

−a cos(x) − b sin(x) = (2b− a+ 3) cos(x) + (−2a− b) sin(x).

Also ist ψ(x) = − 3
2
sin(x) eine spezielle L�osung der inhomogenen Di�erenti-

algleichung und die allgemeine L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung

hat die Gestalt

φ(x) = C1e
x + C2xe

x −
3

2
sin(x), C1, C2 ∈ R.

(b) y ′′ = 2y ′ − y+ ex. In diesem Fall macht man den Ansatz

ψ(x) = ax2ex.

Koef�zientenvergleich liefert schlie�lich a = 1
2
.

In den F�allen, wo der Ansatz nach Satz 16.30 m�oglich ist, ist er auch das empfohlene

Verfahren.
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17. Die Eulersche Differentialgleichung

17.1 Definition. Di�erentialgleichungen der Form

y(n) = an−1x
−1y(n−1) + an−2x

−2y(n−2) + · · ·+ a1x1−ny ′ + a0x
−ny, x > 0, (17.1)

hei�en Eulersche Di�erentialgleichungen.

Wir setzen

L(y)(x) = xny(n)(x) −

n−1∑
j=0

ajx
jy(j)(x).

Dann ist (17.1) �aquivalent zu L(y) = 0.

17.2 Satz. Die Substitution x = et verwandelt die Eulersche Di�erentialglei-

chung (17.1) in eine lineare Di�erentialgleichung mit konstanten Koef�zienten.

Beweis. Wir setzen u(t) = y(et) und zeigen mit vollst�andiger Induktion f�ur k =

0, . . . , n die Existenz von bk,0, . . . , bk,k−1, so dass

u(k)(t) = ekty(k)(et) +

k−1∑
j=0

bk,ju
(j)(t). (17.2)

F�ur k = 0 ist das jedenfalls wahr. Wir schlie�en von k nach k+ 1.

u(k+1)(t) = kekty(k)(et) + e(k+1)ty(k+1)(et) +

k−1∑
j=0

bk,ju
(j+1)(t)

= e(k+1)ty(k+1)(et) + ku(k)(t) −

k−1∑
j=0

kbk,ju
(j)(t) +

k−1∑
j=0

bk,ju
(j+1)(t).

Da diese Formel die geforderte Gestalt ist, ist die Zwischenbehauptung gezeigt.

Aus (17.2) und (17.1) folgt

u(n)(t) = enty(n)(et) +

n−1∑
j=0

bn,ju
(j)(t) =

n−1∑
j=0

aje
jty(j)(et) +

n−1∑
j=0

bn,ju
(j)(t).

Nochmalige Anwendung von (17.2) zeigt, dass diese Di�erentialgleichung linear mit

konstanten Koe�zienten ist.
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17.3 Beispiel. Gegeben sie die Eulersche Di�erentialgleichung

x2y ′′ = xy ′ + y.

F�ur u(t) = y(et) bekommen wir

u ′(t) = ety ′(et) und

u ′′(t) = ety ′(et) + e2ty ′′(et) = 2ety ′(et) + y(et) = 2u ′(t) + u(t).

Ein Fundamentalsystem f�ur die lineare Di�erentialgleichung u ′′ = 2u ′ + u ist ge-

geben durch
(
e(1+

√
2)t, e(1−

√
2)t
)
. Also ist

(
x1+

√
2, x1−

√
2
)
ein Fundamentalsystem der

Eulerschen Di�erentialgleichung.
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18. Der Banachsche Fixpunktsatz

18.1 Definition. Sei X eine Menge und G : X→ X eine Abbildung. Ein Element x ∈ X
hei�t Fixpunkt von G, wenn G(x) = x.

Der folgende Satz wird gerne in der Analysis I als �Ubungsaufgabe gestellt.

18.2 Satz. Es sei I ⊂ R ein kompaktes Intervall und f : I → R stetig mit f(I) ⊆ I.

Dann besitzt f einen Fixpunkt.

Beweis. Setze g(x) = f(x) − x. Dann g(a) ≥ 0 und g(b) ≤ 0 und die Behauptung

ergibt sich sofort aus dem Zwischenwertsatz.

18.3 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung G : X→ X hei�t kontra-

hierend, wenn es ein q < 1 gibt, so dass

d(G(x), G(y)) ≤ qd(x, y) f�ur alle x, y ∈ X.

18.4 Bemerkung. Eine kontrahierende Abbildung ist Lipschitz-stetig, speziell also

stetig.

18.5 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei X ein vollst�andiger metrischer Raum

und G : X → X eine kontrahierende Abbildung. Dann besitzt G genau einen

Fixpunkt.

Idee. W�ahle x0 ∈ X beliebig und de�niere rekursiv xn+1 = G(xn). Man zeigt, dass

(xn)n∈N eine Cauchyfolge ist.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien x, y ∈ X zwei Fixpunkte. Dann

d(x, y) = d(G(x), G(y)) ≤ qd(x, y).

Das kann nur sein, wenn d(x, y) = 0.

Existenz: Sei x0 ∈ X beliebig gew�ahlt. De�niere rekursiv f�ur jedes n ∈ N0

xn+1 = G(xn).

Dann zeigt man induktiv

d(xj, xj+1) ≤ qd(xj−1, xj) ≤ q2d(xj−2, xj−1) ≤ · · · ≤ qjd(x0, x1).
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18. Der Banachsche Fixpunktsatz

Falls x1 = x0, so ist der Fixpunkt gefunden. Andernfalls zeigen wir, dass die Folge

(xn)n∈N eine Cauchyfolge ist. Sei dazu ϵ > 0 beliebig vorgegeben. Wegen q < 1

existiert dazu ein N ∈ N mit

qN <
ϵ(1− q)

d(x0, x1)
.

Seien nun n,m ≥ N. Wir nehmen an, dass n > m.

d(xm, xn) ≤
n−1∑
j=m

d(xj, xj+1) ≤
n−1∑
j=m

qjd(x0, x1) ≤ d(x0, x1)
∞∑
j=m

qj =
qmd(x0, x1)

1− q
< ϵ.

Da der Raum X vollst�andig ist, existiert limn→∞ xn = x. Daraus folgt

x = lim
n→∞ xn+1 = lim

n→∞G(xn) = G(x).
H�au�g ist die folgende Variante praktischer.

18.6 Satz. Sei X ein vollst�andiger metrischer Raum, seien x0 ∈ X und R > 0. Sei

G : BR(x0) → X eine Abbildung. Es gebe ein q < 1, so dass

(a) d(G(x), G(y)) ≤ qd(x, y) f�ur alle x, y ∈ BR(x0),

(b) d(G(x0), x0) ≤ R(1− q).

Dann gibt es genau ein x ∈ BR(x0) mit G(x) = x.

Beweis. Wir zeigen G(BR(x0)) ⊂ BR(x0) und wenden den vorhergehenden Satz an.

F�ur y ∈ BR(x0) gilt

d(G(y), x0) ≤ d(G(y), G(x0))+d(G(x0), x0) ≤ qd(y, x0)+R(1−q) ≤ qR+R−qR = R.

18.7 Beispiel. Sei G : [1, 2] → R, G(x) := x + cos(x). Wegen G ′(x) = 1 − sin(x) ist

G streng monoton wachsend. Wegen 0 ≤ cos(1) ≤ 1 und −1 ≤ cos(2) ≤ 0 folgt aus

Satz 18.2 die Existenz eines Fixpunkts, der wegen der strengen Monotonie eindeutig

ist. Es ist klar, dass es sich bei diesem Fixpunkt um den Wert π
2
handelt.

F�ur x, y ∈ I := [1, 2] folgt aus dem Mittelwertsatz die Existenz eines ξ ∈ ]1, 2[ mit

|G(x) −G(y)| = |x− y|(1− sin ξ).

Der Sinus w�achst monoton auf [1, π
2
] und f�allt monoton auf [π

2
, 2]. Daher ist sin(ξ) ≥

min(sin(1), sin(2)) auf [1, 2] und G ist eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunkt-

satz zeigt, dass die Folge

x1 = 1, xn+1 = xn + cos xn

gegen π
2
konvergiert.
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Eine nicht-konstruktive Verallgemeinerung von Satz 18.6 ist der Brouwersche Fix-

punktsatz, den ich voraussichtlich in der Analysis III beweisen werde (siehe Zeidler,

Nonlinear Functional Analysis and Applications I, Proposition 2.5):

18.8 Theorem. Es sei M ⊂ Rn konvex, kompakt und nicht leer, und es sei f : M→
M stetig. Dann besitzt f einen Fixpunkt.
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19. Existenz- und Eindeutigkeitssätze

Wir formulieren die Anfangswertaufgabe y ′ = f(x, y), y(x0) = y0 um in eine Fix-

punktgleichung in einem Banachraum von Funktionen.

19.1 Lemma. Sei J ⊆ R ein o�enes Intervall, sei H ⊆ Rn o�en und sei f : J×H→ Rn

stetig. Sei (x0, y0) ∈ J × H. F�ur eine stetige Abbildung φ : J → Rn mit φ(J) ⊆ H

de�nieren wir eine stetige Abbildung G(φ) : J→ Rn durch

G(φ)(x) = y0 +

∫ x
x0

f(t, φ(t))dt.

Dann ist φ genau dann eine L�osung der Anfangswertaufgabe y ′ = f(x, y),

y(x0) = y0, wenn G(φ) = φ.

Beweis. Wenn φ eine L�osung der AWA ist, dann muss gezeigt werden, dass

φ(x) = y0 +

∫ x
x0

f(t, φ(t))dt f�ur alle x ∈ J.

Dazu di�erenzieren wir beide Seiten:

φ ′(x) = f(x,φ(x)).

Da beide Seiten au�erdem an der Stelle x = x0 �ubereinstimmen, ist diese Richtung

gezeigt.

Wenn G(φ) = φ, dann m�ussen wir zeigen, dass φ die AWA l�ost. Die Di�erential-

gleichungen ergibt sich wieder durch Di�erentiation und die AB durch Einsetzen.

19.2 Definition. Sei I ⊂ R ein kompaktes Intervall. De�niere

C(I,Kn) = {f : I→ Kn | f stetig}

und versehe ihn mit der Norm

∥f∥∞ = max{∥f(x)∥∞ | x ∈ I}.

Man schreibt C(I) anstelle von C(I,R).

Bemerkung. Eine Folge (fn)n∈N in C(I) konvergiert genau dann in C(I) gegen f,

wenn sie gleichm�a�ig gegen f konvergiert.
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19. Existenz- und Eindeutigkeitss�atze

19.3 Satz. C(I,Kn) ist ein Banachraum.

Beweis. Wir brauchen das nur f�ur K = R zu machen. Es sei (fn)n∈N eine Cauchyfolge

in C(I,Rm). Sei fn,j die j-te Komponentenfunktion von fn, also

fn(x) = (fn,1(x), . . . , fn,m(x)).

F�ur jedes j ist (fn,j)n∈N eine Cauchyfolge in C(I), und f�ur jedes x ∈ I ist (fn,j(x))n∈N
eine Cauchyfolge in R. Daher existiert limn→∞ fn,j(x) =: Fj(x).
Wir zeigen, dass die Folge (fn,j)n∈N gleichm�a�ig gegen Fj konvergiert. Sei dazu ϵ > 0

beliebig vorgegeben. Da (fn,j)n∈N eine Cauchyfolge ist, gibt es N ∈ N, so dass f�ur alle
n,m ≥ N gilt ∥fj,n − fj,m∥∞ < ϵ

2
. Sei x ∈ I beliebig. Dann existiert m ≥ N, so dass

|fj,m(x) − Fj(x)| < ϵ
2
. Daher gilt f�ur n ≥ N

|fj,n(x) − Fj(x)| ≤ |fj,n(x) − fj,m(x)|+ |fj,m(x) − Fj(x)| <
ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

Da diese Absch�atzung f�ur alle x ∈ I gilt, haben wir ∥fj,n − Fj∥∞ < ϵ gezeigt.

Wegen der gleichm�a�igen Konvergenz von (fj,n)n∈N gegen Fj folgt aus Analysis I,

Satz 17.4, die Stetigkeit von Fj. Daher ist F = (F1, . . . , Fm) in C(I,Rm). Da f�ur je-

des j die Folge (fj,n)n∈N in C(I) gegen Fj konvergiert, konvergiert (fn)n∈N in C(I,Rm)
gegen F.

19.4 Satz (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei U ⊆ Rn+1 o�en, sei f : U→
Rn stetig (in beiden Argumenten) und lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argu-

ment und sei (x0, y0) ∈ U. Dann existieren ein kompaktes Intervall I ⊂ R und

ein Kompaktum H ⊂ Rn, so dass I × H ⊂ U eine Umgebung von (x0, y0) ist

und so dass es f�ur jedes kompakte Intervall J mit x0 ∈ J ⊆ I genau eine stetige

Abbildung φ : J→ H gibt, welche die Fixpunktgleichung

φ(x) = y0 +

∫ x
x0

f(t, φ(t))dt f�ur alle x ∈ J

erf�ullt.

Idee. Man wendet den Banachschen Fixpunktsatz auf die Integralgleichung an. Um

die Kontraktionseigenschaft sicherzustellen, muss das Intervall gegebenenfalls ver-

kleinert werden.

Beweis. Es gibt eine kompakte Umgebung I1 × H1 ⊂ U von (x0, y0), so dass f auf

I1 × H1 Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen mit Lipschitz-Konstante C ist. Sei

M = 1 + max{∥f(t, y0)∥∞ | t ∈ I1}. W�ahle δ1 > 0 so klein, dass H := Bδ1(y0) ⊆ H1.

W�ahle nun ϵ > 0 so klein, dass

(a) q := ϵC < 1,

(b) I := [x0 − ϵ, x0 + ϵ] ⊆ I1,
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(c) ϵ <
δ1(1− q)

M
.

Setze

R =
ϵM

1− q
.

Dann gilt 0 < R < δ1. Ist nun ein kompaktes Intervall J mit x0 ∈ J ⊆ I gegeben, so

erkl�aren wir φ0 ∈ C(J,Rn) durch φ0(x) = y0 f�ur alle x und de�nieren

G : BR(φ0) → C(J,Rn), G(φ)(x) = y0 +

∫ x
x0

f(t, φ(t))dt.

Wir zeigen nun, dass G kontrahierend mit Kontraktionskonstante q ist. Dazu seien

φ,ψ ∈ BR(φ0) vorgeben. Dann gilt f�ur jedes x ∈ J wegen R < δ1 und der Lipschitz-

Stetigkeit im zweiten Argument

∥G(φ)(x) −G(ψ)(x)∥∞ ≤
∫ x
x0

∥f(t, φ(t)) − f(t, ψ(t))∥∞ dt
≤ C

∫ x
x0

∥φ(t) −ψ(t)∥∞ dt = C|x− x0|∥φ−ψ∥∞ ≤ Cϵ∥φ−ψ∥∞,
also ∥G(φ) −G(ψ)∥∞ ≤ q∥φ−ψ∥∞. Ferner gilt f�ur jedes x ∈ J

∥G(φ0)(x) −φ0(x)∥∞ ≤
∫ x
x0

∥f(t, y0)∥∞dt ≤ ϵM = R(1− q).

Damit sind die Voraussetzungen (a) und (b) von Satz 18.6 nachgewiesen, und wir

erhalten einen eindeutig bestimmten Fixpunkt φ von G.

Damit kann man nun den Satz von Picard-Lindel�of beweisen, indem man lokale

L�osungen verheftet.

Theorem (Picard-Lindel�of). Sei U ⊆ R × Rn o�en, sei f : U → R stetig (in beiden

Argumenten) und lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument, und sei (x0, y0) ∈
U. Dann existieren ein o�enes Intervall I mit x0 ∈ I und eine L�osung φ : I→ Rn

der Di�erentialgleichung y ′ = f(x, y) mit folgenden Eigenschaften

(a) φ(x0) = y0.

(b) Ist ψ : J → Rn ebenfalls eine L�osung der Di�erentialgleichung y ′ = f(x, y)

mit ψ(x0) = y0, so gelten J ⊆ I und ψ = φ|J.

Beweis von Satz 13.6. Wir setzen

L =
⋃

{J o�enes Intervall | x0 ∈ J

und es gibt L�osung φ : J→ Rn der AWA y ′ = f(x, y), y(x0) = y0}.

Dann ist L ein o�enes Intervall mit x0 ∈ L. Um auf L eine L�osung φ der Anfangs-

wertaufgabe erkl�aren zu k�onnen, muss man sich folgendes �uberlegen:
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19. Existenz- und Eindeutigkeitss�atze

Sind φ1 : J1 → Rn und φ2 : J2 → Rn L�osungen der Anfangswertaufgabe,

so stimmen φ1 und φ2 auf J1 ∩ J2 �uberein.

Wir nehmen zum Widerspruch an, dass φ1 und φ2 sich auf {x ∈ J1 ∩ J2 | x > x0}

unterscheiden (das \>" ist dabei o.B.d.A.). Sei t0 := inf{x > x0 | φ1(x) ̸= φ2(x)}.

Wegen der Stetigkeit von φ1 und φ2 gilt φ1(t0) = φ2(t0). Also l�osen beide Funktionen

die Anfangswertaufgabe y(t0) = φ1(t0). Wegen Satz 19.4 stimmen sie daher auf einer

Umgebung von t0 �uberein. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von x0.

Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt. Beide Teile der Behauptung sind damit

klar.

Die Aussage des folgenden Satzes �ndet man in der Literatur in der Formulierung:

\Es gibt eine L�osung der Anfangswertaufgabe, die dem Rand von U beliebig nahe

kommt."

19.5 Satz. Sei U ⊆ R×Rn o�en und sei f : U→ Rn stetig und lokal Lipschitz-stetig
im zweiten Argument. Sei (x0, y0) ∈ U, und sei φ : I→ Rn eine L�osung der An-

fangswertaufgabe y ′ = f(x, y), y(x0) = y0, mit maximalem De�nitionsbereich I.

Sei schlie�lich

G = {(x,φ(x)) | x ∈ I, x ≥ x0}

die rechte Seite des Graphen von φ. Dann ist G keine kompakte Teilmenge

von U.

Die analoge Aussage gilt f�ur die linke Seite des Graphen.

Beweis. Sei I =: ]a, b[. F�ur b = ∞ ist die Behauptung klar. Sei also b < ∞. Wir

nehmen als Widerspruchssannahme an, dass G eine kompakte Teilmenge von U ist.

Dann ist

M = max{|f(x, y)| | (x, y) ∈ G}

endlich. Wir behaupten, dass limx↗bφ(x) existiert. Sei dazu (xm)m∈N eine beliebige

Folge in I mit limm→∞ xm = b. Wir zeigen, dass (φ(xm))m∈N eine Cauchyfolge ist.

Dazu seien k,m ∈ N mit xk < xm gegeben. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz

∥φ(xm) −φ(xk)∥ ≤ |xm − xk| max
xk≤x≤xm

∥φ ′(x)∥

= |xm − xk| max
xk≤x≤xm

∥f(x,φ(x))∥ ≤M|xm − xk|.

Da (xm)m∈N eine Cauchyfolge ist, zeigt diese Absch�atzung, dass auch (φ(xm))m∈N

eine ist. Da dies f�ur alle Cauchyfolgen gilt, existiert η = limx↗bφ(x). Aus dem

lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt, dass es ein o�enes Intervall J und eine

di�erenzierbare Abbildung ψ : J → Rn gibt, so dass ψ ′(x) = f(x,ψ(x)) f�ur alle x ∈ J
und ψ(b) = η. Aus der De�nition von η folgt sofort die Stetigkeit von

ρ : I ∪ J→ V, ρ(x) =

{
φ(x), x < b

ψ(x), x ≥ b.
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Abbildung 19.1.: Graphen zu Beispiel 19.6

Aus dem Verheftungslemma 12.7 folgt, dass ρ die Anfangswertaufgabe l�ost. Dies steht

im Widerspruch zur Maximalit�at von I.

19.6 Beispiel. (a) Betrachte die Di�erentialgleichung

y ′ = −y2.

Ihre L�osungsgesamtheit besteht den folgenden drei Funktionsklassen

φ : ]−∞, C[ → R, x 7→ 1

x− C
, C ∈ R,

φ : ]C,∞[ → R, x 7→ 1

x− C
, C ∈ R,

φ : R → R, x 7→ 0.

Man sieht sofort, dass in allen F�allen weder der Abschluss der rechten noch der

linken Seite des Graphen kompakt in U = R2 ist.

(b) Betrachte die Anfangswertaufgabe

y ′ = −
x

y
, y(0) = 1.

Die L�osung wurde in der �Ubung bestimmt. Es handelt sich um

φ : ]−1, 1[ → R, φ(x) =
√
1− x2.

Der Abschluss des Graphen ist zwar kompakt, liegt aber nicht in U.

Die Graphen zeigt Abbildung 19.1.

19.7 Lemma. Es seien a,M > 0 und u : [0, a] → R stetig mit

u(0) = 0 und u(x) ≤M
∫ x
0

u(t)dt f�ur 0 ≤ x ≤ a.

Dann gilt u(x) ≤ 0 f�ur alle x ∈ [0, a].
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19. Existenz- und Eindeutigkeitss�atze

Beweis. Angenommen, die Behauptung sei falsch. Wegen der Stetigkeit von u gilt

dann ξ := inf{x ≤ a | u(x) > 0} < a und es gibt ein x0 > ξ mit x0 − ξ <
1
M
, so dass

u(x0) > 0. W�ahle y mit ξ < y ≤ x0 und u(y) = maxu([ξ, x0]). Dann

u(y) ≤M
∫y
0

u(t)dt ≤M
∫y
ξ

u(t)dt ≤M(y− ξ)u(y).

Wegen u(y) > 0 ist das ein Widerspruch zu (y− ξ)M < 1.

19.8 Theorem (Lemma von Gronwall). Sei c > 0 und sei I = [0, c]. Ferner seien

w,φ,ψ : I→ [0,∞[ stetige Funktionen mit

w(x) ≤ φ(x) +
∫ x
0

ψ(t)w(t)dt f�ur alle x ∈ I.

Dann gilt f�ur alle x ∈ I

w(x) ≤ φ(x) +
∫ x
0

ψ(t)φ(t) exp

(∫ x
t

ψ(s)ds

)
dt.

Beweis. Im Speziallfall φ ≡ 0 handelt es sich um das vorhergehenede Lemma. Um

im allgemeinen Fall den Term φ loszuwerden, bestimmen wir zuerst eine stetige

L�osung u der Integralgleichung

u(x) = φ(x) +

∫ x
0

ψ(t)u(t)dt, x ∈ I. (19.1)

Wenn φ di�erenzierbar w�are, k�onnten wir ableiten und die Di�erentialgleichung

l�osen. Stattdessen setzen wir v = u − φ und suchen eine stetige L�osung v der Inte-

gralgleichung

v(x) =

∫ x
0

ψ(t)φ(t)dt+

∫ x
0

ψ(t)v(t)dt.

Dieses v ist dann automatisch di�erenzierbar. Die Integralgleichung f�ur v ist daher

�aquivalent zu

v ′(x) = ψ(x)φ(x) +ψ(x)v(x) f�ur 0 < x < c und v(0) = 0.

Die Di�erentialgleichung f�ur v ist linear inhomogen. Die L�osung der zugeh�origen

homogenen Gleichung ist

exp

(∫ x
0

ψ(s)ds

)
.

Daher ist eine spezielle L�osung der inhomogenen Gleichung

exp

(∫ x
0

ψ(s)ds

) ∫ x
0

ψ(t)φ(t) exp

(
−

∫ t
0

ψ(s)ds

)
dt =

∫ x
0

ψ(t)φ(t) exp

(∫ x
t

ψ(s)ds

)
dt.
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Da diese L�osung auch noch die Anfangsbedingung erf�ullt, ist gezeigt, dass

u(x) = φ(x) +

∫ x
0

ψ(t)φ(t) exp

(∫ x
t

ψ(s)ds

)
dt

die Integralgleichung (19.1) erf�ullt.

Setzt man f�ur x ∈ I
ρ(x) := φ(x) +

∫ x
0

ψ(t)w(t)dt.

Nach Voraussetzung gilt w ≤ ρ und daher

ρ(x) ≤ φ(x) +
∫ x
0

ψ(t)ρ(t)dt.

F�ur h = ρ− u gilt wegen (19.1)

h(x) ≤ φ(x) +
∫ x
0

ψ(t)ρ(t)dt−φ(x) −

∫ x
0

ψ(t)u(t)dt =

∫ x
0

ψ(t)h(t)dt, h(0) = 0.

Aus dem vorigen Lemma folgt h ≤ 0, wobei man M = supψ(I) setzt.

19.9 Theorem (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei I ⊆ R ein o�enes

Intervall und sei f : I×Rn → Rn stetig. F�ur jedes kompakte Teilintervall K ⊂ I sei
f|K×Rn Lipschitz-stetig im zweiten Argument. Sei ferner (x0, y0) ∈ I × Rn. Dann
gibt es eine eindeutig bestimmte L�osung φ : I → Rn der Anfangswertaufgabe

y ′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Beweis. Wegen des lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 13.6 existiert eine

L�osung φ : J→ Rn der Anfangswertaufgabe mit maximalem De�nitionsbereich. Wir

m�ussen J = I zeigen. Wir nehmen zum Widerspruch an, dass b := sup J < sup I.

Wegen Satz 19.5 ist der Abschluss von

G := {φ(x) | x0 < x < b}

nicht kompakt in I×Rn. Das ist nur m�oglich, wenn G unbeschr�ankt ist. Wir verwenden

nun das Gronwall-Lemma, um eine Schranke f�ur G zu �nden.

Mit C werde eine Lipschitz-Konstante f�ur f|[x0,b]×Rn bezeichnet, und es sei M :=

supx0≤t≤b∥f(t, 0)∥. Wegen φ(x) = y0 +
∫x
x0
f(t, φ(t))dt folgt

∥φ(x)∥ ≤ ∥y0∥+
∫ x
x0

∥f(t, φ(t))∥dt ≤ ∥y0∥+
∫ x
x0

M+ C∥φ(t)∥dt

= ∥y0∥+M(x− x0) +

∫ x
x0

C∥φ(t)∥dt.

Mit dem Gronwall-Lemma folgt

∥φ(x)∥ ≤ ∥y0∥+M(x− x0) +

∫ x
x0

C(∥y0∥+M(t− x0)) exp

(∫ x
t

Cds

)
dt

≤ ∥y0∥+M(b− x0) +
(
C(∥y0∥(b− x0) +M(b− x0)

2)
)
exp(C(b− x0)) .
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19. Existenz- und Eindeutigkeitss�atze

Satz 14.2 folgt nun sofort.

Satz. Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall, A : I → Kn×n und b : I → Kn seien stetige

Abbildungen. Sei (x0, y0) ∈ I × Kn. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe y ′ =

A(x)y+ b(x), y(x0) = y0, eine eindeutig bestimmte L�osung φ : I→ Kn.
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20. Abhängigkeit der Lösungen von
Parametern

20.1 Definition. Sei U ⊆ R × Rn und f : U → Rn sei stetig. Sei ϵ ≥ 0. Ist I ein

o�enes Intervall und φ : I → Rn di�erenzierbar, so hei�t φ N�aherungsl�osung der

Di�erentialgleichung y ′ = f(x, y) zur N�aherung ϵ, falls f�ur alle x ∈ I gilt

(a) (x,φ(x)) ∈ U,

(b) ∥φ ′(x) − f(x,φ(x))∥ ≤ ϵ.

20.2 Satz. Sei J ⊆ R ein o�enes Intervall, sei V ⊆ Rn o�en, und sei f : J×V → Rn

stetig und Lipschitz-stetig im zweiten Argument. Es gibt also ein L > 0 mit

∥f(x, y1) − f(x, y2)∥ ≤ L∥y1 − y2∥ f�ur alle x ∈ J, y1, y2 ∈ V.

Sei I ⊆ J ein o�enes Intervall, sei x0 ∈ I, und seien φ1, φ2 : I → Rn N�aherungs-

l�osungen von y ′ = f(x, y) zur N�aherung ϵ1 bzw. ϵ2. Dann gilt f�ur jedes x ∈ I

∥φ1(x) −φ2(x)∥ ≤ ∥φ1(x0) −φ2(x0)∥eL|x−x0| +
ϵ1 + ϵ2
L

(
eL|x−x0| − 1

)
.

Beweis. Es gilt f�ur x ∈ I

φ1(x) = φ1(x0) +

∫ x
x0

φ ′
1(t)dt.

Dasselbe gilt f�ur φ2. Wendet man ferner auf ∥φ ′
1(t)−φ

′
2(t)∥ = ∥(φ ′

1(t)−f(t, φ1(t))+

(f(t, φ1(t))− f(t, φ2(t))− (φ ′
2(t)− f(t, φ2(t)))∥ die Dreiecksungleichung an, so erh�alt

man

∥φ1(x) −φ2(x)∥ ≤ ∥φ1(x0) −φ2(x0)∥+
∫ x
x0

∥φ ′
1(t) −φ

′
2(t)∥dt

≤ ∥φ1(x0) −φ2(x0)∥+
∫ x
x0

(ϵ1 + ∥f(t, φ1(t)) − f(t, φ2(t))∥+ ϵ2)dt

≤ ∥φ1(x0) −φ2(x0)∥+ (ϵ1 + ϵ2)|x− x0|+
∫ x
x0

L∥φ1(t) −φ2(t)∥dt.

F�ur x ≥ x0 k�onnen wir das Lemma von Gronwall anwenden, wobei w(x) = ∥φ1(x) −
φ2(x)∥, φ(x) = A + B(x − x0) f�ur A = ∥φ1(x0) − φ2(x0)∥ und B = ϵ1 + ϵ2 und
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20. Abh�angigkeit der L�osungen von Parametern

ψ(x) = L. Wir verwenden
∫
ye−ydy = −(y+ 1)e−y und erhalten

∥φ1(x) −φ2(x)∥ ≤ A+ B(x− x0) +

∫ x
x0

L (A+ B(t− x0)) e
L(x−t)dt

= AeL(x−x0) + B(x− x0) + Be
L(x−x0)

∫ x
x0

L(t− x0)e
L(x0−t)dt

= AeL(x−x0) + B(x− x0) +
B

L
eL(x−x0)

∫L(x−x0)
0

ye−ydy

= AeL(x−x0) + B(x− x0) +
B

L
eL(x−x0)

(
1− (L(x− x0) + 1)e

−L(x−x0)
)

= AeL(x−x0) +
B

L

(
eL(x−x0) − 1

)
.

F�ur x < x0 argumentiert man analog.

Aus diesem Satz folgt speziell noch einmal die Eindeutigkeit der L�osung der An-

fangswertaufgabe.

20.3 Beispiel. Betrachte die Anfangswertaufgabe

y ′′′′ =
1

25
y ′′′ −

4101

2500
y ′′ +

1

25
y ′ −

1601

2500
y

y(0) = 1, y ′(0) = 0, y ′′(0) = −1, y ′′′(0) = 0.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind ±i und 1
50

± 4
5
i. Die eindeutig

bestimmte L�osung der AWA ist φ(x) = cos(x). Wenn wir die Anfangswertaufgabe

etwas st�oren

y(0) = 1, y ′(0) =
1

2500
, y ′′(0) = −

31249

31250
, y ′′′(0) = −

1597

3125000

dann ist die eindeutige L�osung der Anfangswertaufgabe gleich

ψ(x) = cos(x) +
1

1000
sin

(
4

5
x

)
exp
( x
50

)
.

Graphen beider Funktionen (blau:φ, orange: ψ) zeigen die Abbildungen 20.1 bis 20.3.

Das zugeh�orige System ist y ′ = Ay mit

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

− 1601
2500

1
25

− 4101
2500

1
25

 .
Wenn wir den Rn mit der Maximumsnorm ∥·∥∞ versehen, dann ist die Matrixnorm

von A gleich der Zeilensummennorm, also

∥A∥ =
1601

2500
+
1

25
+
4101

2500
+
1

25
=
2951

1250
.
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Die Maximumsnorm der Di�erenz der Anfangswerte ist 1597
3 125 000

. Sowohl φ als auch ψ

l�osen die Di�erentialgleichung, also ϵ1 = ϵ2 = 0. Wir erhalten

|φ(x) −ψ(x)| ≤ 1597

3 125 000
exp

(
2951

1250
|x|
)
.

Das bedeutet beispielsweise, dass f�ur 0 ≤ x ≤ 2.23 ein Fehler von h�ochstens 0.1

garantiert ist. Abbildung 20.1 zeigt, dass der Unterschied in Wirklichkeit viel geringer

ist.
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Abbildung 20.1.: Parameterabh�angigkeit, blau: cos, orange: gest�orte L�osung
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Abbildung 20.2.: Parameterabh�angigkeit, blau: cos, orange: gest�orte L�osung
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Abbildung 20.3.: Parameterabh�angigkeit, blau: cos, orange: gest�orte L�osung
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21. Autonome Differentialgleichungen

21.1 Definition. Sei V ⊆ Rn o�en und sei F : V → Rn stetig. Man nennt F auch stetiges

Vektorfeld auf V. Dann bezeichnte man y ′ = F(y) als autonome Di�erentialglei-

chung. Ihre L�osungen hei�en Integralkurven von F.

21.2 Bemerkung. Es sei φ : I→ V eine L�osung der autonomen Di�erentialgleichung

y ′ = F(y). Dann ist f�ur jedes a ∈ R auch ψ : I + a → V, ψ(x) = φ(x − a), eine

L�osung.

21.3 Definition. Es sei V ⊆ R2 o�en und es sei F : V → R2 stetig. F�ur eine belie-

bige L�osung φ = (φ1, φ2) : J → R2 von y ′ = F(y) de�niert man die zugeh�orige

L�osungskurve im Phasenraum R2 als

Kφ = {(φ1(x), φ2(x)) | x ∈ J}.

Das Phasenportrait besteht aus s�amtlichen Kurven Kφ zu L�osungen φ von y ′ = F(y).

21.4 Beispiel. Abbildung 21.1 zeigt Phasenportaits f�ur einige lineare Di�erential-

gleichungssysteme.

21.5 Beispiel (R�auber-Beute-Gleichung). In einem gemeinsamen Lebensraum leben

F�uchse und Hasen. Die Gr�o�e der Hasenpopulation zur Zeit t sei x(t), die der Fuchs-

population sei y(t). Wir bezeichnen die Zeitableitungen mit _x und _y. Ein auf den

Mathematiker Volterra zur�uckgehendes Modell besagt, dass sich x und y entspre-

chend des folgenden Di�erentialgleichungssystems verhalten

_x = ax− bxy

_y = −cy+ dxy

mit positiven Konstanten a, b, c und d. Es handelt sich um ein nichtlineares Di�eren-

tialgleichungssystem. Die Abbildungen 21.3 und 21.2 zeigen einige L�osungskurven.

21.6 Notation. F�ur K > 0 de�niert man

MK = {(ξ, η) ∈ ]0,∞[2 | ξce−dξηae−bη = K}.

21.7 Satz. Sei φ : I→ R2, t 7→ (x(t), y(t)), eine L�osung der R�auber-Beute-Gleichung,

so dass es ein t0 ∈ I mit x(t0) > 0 und y(t0) > 0 gibt. Dann gibt es ein K mit

(x(t), y(t)) ∈MK f�ur alle t ∈ I.
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21. Autonome Di�erentialgleichungen
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Abbildung 21.1.: Phasenportaits f�ur y ′ = Ay f�ur A = ( 1 00 2 ), A =
(
1 0
0 −1

)
, A = ( 1 11 0 )

und A =
(
0 1
−2 0

)
im Uhrzeigersinn beginnend oben links

Beweis. Im Phasenraum k�onnen sich keine zwei Kurven �uberschneiden. Die Rand-

kurven des ersten Quadranten sind selber L�osungen, also bleiben alle L�osungskurven

im ersten Quadranten. Wir berechnen durch Einsetzen in der Di�erentialgleichung

(ich schreibe das Argument t nicht hin)

d

dt
xce−dxyae−by = c _xxc−1e−dxyae−by − d _xxce−dxyae−by

+ a _yxce−dxya−1e−by − b _yxce−dxyae−by

= acxce−dxyae−by − bcxce−dxya+1e−by

− adxc+1e−dxyae−by + bdxc+1e−dxya+1e−by

− acxce−dxyae−by + adxc+1e−dxya+1e−by

+ bcxce−dxya+1e−by − bdxc+1e−dxya+1e−by
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= (ac− ac)xce−dxyae−by + (−bc+ bc)xce−dxya+1e−by

(−ad+ ad)xc+1e−dxyae−by + (bd− bd)xc+1e−dxya+1e−by

= 0.

21.8 Satz. Sei V ⊆ Rn o�en und sei F : V → Rn ein lokal Lipschitz-stetiges Vek-

torfeld. Sei x0 ∈ R, sei y0 ∈ V und sei φ : I → V eine L�osung der Anfangswert-

aufgabe y ′ = F(y), y(x0) = y0, mit maximalem De�nitionsbereich I = ]a, b[. Falls

b < ∞, dann gibt es f�ur jede kompakte Menge M ⊂ V eine Folge (xm)m∈N in I

mit limm→∞ xm = b und φ(xm) /∈ M f�ur alle m. Die analoge Aussage gilt, falls

a > −∞.

Beweis. Sei b < ∞, und sei M eine beliebige kompakte Teilmenge von V. Aus

Satz 19.5 folgt, dass G keine kompakte Teilmenge von R × V ist. Es gibt also eine

Folge (xk, yk)k∈N in G, die keine in R × V konvergente Teilfolge hat. Da (xk)k∈N
beschr�ankt ist, besitzt sie eine konvergente Teilfolge (xkm)m∈N mit limm→∞ xkm = ξ.

Es gilt ξ < b, weil sonst die Folge (xkm , φ(xkm))m∈N gegen (ξ,φ(ξ)) konvergieren

w�urde. DaM kompakt ist und (ykm)m∈N keine konvergente Teilfolge enth�alt, k�onnen

nur endlich viele ihrer Elemente in M liegen. Daher besitzt (xkm)m∈N eine Teilfolge

mit den in der Behauptung geforderten Eigenschaften.

21.9 Korollar. Es sei φ : I→ R2, t 7→ (x(t), y(t)) eine maximale L�osung der R�auber-

Beute Gleichung, f�ur die es ein t0 mit x(t0) > 0 und y(t0) > 0 gibt. Dann I = R.

Beweis. Wir m�ussen zeigen, dassMK beschr�ankt ist. Wir nehmen zum Widerspruch

an, dass es eine Folge ((ξn, ηn))n∈N mit limn→∞ ξn = ∞ gibt. Dann limn→∞ ξcne−dξn =

0 und daher limn→∞ ηane−bηn = ∞. Letzteres kann nicht sein, da die Funktion ]0,∞[ →
R, η 7→ ηae−bη beschr�ankt ist. Genauso argumentiert man im Fall limn→∞ ηn =∞.

21.10 Satz. Seien a, b, c, d > 0, und sei φ : R → ]0,∞[2 eine L�osung der R�auber-

Beute Gleichung. Dann ist φ periodisch, d. h. es gibt T > 0 mit φ(t+ T) = φ(t)

f�ur alle t ∈ R.

Beweis. Diesen Satz werde ich im Kapitel �uber Untermannigfaltigkeiten zeigen.
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21. Autonome Di�erentialgleichungen

Hasen
Füchse

Abbildung 21.2.: L�osungen einer R�auber-Beute-Gleichung

Hasen

Fü
ch

se

Abbildung 21.3.: Phasenportrait einer R�auber-Beute-Gleichung
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Teil III.

Der Satz über implizite Abbildungen
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22. Der Umkehrsatz

22.1 Definition. Es seien W,U ⊆ Rn o�en und k ∈ N ∪ {∞}. Eine bijektive Abbildung

ψ : U → W von der Klasse Ck hei�t Ck-Di�eomorphismus, wenn die Umkehrabbil-

dung ψ−1 ebenfalls von der Klasse Ck ist.

22.2 Bemerkungen. (a) Die Abbilung f : ]−1, 1[ → ]−1, 1[, x 7→ x3, ist bijektiv und

von der Klasse C∞, aber noch nicht mal ein C1-Di�eomorphismus.

(b) ψ : U → W sei ein C1-Di�eomorphismus. Dann ist f�ur jedes u ∈ U die Matrix

D(ψ)(u) ∈ Rn×n invertierbar. Das folgt sofort aus der Kettenregel.

(c) Die Umkehrung gilt nicht. Betrachte

f : R2 → R2, f(x, y) =

(
ex cos(y)

ex sin(y)

)
.

Dann ist Df(x, y) f�ur jedes (x, y) ∈ R2 invertierbar. Trotzdem ist f nicht inver-

tierbar.

22.3 Definition. Es seiW ⊆ Rn o�en und k ∈ N∪{∞}. Eine Abbildung f : W → Rn hei�t
lokaler Ck-Di�eomorphismus, falls es zu jedem Punkt x ∈W eine o�ene Umgebung

U von x gibt, so dass f(U) o�en und f : U→ f(U) ein Ck-Di�eomorphismus ist.

22.4 Theorem (Umkehrsatz). Es sei W ⊆ Rn o�en und k ∈ N∪ {∞}. Eine Abbildung

f : W → Rn von der Klasse Ck ist genau dann ein lokaler Ck-Di�eomorphismus,

wenn f�ur alle x ∈W die Matrizen Df(x) invertierbar sind.

22.5 Beispiel (Kugelkoordinaten). F�ur q = (x, y, z) ∈ R3 sei r =
√
x2 + y2 + z2.

Im Fall q ̸= 0 gibt es genau ein θ ∈ [−π
2
, π
2
] mit z = r sin θ. Der Winkel θ ist der

Breitengrad von q. Es folgt dann x2 + y2 = r2 cos2 θ. Schreibt man jetzt (x, y) in

ebenen Polarkoordinaten, so ergibt sichxy
z

 = Ψ(r,φ, θ) =

r cos(φ) cos(θ)r sin(φ) cos(θ)

r sin(θ)

 .
φ ist dann der L�angengrad von q. Wir haben gerade gesehen, dass Ψ : [0,∞[×]−π, π]×
[−π

2
, π
2
] → R3 surjektiv ist. Es gilt

DΨ(r,φ, θ) =

cos(φ) cos(θ) −r sin(φ) cos(θ) −r cos(φ) sin(θ)

sin(φ) cos(θ) r cos(φ) cos(θ) −r sin(φ) sin(θ)

sin(θ) 0 r cos(θ)

 .
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22. Der Umkehrsatz

Dann det(DΨ(r,φ, θ)) = r2 cos θ. Also ist Ψ ein lokaler C∞-Di�eomorphismus auf

{(r,φ, θ) ∈ R3 | r ̸= 0, cos θ ̸= 0}. Aus der Periodizit�at der trigonometrischen

Funktionen folgt, dass Ψ : U → R3 \ H ein C∞-Di�eomorphismus ist, wenn U =

]0,∞[× ]−π, π[× ]−π
2
, π
2
[ und H = {(x, 0, z) | x ≤ 0, z ∈ R}.

Die folgende Formulierung des Umkehrsatzes impliziert Theorem 22.4.

22.6 Satz. Es sei G ⊆ Rn o�en und k ∈ N ∪ {∞}, und es sei f : G → Rn von der

Klasse Ck. Es sei a ∈ G ein Punkt, f�ur den Df(a) invertierbar ist. Dann gibt es

Umgebungen V von a und U von f(a), so dass f : V → U bijektiv ist. Bezeichnet

man mit g : U→ V ihre Inverse, so ist g von der Klasse Ck, und es gilt

Dg(f(a)) = (Df(a))−1.

Beim Beweis des Umkehrsatzes orientiere ich mich an dem Buch von Kaballo. Er

erfolgt in mehreren Schritten. Der erste ist der folgende Satz, der aus der Cramerschen

Regel folgt.

22.7 Satz. Die Abbildung A 7→ A−1 ist ein C∞-Di�eomorphismus von GLn(R) in
sich.

Beweis. Die Cramersche Regel besagt, dass die Eintr�age von A−1 rationale Funktio-

nen in den Eintr�agen von A sind.

Die folgenden Lemmata sind Beweisschritte des Umkehrsatzes. Sie beziehen sich

auf dessen Notation.

22.8 Lemma. Man kann ohne Einschr�ankung a = 0, f(a) = 0 und Df(0) = En
annehmen.

Beweis. Durch Translation des Koordinatensystems kann man a = 0 erreichen. Sei

dann A = Df(0). Setze h(x) = A−1(f(x)− f(0)). Dann h(0) = 0 und Dh(0) = En und

h ist von der Klasse Ck. Wenn f�ur Nullumgebungen U und V gilt, dass h : V → U

bijektiv ist mit Ck-Inverser, dann ist f : V → A(U) + f(0) bijektiv mit Ck-Inverser

f−1 : y 7→ h−1(A−1(y− f(0))).

22.9 Lemma. Unter der Annahme von Lemma 22.8 gibt es δ > 0 mit Df(y) ∈
GLn(R) f�ur alle y ∈ B7δ(0) und f�ur ∥ · ∥ = ∥ · ∥∞ gilt

∥f(x+ h) − f(x) − h∥ ≤ 1

2
∥h∥ f�ur alle x, x+ h ∈ B2δ(0). (22.1)

Insbesondere gilt ∥f(x+ h) − f(x)∥ ≥ 1
2
∥h∥ f�ur alle x, x+ h ∈ B2δ(0), und f ist auf

B2δ(0) injektiv.
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Beweis. Die Abbildung y 7→ Df(y) ist stetig und GLn(R) ist o�en. Daher existiert
δ > 0, so dass B7δ(0) ⊆ G und

Df(y) ∈ GLn(R) und ∥Df(y) − En∥ ≤ 1

2
f�ur alle y ∈ B7δ(0).

Es sei nun x ∈ B2δ(0) fest. F�ur h ∈ B5δ(0) de�niert man F(h) = f(x + h) − h. Dann

gilt ∥DF(h)∥ ≤ 1
2
. Aus dem Mittelwertsatz folgt ∥F(h) − F(0)∥ ≤ 1

2
∥h∥, also

∥f(x+ h) − f(x) − h∥ ≤ 1

2
∥h∥.

22.10 Lemma. F�ur δ > 0 ist der Raum X =
{
φ : Bδ(0) → B2δ(0)

∣∣ φ stetig
}
vollst�andig,

wenn man ihn mit der Metrik d(φ,ψ) = sup{∥φ(y) −ψ(y)∥ | ∥y∥ ≤ δ} versieht.

Beweis. Nach Satz 19.3 ist C(I,Rn) f�ur kompakte Intervalle I bez�uglich ∥ · ∥∞
vollst�andig. Der Beweis von Satz 19.3 �ubertr�agt sich auf den Raum X.

22.11 Lemma. Unter der Annahme von Lemma 22.8 gilt Bδ(0) ⊆ f(B2δ(0)) ⊆ B3δ(0).
Au�erdem gibt es eine stetige Abbildung g : Bδ(0) → B2δ(0) mit f(g(y)) = y f�ur

alle y ∈ Bδ(0).

Beweis. Setzt man x = 0 im vorigen Lemma, so erh�alt man ∥f(h) − h∥ ≤ 1
2
∥h∥ f�ur

h ∈ B2δ(0). Daraus folgt f(B2δ(0)) ⊆ B3δ(0).
F�ur X wie im vorigen Lemma betrachten wir

G : X→ X, G(φ)(y) = φ(y) − f(φ(y)) + y.

Es ist nicht �a priori klar, dass G(φ) ∈ X f�ur φ ∈ X. Sei also y ∈ Bδ(0) beliebig. Dann
∥φ(y)∥ ≤ 2δ, weil φ ∈ X, und aus (22.1), angewandt auf x = 0 und h = φ(y), folgt

∥G(φ)(y)∥ ≤ ∥φ(y) − f(φ(y))∥+ ∥y∥ ≤ 1

2
∥φ(y)∥+ ∥y∥ ≤ 2δ.

Beachte, dass im Fall ∥y∥ < δ sogar ∥G(φ)(y)∥ < 2δ folgt. Um zu zeigen, dass G

eine Kontraktion ist, benutzen wir ebenfalls (22.1). Seien φ,ψ ∈ X und sei y ∈ Bδ(0)
fest. Dann gibt es ein h ∈ Rn mit ψ(y) = φ(y) + h. Damit gilt

∥G(ψ)(y) −G(φ)(y)∥ = ∥φ(y) + h− f(φ(y) + h) −φ(y) + f(φ(y))∥

= ∥f(φ(y)) − f(φ(y) + h) + h∥ ≤ 1

2
∥h∥.

Damit ist gezeigt, dass G kontrahierend mit Kontraktionskonstante 1
2
ist. Der Ba-

nachsche Fixpunktsatz impliziert die Existenz der behaupteten Abbildung g.

Sei schlie�lich y ∈ Bδ(0) gegeben. Dann folgt aus der Zusatz�uberlegung, dass

∥g(y)∥ = ∥G(g)(y)∥ < 2δ. Daher ist y = f(g(y)) in f(B2δ(0)).
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22. Der Umkehrsatz

22.12 Lemma. Unter der Annahme von Lemma 22.8 sei U = Bδ(0) und V = g(U).

Dann sind V und U o�ene Umgebungen von a = 0 bzw. f(a) = 0, und f : V → U

ist ein Ck-Di�eomorphismus. Es gilt D(g)(y) =
(
D(f)(f−1(y))

)−1
.

Beweis. Mit U ist nach Lemma 22.11 auch V = f−1(U) o�en und wegen f ◦ g = id

ist g : U → V in der Tat invertierbar mit Inverser f. Wir zeigen zun�achst, dass g

di�erenzierbar ist. Dazu seien y, y+ k ∈ U gegeben. Wir setzen

x := g(y) und h := g(y+ k) − g(y).

Das bedeutet g(y+ k) = x+ h und daher

k = f(x+ h) − f(x) = D(f)(x)h+ ρ(h) (22.2)

f�ur eine Abbildung ρ mit limh→0 ∥ρ(h)∥
∥h∥ = 0. F�ur B := (Df(x))−1 erhalten wir

Bk = h+ Bρ(h),

also

g(y+ k) − g(y) = h = Bk− Bρ(h).

Wegen der ersten Gleichung in (22.2) folgt aus (22.1), dass ∥k∥ ≥ 1
2
∥h∥. Daher

impliziert k→ 0 auch h→ 0 und die Di�erenzierbarkeit von g in y ist gezeigt.

Genauer haben wir D(g)(y) =
(
D(f)(f−1(y))

)−1
gezeigt. Daher folgen die k-fache

Di�erenzierbarkeit und die Stetigkeit der Ableitungen mit vollst�andiger Induktion.

Beim Induktionsschritt ist g von der Klasse Cj−1. Diese Abbildung wird verkn�upft

mit welchen, die mindestens von der Klasse Ck sind.
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23. Der Satz über implizite Funktionen

23.1 Beispiel. Sei f : R2 → R, f(x, y) = x3 + y3 − 3xy. Die Menge {(x, y) ∈ R2 |

f(x, y) = 0} ist eine Kurve im R2. Sie wird in Abbildung 23.1 gezeigt. Fast �uberall ist

sie wenigstens lokal der Graph einer Funktion.

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x3 + y3 3xy = 0

Abbildung 23.1.: Das kartesische Blatt

23.2 Definition. Wenn die Elemente von Rk × Rm als (x, y) mit x ∈ Rk und y ∈
Rm geschrieben werden, dann de�niert man f�ur o�ene Mengen U ⊆ Rk × Rm und

Abbildungen F : U→ Rn mit Komponenten F1, . . . , Fn

∂F

∂y
=


∂F1
∂y1

. . . ∂F1
∂ym

...
...

∂Fn
∂y1

. . . ∂Fn
∂ym

 .
23.3 Theorem (Satz �uber implizite Funktionen). Seien U1 ⊆ Rk und U2 ⊆ Rm o�en

und seien x0 ∈ U1, y0 ∈ U2. Sei F : U1×U2 → Rm von der Klasse Cp, p ∈ N∪ {∞},
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23. Der Satz �uber implizite Funktionen

mit F(x0, y0) = 0. Ferner sei die Matrix ∂F
∂y
(x0, y0) invertierbar. Dann gibt es eine

Umgebung U ⊆ U1 von x0, eine Umgebung V ⊆ U2 von y0 und eine Abbildung

g : U→ V von der Klasse Cp mit den folgenden Eigenschaften

(a) F(x, g(x)) = 0 f�ur alle x ∈ U.

(b) Wenn F(x, y) = 0 f�ur (x, y) ∈ U× V, dann y = g(x).

Es gilt

Dg(x0) = −

(
∂F

∂y
(x0, y0)

)−1

◦
(
∂F

∂x
(x0, y0)

)
.

23.4 Beispiel. Sei f(x, y) = x3+y3−3xy und sei K die Kurve K = {(x, y) | f(x, y) = 0}.

Wir suchen diejenigen Punkte (x0, y0) ∈ K, in denen die Voraussetzungen des Satzes

�uber implizite Funktionen verletzt sind

0 =
∂f

∂y
(x0, y0) = 3y

2
0 − 3x0.

Also x0 = y
2
0. Welche davon liegen in K?

0 = f(y20, y0) = y
6
0 − 2y

3
0.

Also y0 = 0 oder y0 = 3
√
2 und daher (x0, y0) = (0, 0) oder (x0, y0) =

(
3
√
4,

3
√
2
)
.

F�ur alle anderen Punkte existieren also ein Intervall ]x0 − ϵ, x0 + ϵ[, eine o�ene

Umgebung U von (x0, y0) und eine C∞-Abbildung g : ]x0 − ϵ, x0 + ϵ[ → R, so dass

K ∩U = {(x, g(x)) | x0 − ϵ < x < x0 + ϵ}.

In
(

3
√
4,

3
√
2
)
gilt

∂f

∂x

(
3
√
4,

3
√
2
)
= 3

(
3
√
4
)2

− 3
3
√
2 = 3

3
√
2 ̸= 0.

Daher kann dort die Kurve als Graph x = h(y) geschrieben werden. Dagegen gilt
∂f
∂x
(0, 0) = 0. Dort l�asst sich der Satz �uber implizite Funktionen nicht anwenden, und

in der Tat ist K dort lokal kein Graph. (Der algebraische Geometer sagt: \K besitzt

im Ursprung eine Singularit�at.")

In jedem Punkt (x0, y0) ∈ K mit ∂f
∂y
(x0, y0) ̸= 0 kann man ferner die Tangente an

den Graphen von g bestimmen. Es gilt n�amlich

g ′(x0) =
y0 − x

2
0

y20 − x0
.

Daher ist die Tangente an K im Punkt (x0, y0) gleich

T = (x0, y0) + R

(
y20 − x0
y0 − x

2
0

)
.

Das gilt auch in
(

3
√
4,

3
√
2
)
, aber nicht im Ursprung. Descartes hat von Fermat ver-

langt, die Tangente auch im Ursprung zu bestimmen. Fermat konnte das. Wir werden

das auch k�onnen.
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Beweis des Satzes �uber implizite Abbildungen. De�niere

Φ : U1 ×U2 → Rk × Rm, Φ

(
x

y

)
=

(
x

F(x, y)

)
.

Es gelten Φ(x0, y0) = (x0, 0) und

DΦ =

(
Ek 0
∂F
∂x

∂F
∂y

)
.

Daher ist DΦ(x0, y0) invertierbar. Aus dem Umkehrsatz folgt, dass es Umgebungen

W1×V ⊆ Rk×Rm von (x0, y0) undW2 ⊆ Rk+m von (x0, 0) gibt, so dass Φ : W1×V →
W2 ein C

p-Di�eomorphismus ist. Setze

U = {x ∈W1 |(
x
0 ) ∈W2}

und de�niere g : U→ V durch

Φ−1

(
x

0

)
=

(
x

g(x)

)
.

Dann ist g von der Klasse Cp, und es gilt f�ur alle x ∈ U(
x

F(x, g(x))

)
= Φ

(
x

g(x)

)
= Φ ◦Φ−1

(
x

0

)
=

(
x

0

)
.

Gilt umgekehrt F(x, y) = 0 f�ur x ∈ U und y ∈ V, so folgt

Φ

(
x

y

)
=

(
x

0

)
,

also (
x

y

)
= Φ−1

(
x

0

)
und damit y = g(x). Die Formel f�ur Dg(x0) erhalten wir schlie�lich aus der Ketten-

regel.

23.5 Beispiel. Der Nullpunkt ist eine L�osung des Gleichungssystems

(x− 1)3 + (y− 1)4 − (z− 1)5 − 1 = 0

4(x− 1)2 + 3(y− 1)3 − 2(z− 1)4 + 1 = 0.

Gibt es beliebig kleine L�osungen (x, y, z) mit x > 0, y < 0 und z > 0?
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23. Der Satz �uber implizite Funktionen

Wir fassen die Variablen y und z zu Y = ( yz ) zusammen. Dann

∂F

∂Y
(x, y, z) =

(
4(y− 1)3 −5(z− 1)4

9(y− 1)2 −8(z− 1)3

)
,

also ist
∂F

∂Y
(0, 0, 0) =

(
−4 −5

9 8

)
,

invertierbar mit Inverser(
∂F

∂Y
(0, 0, 0)

)−1

=
1

13

(
8 5

−9 −4

)
.

Aus dem Satz �uber implizite Abbildunge folgt die Existenz einer Nullumgebung

U ⊆ R und einer C∞-Abbildungφ : U→ R2, so dass f�ur alle x ∈ U das Tripel (x,φ(x))

das Gleichungssystem l�ost. Um die Ableitung von φ zu bestimmen, berechnen wir

∂F

∂x
(x, y, z) =

(
3(x− 1)2

8(x− 1)

)
,

also
∂F

∂x
(0, 0, 0) =

(
3

−8

)
,

Damit

φ ′(0) = −
1

13

(
8 5

−9 −4

)(
3

−8

)
= −

1

13

(
−16

5

)
.

Wenn also x > 0 klein ist, dann y = 16
13
x + o(x) und z = − 5

13
x + o(x). Es gibt also

keine L�osung mit x ∈ U und der gew�unschten Vorzeichenverteilung.

23.6 Beispiel. Es sei n ∈ N. Wir wollen zeigen, dass es zu jeder Matrix A ∈ Rn×n in
der N�ahe der Einheitsmatrix eine Matrix B mit B2 = A gibt.

Sei dazu F : Rn×n × Rn×n de�niert durch F(A,B) = A − B2. Dann ist das Paar

(En, En) eine Nullstelle von F. F�ur H ∈ Rn×n gilt

∂F

∂B
(A,B)H = BH+HB,

also
∂F

∂B
(En, En)H = 2H.

Also sind die Voraussetzungen des Satzes �uber implizite Abbildungen erf�ullt und es

gibt eine Umgebung U der Einheitsmatrix, so dass zu jedem A ∈ U ein B ∈ Rn×n

mit B2 = A existiert.
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24. Untermannigfaltigkeiten des RN

24.1 Definition. Sei p ∈ N ∪ {∞}. Eine Teilmenge M ⊆ RN hei�t n-dimensionale

Untermannigfaltigkeit des RN der Klasse Cp, wenn es f�ur jedes a ∈ M eine o�ene

Umgebung U ⊆ RN von a und eine Abbildung f : U→ RN−n von der Klasse Cp gibt,

so dass

(a) M ∩U = {x ∈ U | f(x) = 0},

(b) Rang(Df(a)) = N− n.

24.2 Bemerkung. Rang(Df(a)) = N− n bedeutet, dass die lineare Abbildung

Df(a) : RN → RN−n

surjektiv ist. Das ist �aquivalent dazu, dass es eine (N−n)×(N−n)-Unterdeterminante

von Df(a) gibt, die nicht verschwindet.

24.3 Beispiel. (a) Der Einheitskreis S1 =
{
(x1, x2) ∈ R2

∣∣x21 + x22 = 1} ist eine C∞-
Untermannigfaltigkeit des R2. Man kommt sogar mit einem von a unabh�angigen f

aus und kann setzen

f : R2 → R,

(
x1
x2

)
= x21 + x

2
2 − 1.

(b) Genauso zeigt man, dass die Einheitssp�are Sn−1 eine C∞-Untermannigfaltigkeit

des Rn ist.

(c) Sei U ⊆ Rn o�en, sei g : U→ Rm von der Klasse Cp. Dann ist der Graph G(g)
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn+m von der Klasse Cp.

Beweis. Setzt man f : U× Rm, f(x, y) = y− g(x), so hat

Df(x, y) = (−Dg(x) Em)

den Rang m = (m+ n) − n.

(d) F�ur die Abbildung h : R2 → R, h(x, y) = x3 + y3 − 3xy, aus Beispiel 23.1 sind

alle H�ohenlinien

{(x, y) ∈ R2 | h(x, y) = c}

mit Ausnahme der H�ohenlinien zu c = 0 und c = −1 eindimensionale Man-

nigfaltigkeiten der Klasse C∞. Einige H�ohenlinien zeigt Abbildung 24.1, den

3D-Graphen zeigt Abbildung 24.2.
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24. Untermannigfaltigkeiten des RN
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Abbildung 24.1.: H�ohenlinien zu Beispiel 24.3(c). Die blaue Kurve ist das kartesische

Blatt, die orange die H�ohenlinie zu c = −0.99.
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Abbildung 24.2.: Graph zu Beispiel 24.3(c)
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Beweis. F�ur f(x, y) = h(x, y) − c gilt

Df(x, y) =
(
3x2 − 3y 3y2 − 3x

)
.

Diese Matrix hat vollen Rang, au�er wenn x2 = y und y2 = x, was �aquivalent

ist zu (x, y) = (0, 0) oder (x, y) = (1, 1). Im ersten Fall gilt c = 0, im zweiten

c = −1.

24.4 Satz. Sei M ⊆ RN. Dann sind �aquivalent:

(a) M ist eine n-dimensionale Cp-Untermannigfaltigkeit von RN.

(b) F�ur jedes a ∈ M existieren eine o�ene Umgebung U ⊆ RN von a, eine

o�ene Teilmenge V ⊆ RN und ein Cp-Di�eomorphismus h : U→ V mit

h(M ∩U) = V ∩ (Rn × {0}).

Beweis. (a) =⇒ (b): Es sei a ∈ M beliebig gew�ahlt. Wegen RangDf(a) = N − n

k�onnen wir die Variablen so umnumerieren, dass die letzten letzten N − n Spalten

der Matrix linear unabh�angig sind. Wenn wir das gemacht haben, schreiben wir die

Elemente des RN in der Form (x1, . . . , xn, y1, . . . , yN−n). Entsprechend schreiben wir

a = (α1, . . . , αn, β1, . . . , βN−n). Dann ist f�ur das f aus der De�nition der Unterman-

nigfaltigkeit die Matrix ∂f
∂y
(α,β) invertierbar. Es gibt also Umgebungen W1 ⊆ Rn

von α und W2 ⊆ RN−n von β und eine Abbildung g : W1 → W2 von der Klasse Cp,

so dass

M ∩ (W1 ×W2) = {(x, g(x)) ∈ Rn × RN−n | x ∈W1}.

Setze U =W1 ×W2 und V = {(ξ, η) ∈W1 × RN−n | η− g(ξ) ∈W2} und de�niere

h : U→ V, h(x, y) = (x, y− g(x)).

Dann ist h ein Cp-Di�eomorphismus; wir k�onnen seine Inverse sogar angeben: Es

handelt sich um die Abbildung k(ξ, η) = (ξ, η + g(ξ)). Wir zeigen nun die Mengen-

gleichheit aus der Behauptung, indem wir beide Inklusionen nachweisen.

Sei zuerst (x, y) ∈M ∩U. Dann h(x, y) ∈ V nach De�nition von V und h(x, y) =

(x, y− g(x)) = (x, 0) nach Wahl von g.

Sei nun (ξ, 0) ∈ V. Dann k(ξ, 0) = (ξ, g(ξ)) ∈M ∩U.
(b) =⇒ (a): Seien hj, j = 1, . . . ,N, die Komponenten von h. Setze

f : U→ RN−n, f(x) =

hn+1(x)...

hN(x)

 .
Da Dh(a) invertierbar ist, sind die Zeilen von Df(a) linear unabh�angig. Die Gleich-

heit M = f−1(0) folgt sofort aus der De�nition von h.
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24. Untermannigfaltigkeiten des RN

24.5 Definition. Seien X, Y zwei metrische R�aume. Eine bijektive Abbildung f : X→ Y

hei�t Hom�oomorphismus, wenn sowohl f als auch f−1 stetig sind. Wenn es einen

Hom�oomorphismus zwischen X und Y gibt, so sind die beiden R�aume hom�oomorph.

24.6 Beispiel. R ist hom�oomorph zum Einheitsintervall ]0, 1[.

Beweis. f(x) = 1
π

(
arctan(x) + π

2

)
ist ein Hom�oomorphismus.

24.7 Definition. Sei W ⊆ Rn o�en und sei φ : W → RN von der Klasse C1. Falls

RangDφ(x) = n f�ur alle x ∈W, so ist φ eine Immersion.

24.8 Beispiel. (a) Die Abbildung f : R → R2, t 7→ ( cos t
sin t ), ist eine C

∞-Immersion.

(b) Die Abbildung

g : R → R2, g(t) =



(
0

t2

)
, t < 0,(

t2

0

)
, t ≥ 0

ist zwar von der Klasse C1, aber keine Immersion.

24.9 Bemerkung. Wenn es eine Immersion φ : U→ RN f�ur eine o�ene Menge U ⊆ Rn

gibt, so ist n ≤ N.

24.10 Satz. Sei M ⊆ RN. Dann sind �aquivalent:

(a) M ist eine n-dimensionale Cp-Untermannigfaltigkeit des RN.

(b) F�ur jedes a ∈M existieren eine o�ene Umgebung U ⊆M von a in M, eine

o�ene Teilmenge V ⊆ Rn und eine hom�oomorphe Abbildung φ : U→ V, so

dass φ−1 als Abbildung in den RN eine Immersion der Klasse Cp ist.

Beweis. (a) =⇒ (b): Es gibt einen Cp-Di�eomorphismus h : U1 → V1 mit h(M ∩
U1) = V1 ∩ (Rn × {0}). Setze V = {ξ ∈ Rn | (ξ, 0) ∈ V1} und U =M ∩U1 und

ψ : V → RN, ψ(ξ) = h−1(ξ, 0).

Dann ist ψ eine Immersion. Ihre Inverse ist gegeben durch φ = π ◦h, wobei π : RN →
Rn die Projektion auf die ersten n Komponenten ist.

(b) =⇒ (a): Ohne Einschr�ankung ist φ(a) = 0. Die Komponenten von ψ = φ−1

bezeichnen wir mit ψ1, . . . , ψN. Da ψ eine Immersion ist, sind ∂ψ
∂ξ1

(0), . . . , ∂ψ
∂ξn

(0) linear

unabh�angig. Man kann sie also zu einer zu einer Basis(
∂ψ

∂ξ1
(0), . . . ,

∂ψ

∂ξn
(0), v(1), . . . , v(N−n)

)
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des RN erg�anzen. Wir setzen

g : V × RN−n → RN, g(ξ, η) = ψ(ξ) +

N∑
j=n+1

ηj−nv
(j).

Dann ist

Dg(0, 0) =


∂ψ1

∂ξ1
(0) . . . ∂ψ1

∂ξn
(0) v

(1)
1 . . . v1(N−n)

...
...

...
...

∂ψN

∂ξ1
(0) . . . ∂ψN

∂ξn
(0) v

(N)
1 . . . vN(N−n)


=
(
Dψ(0) v(1) . . . v(N−n)

)
invertierbar. Aus dem Umkehrsatz folgt die Existenz von o�enen Umgebungen Ṽ

von 0 und Ũ von a im RN, so dass g : Ṽ → Ũ ein Cp-Di�eomorphismus ist. Wir

d�urfen annehmen, dass Ṽ ∩ Rn × {0} ⊆ V × {0} und Ũ ∩M ⊆ U. Wenn π2 : RN =

Rn × RN−n → RN−n die Projektion auf die letzten (N − n) Komponenten ist, dann

setzen wir

f : Ũ→ RN−n, f(x) = π2(g
−1(x)).

Die Kettenregel zeigt, dass Df(a) das Produkt einer invertierbaren Matrix mit einer

vom Rang (N−n) ist, also vollen Rang hat. Wir zeigen zum Schluss f−1(0) =M∩ Ũ,
indem wir beide Inklusionen nachweisen.

Sei zuerst x ∈ Ũ mit f(x) = 0. Dann π2(g
−1(x)) = 0, also g−1(x) = (y, 0) f�ur ein

y ∈ V. Daraus folgt x = g(g−1(x)) = g(y, 0) = ψ(y) ∈ Ũ ∩M.

Ist andererseits x ∈ M ∩ Ũ, dann x = ψ(y) f�ur y = φ(x) und daher g(y, 0) =

ψ(y) = x. Das bedeutet g−1(x) = (y, 0) und f(x) = π2(g
−1(x)) = 0.

In der Vorlesung am 20.1.2026 wurde erg�anzend die Menge

M := {

(
cos(t)

sin(2t)

)
| 0 < t < 2π}

betrachtet, der Rand eines Schmetterlings mit punktf�ormigem Rumpf. Dabei ist M

durch eine Immersion de�niert. Trotzdem istM an der Stelle t = π/2 bzw. t = 3π/2

lokal keine Mannigfaltigkeit. An der Stelle t = π/2 bzw. t = 3π/2 gibt es auch

keine hom�oomorphe Abbildung wie in Teil (b) gefordert. Hier ist die Hom�oomorphie-

Eigenschaft also eine wesentliche Voraussetzung des obigen Satzes. Umgekehrt gibt es

auch Beispiele von Abbildungen, die keine Immersion sind und deren Bild trotzdem

eine Mannigfaltigkeit ist, nur wird dies durch die gew�ahlte Abbildung nicht bewiesen.

24.11 Definition. Jedes solcheφ ist eineKarte vonM. Eine MengeA von Karten ist ein

Atlas der Untermannigfaltigkeit M, wenn jeder Punkt aus M im De�nitionsbereich

wenigstens einer Karte aus A liegt.

Wenn φ : U → V mit U ⊆ M und V ⊆ Rn eine Karte ist, dann bezeichnet man

φ−1 als lokale Parametrisierung von M.
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24. Untermannigfaltigkeiten des RN

24.12 Beispiel. Die Kugelkoordinaten, eingeschr�ankt auf r = 1, de�nieren eine Karte

der S2, deren De�nitionsbereich die Menge {(x, y, z) ∈ S2 | y ̸= 0 oder x > 0} ist.
Analog kann man Kugelkoordinaten scha�en, deren De�nitionsbereich die Menge

{(x, y, z) ∈ S2 | z ̸= 0 oder x < 0} ist. Diese beiden Karten bilden einen Atlas der S2.

Abbildung 24.3 zeigt die jeweils ausgelassenen Kurven.

In Kaballo, Aufgabe 21.2, werden Polarkoordinaten f�ur beliebige Dimension er-

kl�art. Daraus erh�alt man sofort einen Atlas f�ur die Sn−1.

F�ur die Sph�are Sn−1 gibt es aber auch andere Atlanten. Wir setzen dazu Sn−1j,± =

{x ∈ Sn−1 | ±xj > 0} und

φj,± : S
n−1
j,± → B1(0) ⊂ Rn−1, x 7→ (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn).

Die Inverse ist dann

ψj,±(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)

=
(
x1, . . . , xj−1,±

√
1− x21 − · · ·− x2j−1 − x2j+1 − · · ·− x2n, xj+1, . . . , xn

)
.

Abbildung 24.4 zeigt die sechs Karten, aus denen dieser Atlas der S2 besteht.

Bemerkung. Wir zeigen in der Analysis III: Es seiM eine Cp-Untermannigfaltigkeit

und es seien φ1 : U1 → V1 und φ2 : U2 → V2 zwei Karten, so dass U1 ∩ U2 ̸= ∅.
Setzt man W1 = φ1(U1 ∩U2) und W2 = φ2(U1 ∩U2), so ist φ1 ◦ φ−1

2 : W2 → W1 ein

Cp-Di�eomorphismus. Die Abbildung der Form φ1 ◦φ−1
2 hei�en Kartenwechsel.

De�niert man abstrakte Cp-Mannigfaltigkeiten, so kann man die Forderung, dass

das Inverse einer Karte eine Immersion der Klasse Cp ist, nicht mehr stellen. Statt

dessen fordert man, dass alle Kartenwechsel von der Klasse Cp sind.

24.13 Satz. F�ur a, b, c, d > 0 und K > 0 sei MK = {(ξ, η) ∈ ]0,∞[2 | f(ξ, η) = K},

wobei f(ξ, η) = ξce−dξηae−bη. Ferner sei K0 =
(
c
de

)c ( a
be

)a
. F�ur 0 < K < K0 ist MK

eine eindimensionale C∞-Untermannigfaltigkeit des R2. Sie besitzt einen Atlas

aus L�osungen der R�auber-Beute-Gleichung. F�ur K = K0 besteht MK aus einem

einzigen Punkt und f�ur K > K0 ist MK leer.

Beweis. F�ur (ξ, η) mit f(ξ, η) = K gilt Df(ξ, η) =
(
c
ξ
− d, a

η
− b
)
K. Also ist

(
c
d
, a
b

)
die einzige kritische Stelle von f in ]0,∞[. Der Funktionswert an dieser Stelle ist K0.

F�ur ∥(ξ, η)∥1 = R gilt f(ξ, η) ≤ Ra+c exp(−min(b, d)R), wird also f�ur gro�e R kleiner

als K0. Da ferner f(0, η) = f(ξ, 0) = 0, besitzt f in [0, R]2 genau eine globale Maxi-

malstelle, n�amlich
(
c
d
, a
b

)
. F�ur alle (ξ, η) gilt daher f(ξ, η) ≤ K0, woraus die letzte

Aussage der Behauptungi folgt. Die vorletzte folgt daraus, dass die globale Maximal-

stelle strikt ist, wie die Hesse-Matrix zeigt. Es gilt n�amlich Hf
(
c
d
, a
b

)
=

(
−d2

c
0

0 −b2

a

)
.
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Sei also nun 0 < K < K0 und sei (ξ0, η0) ∈MK beliebig. Ferner sei ψ =
(
ψ1

ψ2

)
: R →

R2 die L�osung der Anfangswertaufgabe

_x = ax− bxy, x(0) = ξ0

_y = −cy+ dxy, y(0) = η0.

Im Fall ( _ψ1(0), _ψ2(0)) = (0, 0) w�urden ψ2(0) =
a
b
und ψ1(0) =

c
d
und daher K = K0

gelten. Da wir das bereits ausgeschlossen haben, folgt ( _ψ1(0), _ψ2(0)) ̸= (0, 0). Ohne

Einschr�ankung behandeln wir nur den Fall _ψ1(0) ̸= 0, also a − bη ̸= 0. Wegen
∂f
∂η
(ξ, η) =

(
a
η
− b
)
K gilt daher ∂f

∂η
(ξ0, η0) ̸= 0 und wir k�onnen den Satz �uber implizite

Abbildungen anwenden. Es gibt also eine Umgebung U von ξ0, eine Umgebung V

von η0 und eine C∞-Abbildung g : U→ V, so dass

MK ∩ (U× V) =

{(
x

g(x)

)∣∣∣∣∣ x ∈ U
}
.

Wegen _ψ1(0) ̸= 0 gibt es UmgebungenW ⊆ U von ξ0 und T von 0, so dass ψ1 : T →W

eine C∞-Inverse h besitzt. Wir setzen

φ : MK ∩ (W × V) → T,

(
ξ

η

)
7→ h(ξ).

F�ur
(
ξ
η

)
∈MK ∩ (W × V) gilt η = g(ξ) und daher

ψ

(
φ

(
ξ

η

))
= φ(h(ξ)) =

(
ψ1(h(ξ))

ψ2(h(ξ))

)
=

(
ξ

ψ2(h(ξ))

)
=

(
ξ

g(ξ)

)
=

(
ξ

η

)

und

φ(ψ(t)) = φ

(
ψ1(t)

ψ2(t)

)
= h(ψ1(t)) = t

. Also sind ψ und φ invers zueinander. Speziell ist φ ein Hom�oomorphismus. Dass

ψ eine Immersion ist, hatten wir schon bei der Untersuchung der kritischen Punkte

von f gesehen.

24.14 Satz. Seien a, b, c, d > 0, und sei ρ : R → ]0,∞[2 eine L�osung der R�auber-

Beute-Gleichungen

_x = ax− bxy,

_y = −cy+ dxy.

Dann ist ρ periodisch, d. h. es gibt T > 0 mit ρ(t+ T) = ρ(t) f�ur alle t ∈ R.
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24. Untermannigfaltigkeiten des RN

Beweis. Nach Satz 21.7 existiert K > 0, so dass ρ(t) ∈ MK f�ur alle t ∈ R. Falls
K = K0 :=

(
c
de

)c ( a
be

)a
, so ist MK einelementig und ρ daher konstant.

Wir brauchen also nur den Fall K < K0 zu behandeln. Da MK kompakt ist, be-

sitzt die Folge (ρ(n))n∈N eine konvergente Teilfolge. Wir bezeichnen den Grenzwert

mit (ξ, η). Wegen Satz 24.13 besitzt MK in einer Umgebung U von (ξ, η) eine Kar-

te φ : MK ∩ U → ]α,β[, deren Inverse ψ die R�auber-Beute-Gleichung mit der An-

fangsbedingung ψ(0) = (ξ, η) l�ost. Nach Wahl von (ξ, η) gibt es n < m, so dass

ρ(n), ρ(m) ∈ U und m − n > β − α. Es seien t1 = φ(ρ(n)) und t2 = φ(ρ(m)). Aus

der Eindeutigkeit der L�osung der Anfangswertaufgabe folgt ψ(t) = ρ(n+ t− t1). Das

impliziert ρ(m) = ψ(t2) = ρ(n + t2 − t1) = ρ(m − T) f�ur T = m − n − t2 + t1 > 0.

Wegen der Eindeutigkeit der L�osung der Anfangsbedingung folgt ρ(t) = ρ(t+ T) f�ur

alle t.
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Abbildung 24.3.: Atlas der S2 in Kugelkoordinaten
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Abbildung 24.4.: Atlas der S2 aus Graphen
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25. Tangentialräume und Extrema unter
Nebenbedingungen

25.1 Definition. SeiM ⊆ RN und sei a ∈M. Ein Vektor v ∈ RN hei�tTangentialvektor

an M in a, falls es ein o�enes Intervall I ⊆ R mit 0 ∈ I und eine C1-Abbildung

γ : I→M gibt mit γ(0) = a und γ ′(0) = v.

Die Menge Ta(M) aller Tangentialvektoren an M in a bezeichnet man als den

Tangentialraum an M in a.

25.2 Beispiel. Sei N = (0, 0, 1) der Nordpol der S2 und sei v ein Vektor der Form

v = (x, y, 0). Dann v ∈ TN(S2).

Beweis. Sei (x, y) ̸= (0, 0) und ϵ := ∥(x, y)∥−22 . De�niere γ : ] − ϵ, ϵ[→ S2 durch

γ(t) = (tx, ty,
√
1− t2x2 − t2y2). Dann γ ′(0) = v.

25.3 Satz. Sei M eine n-dimensionale Cp-Untermannigfaltigkeit des RN, sei a ∈
M. Laut De�nition der Untermannigfaltigkeit gibt es eine Umgebung U von a

und eine Abbildung g : U→ RN−n von der Klasse Cp mit M∩U = {x ∈ U | g(x) =

0} und Rang(Dg(a)) = N− n.

Nach Satz 24.10 gibt es eine lokale Parametrisierung ψ : W →M und b ∈W
mit ψ(b) = a.

Mit diesen Abbildungen gilt

{Dψ(b)y | y ∈ Rn} = Ta(M) = {v ∈ RN | Dg(a)v = 0}.

Beweis. Setze E = {Dψ(b)y | y ∈ Rn} und F = {v ∈ RN | Dg(a)v = 0}. Beide

Mengen sind Untervektorr�aume des RN. Es gelten dimE = Rang(Dψ(b)) = n und

dim F = N− Rang(Dg(a)) = n. Es gen�ugt daher der Nachweis von

E ⊆ Ta(M) ⊆ F.

Sei zuerst w = Dψ(b)y ∈ E. F�ur ein hinreichend kleines ϵ > 0 setze I = ]−ϵ, ϵ[

und de�niere

γ : I→M, γ(t) = ψ(b+ ty).

Dann γ ′(0) = w nach der Kettenregel, und daher w ∈ Ta(M).

Sei nun v = γ ′(0) ∈ Ta(M), wobei γ : I→M eine Abbildung wie in De�nition 25.1

ist. Dann g ◦ γ = 0, also nach der Kettenregel Dg(a)γ ′(0) = 0. Dies zeigt v ∈ F.
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25. Tangentialr�aume und Extrema unter Nebenbedingungen

25.4 Korollar. Der Tangentialraum Ta(M) an eine n-dimensionale Untermannig-

faltigkeit ist ein n-dimensionaler Vektorraum.

25.5 Beispiel. (a) TN(S
2) = R2 × {0}.

(b) Allgemein gilt TN(S
n−1) = Rn−1 × {0}, wenn N = (0, . . . , 0, 1) den Nordpol der

Sn−1 bezeichnet. Den Fall n = 3 zeigt Abbildung 25.1.

Beweis. F�ur f(x) = x21 + · · · + x2n − 1 gilt Sn−1 = {x ∈ Rn|f(x) = 0}. Wegen

Satz 25.3 gilt

TNS
n−1 = {v ∈ Rn|Df(N)v = 0} .

Die Behauptung folgt nun aus

Df(N) =
(
0, . . . , 0, 2

)
.

(c) Das kartesische Blatt ist keine Untermannigfaltigkeit des R2.

Beweis. Sei K = {(x, y) ∈ R2 | x3+ y3− 3xy} das kartesische Blatt. Wir zeigen,

dass (1, 0) ∈ T0K und (0, 1) ∈ T0K. Dazu konstruieren wir ein o�enes Intervall I

mit 0 ∈ I und eine C∞-Funktion g : I → R, so dass γ(t) := (t, t2g(t)) ∈ K f�ur

alle t ∈ I. Um g zu bestimmen, setzen wir a(t, s) := 1− 3s+ t3s3, so ist a von

der Klasse C∞ und erf�ullt

∂a

∂s
(t, s) = −3+ 3t3s2,

insbesondere also ∂a
∂s
(0, 0) = −3. Aus dem Satz �uber implizite Funktionen folgt

daher die Existenz einer Nullumgebung I ⊆ R und einer C∞-Abbildung g : I→
R, so dass a(t, g(t)) = 0 f�ur alle t ∈ I. Nun gilt

f(γ(t)) = t3 + t6g(t)3 − 3t3g(t) = t3(1+ t3g(t)3 − 3g(t)) = a(t, g(t)) = 0.

Also ist γ ′(0) = (1, 0) ein Tangentialvektor. Vertauschung von x und y zeigt,

dass auch (0, 1) ein Tangentialvektor ist.

Wir haben zwei linear unabh�angige Vektoren in T0K gefunden. Also besitzt T0K

die Dimension 2. Das ist ein Widerspruch zu Korollar 25.4.

25.6 Definition. Sei U ⊆ RN o�en und sei g : U → Rm eine Abbildung. Sei f : U → R
eine Funktion. Ein Punkt a ∈ RN mit g(a) = 0 hei�t lokale Maximalstelle von f

unter der Nebenbedingung g(x) = 0, wenn es eine Umgebung V von a gibt, so dass

f(a) ≥ f(x) f�ur alle x ∈ V mit g(x) = 0.
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Abbildung 25.1.: Eine Tangente an die S2 im Norpol

25.7 Satz (Methode der Lagrange-Multiplikatoren). Sei U ⊆ RN o�en und sei g : U→
Rm eine Abbildung von der Klasse C1 mit RangD(g(x)) = m f�ur alle x ∈ U. Sei
f : U→ R eine Funktion von der Klasse C1. Ist a eine lokale Maximalstelle von f

unter der Nebenbedingung g(x) = 0, so gibt es µ1, . . . , µm ∈ R mit

∇f(a) + µ1∇g1(a) + · · ·+ µm∇gm(a) = 0. (25.1)

F�ur den Beweis benutzen wir eine De�nition und zwei Lemmata.

25.8 Definition. Es sei E ⊂ RN ein R-Vektorraum. Sein Orthogonalraum ist de�niert

als

E⊥ =
{
w ∈ RN

∣∣w · v = 0 f�ur alle v ∈ E
}
.

25.9 Lemma. Es sei M ⊂ RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, es sei

a ∈M und es sei g : U→ RN−n eine C1-Abbildung mit M ∩U = {x|g(x) = 0} und

a ∈ U und RangDg(a) = N−n. Dann spannen die Vektoren ∇g1(a), . . . ,∇gN−n(a)

den Orthogonalraum Ta(M)⊥ auf.

Beweis. Wegen Satz 25.3 liegen die ∇gj(a) jedenfalls in (TaM)⊥. Wegen der Vor-

aussetzung �uber den Rang von Dg(a) ist das Tupel (∇g1(a), . . . ,∇gN−n(a)) linear

unabh�angig. Wegen dim TaM = n besitzt sein Orthogonalraum (TaM)⊥ die Dimen-

sion N− n. Daher spannt (∇g1(a), . . . ,∇g(N−n)(a)) ihn auf.

25.10 Lemma. F�ur f und g wie in Satz 25.7 ist

M = {x ∈ U|g(x) = 0}
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25. Tangentialr�aume und Extrema unter Nebenbedingungen

eine (N− n)-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit des RN und es gilt

∇f(a) ∈ (TaM)⊥.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt sofort aus den Eigenschaften von g.

Wir w�ahlen eine o�ene Umgebung V1 ⊆ M von a in M, eine o�ene Teilmenge

W ⊆ Rn und eine lokale Parametrisierung ψ : W → RN mit ψ(W) = V1. Sei b so,

dass ψ(b) = a. Dann besitzt f ◦ψ in b ein lokales Maximum. Also

0 = ∇(f ◦φ)(b) = ∇f(a) ·Dψ(b).

Daher 0 = ∇f(a) · (Dψ(b) · w) f�ur alle w ∈ RN. Wegen Satz 25.3 folgt ∇f(a) ∈
(TaM)⊥.

25.11 Bemerkung. (a) Dieser Satz gilt genauso f�ur lokale Minima. Die Funktion f

bezeichnet man als Zielfunktion, die Gleichung g(x) = 0 als Nebenbedingung.

Die Zahlen µ1, . . . , µm sind die Lagrangeschen Multiplikatoren.

(b) Setzt man

h(x, λ) = f(x) +

m∑
j=1

λjgj(x),

so ist ∇h(a, µ) = 0 �aquivalent (25.1) und g(x) = 0.
25.12 Beispiel. Der Rauminhalt einer Konservendose mit Radius r und H�ohe h

betr�agt πrh2, ihre Ober
�ache 2πr2 + 2πrh. F�ur welche Werte von r und h ist die

Ober
�ache einer 1ℓ-Konservendose minimal?

f(r, h) = 2πr2 + 2πrh,

g(r, h) = πr2h− 1.

Es gibt nur einen Lagrangeschen Multiplikator λ. Wir erhalten drei Gleichungen

4πr+ 2πh+ λ2πrh = 0

2πr+ λπr2 = 0,

πr2h = 1.

Aus der zweiten folgt λ = −2/r. Einsetzen in die erste gibt h = 2r und schlie�lich

r = 1/ 3
√
2π.

25.13 Beispiel. Sei A ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix. Die quadratische Form

f(x) = xTAx nimmt auf der Sn ihr Maximum und ihr Minimum an. Sei v ∈ Sn ein

Punkt, in dem f ihr Maximum annimmt. Wir wollen zeigen, dass v ein Eigenvektor

von A ist. F�ur g(x) = 1 −
∑n

j=1 x
2
j gilt S

n = g−1(0). Es gilt f(x) =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxixj,

also Df(x) = 2Ax. Die Lagrange-Gleichung hat also die Gestalt

2Ax− 2λx = 0.

Daher ist v ein Eigenvektor und λ der zugeh�orige Eigenwert.
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25.14 Satz. Sei ∇h(a, µ) = 0, sei M = {x|g(x) = 0} und sei H die Hessematrix von

x 7→ h(x, µ) in a. Falls die Einschr�ankung von H auf Ta(M) positiv de�nit ist,

so besitzt f in a ein striktes, lokales Minimum unter der Nebenbedingung g = 0.

Falls sie negativ de�nit ist, so besitzt f dort ein striktes lokales Maximum, und

falls sie inde�nit ist, so besitzt sie kein lokales Extremum in a.

Beweis. Kaballo, Analysis 2, Satz 24.6.

25.15 Bemerkung. F�ur die Anwendung dieses Satzes ben�otigen wir eine Darstellung

des Tangentialraums Ta(M). Dabei ist die Darstellung von Ta(M) wie in Satz 25.3

nur unter der Voraussetzung m�oglich, dass Dg(a) maximalen Rang besitzt.

25.16 Beispiel. Wir suchen das Maximum von f(x, y, z) := xy + xz + yz unter der

Nebenbedingung 0 = g(x, y, z) := xyz− 8. Wir haben

h(x, y, z, λ) = xy+ yz+ xz− λ(xyz− 8).

Die Lagrange-Gleichungen sind

0 = y+ z− λyz

0 = x+ z− λxz

0 = x+ y− λxy

8 = xyz.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit x, die zweite mit y und die dritte mit z

und kommen auf die L�osung a = (2, 2, 2) und µ = 1. F�ur beliebiges λ ist die Hessesche

von (x, y, z) 7→ h(x, y, z, λ) gleich 0 1− λz 1− λy

1− λz 0 1− λx

1− λy 1− λx 0

 .
Setzt man dort x = y = z = 2 und λ = 1 ein, so erh�alt man

H =

 0 −1 −1

−1 0 −1

−1 −1 0

 .
Nach dem Hurwitz-Kriterium ist H inde�nit. Der Tangentialraum Ta(M) ist orthogo-

nal zu ∇g(a), wird also aufgespannt von (1,−1, 0) und (1, 0,−1). Beide sind Eigen-

vektoren von H zum Eigenwert 1. Daher ist die Einschr�ankung von H auf TaM gleich

der Einheitsmatrix. Aus dem Satz folgt, dass f in a ein striktes lokales Minimum

unter der Nebenbedingung g(x) = 0 hat.
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26. Die Weglänge

Den Begri� des Weges hatten wir in 4.18 de�niert.

26.1 Definition. Sei α : [a, b] → Rn ein Weg. Seine Bildmenge {α(t) | a ≤ t ≤ b} wird

als Spur bezeichnet.

26.2 Definition. Eine Zerlegung von [a, b] ist ein (m+ 1)-Tupel (t0, t1, . . . , tm) mit

a = t0 < t1 < · · · < tm = b.

26.3 Definition. α : [a, b] → Rn hei�t stetig di�erenzierbar, wenn es ein o�enes In-

tervall I mit [a, b] ⊂ I gibt, so dass sich α zu einer Abbildung der Klasse C1 von I

nach Rn fortsetzen l�asst.

α hei�t st�uckweise stetig di�erenzierbar, wenn es eine Zerlegung (t0, t1, . . . , tm)

von [a, b] gibt, so dass die Einschr�ankungen α|[ti−1,ti] f�ur i = 1, . . . ,m stetig di�eren-

zierbar sind.

26.4 Beispiel. (a) Wenn I ein o�enes Intervall und f : I→ R eine C1-Funktion ist,

dann ist f�ur jedes kompakte Intervall [a, b] der Graph der Einschr�ankung von

f auf [a, b] ein stetig di�erenzierbarer Weg.

(b) Der Weg α : [0, 1] → R2,

α(x) =


(

x

x sin
(
1
x

)) , x > 0,

0, x = 0,

ist nicht st�uckweise stetig di�erenzierbar.

Beweis. F�ur x > 0 gilt

α ′(x) =

(
1

sin
(
1
x

)
− 1

x
cos
(
1
x

)) .
F�ur xn = 1

2πn
, n ∈ N, gilt folglich

α ′(xn) =

(
1

−2πn

)
.

Daher existiert limx↘0 α ′(x) nicht.
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26. Die Wegl�ange
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Abbildung 26.1.: Graph von x sin
(
1
x

)
und von x9/8 sin

(
1
x

)
. Nur der untere der beiden

Wege ist rekti�zierbar.

26.5 Definition. Sei α : [a, b] → Rn ein stetiger Weg. Mit Z bezeichnen wir die Menge

aller Zerlegungen von [a, b]. Ist Z = (t0, t1, . . . , tm) ∈ Z, so sei

L(α,Z) =

m∑
i=1

∥α(ti) − α(ti−1)∥2.

α hei�t rekti�zierbar, wenn die Menge {L(α,Z) | Z ∈ Z} beschr�ankt ist. In diesem

Fall ist

L(α) = sup{L(α,Z) | Z ∈ Z}

die L�ange von α.

Die L�ange h�angt nur von der Spur des Weges ab.

26.6 Beispiel. Die Kurve α aus Beispiel 26.4 ist nicht rekti�zierbar.

Beweis. F�ur ein hinreichend gro�es N sei die Zerlegung Z de�niert als die monotone

Anordnung von

{0, 1} ∪
{
2

πn

∣∣∣∣n ∈ N, n ≤ N
}
.

F�ur ungerades n gelten

α

(
2

πn

)
=

(
2
πn

± 2
πn
n

)
und α

(
2

π(n+ 1)

)
=

(
2

π(n+1)

0

)
.

Also ∥∥∥∥α( 2

π(n+ 1)

)
− α

(
2

πn

)∥∥∥∥
2

≥ 2

πn
.
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Das bedeutet, dass die Summe L(α,Z) nach unten durch ein positives Vielfaches

eines Anfangsst�ucks der harmonischen Reihe abgesch�atzt werden kann. Da man dieses

Anfangsst�ucks beliebig lang w�ahlen kann, ist α nicht rekti�zierbar.

26.7 Bemerkung. Sei Z = (t0, t1, . . . , tn) eine Zerlegung von [a, b]. Eine Verfeine-

rung von Z ist eine Zerlegung Z1 = (s0, . . . , sm), so dass jedes tj auch zu Z1 geh�ort.

In diesem Fall gilt L(α,Z) ≤ L(α,Z1).

26.8 Definition. Sei α : [a, b] → Rn ein rekti�zierbarer Weg. Die Wegl�angenfunktion

ist de�niert als

s(t) = L(α|[a,t]).

26.9 Bemerkung. Sei Z = (t0, t1, . . . , tm) ∈ Z. Ein Weg α : [t0, tm] → Rn ist genau

dann rekti�zierbar, wenn f�ur alle i ∈ {1, . . . ,m} die Einschr�ankung α|[ti−1,ti] rekti�-

zierbar ist. In diesem Fall gilt

L(α) =

m∑
i=1

L
(
α|[ti−1,ti]

)
.

Insbesondere gilt f�ur a ≤ t1 < t ≤ b

s(t) = s(t1) + L(α|[t1,t]).

26.10 Satz. Ist α stetig di�erenzierbar, so ist α rekti�zierbar, die Wegl�angenfunktion

ist stetig di�erenzierbar mit s ′(t) = ∥α ′(t)∥2 und

L(α) =

∫b
a

∥α ′(t)∥2dt.

Beweis. Sei Z ∈ Z. Wir zeigen zuerst, dass L(α,Z) ≤
∫b
a
∥α ′(t)∥2dt. Nach einem

Satz aus der Analysis I sind die Komponenten von α ′ gleichm�a�ig stetig auf dem

kompakten Intervall [a, b]. Zu beliebig gew�ahltem ϵ > 0 existiert daher ein δ > 0, so

dass f�ur beliebige s1, s2 ∈ [a, b] mit |s1−s2| < δ bereits gilt ∥α ′(s1)−α
′(s2)∥2 < ϵ. Sei

Z1 = (t0, t1, . . . , tk) eine Verfeinerung von Z mit |ti − ti−1| < δ f�ur alle i ∈ {1, . . . , k}.

Setze Mi = max{∥α ′(t)∥2 | ti−1 ≤ t ≤ ti} und sei mi = min{∥α ′(t)∥2 | ti−1 ≤ t ≤ ti}.

Wegen der Wahl von δ gilt 0 ≤Mi −mi < ϵ. Aus dem Mittelwertsatz folgt

L(α,Z) ≤ L(α,Z1) =
k∑
i=1

∥α(ti) − α(ti−1)∥2 ≤
k∑
i=1

Mi|ti − ti−1|

≤ ϵ(b− a) +
k∑
i=1

mi|ti − ti−1| ≤ ϵ(b− a) +
∫b
a

∥α ′(t)∥2dt. (26.1)

Da dies f�ur alle ϵ > 0 gilt, ist die Zwischenbehauptung bewiesen. Insbesondere ist

gezeigt, dass α rekti�zierbar ist.
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26. Die Wegl�ange

Wir zeigen nun die Di�erenzierbarkeit der Wegl�angenfunktion s. Sei dazu h > 0.

Wir benutzen die Absch�atzung (26.1) auf dem Intervall [t, t+ h]∥∥∥∥α(t+ h) − α(t)h

∥∥∥∥
2

≤ 1

h
(s(t+ h) − s(t)) ≤ 1

h

∫ t+h
t

∥α ′(τ)∥2dτ.

Der erste und der dritte Term konvergieren f�ur h ↘ 0 gegen ∥α ′(t)∥2. F�ur h < 0

argumentiert man analog. Damit ist s ′(t) = ∥α ′(t)∥2 gezeigt. Die letzte Aussage folgt
daraus sofort.

26.11 Korollar. Jeder st�uckweise stetig di�erenzierbare Weg ist rekti�zierbar.

26.12 Beispiel. In der Antike wurde π erkl�art als halbe L�ange des Einheitskreises.

Die folgende Rechnung zeigt, dass diese De�nition mit der modernen �ubereinstimmt.

Der Weg α : [−1, 1] → R2, t 7→ (t,
√
1− t2), beschreibt einen Halbkreis vom Radi-

us 1. Dann

α ′(t) =

(
1,

−t√
1− t2

)
.

Also

∥α ′(t)∥2 =
√
1+

t2

1− t2

und daher

L(α) =

∫ 1
−1

∥α ′(t)∥2dt =
∫ 1
−1

1√
1− t2

dt =

∫π/2
−π/2

cos(φ)√
1− sin2(φ)

dφ = π.

26.13 Beispiel. F�ur 0 < ϵ < 1 sei der Weg α : [0, 1] de�niert durch

α(x) =


(

x

x1+ϵ sin
(
1
x

)) , x > 0,

0, x = 0,

Dann ist α rekti�zierbar, aber nicht st�uckweise stetig di�erenzierbar.

Beweis. Es gilt

α ′(t) =

(
1

(1+ ϵ)tϵ sin
(
1
t

)
− tϵ−1 cos

(
1
t

)
.

)
Setzt man wieder t = 1

2πn
ein, so sieht man wie in Beispiel 26.4, dass α nicht

st�uckweise stetig di�erenzierbar ist.

Ferner gilt

∥α ′(t)∥22 = 1+ (1+ ϵ)2t2ϵ sin2
(
1

t

)
− 2(1+ ϵ)t2ϵ−1 sin

(
1

t

)
cos

(
1

t

)
+ t2ϵ−2 cos2

(
1

t

)
≤ 10t2ϵ−2.
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Abbildung 26.2.: Spuren von Approximationen an die Peano-Kurve aus Beispiel 26.14

Es sei Z = (t0, t1, . . . , tn) eine beliebige Zerlegung von [0, 1]. Dann ist die L�ange

der Einschr�ankung von α auf [t1, 1] gleich∫ 1
t1

∥α ′(t)∥2 dt ≤
√
10

∫ 1
t1

tϵ−1 dt ≤
√
10

ϵ
.

26.14 Beispiel (Peano-Kurve). Wir de�nieren rekursiv Funktionen fn = (gn, hn) : [0, 1] →
Q := [0, 1]2 durch

g0(t) := t, h0(t) :=
1

2
−

∣∣∣∣t− 1

2

∣∣∣∣ ,

gn+1(t) :=


1
2
hn(4t), 0 ≤ t < 1

4
,

1
2
gn(4t− 1),

1
4
≤ t < 1

2
,

1
2
+ 1

2
gn(4t− 2),

1
2
≤ t < 3

4
,

1− 1
2
hn(4t− 3),

3
4
≤ t ≤ 1,

, hn+1(t) :=


1
2
gn(4t), 0 ≤ t < 1

4
,

1
2
+ 1

2
hn(4t− 1),

1
4
≤ t < 1

2
,

1
2
+ 1

2
hn(4t− 2),

1
2
≤ t < 3

4
,

1
2
− 1

2
gn(4t− 3),

3
4
≤ t ≤ 1.

Die Spuren der ersten sechs Wege zeigt Abbildung 26.2.

Aus der Konstruktion sieht man, dass ∥fn+1(t) − fn(t)∥ ≤ 21−n f�ur jedes t und

jedes n gilt. Also konvergiert die Funktionenfolge (fn)n→∞ gleichm�a�ig gegen eine

Funktion f. Wegen der Gleichm�a�igkeit der Konvergenz ist f stetig.

Wir zeigen, dass f surjektiv ist. Sei dazu x ∈ Q gegeben. Teilt man Q in 4n Qua-

drate, so ber�uhrt fn alle diese Quadrate. Daher existiert zu jedem n ein tn mit

∥x− fn(tn)∥∞ ≤ 2−n. (26.2)
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26. Die Wegl�ange

Die Folge (tn)n∈N besitzt eine konvergente Teilfolge (tnk
)k∈N. Ihr Grenzwert sei t0.

Dann konvergiert (f(tnk
))k∈N einerseits gegen f(t0), andererseits aber auch gegen x.

Um letzteres zu sehen, sei ϵ > 0 gegeben. Dann existiert k0 ∈ N, so dass 2−nk0 < ϵ
2

und ∥fnk
− f∥∞ < ϵ

2
f�ur alle k ≥ k0. F�ur diese k gilt wegen (26.2)

∥x− f(t0)∥∞ ≤ ∥x− f(tnk
)∥∞ + ∥f(tnk

) − fnk
(tnk

)∥∞ < 2−nk0 +
ϵ

2
< ϵ.

26.15 Satz. Es sei α : [0, 1] → Q surjektiv und stetig. Dann ist α nicht rekti�zier-

bar.

Beweis. Der Weg muss die Punkte
(
j
n
, k
n

)
, j = 0, . . . , n, und k = 0, . . . , n, miteinan-

der verbinden. Wir wissen nicht, in welcher Reihenfolge das geschieht, aber jedenfalls

betr�agt die Entfernung von einem Punkt zum n�achsten in der Supremumsnorm min-

destens 1
n
. Da es mindestens n2+2n Segmente gibt, wird die L�ange von α nach unten

durch n+ 2 abgesch�atzt.
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