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Teil |.

Differentialrechnung mehrerer Veranderlicher






1. Normierte Raume

1.1 Definition. Ein (reeller) normierter Raum besteht aus einem R-Vektorraum V
und einer Abbildung V — R, v — ||v||, welche man als Norm bezeichnet, so dass gilt

(a) |[v|| > 0 fiir alle v € V,

(b) ||v|]| =0 dann und nur dann, wenn v = 0,

(c) ||eev|| = |]||v]| fiir alle « € R und v € V,

(d) [v+w| < |[v]| + |w] fiir alle vyw € V (Dreiecksungleichung).

1.2 Lemma (Umgekehrte Dreiecksungleichung). Firv,w € V gilt |[v—w| > |||v|| — |[w]||.

Bewezs.

VIl < [lv =wl[ + [wl,
also ||[v—w|| < ||v|| — ||w||- Genauso sieht man ||[w —v| < ||lw] —[|v|. O
1.3 Definition. Sei x = (x1,X2,...,%Xn) € R". Die euklidische Norm von x ist definiert
als

X[z = /33 + - +x2.

Jetzt wiirde man gerne beweisen, dass die euklidische Norm ihren Namen zu Recht
tragt. Dazu benoctigen wir zuerst eine Schreibweise und eine Ungleichung.

1.4 Definition. Fiir x,y € R™ definieren wird das Skalarprodukt durch

S
j=1
1.5 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sind x = (x1,X2,...,Xn) und y =
(Y1, Y2+ -5 Yn) 1m RY, s0 gilt |x - y| < [[x]l2[ly]2-

Beweis. Das wurde in der Linearen Algebra I bewiesen. Wir zeigen nachher die
Holdersche Ungleichung, aus welcher die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung folgt. [J

1.6 Satz. Die euklidische Norm st in der Tat eine Norm.



1. Normierte Raume

Beweis. (a)—(c) sind unproblematisch. Die Dreiecksungleichung beweisen wir wie
folgt

n
||V+W||§:ZVJ+W] ZV +ZZV]W]+ZW
j=1

2
< IIVI|2+2||\’||HWH +wl* = (vl + [wiD”. O

1.7 Definition. Fiir x € R™ und p > 1 definieren wir
n 1/p
o= (Sw)
j=1

1|00 == max{|x1|,...,|Xn|}

Auflerdem

1.8 Lemma. Fir a,b >0 und p,q > 1 mit %4— % =1 gilt

ampia < &y b
P 4

Beweis. Der Logarithmus ist konkav, also

1 1 1 1
1n(—a—|——b)2—1na+—1nb. O
P q P q
1.9 Satz (Holdersche Ungleichung). Fir x,y € R™ und p,q € |1, 00[ mit % + % =1
gult

-yl < [xllpllyllg-

Beweis. Wir nehmen x # 0 und y # 0 an, weil nur in diesen Fallen etwas zu beweisen
ist. Wir setzen

1 1
v xalP) und n=——=(ly1|9 ..., [yal?).
x5 ’ lyllg Y

& =

Fir j =1,...,n folgt aus dem Lemma, angewandt auf &; und n;, dass

x|y _gl/rpl/a §+ﬂj TP T [yl

Ixllp lylly 77 pa plxlF qlylld
Summiert man die linke Seite auf, so erhdlt man einen Wert, der mindestens so grof3
ist wie m wahrend auf der rechten Seite 1 herauskommt. O

1.10 Satz (Minkowskische Ungleichung). Seien x,y € R" und se1 1 <p < co. Dann
gult
X +yllp < lIxlly + Iyl



Bewess. Fiir p = 1 und p = oo folgt die Aussage aus der Dreiecksungleichung fiir
Zahlen. Sei also 1 < p < co. Dann gibt es q > 1 mit % + % = 1. Definiere

z = (|x1 + P X +yn|p_]) .

Fiir j = 1,...,n erhalten wir wegen q(p — 1) = p die Gleichheit qu = |x; + y;|?, also
lzllq = [Ix +y|lg/q. Ferner gilt |x; +y;|® = [x; + yjlz; < |x5|z; + |y;|z;. Die Héldersche
Ungleichung liefert daher

n n n
Iyl =D i +uil” < 3 bolz + 3yl < IIxllplizlla + [yl lizlq
j=T1 j=1 j=T1

= (xllp + llyllp) I + Yl

Nun teilt man beide Seiten durch ||x + y||{,’/ 9 und beriicksichtigt noch, dass p — E =

1. []
1.11 Korollar. Fir 1 <p < oo st ||-||, eine Norm.

Ubungsaufgabe: Normen ausrechnen, Einheitskreise zeichnen
Turorium: Lineare Algebra wiederholen, Norm auf dem Raum aller Polynome

1.12 Definition. Zwei Normen ||-|| und [||-||| auf einem R-Vektorraum V heilen dquivalent,
wenn es a,b > 0 gibt, so dass

allv[| <[Vl < b|lv|| fir allev e V.

1.13 Satz. Auf dem R™ sind alle p-Normen mit 1 < p < oo dquivalent.

Bewezs.

n
Ixllp = > PlP < nx|%,
j=1

also x|, < ¥/n||x||c. Ferner folgt aus der Holderschen Ungleichung
Ixlh =D bl < llglxlly = Vrlixlp-
j=1
Die Ungleichung ||x|| < ||x||; ist offensichtlich. O

Wir werden spater den Satz beweisen, dass je zwei Normen auf dem R™ aquivalent
sind.






2. Metrische Raume

Der Begriff der Norm verwendet die Vektorraumstruktur. Fiir einige Grundbegriffe
wie z. B. Stetigkeit ist die Vektorraumstruktur aber nicht notwendig.

2.1 Definition. Ein metrischer Raum besteht aus einer Menge X und einer Abbildung
d: X x X = R, genannt Metrik, mit den folgenden Eigenschaften

(a) d(x,y) > 0 fiir alle x,y € X,
(b) d(x,y) =0 genau dann, wenn x =y,
(c) d(x,y) = d(y,x) fiir alle x,y € X,
(d) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) fiir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).
2.2 Beisptel. Jeder normierte Raum wird durch die Setzung d(x,y) = ||x —y|| zu

einem metrischen Raum.

2.3 Beispiel. Wenn X ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge von X ist, so wird
auch Y zu einem metrischen Raum, indem man die Metrik d: X x X 5 Rauf Y x Y
einschrankt. Das ist die Teilraummetrik.

2.4 Beispiel. Auf jeder beliebigen Menge X gibt es die folgende, ganz langweilige

Metrik
0, fallsx=wy,
d(x,y) = { )
1, sonst.

Sie heiflt diskrete Metrik.
Zwei Beispiele aus der Praxis:

2.5 Beisptel. (a) (Luftlinie) Die Entfernung zwischen zwei Punkten auf der Erd-
oberflache ist die Lange der kiirzesten Verbindung auf der Erdoberflache. Bei-
spielsweise betrdgt die Entfernung vom Nord- zum Siidpol 20000 km, weil ein
Grofikreis durchlaufen werden muss.

In der Teilraummetrik des R3 betrigt der Abstand dagegen nur den doppelten
Erdradius, also ungefahr 12 740 km.

(b) (Hamming-Abstand) Auf dem Raum E = {0, 1} wird der Hamming-Abstand
wie folgt erklart: Fiir x,y € E ist d(x,y) gleich der Anzahl der unterschiedlichen
Eintrage. Man sieht leicht, dass es sich um eine Metrik handelt.



2. Metrische Riume

Eine Teilmenge C C E ist ein Code. Ein Element x € C wird durch Stérung
zu einem Element y € E verandert. Die Dekodierung besteht darin, dasjenige
Element z € C zu finden, fiir welches d(y, z) minimal ist. Wenn dieses Element
nicht eindeutig ist, kann y nicht dekodiert werden.

2.6 Definition. Sei X ein metrischer Raum mit Metrik d. Fiir a € X und r > 0 definieren
wir die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r als

B.(a) ={x € X|d(a,x) < r}.

Die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r wird definiert durch
B.(a) ={x € X|d(a,x) <7k

Die offene und die abgeschlossene Kugel brauchen sich nicht zu unterscheiden.

2.7 Definition. Sei a ein Punkt eines metrischen Raums X. Eine Menge U C X heifit
Umgebung von a, wenn es ein v > 0 gibt, so dass B,(a) C U.

2.8 Beispiel. Fiir jedes x € B,(a) ist B,(a) eine Umgebung von x.

Beweis. Wenn x € B.(a), dann € .= r— d(a,x) > 0. Wir zeigen B.(x) C B,(a). Sei
dazu y € B.(x), dann gilt d(a,y) < d(a,x) + d(x,y) < d(a,x) + € =r. O

2.9 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge G C X heifit offen in X,
wenn sie Umgebung aller ihrer Punkte ist.

2.10 Beispiel. (a) X = R mit der Metrik d(x,y) = |x —y|. Seien ¢ < d reelle
Zahlen. Dann ist das Intervall ]c,d[ offen und die Intervalle [c,d[, ]c,d] und
[c, d] sind nicht offen.

(b) Sei X ein metrischer Raum, sei a € X und sei r > 0. Dann ist B,(a) offen.
(c) Der Quadrant Q = {(x,y) € R?|x > 0,y > 0} ist offen.

Beweis. (a) Sei zuerst I = Jc,d[. Sei a € I beliebig. Dann sind €; := a — ¢ und
€; = d — a positiv. Setzt man r := min(e, €;), so gilt B,(a) =]Ja—r,a+r[C L.
Also ist I Umgebung von a.

Fiir den zweiten Teil der Behauptung muss man ebenfalls eine Fallunterschei-
dung vornehmen. Ist etwa I von der Form ]c, d], so ist I keine Umgebung von d.

(b) Das wurde bereits in Beispiel 2.8 gezeigt. O
2.11 Satz. Ser X ein metrischer Raum. Dann gelten

(a) X und 0 sind offen in X.



(b) Ist 1 irgendeine Menge und st fiir jedes i € 1 eine offene Teilmenge G; C X
gegeben, dann ist | J,_; Gi offen in X.

iel

(c) Sind Gy,...,G, endlich viele offene Mengen in X, so ist GiN---NG, offen
n X.

2.12 Beispiel. I=Nund A, = |—
ist nicht offen.

. Dann ist jedes A, offen, aber (), An = {0}

11
n’'n
2.13 Definition. Sei X eine Menge. Ein System 7 von Teilmengen von X heifit Topologie
auf X, wenn gilt

(a) XeTund D eT.

(b) Ist I irgendeine Menge und ist fiir jedes i € I ein G; € T gegeben, so gilt
Uiel GieT.

(c) Sind Gy,...,G, €T flireinne N, sogilt GiN---NG, € T.
Die Elemente von 7 sind die offenen Mengen (bzgl. T).

Satz 2.11 besagt also, dass jede Metrik eine Topologie induziert.

2.14 Bemerkung. Eigenschaften von Umgebungen:

(a) Fiir x € X und U C X sind dquivalent
(i) U ist Umgebung von x.
(ii) Es gibt eine offene Menge G mit x € G C L.

Insbesondere hdangt der Umgebungsbegriff nur von der Topologie ab.

(b) Eine Menge G ist genau dann offen, wenn es zu jedem a € G ein v > 0 gibt, so
dass B,(a) C G.

(c) Jede Obermenge einer Umgebung von x ist wieder Umgebung von x.

(d) Der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen von x ist wieder eine Umgebung

von X.

2.15 Satz. Seien ||| und |||-||| zwes dGquivalente Normen auf einem R-Vektorraum V
und set X C V. Die Metriken d; und d; auf X seien gegeben durch d;(x,y) =
IIx —yl|| und di(x,y) = lllx —ylll. Dann stimmt die von d; induzierte Topologie

mait der von d, induzierten Topologie tiberein.

Beweis. Wegen der Aquivalenz der Normen gibt es A, B > 0, so dass

Al < IlIvll < B|v|| fiir allev € V.



2. Metrische Riume

Sei G C X offen bzgl. der Metrik d; und sei a € G. Wir setzen B?)(a) ={x e X|
dj(a,x) < r}. Um zu zeigen, dass G offen bzgl. d, ist, miissen wir r > 0 finden, so
dass B@(a) C G. Jedenfalls existiert € > 0, so dass Bg)(a) C G. Setze r = €A. Wenn
X € Bgz)(a), dann [[[x — all| < 7, also ||x — a|| < ; = € und daher x € Bg)(a) C G.
Vertauschung von d; und d, gibt die Riickrichtung. L

2.16 Definition. Sei (x,)nen eine Folge in einem metrischen Raum X, und sei y € X.
Der Punkt y heifit Grenzwert der Folge (x)nen, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N
gibt, so dass d(x,,y) < € fiir alle n > N.

Man schreibt dann lim,, ., X, =y oder x,, — y.

2.17 Satz. Se: (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent
(a) lim, ,oo Xy =Y.
(b) Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so dass x, € B.(y) fiir alle n > N.

(c) Zu jeder Umgebung U von y ezistiert ein N € N, so dass x, € U fir alle
n > N.

2.18 Korollar. Wenn eine Folge beziiglich einer Metrik konvergiert, die von einer
Norm induziert wird, dann konvergiert sie auch beztiglich jeder Metrik, die von
emner dquivalenten Norm induziert wird.

2.19 Satz. Keine Folge besitzt mehr als einen Grenzwert.

Beweis. Sei (xn)ney eine Folge in X. Zum Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass
sie zwei verschiedene Grenzwerte a # b besitzt. Zu € = d(a,b)/2 > 0 existieren
Ni,N; € N, so dass d(a,x,) < € fiir alle n > N; und d(b,x,) < € fiir alle n > N,.
Fiir N = max(N;, N;) gilt

d(a,b) < d(a,xn) + d(xn,b) < €+ € =d(a,b). O

2.20 Satz. Es seien (X, d) ein metrischer Raum, Y C X und dy die Teilraummetrik
aufY. Dann ist G genau dann offen in (Y, dy), wenn es eine in X offene Menge H
mit G=HNY gibt.

Beweis. Ich bezeichne die r-Kugeln in Y mit BY, diejenigen in X mit B,. Sei G offen
in Y. Zu jedem y € G existiert ry > 0, so dass ny (y) € G. Dann ist H = {J,¢ By, (y)
offen in X und wegen B, (y)NY = ny ) gt G=HNY.

Sei nun H offen in X und sei G = HNY. Fiir beliebiges y € G existiert r > 0 mit
B.(y) C H, also BY(y) =B.(y)nY C G. O

2.21 Definition. Es sei X ein metrischer Raum, es sei x € X, und es sei A C X.
x heiflt Berihrpunkt von A, falls in jeder Umgebung von x ein Punkt von A liegt.
x heit Hdufungspunkt von A, falls in jeder Umgebung von x ein von x verschie-
dener Punkt von A liegt.

10



2.22 Beispiel. (a) Jedes Element von A ist Beriihrpunkt von A.

(b) Ein Punkt x € R ist genau dann ein Beriihrpunkt von A = {1]_1 | n € N}, wenn
x € A oder x =0, aber nur O ist ein Haufungspunkt von A.

(c) Der R™ sei versehen mit einer Metrik, die von einer Norm ||-|| induziert wird.
Dann ist ein Punkt x € R" genau dann Beriihrpunkt von B,(a), wenn x € B,(a).
Alle diese Punkte sind auch Haufungspunkte.

Beweis. (b) “C”: Wir zeigen: Wenn x ¢ AN{0}, dann ist x kein Beriihrpunkt von A.
Dazu sind verschiedene Falle zu unterscheiden. Wenn x < 0, dann liegt in B|,|(x) kein
Punkt von A. Wenn x > 1, dann liegt in B,_;(x) kein Punkt von A. Wenn x € |0, 1[\A,
dann gibt es ein n € N, so dass —7 < x < . Setzt man € := min (x — -, ~ — ),
dann liegt in B.(x) kein Punkt von A.

“2": Alle Punkte von A sind automatisch Beriihrpunkte. Um zu zeigen, dass O ein
Beriihrpunkt ist, sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wenn n > %, dann % € B.(0).

Wir haben sogar gezeigt, dass 0 Haufungspunkt von A ist. Wenn x = % ein Element
von A ist, dann setzen wir r = 1 — 5 > 0. Dann ist x das einzige Element von A in
B.(x), also ist x kein Haufungspunkt.

(c): Seien a =0, x € B,(0) und € > 0.

Im Fall x = 0 setzen wir y = (min(r,$),0,...,0), im Fall € > |x| > 0 setzen
wir y = 0 und im Fall € < |x| < 7 setzen wir y = (1 — 5 )x. In allen Féllen gilt
x #Y € AN B¢(x); daher ist x Haufungspunkt von B, (0).

Ist umgekehrt x ¢ B,(0), dann ist € == ||x|| —r > 0 und B.(x) N B,(0) = (. (Analog
fiir a #0.) O

2.23 Bemerkung. Sei X ein metrischer Raum, sei A C X und x € X.

(a) x ist genau dann Beriihrpunkt von A, wenn es eine Folge (x,)nen in A gibt, so
dass lim,,_,o Xn = X.

(b) x ist genau dann Haufungspunkt von A, wenn es eine Folge (x,)nen in A gibt,
so dass lim,, . Xn = x und x, # x fiir alle n.

2.24 Satz. Ser X ein metrischer Raum und set A C X. Dann sind dquivalent:
(a) A enthdlt alle Berihrpunkte von A.
(b) A enthdlt alle Hdufungspunkte von A.
(c) X\ A st offen in X.

Beweis. (a) = (b): Haufungspunkte sind Beriihrpunkte.
(b) = (c): Beweis durch Kontraposition. Wir nehmen also an, X \ A sei nicht
offen. Dann gibt es ein x € X\ A, so dass keine Umgebung von x in X \ A enthalten

11



2. Metrische Riume

ist. Das bedeutet, dass jede Umgebung von x ein Element von A enthalt. Daher ist x
Beriihrpunkt von A, und wegen x ¢ A sogar Haufungspunkt.

(c) = (a): Sei x € X\ A. Dann ist X\ A eine Umgebung von x, die kein Element
von A enthalt. Folglich ist x kein Beriihrpunkt von A. ]

2.25 Definition. Wenn eine Teilmenge A eines metrischen Raums X die dquivalenten
Eigenschaften aus Satz 2.24 besitzt, dann sagt man, A sei abgeschlossen in X.

2.26 Bemerkung. (a) Abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossen im Sinne dieser
Definition.

(b) A ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Ist (x,)ncy €ine Folge in A, die einen
Grenzwert in X besitzt, so liegt dieser Grenzwert bereits in A.

2.27 Satz (De Morgansche Regeln).
X\ YA =xVA), X\ A= X A,

iel iel iel iel
2.28 Satz. Sei X ein metrischer Raum. Dann gelten

(a) O und X sind abgeschlossen.

(b) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abge-
schlossen.

(c) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlos-
sen.

Beweis. Verwende die de Morganschen Regeln. ]

2.29 Beispiel. |,y [-1+ 1,1 — 1] =]-1,1[ ist eine Menge, die nicht abgeschlos-
sen, aber Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist.

2.30 Satz. Seir X ewn metrischer Raum und A C X eine endliche Teilmenge. Dann
1st A abgeschlossen.

Beweis. Wir brauchen das nur fiir einelementige Mengen {x} zu machen. Sei also
y € X\ {x}. Dann d(x,y) > 0. Sei 0 < r < d(x,y). Dann B.(y) C X\ {x}. Wir haben
gezeigt, dass X \ {x} offen ist. Il

2.31 Satz. Es seien (X, d) ein metrischer Raum, Y C X und dy die Teilraummetrik
auf Y. Eine Menge A C Y 1ist genau dann abgeschlossen in (Y,dy), wenn es eine
in X abgeschlossene Menge B mit A=BNY gibt.

2.32 Satz. Seir X = R™ mit einer zu ||| dquivalenten Norm. Sei (x)icy eine

Folge 1m R™ mat x™ = (x!¥ x ... x¥), und sei x© = (x\¥ x2 ..., x¥). Dann
gilt limy_yoo X = x1© genau dann, wenn fir jedes j € {1,...,n} gilt lim_oo x\*) =

(0) )
X

12



Da wir spater sehen werden, dass alle Normen auf dem R"™ &dquivalent sind, ist
dieser Teil der Voraussetzung iiberfliissig.

Man sagt: Eine Folge konvergiert genau dann im R", wenn sie komponentenweise
konvergiert.

Beweis. [von Satz 2.32] Sei zunichst limy_,. x¥ = x%. Sei j =1,...,n. Wir zeigen
limy o0 x}k) = x].(o). Sei dazu € > 0 vorgegeben. Dann existiert N € N, so dass ||x* —
x9|o < € fiir alle k > N. Wegen ]xj(k) —x§0)] < |Ix® — x|, folgt |xj(k) —x}o)] < e.

beliebig vorgegeben. Dann existiert fiir jedes j ein Nj € N, so dass \x]gk) —xj(o)\ < € fir
alle k > N;. Sei N = max{Ny,...,N,}. Dann ||x —x%||,, < € fiir alle k > N. O

Nun setzen wir umgekehrt voraus, dass limy_,, x; = = x]go) firj=1,...,mn.Seie >0

2.33 Definition. Sei X ein metrischer Raum, sei A C X. Die Menge aller Beriihrpunkte
von A heifit Abschluss von A, i.Z. A.

Ein Punkt a € A ist ein innerer Punkt von A, wenn A Umgebung von a ist. Die
Menge der inneren Punkte von A bezeichnet man mit A.

2.3/ Beispiel. In X = R", versehen mit einer Norm |-, gilt B.(a) = B,(a). Das ist
der Inhalt von Beispiel 2.22.

2.35 Bemerkung. A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die A umfasst.

Beweis. Wenn B eine abgeschlossene Menge ist, die A umfasst, dann ist jeder Beriihr-
punkt von A auch Beriihrpunkt von B, also Element von B. Das zeigt A C B.

Fiir die andere Inklusion ist zu zeigen, dass A abgeschlossen ist. Sei also x ein
Beriihrpunkt von A. Dann existiert eine Folge (Xn)nen in A mit lim, oo Xn = x. Zu
jedem n existiert ein y, € A mit d(xn,yn) < +. Dann d(x,yn) < d(x,x,) + + — 0.
Also x € A. ]

2.36 Definition. Sei X ein metrischer Raum, A C X und x € X. x heifit Randpunkt
von A, wenn x Beriihrpunkt von A und von X\ A ist. Die Menge aller Randpunkte
ist der Rand von A, man schreibt dafiir 0A.

2.87 Bemerkung. 0A ist abgeschlossen in X. Es gilt namlich 0A = AN X\ A.
2.38 Beispiel. In R™ mit einer Norm ||-|| gilt

0B.(a) = 9B,(a) ={x e R" | |x — a| =1L

13






3. Stetige Abbildungen

3.1 Definition. Seien (X, d;) und (Y, d;) metrische Rdume, sei f: X — Y eine Abbildung,
und sei xp € X. f heifit stetig im Punkt x,, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so
dass fiir jedes x € X mit d;(x,x0) < & gilt d,(f(x), f(x0)) < €.

Eine Abbildung f heiflt stetig, wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs
stetig ist.

3.2 Bemerkung. f ist genau dann stetig in xo, wenn es zu jeder Umgebung U
von f(xq) eine Umgebung V von x, gibt mit f(V) C U.
Daher héngt Stetigkeit nur von der Topologie ab.

3.3 Beisptel. (a) Alle konstanten Abbildungen sind stetig.

(b) Seien X, Y und Z metrische Raume, f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen und
sei xo € X. Falls f stetig in xo und g stetig in f(x,) ist, so ist g o f stetig in x,.

3.4 Satz. Seien X und Y metrische Riume, sei f: x — y eine Abbildung. Dann
sind dquivalent:

(a) f ist stetig.

(b) Fiir jede offene Menge G C Y st f~'(G) offen in X.

(c) Fiir jede abgeschlossene Menge A C Y ist f'(A) abgeschlossen in X.
(d) Fir jede konvergente Folge (xn)nen tn X gilt

lim f(x,) = f(lim x,).

n—oo n—oo
Beweis. (a) = (b): Sei x € f'(G). Dann ist G eine Umgebung von f(x). Da f
stetig in x ist, existiert eine Umgebung V von x derart, dass f(V) C G. Daraus folgt
V C f71(G). Also ist f'(G) eine Umgebung von x.

(b) = (d): Sei xo = lim,,_,c Xn. Sei U eine offene Umgebung von f(xy). Dann ist
V = f71(U) eine offene Umgebung von x,. Also existiert ein N € N, so dass x, € V
fiir alle n > N. Fiir diese n gilt f(x,) € U.

(d) = (c): Sei A eine abgeschlossene Teilmenge von Y, und sei x, ein Beriihrpunkt
von f~'(A). Dann gibt es eine Folge (xn)nen in f'(A) mit x, — xo. Nach Voraus-
setzung gilt f(x,) — f(xq). Alle f(x,) liegen in A, ihr Grenzwert daher auch. Also
X0 € f (A).
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3. Stetige Abbildungen

(c) = (a): Sei xp € X, und sei V eine offene Umgebung von f(x,). Wegen Satz 2.24
ist A = Y\ V abgeschlossen. Wegen (c) ist f~'(A) abgeschlossen in X. Also ist X\
f1(A) = f'(V) offen. Es ist klar, dass xo € f'(V). O

3.5 Korollar. Set X ein metrischer Raum, set xy € X, und seten f,g: X — R stetig
m Xo. Dann sind auch die Funktionen f+ g, f — g und f - g stetig in xo. Falls
zusdtzlich g(xo) # 0, so gibt es etne Umgebung U von xq, so dass g(x) # 0 fir
alle x € U, und die Funktion f/g: U — R st stetig in xo.

3.6 Beispiel. Der Quadrant Q = {(x,y) € R?*[x >0, y > 0} ist offen.

Beweis. Die Abbildungen f: R? — R, (x,y) — x, und g: R* — R, (x,y) ~ y, sind
stetig und
Q = £7'(10,00[) N g~" (10, c00). 0

3.7 Korollar. Seien X,Y metrische Raume und seien f,g: X — Y stetig. Dann 1st
A ={x € X|f(x) = g(x)} abgeschlossen in X.

Bewe1s. Sei (xn)nen eine Folge in A, welche gegen ein x, € X konvergiert. Dann gilt
wegen der Stetigkeit von f und g

f(xo) = f(nm xn> — lim f(x,) = lim g(x,) = f(nm xn> — g(xo). 0

n—oo n—oo n—oo n—oo

3.8 Korollar. Sex X ein metrischer Raum und seien f,g: X — R stetig. Dann st
G ={x|f(x) < g(x)} offen in X und A = {x|f(x) < g(x)} ist abgeschlossen.

Beweis. G = h'(]—o0,0[) fiir h(x) = f(x) — g(x) und A = h~'([0, col). O

3.9 Satz. Ser X ein metrischer Raum und ser f: X — R" eine Abbildung. Wir
schreiben f(x) = (fi(x),...,fn(x)) mit Abbildungen f;: X = R, j =1,...,n. Wir
versehen R"™ mit einer zu ||| dquivalenten Norm. Dann ist f genau dann
stetig, wenn alle f; stetig sind.

Bewess. Das folgt aus Satz 2.32. ]

16



4. Kompakte Mengen

Ziel in diesem Abschnitt ist die Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano-Weierstrafi.

4.1 Definition. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums X heifit kompakt, wenn jede
Folge in A eine konvergente Teilfolge hat, deren Genzwert in A liegt.

4.2 Bemerkung. (a) Alle Intervalle der Form [a,b] mit a,b € R, a < b, sind
kompakt. (Das ist der Satz von Bolzano-Weierstraf.)

(b) Wenn A kompakt ist, dann liegen alle Beriihrpunkte von A in A. Kompakte
Teilmengen sind daher abgeschlossen.

4.3 Satz. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

4.4 Definition. Sei V ein normierter Raum. Eine Teilmenge A von V heifit beschrdinkt,
wenn es ein C > 0 gibt, so dass ||x|| < C fiir alle x € A.

4.5 Lemma. Sei A eine kompakte Teilmenge eines normierten Raums V. Dann
1st A beschrdnkt.

Beweis. Wenn A nicht beschrankt ist, dann gibt es zu jedem n € N ein x,, € A mit
||Ixn|| > n. Die Folge (xn)neny kann dann keine konvergente Teilfolge haben. O

4.6 Lemma. Der R™ set mit der Norm |||« versehen. Eine Teilmenge A C R™ ist
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdankt ist.

Beweis. Wir miissen nur noch die Riickrichtung zeigen. Sei also (x*)ycy eine Folge in

einer abgeschlossenen und beschriankten Menge A. Schreibe x* = ( gk), ng)) ... ,xg )).
Dann ist die Folge (xgk))keN beschrankt, besitzt also eine in R konvergente Teilfolge

(xgk“‘“))meN mit Grenzwert x%o). Die beschrankte Folge (xgk‘*m))meN besitzt wieder

(kZ,m.)

eine konvergente Teilfolge (x;, *™ )meny mit Grenzwert xéo). Das machen wir fiir jede

Komponente, bis wir eine Teilfolge (x*nm)), oy der Ausgangsfolge (x¥))icn erhalten,

sodass firj =1,...,n gilt lim,_, x§k“‘m) = x?. Aus Satz 2.32 folgt limy,_,o, x*m) =
X fiir x©@ = (x{% %% ... ) x). Insbesondere ist x©) ein Beriihrpunkt von A. Da A
abgeschlossen ist, liegt x% in A. O

4.7 Beispiel. Abgeschlossene Quader der Form [, [aj, bj] sind kompakt.

4.8 Satz. Seien X, Y metrische Raume, sei f: X — Y eine stetige Abbildung, und
set A C X kompakt. Dann 1st f(A) ebenfalls kompakt.
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4. Kompakte Mengen

Pragnante Formulierung: “Das stetige Bild einer kompakten Menge ist kompakt.”

Beweis. Sei (Yn)nen eine Folge in f(A), dann gibt es x, € A mit f(x,) = y,. Die
Folge (xn)nen besitzt eine konvergente Teilfolge (X, )men. Da f stetig ist, konvergiert
auch (f(xnm))meN- O

4.9 Satz. Ser X ein metrischer Raum, ser A eine kompakte Teilmenge von X, und
ser f: A — R stetig. Dann nimmt f auf A thr Mazimum und thr Minimum an.

Bewers. B := f(A) ist eine kompakte Teilmenge von R, also beschrankt. Daher besitzt
B ein Supremum. Dieses Supremum ist ein Beriihrpunkt von B, liegt wegen der
Abgeschlossenheit von B also in B. O]

4.10 Lemma. Es set V ein normierter Raum und seien by,...,b, € V. Wenn
der R™ mit der Supremumsnorm ||-||« versehen wird, dann ist die Abbildung

QR =V, (Wi, wn) o Y wyby,
j=1

stetig.

Beweis. Sei L = max;j_;__n|/bj||. Zu vorgegebenem e > 0 setzen wir 0 = e/(Ln). Fiir
(Viy..oyvp) und (wyy ..oy wy) € R mit [[(wiy..oywn) — (Viyee oy Vi) |loo < 0 gilt

D (Wi, .y wa) = vy, V)| < ) fwy — vy by
j=1

< Inf|(wryeeeywin) — (Viye ooy Vi) ]lo <N =€. O

4.11 Lemma. Es seir V ein endlich-dimensionaler, normierter Raum mit Basis
(b1,...,bn) und es set K C 'V beschrankt. Dann gibt es ein C > 0, so dass

n
| < b .
j£r11’a'1“})cn|\/vJ| < C falls ;w]b] ek
]:
Beweis. Wir versehen den R™ mit der Supremumsnorm ||-||., und definieren ®: R™ —
V wie in Lemma 4.10. Dann ist @ eine stetige lineare Abbildung. Wir setzen

A={(wy,...,w,) € RY|[(Wry...,wy)||loc =1} und B =D(A).

Dann ist A kompakt nach Lemma 4.6 und B ist kompakt als stetiges Bild eines
Kompaktums. Daher exisistiert e = min{||v|||[v € B}. Wegen 0 ¢ B gilt € > 0.

Da K kompakt ist, existiert R > 0, so dass K C Bg(0). Wir zeigen die Aussage
fir C = R/e. Sei dazu v = 3 ", wjb; € K. Fiir v = 0 ist nichts zu zeigen. Wir
konnen daher annehmen, dass m = max;j_;_n|wj| > 0. Dann 1H(w], ...yWn) € A und
Lv € B. Wegen der Wahl von € bedeutet die letzte Aussage, dass -||v|| > €, also

vl _ R

m< — <

—=C. O
€ €
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4.12 Theorem (Heine-Borel). Es set V ein endlich dimensionaler, normierter Raum.
Eine Menge K C V st genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und be-
schrankt 1st.

Beweis. Nur die Riickrichtung ist zu zeigen. Dazu sei ®: R" — V wie in Lem-
ma 4.10 und C sei wie in Lemma 4.11. In Lemma 4.11 haben wir gesehen, dass
K C ©([—C,C]"). Die Menge auf der rechten Seite ist kompakt wegen Beispiel 4.7
und Satz 4.8. Da K eine abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums ist, ist sie
kompakt nach Satz 4.3. ]

4.13 Satz. Es seien (V, ||-||) und (W, |||||l) normierte Rdume, und es set dimV < oco.
Fir eine lineare Abbildung A:V — W setzen wir

L= sup{[lIAvI[l | [[v]| < 1}.
Dann gelten
(a) L < oco.
(b) lAVI[| < L||v|| fir allev e V.
(c) A ist stetig.
Beweis. (a) Wegen Heine-Borel ist B1(0) = {v € V|||v|| < 1} kompakt. Sei (by,...,by)

eine Basis von V und sei C wie in Lemma 4.11. Dann gilt fiir v =} 1", x;b; € B;(0)

Vil < 3 s A < € S [lIAbl.

j=1 j=1

(b) Fiir beliebiges v € V mit v # 0 gilt

.
”"”A<m> m < |vIL.

(c) Fiir gegebenes € > 0 sei 6 = ;57. Fiir u,v € V mit [[u—v| < gilt

vl =|

AW — AVl = [[A(u =)l < Lju—v] < L§ < . 0
4.14 Korollar. Je zwer Normen auf dem R"™ sind dquivalent.

Beweis. Man wendet Satz 4.13 an auf die identische Abbildung (V;||-||) — (V||| -
). O

4.15 Definition. Das L aus Satz 4.13 ist die Operatornorm von A. Man schreibt ||A||
fiir die Operatornorm.

4.16 Satz. Die Operatornorm ist tatsdchlich eine Norm. Sie ist auflerdem sub-
multiplikativ, es gt also ||AB| < ||A]||B]|.
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4. Kompakte Mengen
4.17 Beispiel. Fir ny,m € N und eine Matrix A = (ay;)x=1,..nj=1,.m € R™™ sei eine

lineare Abbildung f: (R™, [|-[|e) — (R™, [|-||c) gegeben durch f(x) := Ax. Fiir x € R™
sei Ax = (Y1,...,Yn). Dann gilt firk=1,...n

m m
D x| < xllee ) laiy
j=1 j=1

lyk| =

.

Also

m
< 1R .
IA] < kn%?.}fn;m] (4.1)
):

Wir behaupten die Gleichheit. Sei k ein Index, fiir den das Maximum in (4.1) ange-

nommen wird. Wir definieren x = (xq,...,%Xn) € R™ durch
lax,j|
Xj = ax,j K ?é )
1, sonst.

Dann ||x||oc = 1 und die k-te Komponente von Ax ist gleich

m m
Zak.|ak,i =Y Jay,

3 - Jj
j=1

Die Operatornorm in (4.1) ist die Zeilensummennorm.

4.18 Definition. Sei [a, b] C R ein abgeschlossenes Intervall, sei X ein metrischer Raum,
und sei G C X. Eine stetige Funktion y: [a,b] — G ist ein Weg von y(a) nach y(b).
Eine Menge G heif3t wegzusammenhdngend, wenn es zu je zwei Punkten u,v € G
einen Weg von u nach v gibt.

4.19 Satz. Ser X ewn metrischer Raum, ser A eine kompakte, wegzusammen-
hdngende Teilmenge von X, und set f: A — R stetig. Dann ist f(A) emn kom-
paktes Intervall.

Beweis. Seien ¢ := minf(A) und d := maxf(A). Dann f(A) C [c,d]. Wir zeigen
[c,d] C f(A). Seien dazu u,v € A mit ¢ = f(u) und d = f(v), und sei y: [a,b] - A
ein Weg von u nach v. Dann ist die Funktion g: [a,b] — R, g(t) = f(y(t)), stetig.
Wegen Korollar 9.16 der Analysis I ist | := g([a, b]) ein Intervall. Wegen c, d € | folgt
die Behauptung nun aus [c,d] C ] = f(y([a, b])) C f(A). O]

20



5. Volistandige metrische Raume

5.1 Definition. Sei X ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (X, )nen heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt,
so dass fiir alle n,m > N gilt d(xn,xm) < €.

(b) X heif3t vollstandig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.
(c) Ein normierter Raum heiflt Banachraum, wenn er vollstdndig ist.

5.2 Lemma. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum 1ist eine Cauchy-
folge.

5.3 Satz. Jeder endlich-dimensionale normierte Raum st ein Banachraum.

Beweis. Der Raum heifle V, seine Norm werde mit ||-|| bezeichnet. Sei (by,...,by)
eine Basis von V. Dann ist

O: (RY, [-lee) =V, (Viy-eyva) = D vyby,
j=1

eine stetige lineare Bijektion, deren Inverse nach Satz 4.13 ebenfalls stetig ist. Wenn
(xx)xen eine Cauchyfolge in V ist, dann ist (O®~'(xy))ken eine Cauchyfolge im R™.
Also sind alle Komponenten Cauchyfolgen in R, konvergieren also. Nun wendet man
wieder @ an. ]

5.4 Satz. Seir V ein endlich-dimensionaler Banachraum. Wir bezeichnen sowohl
die Norm auf V als such die zugehdrige Operatornorm mit ||-||. Es set A:V =V
eine lineare Abbildung, fir welche gilt

lid—A| < 1.
Dann ist A tnvertierbar.

Bevor ich den Satz mit den Mitteln der Analysis beweise, zeige ich ihn zundchst
mit den Mitteln der Linearen Algebra.

Wir nehmen zum Widerspruch an, dass A nicht invertierbar ist. Dann ist A nicht
injektiv — hier geht die Endlichkeit der Dimension von V ein. Es gibt folglich ein v #
0 mit Av = 0. Fiir dieses v gilt ||(id —A)v|| = ||v]|, also ||id —A|| > 1 im Widerspruch
zur Voraussetzung.
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5. Vollstdndige metrische Rdume

Beweis von Satz 5.4. Wir zeigen zunédchst die Konvergenz von

B— i(id A
n=0

im Raum der Endgr(V) der R-linearen Abbildungen von V in sich, den wir mit
der Operatornorm versehen. Da auch der Endg(V) endliche Dimension hat, ist er
vollstandig.

Sei dazu q = ||id —A|| < 1. Wir zeigen, dass die Folge der Partialsummen von B
eine Cauchyfolge ist. Sei dazu € > 0 vorgegeben. Wihle N mit gN*! < ¢(1 — q). Fiir
k,m > N mit k < m gilt

m k o)
D (i[d—A)" =) (i[d-A)"| < Z [(id —A)M| < Z "<y q
n=0 n=0 n=k+1 n=k-+1 n=k+1
K+ N-+1
= q < g < €.
IT—q =~ 1—¢q
Aus der Zwischenbehauptung folgt nun
K Kk
(id —A)B = lim (id —A) 1d —A)"=lim Y (i[d—A)™'"=B—id.
k—>oo - k—oo ——
Subtrahiert man B auf beiden Seiten, so erhalt man —AB = —id. Indem man die
beiden Faktoren vertauscht, bekommt man schliellich auch noch BA = id. ]
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6. Partielle Ableitungen

6.1 Definition. Es sei U C R"™ offen, es sei f: U — R, und es sei x = (x7,%2,...,%n) € U.
Firi=1,...,n setzen wir U; = {t € R | (x1,...,%i_1,t,Xi11,...,Xn) € U}. Dann
ist U; eine offene Umgebung von x; in R. Man definiert F;: U; — R durch

Fi(t) :f(xh--°>Xi—1)t>xi+1>°°->xn)-

Wenn fiir jedes i = 1,...,n die Funktion F; in x; differenzierbar ist, dann heifit f
partiell differenzierbar in x. Man schreibt dann
of
0x;

(x) = F{(x).

%(x) heit dann i-te partielle Ableitung von f in x. Die Funktion f heifit partiell

differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt von U partiell differenzierbar ist.

6.2 Bemerkung. (a) Man berechnet die i-te partielle Ableitung, indem man f als
Funktion von x; allein auffasst und die anderen Variablen als konstant ansieht.

(b) Fiir n = 3 schreibt man oft (x,y,z) anstelle von (x;,x2,x3). Dann schreibt man
entsprechend ' und g—; Usw.

6.3 Beispiel. (a) f(x,y) = e¥". Dann & =y?e*” und g—; — 2xyew’.

(b) Betrachte
Xy ..
= 5 fur (x,y) # (0,0),
g:RP =R, (x,y)— X2 +y?’ )
0, sonst.

Die Funktion g ist iiberall partiell differenzierbar, obwohl sie in (0,0) unstetig
ist. Den Graphen von g zeigt Abbildung 6.1.

T
P

6.4 Definition. Sei U C R" offen und sei f = . | : U —= R™ Dann heifit f partiell
fm
differenzierbar, wenn alle f; partiell differenzierbar sind. Fiir x € U ist
of of of
e () @(X) v ()
D = | 00 5B 32
%fT“:(x) ?TT(X) .. ng‘:(x)

die Funktionalmatriz oder Jacobi-Matriz von f an der Stelle x.
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6. Partielle Ableitungen

Abbildung 6.1.: Graph der Funktion g aus Beispiel 6.3

6.5 Bemerkung. (a) Wenn Funktionalmatrizen vorkommen, schreiben wir Vekto-
ren als Spalten.

(b) Fiir skalarwertiges f ist

_ (2t of of
ein Zeilenvektor. Sein Transponierter wird als Gradient von f bezeichnet, ge-

schrieben
of
aX1
of

Vf(x) = | 22
of
OxXn

Das Zeichen V wird als “Nabla” ausgesprochen. Fiir Forster ist der Gradient
die Funktionalmatrix. Die hier verwendete Definition findet sich bei Kaballo,
Konigsberger und Jarre.

6.6 Beispiel. (a) Sei f: R® — R gegeben durch

= cos(x —y).

—h
N e xR
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Dann

X —sin(x —y)
Vily | =| sin(x—vy)
z 0

Dann

ol _ 1 2 3
2 -~ \Z%cos(xz?) 0 2xzcos(xz?) ]’

6.7 Definition. Sei U offen in R™ und f: U — R partiell differenzierbar. Wenn alle
partiellen Ableitungen %, i = 1,...,n, wieder partiell differenzierbar sind, dann

heifit f zweimal partiell differenzierbar. Man schreibt dann

0% f 0 of

anaXi N a_X] ax{

Induktiv definiert man so fiir jedes k € N die k-fachen partiellen Ableitungen. Die
0-te Ableitung von f ist f selbst.

6.8 Beispiel. Fiir f(x,y) = e’ hatten wir bereits gesehen, dass % = y2ev’. Also

0% f
oy 0x

= Zye"y2 + 2xy3e"yz.

Durch partielle Ableitung von g—; sieht man a%zafx = aizafl_, Wir werden diese Gleichheit

spater allgemein unter sehr schwachen Voraussetzungen an f zeigen.

6.9 Bezeichnung. Statt x — % wird auch D;f geschrieben. Also beispielsweise

03 f

— = D,D3f.
9% 0%3 12
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7. Totale Ableitungen

7.1 Definition. Seien V und W endlich dimensionale, normierte Raume und sei U C V
offen. Eine Abbildung f: U — W heifit (total) differenzierbar in x € U, wenn es
eine lineare Abbildung A: V — W gibt, so dass fiir die durch

fix +&) —f(x) = A(E) + @(&) (7.1)
bestimmte Abbildung ¢ gilt
le®l
&0 [|E]

Die lineare Abbildung A ist die Ableitung von f in x. Wir schreiben f’(x).
Eine Abbildung heifit (total) differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt total dif-
ferenzierbar ist.

7.2 Bemerkung. Im Fall V = W = R ist totale Differenzierbarkeit dasselbe wie
Differenzierbarkeit im Sinne der Analysis I. In diesem Fall ist A: R — R die lineare
Abbildung & — f'(x)E.

Bewess. Sei f: R — R total differenzierbar und sei A wie in (7.1). Da A eine lineare
Abbildung von R — R ist, ist A von der Form & — a¢& fiir ein a € R. Es gilt

f(x+h)—f(x) ah+ @(h)

o = - a, h—0.
Also ist f in x differenzierbar im Sinne der Analysis I mit f'(x) = a.
Wenn f differenzierbar im Sinne der Analysis I ist und wir A(§) = f'(x)¢& setzen,
dann
e T ||a|| = £

7.3 Bewspiel. Sei A: V — W linear. Dann ist A differenzierbar, und fiir jedes x € V
gilt A’(x) = A. Insbesondere ist die Ableitung einer linearen Funktion konstant.

7.4 Satz. Seien V und W endlich dimensionale, normierte Rdume, set U C V
offen und sei f: U — W differenzierbar in x € U. Dann ist f stetig in x.

7.5 Beispiel. Wir hatten in Beispiel 6.3 eine Funktion gesehen, die iiberall partiell
differenzierbar, aber unstetig im Ursprung ist. Wegen Satz 7.4 ist diese Funktion
nicht total differenzierbar.
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7. Totale Ableitungen

7.6 Lemma. Set V ein endlich dimensionaler, normierter Raum und ser U C
V offen. Fir eine Abbildung f: U — R™ seien f;: U — R, j = 1,...,m, thre
Komponenten. Dann ist f genau dann total differenzierbar, wenn alle f; total
differenzierbar sind.

7.7 Definition. Sei U C R" offen und f: U — R. Wenn f k-mal partiell differenzierbar
ist und alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k stetig sind, dann sagt man, f
sei von der Klasse C*. Wenn f fiir jedes k € N von der Klasse C* ist, so heifit f glatt
oder von der Klasse C*°. Schlielich heifit f von der Klasse C°, wenn es stetig ist.

Eine Abbildung g: U — R™ heifit von der Klasse C*, wenn ihre Komponenten von
der Klasse C* sind.

7.8 Satz. Sei U offen in R™ und f = (f1,f2,...,fm): U — R™ von der Klasse C'.
Dann st f total differenzierbar und die Ableitung f'(x) wird durch die Jacobi-
Matriz Df(x) gegeben.

Bewers. Wir brauchen den Beweis nur im Fall m = 1 zu fiihren. x und & seien
gegeben. Zuerst definieren wir Zwischenpunkte

0 _

N

Z ( 1+£1)X2)X3)--->Xn)
Z (X1 + EJ)XZ + E;Z)X3) )

2" =x+&.

Dann unterscheiden sich z'' und z! nur in der i-ten Komponente. Man kann daher
den Mittelwertsatz auf die i-te Partialfunktion anwenden und erhalt Zwischenpunkte
€ 10, & [, so dass

f(Zi) - ( ) E»l (X'L + &1y ey X+ &ty X4 N Xy - ,Xn).

1

fix 4+ &) — f(x Z& X1+£1, oy Xic1 F &1y X F Ny Xig 1y - vy X))

of
E—FZ&( (X1 4+ &1y ey X1 + &1y X F My Xit 1y e ooy X)) — (X))-

Also ist (p(x) - Zl 1 E:l ( (X1 + &1) y Xi—1 + E,i,hXi +ni»xi+h see )Xn) - aa_;l(x))
Es folgt fiir & — 0

n

¢ (&) loo of o
H ||a||0! < ; a_xi(X] + &, X F &y X F iy X Ty e ey Xn) — a_xi(") 0
Bei dem Grenziibergang wurde die Stetigkeitvoraussetzung eingesetzt. O
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Bemerkung. Mit diesem Satz und dem Satz aus der Analysis I, dass Summen, Pro-
dukte und Verkettungen von C'-Funktionen ebenfalls von der Klasse C' sind, sieht
man bei vielen Funktionen sofort, dass sie total differenzierbar sind.

7.9 Satz (Kettenregel). Seien U C R™ und V C R™ offen. Es seien f: U — V und
g: V— RP Abbildungen, wober f in x € U und g in f(x) total differenzierbar ist.
Dann 1st gof wn x total differenzierbar und es gilt

(gef)'(x) = g'(f(x)) e f'(x).

Ausgedriickt in Jacobi-Matrizen hat diese Gleichung die Form

D(g-f)(x) = Dg(f(x)) - Df(x).

Bewets. Wir fiihren in x bzw. f(x) die Abbildungen ¢ bzw. \ ein

Dann
gof(x+&) —gof(x)=g(f(x)+ f'(x)(&) + @(&)) — g(f(x))
= g(f(x)) + g'(fF(x)) (f'(x)(&)) + g'(f(x)) (@(&))
+ ) (f'(x)(&) + @(&)) — g(f(x))
= g'(f(x) (f'(x)(&)) +0(&),
wobei

0(&) = g'(fF(x))(@(&)) + W (f'(x)(&) + @(E)).

Wir miissen lim;_, I ||€£||| = 0 zeigen. Fiir den ersten Summanden von O ist das klar.

Zur Untersuchung des zweiten schreiben wir {(n) = ||n||p(n). Dann lim,_,, p(n) = 0.
Ferner gilt ||@(&)|| < ||&|| fiir alle hinreichend klemen &. Also

18 _ (&) + 9(&)]

T ] p(f'(x)(&) + (&)

< (IFEI+ 1) p(f'(x)(E) + @(E)) = 0. O

7.10 Korollar. Sezen U C R™ und V C R™ offen und seien f: U — V und g: V — RP
von der Klasse C*. Dann ist auch gof von der Klasse C.

Beweis. Folgt mit vollstandiger Induktion aus der Kettenregel. O

7.11 Beispiel. Fiir p =1, also gof: U — R, erhédlt man

o(g i 0g
E)xl ;6_ ax1 (x)-
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7. Totale Ableitungen

Abbildung 7.1.: Graph der Funktion
(x,y) — (4— U433 A — Ay +3) (42 —1p?)

7.12 Beispiel. Sei V. C R™ offen, sei g: V — R von der Klasse C', sei I C R ein
offenes Intervall, und sei y: I — V ein C'-Weg, so dass g oy konstant ist. Dann gilt
fiir jedest € 1

Y'() - Vg(y(t)) =0.
Der Weg vy verlauft entlang einer Hohenlinie von g. Im Fall m = 2 zeigt das Beispiel,

dass die Hohenlinien senkrecht zum Gradienten verlaufen. Abbildung 7.1 zeigt ein
Beispiel.

7.13 Definition. Sei U C R" offen, sei f: U — R eine Funktion, sei x € U und sei
v € R™ Dann ist U, = {t € R | x + tv € U} eine offene Umgebung der 0 in R.
Definiere F,: U, — R durch F,(t) = f(x + tv). Wenn F, in 0 differenzierbar ist, dann
bezeichnet man F/(0) als Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v.
Wir schreiben D, f(x) oder 2 (x) dafiir.

7.14 Satz. Sei U C R™ offen, sei f: U — R von der Klasse C', sei x € U und se:
v € R". Dann existiert die Richtungsableitung D,f(x) und es gilt

D,f(x) = Vf(x) - v.

Bewers. Ergibt sich aus der Kettenregel, wenn man g(t) = x + tv setzt. [l
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Wenn der Gradient nicht verschwindet, dann gibt er die Richtung des starksten
Anstiegs an. In diesem Fall ist die Richtung des starksten Anstiegs senkrecht zu den
Hohenlinien.

Zum Schluss noch ein Beispiel, bei dem die totale Differenzierbarkeit direkt mit
der Definition gezeigt wird.

7.15 Beispiel. Es sel V der normierte Raum der n x n-Matrizen. Wegen der Stetig-
keit der Determinanten ist die Menge G = {M € V|det(M) # 0} der invertierbaren
Matrizen offen. Wir zeigen die totale Differenzierbarkeit der Abbildung

f:G—=V, f(M)=M".
Es seien M € G und H € V derart, dass M+ H € G und es sei E € G die

Einheitsmatrix. Dann gilt

(M+H)" =M= (ME+MH)) " =M "= (E+MH ™M '-M". (7.2)

Es sei nun ||H|| < ”M v Wir wenden Satz 5.4 an auf B = E+M~ 'H. Dann ||[E—B|| =

I[M~"H|| < 1 und daher
E+MTH) =Y E-(E+MTH) =) (-1)(MH).
j=0 j=0
Setzt man dies in Gleichung (7.2) ein, so erhélt man
M+H)™ =M =-MTHM" +Z (MTTHYM ™,
j=2

Der erste Term auf der rechten Seite ist f'(M)(H), der zweite @ (H). Mit der nichsten
Abschatzung ist der Beweis beendet.

leHII _ 1 ot IMITHIE - IMETP[H]
< erIMTT D IMTTH|D = e [M7T v S -
] HHH Z HHH 1= [[MZTH[| 1= [[M~TH]
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8. Die Hesse-Matrix

8.1 Definition. Sei U C R" offen und sei f: U — R zweimal partiell differenzierbar.
Die Matrix

0%f o f 0*f

6_x%(x) 0x70%, X 0X10%y, x
0%f o*f o f

Hid) = [ 3o ™ 32™  Ggax ¥
o%f 0%f 0%f

0%, 0 x) 0%, 0%, X oee a_le(x)

heifit Hesse-Matriz von f an der Stelle x.

8.2 Satz (H. A. Schwarz). Wenn f von der Klasse C? ist, dann ist H¢(x) fiir jedes
x € U symmetrisch, d. h.
0%f o%f
X) =
aXian an aXi

(x)

fir alle i,j € {1,...,n}.

Beweis. 1 =1 und j = 2 geniigt. Es geniigt auch, den Beweis nur im Nullpunkt zu
fithren. Fiir festes x, definiere

Fy, (x1) = f(x1,%x2) — f(x1,0).

Aus dem eindimensionalen Mittelwersatz erhalten wir die Existenz eines & zwischen
0 und x; mit

sz (X1) - sz (O) — X1F)/(2(Ev) =X (aa—;(é»xz) - aa_):(aao)) .

In der Klammer kénnen wir nochmal den Mittelwertsatz anwenden und erhalten ein
1 zwischen O und x;, so dass

0*f

Fo(x1) — Fyy (0) =
z(x1) z(o) X]X26X2aX]

(&m).
Es gilt

Fr, (x1) = Fx, (0) = f(x1,x2) — f(x1,0) — £(0,x2) + £(0,0) = Gy, (x2) — G, (0),
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8. Die Hesse-Matrix

wobei Gy, (x2) = f(x1,%x2) — f(0,x,). Dasselbe Argument wie oben liefert z zwischen O
und x; und w zwischen 0 und x, mit

Gy, (%) — Gy, (0) = x1x ﬂ(zw)
X1 2 X1 - 1A2 6X1 axz ) *
Fir x1,x; # 0 folgt
o*f 0% f
P (&m) = 0% (z, w).
Aus (x7,x2) — (0,0) folgen (&,n) — (0,0) und (z,w) — (0,0). Wegen der Stetigkeit
der zweiten Ableitungen folgt schliellich die Behauptung. [

8.8 Beispiel. Fir f(x,y,z) = xz + eV gilt

ex+2g zex+Zy 1
H¢(x,y,z) = | 2&¥™ 4ext2y 0
1 0 0

8.4 Korollar. Wenn f von der Klasse C* ist, dann kommt es bei den Ableitungen
von der Ordnung < k nicht auf die Rethenfolge an.

Wir werden in den Ubungen eine Funktion kennenlernen, die zweimal partiell
differenzierbar ist und deren Hesse-Matrix nicht symmetrisch ist.
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9. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

Der Mittelwertsatz der Analysis I lautet: Sei f: [a,b] — R stetig und differenzierbar
auf ]a, b[, dann gibt es ein & € ]a, b[ mit

f(b) —f(a) = f'(£)(b —a).

In dieser Form kann der Mittelwertsatz nicht auf vektorwertige Abbildungen ver-
allgemeinert werden.
9.1 Beispiel. f: R — R? sei definiert durch f(x) = ($X). Dann f(0) = f(27), aber
es gibt kein & mit D(f)(&) = (§).

9.2 Lemma. Set U C R™ offen und sei f: U — R™ von der Klasse C'. Dann hdngt
die Operatornorm ||Df(x)| stetig von x ab.

Beweis. Wir versehen den Raum R™*™ mit der Supremumsnorm des R™". In dieser
Norm ist die Aussage klar. Da auf dem R™" je zwei Normen dquivalent sind, folgt
die Behauptung. ]

9.3 Notation. Die Strecke zwischen x und y ist die Menge [x,y]l ={x +t(y—x) |0 <
t < 1}. Sie ist kompakt.

9.4 Theorem (Mittelwertsatz fiir skalarwertige Funktionen). Es sez U C R" offen
und es ser f: U — R total differenzierbar. Ferner seien x,y € U derart, dass
[x,yl C U. Dann gibt es & € [x,y] \ {x,y}, so dass

fly) —f(x) = (&) (y —x).

Beweis. Wir wenden den Mittelwertsatz der Analysis I an auf @(t) = f(x+t(y —x))
und erhalten T € ]0, 1[ mit

fly) —f(x) = (1) —@(0) = @'(1) = f'(x + t(y —x))(y —x).
Nun setzen wir & = x + t(y — x). O]
9.5 Theorem (Mittelwertsatz fiir vektorwertige Abbildungen). Es set U C R"™ offen,
es seien x,y € U, so dass [x,y] C U. Fir jede C'-Abbildung f: U — R™ gilt

1f(y) = f(X)[leo < [Ix =yl max [|f(E)].

&elxy]

Dabei ist ||x —y|| eine beliebige Norm auf dem R™ und ||f'(&)| die Operatornorm
fir lineare Abbildungen von (R, |-||) nach (R™, ||-||oo)-
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9. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

Beweis. Es sei j ein Index mit ||f(y) — f(x)|l« = [fj(y) — fj(x)|. Dann gibt es ein
&€ xyl\ {x,y}

1(y) = F(¥)lloo = If5(y) = () = [I5(£) x = y) | < [T (E)[11x =y,
wobei ||f/(&)|| die Operatornorm fiir lineare Abbildungen von (R", [|-||) nach R ist. [J

9.6 Theorem. Es ser U C R" offen, es seien x,y € U und es gebe einen Weg
v: la,b] — U mit y(a) = x und y(b) =y, dessen Einschrinkung auf ]a,b[ von
der Klasse C' ist. Fiir jede C'-Abbildung

f:U—R™ f(w)= : ,

gut dann firj=1,...,m
b
fi(y) — f(x) :J f/(y(t) y'(t) dt.

a

Beweis. Wir wenden den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus Ana-
lysis I an auf ¢ = fj oy und erhalten

b b
6y~ ) = o(b) — p(a) = | () de= | FE)Y0 d. 0
9.7 Beispiel. Sei f: R? — R? gegeben als
f(™) cos(x;) + sin(x;)
x2 ] \sin(x;) +cos(xz) | °

Fiir (3), (1) € R* wollen wir |[f(X}) —f(}2)

Wir berechnen die Funktionalmatrix

D(f) x1\  [—sinx; cosx;
X) cosx; —sinxy/

Ihre Operatornorm ist die Zeilsummennorm

|, durch [|(X)) — (3 )|l abschétzen.

IID(f) (X!)]| = max{|sin x| + |cos x;]|, [cos x;| + |sin x,|} < 2.

Y — X
Yz — X2 -

Wir haben gezeigt
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9.8 Satz. U C R" se: offen und wegzusammenhdngend. Se: f: U — R™ stetig und
partiell differenzierbar mit D(f)(x) =0 fir alle x € U. Dann 1ist f konstant.

Beweis. Unter diesen Voraussetzungen ist f von der Klasse C'. Angenommen, es
gebe u,v € U mit f(u) # f(v). Da U wegzusammenhdngend ist, gibt es einen Weg
v: [a,b] — U von u nach v. Sei ty := inf{t € [a,b] | f(y(t)) = f(v)}. Wegen der
Stetigkeit von f und y gelten f(y(ty)) = f(v) und ty > a. Da U offen ist, existiert e > 0
mit B.(y(to)) € U. (Welche Norm auf dem R" gewdhlt wurde, ist dabei unerheblich.)
Sei t € [a,to[ so gewdhlt, dass y(t) € Bc(y(ty)). Dann liegt auch die Strecke von
v(t) nach y(ty) in Be(y(ty)). Der Mittelwertsatz impliziert nun den Widerspruch

fly(t)) = fly(to)). O

Da es wegen des Satzes von Schwarz bei C*-Abbildungen auf die Differentiations-
reihenfolge nicht ankommt, ist die folgende Schreibweise sinnvoll:

9.9 Notation. Sei U C R™ offen und f: U — R eine Abbildung.

(a) Fiir o € N} setzen wir

lo =01 4+ 0g + -+ + o,

ol = ol ol ol
Ein n-Tupel mit dieser Interpretation heifit Multiindez.
(b) Fiir einen Multiindex o und f von der Klasse C/* setzen wir

olelf
0x7TOXY2 ... xR

D% = DD ... D f =

Dabei gilt die Vereinbarung Df = f.

x2

(c) Fiir x = (x1,...,%xn) € R™ setzen wir x* = x]" - x32 - - - x&n,

9.10 Theorem (Taylor-Formel). Se: U C R" offen und set f: U — R von der Klas-
se C**1. Seien x, & € R™, so dass die Strecke [x,x + &] in U liegt. Dann

o 1 o
ere) = Y 2 Mo ern ¥ [ 0- g ear

I
ek X o] =k41 70 x:
Beweis. Weil U offen ist, existiert ein offenes Intervall I mit [0,1] C I, so dass
{x +t& |t € I} C U. Definiere g: I — R durch g(t) = f(x + t&). Dann ist g von der
Klasse C*"'. Die Taylor-Formel aus der Analysis I besagt

L) 1
et e =g = Y S+ | - 05w
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9. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

Wir miissen die benctigten Ableitungen von g bestimmen. Ausgehend von Satz 7.14
liefert eine einfache vollstandige Induktion

n n

g (t) = Z'”ZD“ c Dy f(x +tE) & - &y

Definiert man den Multiindex o durch oy = |{l [ iy = 1}| usw., dann D;, ... Dy f(x +
tE) &y - &, = D*f(x + t&)&™

Wie viele Tupel (i, ...,1;) fiihren zu diesem «? Es gibt (J, ) Mdglichkeiten, die
Indices v mit i, = 1 auszuwahlen. Danach gibt es (j;‘;“ ) Moglichkeiten, unter den

verbleibenden Indices v diejenigen mit 1, = 2 auszuwahlen. Insgesamt ist die Anzahl
der Moglichkeiten also

Q) (o)

j! ‘ (G — ou)! (]'—061—"'—0671—1)!:]'!

ol —ou)! ol —og—ap)! o, 0! !

Also ‘|
] ] [oa o4
gl (t) = HZ Dl tE)E",
«|=j

Setzt man dies in die Formel aus der Analysis I ein, so erhalt man die Behauptung. [

Beispiel. Wir wollen die Funktion f: x — €*' cos(x; +x;) im Ursprung in ihr Taylor-
Polynom der Ordnung 2 entwickeln. Es gelten

Ve(x) = [ (58 0+ x2) cos (xi +xa)) e
- —e¥ sin (x1 +x2)

und

H,(x) = —2e¥ sin (x1 + %) —e* sin (x1 + x2) — € cos (x1 + Xx2)
P —ersin (x1 + x2) — €41 cos (%1 + x2) —e™ cos (x1 + x2) '

Fiir die Taylor-Formel benédtigen wir die Werte im Ursprung

vio = (o), mio=( 7).

1
fl&)=1+& - && — E&% + R3(0).

Also

9.11 Notation. Es seien f,g: B,(a) — R zwei Funktionen. Wir schreiben f = O(g),
X — a, wenn es ein € € ]0,r[ und ein C > 0 gibt, so dass |f(x)| < Cg(x) fiir alle

x € Bc(a). Wir schreiben f = o(g), x — a, wenn lim, ,, % =0.
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9.12 Korollar. Sez U C R™ offen und sei f: U — R von der Klasse C*' und se:
x € U. Fir

Pue) = Y 2T (g (01
o <k '
gult
f(E) = Pr(&) = O(|[x — &I*'"), & —x. (9.2)

9.13 Definition. Das Polynom Py aus (9.1) ist das k-te Taylor-Polynom von f in x.
9.14 Satz. Das Taylor-Polynom st das einzige Polynom, welches (9.2) erfillt.

Bewesis. Es seien Polynome Py und Q, vom Grad hochstens k gegeben mit Py (&) —
Qu(&) = O(&*""). Wir miissen zeigen, dass R := Py — Qy verschwindet. Wir nehmen
zum Widerspruch R # 0 und schreiben

k
R(E) =D D ba&,

j=ko [«|=j
wobei wir annehmen, dass Mo = ), ba&5 # O fiir ein & mit [|&| = 1. Es sei
C = Z;‘:kﬁ] |by|. Dann gilt fiir t mit 0 < t < min (1, |2”—C°]|)

k k
R(t&,)| = v bR &S| > thon,| — v byl > tho — Cit >tk°m.
R(téo)[ =D ¥} butl| >tfmo| = > ¥} [ba] >t (Ino| — Cit) >t

j=ko o= j=ko+1
Aus der Voraussetzung ergibt sich jetzt der Widerspruch ky > k + 1. O]

9.15 Definition. Sei A = (ajx);

)
k
AT = (@5)kt,.m € K™
j=1,..,n

.n € R™™ Die Transponierte von A ist die Matrix

LT

1,
1.

9.16 Korollar. Se: U C R™ offen, ser f: U — R wvon der Klasse C3, set x € U
und sei B.(x) C U, wobei die Kugel B.(x) beziiglich einer beliebigen Norm |||
gebildet wird. Fir & mit ||&]| < r ist R3(&) bestimmt durch
1
f(x + &) = f(x) + (VF(x), &) + SE He(x) & + R (&)

Dann gibt es M > 0, so dass fiir alle & mit ||&]| < 1 gilt [R3(&)] < M.

9.17 Beuspiel. Wir entwickeln f(x,y) = eV im Ursprung bis zur zweiten Ord-

nung. Dann f(0) =1 und
—2xe Y
Vi(x,y) = <_2ye_xz_yz> y
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9. Mittelwertsatz und Taylor-Formel

also Vf(0,0) = 0. Ferner

(=2 + 4x2)e v’ 4xye Y
H =
f(x, y) ( dxy o2 (=2 + 4y2)e_xz_y2 y

H¢(0,0) = (‘02 _°2> .

1 _
fxy) =145 (x ) (02 _02) @ Ol y)P)

=1-x* =y’ +O([|(x,YIP).

also

Wir erhalten
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10. Eigenwerte

Ich wiederhole zentrale Begriffe der Linearen Algebra. Ich schreiben das Skalarpro-
dukt x -y gelegentlich auch als (x,y).

10.1 Definition. Sei A € R™*", Ein Vektor v € R™ \ {0} ist ein Eigenvektor von A,
wenn es ein A € R gibt, so dass Av = Av. In diesem Fall ist A ein Eigenwert von A.

10.2 Bemerkung. Fiir vyw € R" gilt (v,w) = viw. Daraus ergibt sich sofort die
Walzformel

(Av,w) = (v,ATw).
10.3 Definition. Eine Matrix A € R™*" heifit symmetrisch, wenn A = AT,

10.4 Theorem (Hauptachsentransformation). Sei A € R™" symmetrisch. Dann sind

alle Ergenwerte reell und es gibt eine Orthonormalbasis des R™, die aus Eigen-
vektoren von A besteht.

10.5 Definition. Sei A eine reelle, symmetrische n x n-Matrix.
(a) A heift positiv definit, wenn (x, Ax) > O fiir alle x € R™ \ {0}.
(b) A heifit negativ definit, wenn (x, Ax) < O fiir alle x € R™\ {0}.
(c) A heifit positiv semidefinit, wenn (x, Ax) > 0O fiir alle x € R™.
(d) A heifit negativ semidefinit, wenn (x, Ax) < O fiir alle x € R™.

(e) A heiit indefinit, wenn es ein x € R™ mit (x,Ax) > 0 und ein y € R™ mit
(y,Ay) < 0 gibt.

Man beachte, dass (x,Ax) = x"Ax. Abbildung 10.1 zeigt die Funktion (x,y)
(x, Ax) flir symmetrische Matrizen A mit unterschiedlichem Definitheitsverhalten.

10.6 Lemma. Sei A eine reelle, symmetrische n x n-Matriz.

(a) A st genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind
(also echt gréfier als 0).

(b) A ist genau dann positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte von A positiv
oder 0 sind.
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10. Eigenwerte

Abbildung 10.1.: Definitheitsverhalten: positiv, negativ, positiv semidefinit, indefinit

(c) A ist genau dann negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.

(d) A ist genau dann negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte von A negativ
oder 0 sind.

(e) A ist genau dann indefinit, wenn A sowohl positive als auch negative Ei-
genwerte besitzt.

10.7 Satz (Hurwitz-Kriterium). Sez A = (ay;j)i<ij<n eine reelle, symmetrische n xn-
Matriz. Seu

Ak = det

die k-te Unterdeterminante.
(a) A st genau dann positiv definit, wenn Ay > 0 fiir alle k.
(b) A ist genau dann negativ definit, wenn (—1)*Ay > 0 fir alle k.
(c) Wenn es ein k mit Ay < 0 gibt, dann st A indefinit.

Bewets. Wir zeigen (a). Die k x k-Matrix aus der Behauptung nennen wir A,.

Sei zuerst A positiv definit. Wir nehmen zum Widerspruch die Existenz eines k mit
Ay < 0 an. Dann besitzt Ay einen Eigenwert A < 0. Sei 0 # w € R* ein Eigenvektor
von Ay zum Eigenwert A. Wir setzen

0
Dann (v, Av) = (w,Axw) = A (w,w) < 0 im Widerspruch zur positiven Definitheit
von A.
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Wir zeigen nun die Riickrichtung mit vollstandiger Induktion. Fiir n =1 ist nichts
zu zeigen. Die Behauptung sei fiir n — 1 richtig. Wir nehmen zum Widerspruch an,
dass es eine symmetrische n x n-Matrix A gibt, die nicht positiv definit ist, fiir
die aber Ay > O fiir k = 1,...,n. Da det(A) > 0, besitzt A dann zwei negative
Eigenwerte A\; und A, (welche nicht unbedingt verschieden sein miissen). Seien b,
und b, orthogonale Eigenvektoren der Norm 1 zu A; bzw. A,. Mit LH bezeichnen wir
die lineare Hiille. Der Raum

E = LH({b;, b)) N (R x {(0)})

besitzt mindestens die Dimension 1. Es sei 0 #£ x = 31b; 4+ 3;b, € E. Dann ist x von
der Form

X1y
X =
Xn—1
0
und wir setzen
X1
X =
Xn—1

Damit erhalten wir
(X, Ana1X) = (x, Ax) = (B1b1 + Baba, AB1by + A2B2ba) = AiBT + AsB3 < 0.

Dies widerspricht der Induktionsvoraussetzung, denn die Unterdeterminanten von
A, sind alle positiv.

(b) folgt durch Anwendung von (a) auf —A.

(c) folgt dhnlich wie die Riickrichtung von (a). O

10.8 Beispiel. Fiir a € R betrachte

-1 -1 1 T =2 1
A=|-1 =2 0 und B=|-2 2 0
1 0 a 1T 0 =2

Fiir A gelten A; = —1, A, =1 und Az = det(A) = a+ 2. Also ist A negativ definit
fiir a < —2. Wenn man die Unterdeterminanten von unten anféngt, sieht man, dass

A indefinit ist, wenn a > 0.
Fir B gilt A, = —2. Daher ist B indefinit.
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11. Extremwerte und kritische Stellen

11.1 Definition. Sei X ein metrischer Raum, f: X — R eine Funktion und x, € X.
f besitzt in x( ein lokales Maximum, wenn es eine Umgebung U von x, gibt mit

f(xo) > f(x) fiir alle x € U.

f besitzt in x( ein striktes lokales Mazimum, wenn es eine Umgebung U von x, gibt
mit
f(xo) > f(x) fiir alle x € U\ {xo}.

Entsprechend definiert man (strikte) lokale Minima. f besitzt in x, ein (striktes)
lokales Extremum, wenn f in x, ein (striktes) lokales Maximum oder ein (striktes)
lokales Minimum besitzt.

11.2 Satz. Sez U C R"™ offen und se: f: U — R partiell differenzierbar. Wenn
in x ewn lokales Extremum besitzt, dann

Vf(x) =0.

Beweis. O.E. besitze f in x ein lokales Maximum. Wir schatzen die erste partielle
Ableitung ab. Fiir h > 0 gilt

f(x1 +hyx2y ...y xn) — f(x)
Y ’h ) SO,

also ;Tf](x) < 0. Fiir h < 0 gilt aber

f(x1 +hyX2y..vyXn) — f(x) _—
h - )

also 2-(x) > 0. Insgesamt folgt 32-(x) = 0. Genauso konnen wir fiir die anderen

partiellen Ableitungen argumentieren. O]

11.3 Definition. Sei U C R™ offen und sei f: U — R partiell differenzierbar. Wenn
Vf(x) =0, so heifit x kritische Stelle von f.

11.4 Satz. Sei U C R™ offen und f: U — R von der Klasse C3. Sei x eine kritische
Stelle von f.

(a) Ist H¢(x) positiv definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Minimum.
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11. Extremwerte und kritische Stellen

(b) Ist H¢(x) negativ definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Mazimum.
(c) Ist H¢(x) indefinit, so besitzt f in x kein lokales Eztremum.

Beweis. (a) Wir benutzen das Korollar zur Taylor-Formel. Wahle also r, M > 0 so,

dass |
o+ &) = £x) + (VF(x), €) + 5

und [R3(&)| < MJ|E|3 fiir alle & € B,(0). Da H¢(x) symmetrisch ist, besitzt R™ eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von H(x), d.h. es gibt by,...,b, € R™ und
Ay..oyAn € R, so dass He(x)by = Aib; und (bi, b;) = & fiir T < i,j < n. Jedes
& € R" lasst sich schreiben als £ = ) I, &;b;. Dann

(He(x) - &, &) + R3(&),

n n

HENE = (D _ &by, Y &b =D > &&(byb) =) &.
i=1 j=1 i=1

i=1 j=I
Ferner

(Hi(x) - &, 8) = (> AM&by, Y &by =Y MEL
i=1 j=1 i=1

Da H;(x) positiv definit ist, sind alle A; positiv. Setze m = min{A; | 1 <1 < n} > 0.
Wahle
—_ M m
€= mm{m, r} .
Dann gilt fiir alle & € B.(0) \ {0}

1 « m o
flx+ &) = f(x) + 5 ;Mé +R3(8) 2 F(x) + = Z] & — Ml

m

:f(x)+(2

MIlElz) 1815 = f00) + Sl > f(x).

(b) beweist man durch Anwendung des Arguments auf —A.
(c) beweist man durch Anwendung auf skalare Vielfache je eines Eigenvektors zu
einem positiven und einem negativen Eigenwert. [

11.5 Bemerkung. (a) Wenn in einem kritischen Punkt kein Extremum vorliegt, so
spricht man von einem Sattelpunkt von f.

(b) Satz 11.4 gilt auch dann noch, wenn f nur von der Klasse C? ist. Details findet
man in den angegebenen Biichern.

11.6 Beispiel. (a) f: R? — R, f(x,y) = x* —y?. Dann ist (0,0) der einzige kri-
tische Punkt. Dort ist H; indefinit. Also besitzt f in (0,0) einen Sattel. Den
zugehorigen Graphen zeigt Abbildung 11.1
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11. Extremwerte und kritische Stellen

0.0006
0.02
0.0005
0.002 0.01 0.0004
0.001 0.00 0.0003
_0.014 0.0002
0.02 0.0001
~0.02 0.00 ~0.027
0.00 —0.02 l l 0.0000
0.02 -0.02 0.00 0.02

(b)

(¢)
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Abbildung 11.4.: Graphen zu Beispiel 11.6 (d)

f: R? = R, f(x,y) = 3xy —x*> —1y>. Dann gibt es zwei kritische Punkte, nimlich
(x,y) = (0,0) und (x,y) = (1,1). In (0,0) ist die Hessesche indefinit, es liegt
also ein Sattel vor. In (1,1) ist die Hessesche negativ definit, es liegt also ein
striktes lokales Maximum vor. Den zugehorigen Graphen zeigt Abbildung 11.2

f: R? = R, f(x,y) = (x +y)? + 80x>. Der einzige kritische Punkt ist der Ur-
sprung. Wegen f(t,—t) = 80t> liegt dort ein Sattel vor. Den zugehérigen Gra-
phen zeigt Abbildung 11.3

f: R? — R, f(x,y) = (x +y)? + 900x*. Der einzige kritische Punkt ist der
Ursprung. Fiir (x,y) # 0 ist f(x,y) > 0; dies ist fiir x # 0 sofort klar, und
fir x = 0 gilt f(0,y) = y?. Also besitzt f ein striktes globales Minimum im
Ursprung.Den zugehorigen Graphen zeigt Abbildung 11.4

Es gibt kein Polynom der Form p(x,y) = ZMB ax*y*2, so dass f(x,y) =
(x +y)? +p(x,y) im Ursprung ein lokales Maximum besitzt.

Beweis. Fiir die Funktion g(t) = f(0,t) = t* + p(0,t) gelten g’(0) = 0 und
g”(0) = 2. Also besitzt g in t = 0 ein striktes lokales Minimum. O



Teil 1.

Gewohnliche Differentialgleichungen
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12. Differentialgleichungen erster Ordnung

12.1 Definition. Sei U C R? offen und f: U — R stetig. Sei I C R ein offenes Intervall
und ¢: I — R differenzierbar. Wenn fiir alle x € I gilt (x,@(x)) € U und ¢'(x) =
f(x, @(x)), so heiflt ¢ Losung der Differentialgleichung

y' = f(x,y). (12.1)

Man bezeichnet (12.1) als ezplizite Differentialgleichung erster Ordnung.
Seien zusdtzlich noch xy € T und yo € R mit (xq,yo) € U gegeben. Falls ¢ (xy) = yo,
so sagt man, dass ¢ die Anfangsbedingung

y(x0) =yo

erfiilllt. Man sagt dann auch, ¢ sei Losung der Anfangswertaufgabe y' = f(x,y),
y(xo) = yo-

12.2 Beispiel. (a) Sei ] C R ein offenes Intervall und U = ] x R. Fiir eine stetige
Funktion g: | — R definiere f(x,y) = g(x). Das bedeutet, dass die Differential-
gleichung y’ = g(x) betrachtet wird. Ihre Losungen sind die Stammfunktionen
von g.

(b) Sei U = R? und sei f: U — R definiert durch f(x,y) = y. Das bedeutet, dass
die Differentialgleichung y’ = y betrachtet wird. Ihre Lésungen kennen wir aus
der Analysis L.

Fiir jedes ¢ € R ist @.(x) = ce* eine Losung, und andere Losungen gibt es
nicht.

Die Graphen von ¢;,, und ¢_;/5 zusammen mit dem Richtungsfeld der Diffe-
rentialgleichung zeigt Abbildung 12.1

12.3 Bezeichnung. Das Richtungsfeld einer expliziten Differentialgleichung erster Ord-
nung y’' = f(x,y) mit f: U — R ist die Abbildung F: U — R?, (x,y) — (1,f(x,y)).
Man verdeutlicht das Richtungsfeld, indem man an den Punkt (x,y) ein (kleines)
positives Vielfaches des Vektors (1,f(x,y)) als Pfeil anzeichnet.

Wenn ¢: I — R eine Losung der Differentialgleichung ist, dann sind die Pfeile des
Richtungsfelds tangential an die Losungskurve {(x, @(x)) | x € I}.
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12. Differentialgleichungen erster Ordnung

y'=y
200/ /7 /7277 /77
S S /S S/ /S S/
T A A A A A SIS
' VA A A A A A A A A A 4 VAV A,/ VA A 4
V AV AR AR AR A AN AN AN S A 4 VA 44 VAV A 4
1-0_/////////// vy L A 4 VARV AR 4
P A U S SN A 0T A0 A S Y 4 x P A A 4
0.5_111.71””1 >y y oy >y y
JE i e——i O
—0.5_\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
MMM M MM M MMM MM MY M MY NN M M wa
_10_\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
’ NN NN N N N N N N N N N N NN N NN N
NN N NN N NN NN N NN N N NN NN
2T NN N N N N N N N U U RN
NN NN NN NN NN N NN N NN
=207 % N N N NN NN NN NN LN
-2.0 -15 -1.0 =05 0.0 05 1.0 1.5 2.0

Abbildung 12.1.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 12.2 (b)

12.4 Satz (Getrennte Variablen). Es seten I C R und ] C R offene Intervalle,
f:I - R und g: ] — R stetig mit g(y) # 0 fir alle y € J. Seten xy € 1 und
Yo € | beliebig. Dann existiert ein offenes Intervall Iy C I mit xo € Iy, so dass
die Anfangswertaufgabe

y' =fx)g(y), ylxo) =yo,

genau eine Losung ¢: Iy — R besitzt. Diese Losung ist von der Form @(x) =
G '(F(x)), wobes
X v o ds
Fix) =1 f(t)dt, Gy)=| —.
X0 Yo g(s)
Fir 1y kann jedes offene Intervall gewdhlt werden, welches den Bedingungen
xo € Iy und F(Ip) € G(]) genigt.

Bewers. Da g(y) # 0 fiir alle y € J, ist g entweder immer positiv oder immer negativ.
In jedem Fall ist G streng monoton und daher invertierbar mit differenzierbarer
Inverser. Speziell ist G(]) offen in R. Da F stetig ist, ist F'(G(])) offen. Wegen
F(xo) = 0 = G(yo) umfasst F'(G(])) also ein Intervall Iy mit xo € I,. Sei jetzt ¢ wie
in der Behauptung. Dann

1

o) = Girgrrpy ) = 9lelx).
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Sei nun \: [ — R eine weitere Losung der Anfangswertaufgabe. Dann

1
g(b(x))

Daraus erhélt man durch Integration unter Verwendung von G(yo) =0

(Go)'(x) = G'(WX)'(x) =

gb(x))f(x) = f(x).

(Go)(x) :J f(x)dx = F(x). O

X0

12.5 Beispiel. In U =R x R sei die Anfangswertaufgabe
y'=xe, y(0)=1,
gegeben. Das bedeutet in der Notation von Satz 12.4
[=R, J=R, f(x)=x, gly)=e, x=0, yo=1.

Damit berechnen wir

und

y y
G(y):J EZJ etds=-¢eY—e.
Yo 9(5) 1

G '(F(x)) ist die Losung der Gleichung G(y) = F(x), also von e — e = % Daher

(x) = G '(F(x)) = log (X; + e) )

Jetzt muss noch der Definitionsbereich von ¢ angegeben werden. Es gelten G(]) =
]—e, 0ol und F(R) = [0, oo[. Fiir [ = R gilt also F(Iy) C G(]). Daher ist die eindeutige
Losung der Differentialgleichung gegeben durch

2
e:R—=R, o(x) zlog(%nLe) .

Graph und Richtungsfeld dieser Losung zeigt Abbildung 12.2.
12.6 Beispiel. In U = R? betrachten wir die Differentialgleichung

Yy =y.

In der Situation des Satzes iiber getrennte Variable hat man also f(x) = 1 und
g(y) = y?. Setzt man I = R und | = ]0, 00l so ist g nullstellenfrei. Fiir gegebene
Anfangsdaten (xo,yo) € I x J erhalten wir

Y ds 1 1

F(X)=J dt =x—xo und G(y):J =
xo yo S Yo Y
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12. Differentialgleichungen erster Ordnung
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Abbildung 12.2.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 12.5

Um G '(F(x)) zu bestimmen, miissen wir die Gleichung

1 1
— —— =X—Xp
Yo Y
nach y auflosen. Thre Losung ist
Yo
X) = .
I PSRN

Der Nenner hat eine Nullstelle bei x, + i Wegen yo > 0 liegt diese Stelle rechts
von xo. Wir erhalten also folgende Losung der Anfangswertaufgabe

T —yolx —x0)

1
©: }—oo,x(ﬁ— —{—) R, @(x)
Yo
Falls dagegen yo < 0 gilt, so muss ] = |]—o0,0[ gewdhlt werden. Die Rechnung ist
dieselbe, aber die Nullstelle des Nenners liegt nun links von x, und man erhalt die
Losung

1
@:]XO+—,OO{—>R,<D(X)= 0 :
Yo 1—UO(X—X0)

Im Falle yo = O ist der Satz iiber die getrennten Variablen nicht anwendbar. Man
sieht die Losung ¢ = 0.
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Abbildung 12.3.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 12.6

Die Graphen der Losungen der Anfangswertaufgaben zu xp = 1 und yo =
—2,—1,0,1,2 zeigt Abbildung 12.3.

Die Losung ist eindeutig im folgenden Sinn: Wenn es ein Interall [y mit xy € I
und Loésungen ¢;: Iy — R, j = 1,2, der Anfangswertaufgabe gibt, so gilt ¢ =
@,. Wir nehmen zum Widerspruch an, dass es ein & mit @(§) # @2(&) gibt. Wir
behandeln den Fall, dass & > xo. Dann sei x; = sup{x > xo|@1(x) = @2(x)}. Wegen
der Stetigkeit der Losungen gilt @;(x1) = @2(x1) = y;. Daher 1dsen @, und ¢, die
Anfangswertaufgabe mit den Anfangsdaten (x;,y;). Falls y; # 0, so haben wir einen
Widerspruch zum Satz tiber getrennte Variable. Also y; = 0. Da ¢; und ¢, nicht
beide die Nullfunktion sein konnen, gibt es x, > x; in [ mit, sagen wir, @;(x;) # 0.
Wir haben aber nachgerechnet, dass es keine Losung gibt, die sowohl den Wert 0O als
auch von Null verschiedene Werte annimmt.

Bemerkung. Es gibt zwei typische Fragestellungen:
e Alle Losungen einer Anfangswertaufgabe werden gesucht.

e Die Losungsgesamtheit einer Differentialgleichung wird gesucht. Das sind alle
Losungen von allen moglichen Anfangswertaufgaben.

12.7 Satz (Verheftungslemma). Es set U C R? offen und f: U — R stetig. Es
seten 1 und ] zwer Intervalle und @: 1 — R und VP: ] — R zwer Losungen der
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12. Differentialgleichungen erster Ordnung
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Abbildung 12.4.: Graph und Richtungsfeld zu Beispiel 12.8

Differentialgleichung y' = f(x,y). Es gelte auflerdem supl = inf] = x, und
limy », @©(x) = lime x, W (X) = Yo. Dann wird durch

o(x), xe€l,
p(x) = < yo, X = Xo,
P(x), xe€],

ewne Léosung von y’' = f(x,y) gegeben.

Beweis. Sei x < xo. Wegen des Mittelwertsatzes der Analysis I gibt es & € ]x, xo[ mit

%}iim - p/(é) - (P/(E,) = f(é) (P(((_,)) - f(XO)yO) = f(Xo, p(Xo)), X /\XO.
Fir x > xo argumentiert man analog. 0

12.8 Beispiel. Sei U = R? und f(x,y) = Sy%. Gesucht ist die Losungsgesamtheit der
Differentialgleichung
y' =3V’

Wir verwenden nun die Leibniz-Notation

B _ 340

dx
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Wir bringe alle Terme in y auf die linke Seite und gehen zur Stammfunktion iiber

Jy‘z/g‘dy = J3dx,

also
3y’ =3x+C.

Lose nach y auf
y=(x—c)’,
wobei ¢ = —C/3 (aus Bequemlichkeit).
Fiir c € R sei @.: R — R definiert durch ¢.(x) = (x —c¢)3. Fiir a,b € RU{—00, 0o}

mit a < b setze

©q(x), firx<a,

Pap(x) =40, fiir a <x < b,
@p(x), fiir x >b.

Wegen des Verheftungslemmas 12.7 ist ¢, differenzierbar und eine Lésung der Dif-
ferentialgleichung. Jede Anfangswertaufgabe besitzt also unendlich viele Losungen.
Da alle Lésungen monoton wachsen, gibt es auch nicht noch mehr.

Die Graphen von @oo und ¢_,; zusammen mit dem Richtungsfeld der Differenti-
algleichung zeigt Abbildung 12.4
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13. Der Satz von Picard-Lindelof

In diesem Abschnitt wird der Satz von Picard-Lindeldf formuliert. Der Beweis folgt
in Paragraph 19 der Vorlesung.

13.1 Definition. Sei U C R x R™ offen und seien fi,...,f,: U — R stetig. Sei [ C R
ein offenes Intervall und seien @;,...,@,: I — R differenzierbar. Wenn fiir alle
x € I sowohl (x, @1(x),...,@n(x)) € U als auch @{(x) = fi(x, @1(x),..., @n(x)) filr
i=1,...,n gelten, dann ist das Tupel (@1,..., @,) eine Losung des ezxpliziten Dif-
ferentialgleichungssystems erster Ordnung.

yr =f1(%Y1y.. -, Yn)
: (13.1)
Yn =Xy, Yn).
Dafiir schreibt man meist einfacher y’ = f(x,y) mit der Interpretation f = (fy,..., )
und @ = (@1y...,Qn).
13.2 Definition. Seien (X, d) und (Y, d) metrische Rdume und f: X — Y eine Abbildung.

(a) f heilt Lipschitz-stetig, wenn es ein L > 0 gibt mit d(f(a),f(b)) < Ld(a,b)
fiir alle a,b € X.

(b) f heilt lokal Lipschitz-stetig in x, € X, wenn es eine Umgebung U von x, gibt,
so dass die Einschrankung f|y, Lipschitz-stetig ist.

13.3 Bemerkung. (a) Lipschitz-stetige Abbildungen sind lokal Lipschitz-stetig und
lokal Lipschitz-stetige Abbildungen sind stetig.

(b) C'-Abbildungen sind lokal Lipschitz-stetig. Das ergibt sich sofort aus dem Mit-
telwertsatz.

(c) Fiir a > 0 ist die Funktion x +— |x|* genau dann lokal Lipschitz-stetig, wenn
a>1.

Beweis. Fiir 0 < a < 1 gilt [f(x) — f(0)] = |x]* = [x|*"|x — 0|. Fiir a < 1 ist
der Faktor vor |x — 0| unbeschrankt.

Fiir a = 1 verwenden wir die umgekehrte Dreiecksungleichung ||x| — |y|| <
[x —y|. Fiir a > 1 ist f von der Klasse C'. O
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13. Der Satz von Picard-Lindelof

13.4 Definition. Seien X, Y und Z metrische Rdume, sei U C X x Y, und sei f: U — Z
eine Abbildung.

(a) f heiflt Lipschitz-stetig im zweiten Argument, wenn es ein [ > 0 gibt, so dass

d(f(x,y1),f(x,y2)) < Ld(yr,y) fiir alle (x,y1), (x,y2) € W

(b) f heiBt lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument, wenn es zu jedem Paar
(x0,Yo) € U eine Umgebung V gibt, so dass f|y Lipschitz-stetig im zweiten
Argument ist.

13.5 Bemerkung. Sei U C R™ x R" offen und f: U — R*. Wir schreiben die
Elemente von U als (x,y) = (X1y..-yXm,Y1,--.,Yn). Wenn die partiellen Ableitun-
of of

O S RRRRE v existieren und stetige Funktionen von (x,y) sind, dann ist f lokal

Lipschitz-stetig im zweiten Argument.

13.6 Theorem (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindeléf). Se: U C
R x R" offen, sei f: U — R stetig (in beiden Argumenten) und lokal Lipschitz-
stetig 1m zweiten Argument, und sei (xo,Yo) € U. Dann ezistieren ein offenes
Intervall 1 mit xy € I und ewne Losung @: 1 — R"™ der Differentialgleichung
y’ = f(x,y) mit folgenden Eigenschaften

(a) ©(x0) = Yo.

(b) Ist P: ] — R™ ebenfalls eine Lésung der Differentialgleichung y’' = f(x,y)
mat P(xo) = Yo, so gelten | C 1 und P = @l;.

Bewesis. Dieser Beweis wird auf das Ende der Vorlesung verschoben. O]

13.7 Beispiel. Die Funktion f(x,y) = BW aus Beispiel 12.8 erfiillt die Vorausset-
zungen des Satzes von Picard-Lindelof nicht. In der Tat haben wir Anfangswertauf-
gaben gefunden, deren Losung nicht eindeutig ist.

Die Funktion f(x,y) = y? aus Beispiel 12.6 erfiillt dagegen die Voraussetzungen des
Satzes. Wir hatten die Eindeutigkeit bereits aus dem Satz tiber getrennte Variablen
erhalten.

13.8 Satz (Existenzsatz von Peano). Set U C RxR" offen, sei f: U — R" stetig, und
set (xo,Yo) € U. Dann ezistiert etne Losung @: 1 — R" der Differentialgleichung

Yy’ = 1f(x,y) mat y(xo) = yo.

Den Existenzsatz von Peano werden wir in dieser Vorlesung nicht beweisen. Einen
Beweis findet man beispielsweise in dem Bucha “Gewohnliche Differentialgleichun-
gen” von Walter.
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13.9 Definition. Sei U C R x R™ offen, sei f: U — R stetig. Ferner sei I ein offe-
nes Intervall und sei @: I — R n-mal differenzierbar. Wenn fiir alle x € [ sowohl
(%, @(x), @'(x)y ..., @™ (x)) € U als auch ™ (x) = f(x, @(x), '(x),..., 9" (x))
gelten, dann ist ¢ eine Losung der expliziten Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n] = f(X,y,y/, oo )y(n_”)'

Gelten fiir ¢ auBerdem noch @(xo) = Yo, ®'(x0) = Y1, ..., @™ V(x0) = yn_1 fiir
gegebene Werte (xo,Yo,Y1,---,Yn_1) € U, so 16st ¢ die Anfangswertaufgabe

y(n) = f(X,y,y,, oo ’y(nfl))) y(XO) =Yoy--- )y(nin(XO) = Yn-1-
13.10 Satz. Fvir f wie oben definieren wir F: U — R™ durch
F(X)ymyh s )Un—]) = (yh v >yn—1>f(x>90>y1> s )911—1))'

MitY = (yo,Y1,--.,Yn_1) lautet das Differentialgleichungssystem Y' = F(x,Y)
ausgeschrieben

!/

Yo = VY
Y1 =Yz
yrll—z = Yn-

yrlx—l = f(X>UOa <oy Yn-1 ).
Daher gelten

(a) Ist @ eine Lisung der Differentialgleichung y™ = f(x,y,y/,...,y™ "), so
st ® = (@, ¢',..., 0" V) eine Lisung des Differentialgleichungssystems
Y =F(x,Y).

(b) Ist ® = (@0, P1,...,9n_1) eine Losung von Y' = F(x,Y), so ist @, eine
Lésung von y™ = f(x,y,y’,...,y"™ ).

18.11 Beispiel (Harmonischer Oszillator). : Fiir w > 0 betrachten wir die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung y” = —w?y mit der Anfangsbedingung y(0) = 1,
y’(0) = 0. Wir haben also U = R3 und f(x,y,y’) = —w?y. Solche Differentialglei-
chungen werden wir spater genauer betrachten. Die Losung dieser Anfangswertauf-
gabe lasst sich sofort erraten: ¢(x) = cos(wx).
Wir iibersetzen die Differentialgleichung wie folgt in ein System erster Ordnung:
Der Vektor im R? heifit Y = (\Y(‘]’ ) Die zugehorige Differentialgleichung ist Y/ =

F(x,Y) mit
Y
F(x,Y) = .
= ()
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13. Der Satz von Picard-Lindelof

Die Anfangsbedingung ist Y(0) = (). Die oben angegebene Ldsung iibersetzt sich

zu
O(x) = cos.(wx) .
—w sin(wx)
Diese Technik wird hauptsachlich benutzt, um Existenz- und Eindeutigkeitssatze

fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung auf die entsprechenden Satze fiir Diffe-
rentialgleichungssysteme erster Ordnung zuriickzufiihren.

13.12 Korollar (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Differentialgleichungen héherer
Ordnung). Set U C R x R"™ offen, sei f: U — R stetig und lokal Lipschitz-stetig
mm zweiten Argument. Set (Xxo,Yo,...,Yn_1) € U. Dann existiert eine Ldisung
@: I — R der Differentialgleichung

y™ =fxyy’, .y )
mait
(a) @©(x0) =Yo, ®'(x0) =1, ..., "V (x0) =yYn_1.

(b) Ist {: ] — R eine Lésung mit v (xo) =y fiir k=0,...,n—1, so st ] C I
und P = @J}.

13.13 Beisptiel. (a) Die Losung ¢(x) = cos(wx) ist die einzige Losung der An-
fangswertaufgabe y” = —w?y, y(0) =1, y'(0) = 0.

(b) Die Gleichung des mathematischen Pendels ist

y” = —w?sin(y).

Aus dem Korollar 13.12 folgt fiir jede Anfangswertaufgabe die Existenz einer
eindeutigen Losung der Pendelgleichung. Diese lasst sich aber nicht geschlossen
ausdriicken.
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14. Lineare Differentialgleichungen

Mit K ist nachfolgend entweder R oder C gemeint.

14.1 Definition. Sei I C R ein offenes Intervall, A: I — K™™ und b: I — K" sei-
en stetige Abbildungen. Definiere f: I x K* — K" durch f(x,y) = A(x)y + b(x).
Dann bezeichnet man y’ = f(x,y) als lineares Differentialgleichungssystem erster
Ordnung. Ist dabei b(x) = 0 fiir alle x € I, so ist das System homogen.

14.2 Satz. Ser 1 C R ewn offenes Intervall, A: 1 — K™" und b: I — K" seien
stetige Abbildungen. Set (xo,Yo) € I x K*. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe
y = A(x)y +b(x), y(xo) =yo, eine eindeutig bestimmte Lisung ¢: 1 — K".

Beweis. Das ist eine Verscharfung des lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes.
Genau wie diesen werden wir sie gegen Ende des Semesters beweisen. Die Verscharfung
gegeniiber dem Satz von Picard-Lindelof besteht darin, dass der Definitionsbereich
der Losung gleich I ist. [

14.3 Satz. Set I C R ewn offenes Intervall und ser A: 1 — K" eine stetige Ab-
bildung. Die Ldésungsgesamtheit des homogenen Differentialgleichungssystems
y’' = A(x)y bildet einen Untervektorraum des K-Vektorraums aller stetigen Ab-
bildungen I — K™.

14.4 Satz (Homogene lineare Differentialgleichung). Set I C R ein offenes Intervall,
set a: I — R stetig. Set (x0,Yo) € I x R. Dann existiert genau eine Ldsung
@: I - R vony' = alx)y mit ¢(x0) =yo. Diese Lisung hat die Form

@(x) =yoexp (r a(t)dt) .

Beweis. Entweder durch Ansatz ¢(x) = exp(g(x)) oder mit der Methode der ge-
trennten Variablen. O

14.5 Beispiel. Bestimme die Losungsgesamtheit der Differentialgleichung

/

y :29—\/;, x €l =]0,00[, y €R.

Dann a(x) und

_ 1
=3
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14. Lineare Differentialgleichungen

y'=yl(2Vx)

1.0 A IRV AV AV AV A AP A AV A5 IV O 5 OV O O 4
YRR R S A A A A A B G G 2 G B a4 -
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/
7
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0.4

0.2 1

0.0 1

Abbildung 14.1.: Richtungsfeld und Losungskurve zu Beispiel 14.5

Alle Losungen der Differentialgleichung sind von der Form

¢(x) =Cexp(vx), CeR.

Nun sei die Losung gesucht, welche der Anfangsbedingung y(1) = 1 geniigt. Das
bedeutet 1 = Cexp(1), also C = % Das Richtungsfeld und diese Losung zeigt Abbil-
dung 14.1.

14.6 Satz (Methode der Variation der Konstanten). Sez I C R ein offenes Intervall,
seten a,b: I — R stetig. Defintere f: [ x R — R durch f(x,y) = a(x)y +b(x). Sez
(x0,Yo) € IXR. Dann ezistiert genau eine Losung p: 1 — R von y’' = a(x)y+b(x)
mit P(xo) = yo. Diese Losung hat die Form
* b(t)
w60 =000 (wor | o)
R BT A

wober ¢ die Losung der homogenen Differentialgleichung y' = a(x)y mat der
Anfangsbedingung @(xo) = 1 ist.

Beweis. Setze P(x) = C(x)@(x), dann P’(x) = C’'(x)@(x) + a(x)P(x). Also P’(x) =
a(x)P(x) + b(x) genau dann, wenn C’(x)@(x) = b(x). O

Bemerkung. Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung
besteht aus der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
plus einer speziellen Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
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14.7 Beuwspiel. Wir suchen die Losungsgesamtheit der linearen, inhomogenen Diffe-
rentialgleichung

—1
:y2ﬁ> x € [ =]0,00[, y € R.
Die Losungsgesamtheit der zugehorigen homogenen Differentialgleichung kennen wir
schon aus Beispiel 14.5. Es handelt sich um alle Vielfachen von @(x) = exp(\/i). Mit

Satz 14.6 bestimmen wir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, namlich

() — —1 - . R
@x(X)—@(X)JzﬁeXp(ﬁ)dx—e Jexp(u)du_e exp(—u)
= eV exp(—v/x) = 1.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist also von der Form

P(x) = Cexp(v/x) +1, CeR.

Will man nun eine Anfangswertaufgabe wie etwa y(1) = % 16sen, so muss man C
entsprechend anpassen. In diesem Fall ergibt sich C = —zl Abbildung 14.2 zeigt die
Y

Losungen der Anfangswertaufgaben y(1) =1, y(1) =1 und y(1) = 3.

Ich wiederhole den Begriff der Basis aus der Linearen Algebra.

14.8 Definition. Ein Tupel (b;,...,b,) in einem K-Vektorraum V ist eine Basis von V,
wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind

(a) (byy...,by,) ist linear unabhdngig, das heifit, dass aus Z]L Ajb; = 0 bereits
Al = - = A = O folgt.

(b) (by,...,by,) ist ein Erzeugendensystem von V, das heifit, dass es zu jedem
v € V Skalare Ay, ..., A, € K gibt, so dass v=73 ", Ajb;.

In der Linearen Algebra I wird gezeigt, dass alle Basen eines Vektorraums die glei-
che Anzahl an Elementen haben. Diese Anzahl ist die Dimension des Vektorraums.
Ferner wird dort folgendes gezeigt:

14.9 Theorem. Es se1 V ein K- Vektorraum der Dimension n und es seien by,...,b, €
V. Dann sind gleichwertig

(a) (by,...,b,) tst eine Basis von V.
(b) (by,...,by,) ist linear unabhdngig.
(c) (by,...,b,) ist ein Erzeugendensystem von V.

Den Zusammenhang zwischen Basen im K™ und Determinanten liefert der folgende
Satz aus der Linearen Algebra I.
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14. Lineare Differentialgleichungen

Abbildung 14.2.: Richtungsfeld und Losungskurve zu Beispiel 14.7

14.10 Satz. Fiir eine Matriz A € K™" sind dquivalent
(a) det A # 0.
(b) Die Spalten von A bilden eine Basis des K".
(c) Die Zeilen von A bilden eine Basis des K".

14.11 Satz. Ser I C R ewn offenes Intervall und ser A: 1 — K™™ eine stetige
Abbildung. Sei

L={e: I =2 K" | o'(x) = A(x)o(x)}

die Losungsgesamtheit des homogenen Differentialgleichungssystems.
Fir @', @?,..., 0" € L sind dquivalent

(a) (@',...,@") ist eine Basis von L.
(b) Fiir jedes xo € 1 15t (@'(x0),..., 0" (x0)) eine Basis des K".

(c) Es gibt ein xo € I, so dass (¢'(xo),..., 0" (x0)) eine Basis des K" ist.
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Insbesondere hat die Lisungsgesamtheit des homogenen Differentialgleichungs-
systems die Dimenion n.

Beweis. (a) = (b): Weil der K" die Dimension n hat, geniigt es zu zeigen, dass
(@'(x0),...,®"(xo)) linear unabhingig ist. Sei dazu

Z A9 (x0) = 0.
=1

Setze P(x) = Z;‘:] A@'(x). Dann ¢ € L. In der Tat 16st ) die Anfangswertaufgabe
y’' = A(x)y, y(xo) = 0. Da die Losung der Anfangswertaufgabe eindeutig ist, folgt

1P = 0. Aus Voraussetzung (a) folgt Ay =A; =--- =A, =0.
(b) = (c): klar
(c) = (a): Es ist nur noch zu zeigen, dass (@1,...,®,) ein Erzeugendensystem

von L ist. Sei dazu P € L beliebig. Setze yo = P(xo). Dann ist \ die eindeutige
Losung der Anfangswertaufgabe y’' = Ay, y(xo) = Yo.

Andererseits ist aber (¢'(xo),..., ®"(xo)) eine Basis des K". Es existieren daher
Aly..yAn € K™, so dass yo = Zj“:] A (x). Fiir diese Wahl der A; 16st ¢@(x) =
Z]L Aj@; die obige Anfangswertaufgabe. Wegen der Eindeutigkeit der Losung gilt
¢ =1. D

14.12 Definition. Sei I C R ein offenes Intervall und sei A: I — K™ eine stetige
Abbildung. Sei
L={p: 1= K" 9'(x) = Alx)o(x)}

die Losungsgesamtheit des homogenen Differentialgleichungssystems. Jede Basis
(@',...,@") von L bezeichnet man als Fundamentalsystem des Differentialglei-
chungssystems y’ = A(x)y.

Fiir @',...,@" € L bezeichnet man det(¢',..., ¢") als Wronski-Determinante.

14.18 Bemerkung. Die Lésungen @', ..., @™ bilden genau dann ein Fundamental-
system, wenn ihre Wronski-Determinante W(x) fiir mindestens ein x € I nicht ver-
schwindet. In diesem Fall verschwindet W(x) fiir kein x € 1.

14.14 Beispiel.

e«
N~ —~
I
| <«
u: N

Zwei Losungen sind gegeben durch

1 sinx ) Cos X
= d = .
¢ (x) (cos x) b ®~(x) (— sin x)

Ihre Wronski-Determinante ist gleich —1. Daher ist (@', ¢?) ein Fundamentalsystem.
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14. Lineare Differentialgleichungen

14.15 Bespiel. Wir bestimmen ein Fundamentalsystem fiir das Differentialglei-
chungssystem

Y = XYz — Y

Y; = 2ys.
In Matrixschreibweise hat die Differentialgleichung die Gestalt

)-(33) ()

Die allgemeine Lésung schreiben wir als Vektor ($! ). Dann @;(x) = C,e®*, und ¢y
ist eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

(14.1)

y; = —y1 + Coxe™, (14.2)

Eine Losung der zu (14.2) gehorigen homogenen Gleichung ist ¢@;,(x) = e ™. Nach
der Formel iiber die Variation der Konstanten erhdlt man dann die folgende spezielle
Losung der inhomogenen Differentialgleichung

CzXCZX

e—X

1
(phi(x) — eXJ dx = CZQXJXE?’X dx = Czefx (§e3x o _e3x) .

3 9

Die Losungsgesamtheit von (14.1) ist also

Cie ™+ C, (% — %) e
Czelx

Ein Fundamentalsystem ist

C],Cz ER}.

Seine Wronski-Determinante betragt e*.

14.16 Definition. Ein komplezer normierter Raum besteht aus einem C-Vektorraum V
und einer Abbildung V — R, v — ||v||, mit

(a) [|v|| >0 fiir alle v € V.
(b) ||[v|]| =0 dann und nur dann, wenn v = 0.
(c) |lav|| = |«]||v]| fiir alle x € C, v € V.
(d) |[v+w| <|v]]+ |w| fiir alle vyw € V.
14.17 Beispiel. Auf C" gebrauchliche Normen sind
Izl = lzi] + -+ + |zl
lzllz = Vz12 + - + [zaf2,

lzlloo = max{|zal, .., |z}
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Man kann jeden komplexen normierten Raum auch als reellen normierten Raum
auffassen. Daher sind je zwei Normen ||| und ||| - ||| auf dem C" dquivalent.

14.18 Beispiel. Es sei X ein metrischer Raum. Der Raum Cy (X, C) aller beschrankten,
stetigen Funktionen f: X — C ist ein komplexer normierter Raum, wenn man ihn
mit der Norm

[ flloo = suplf(x]]
xeX

versieht.

Aus der Linearen Algebra ist der folgende Satz bekannt:

14.19 Satz (Cramersche Regel). Sei K ein Kérper. Fir A € K™ mat det(A) # 0
gult
—1 _ 1 /’i
det(A) "’

wobei A eine n x n-Matriz 1st, die aus geeigneten Unterdeterminanten von A
besteht.

14.20 Bemerkung. Im Falle n = 2 lautet die Cramersche Regel

o
a b\ d —b
c d ad—bc\—c a ]/’

14.21 Bezeichnung. Mit GL,(K) C K™*" werde die Gruppe aller invertierbarer n x n-
Matrizen bezeichnet.

14.22 Satz. Der K™" ser mit ewner beliebigen Matriznorm versehen. Dann ist
GL,.(K) offen und die Abbildung

T: GL,(K) — GL,(K), A~ A",
1st stetig.

Beweis. Verwende det A = 3¢ signum(o) [, aj () und die Cramersche Regel.
[

Bemerkung. Wir hatten in Beispiel 7.15 sogar schon die Differenzierbarkeit von T
gezeigt. Daraus folgt die Stetigkeit natiirlich auch.

14.23 Lemma. Es ser | C R ewn offenes Intervall und es seien A: 1 — K™ und
B: I — K™ differenzierbare Abbildungen. Dann ist Bo A: I — K, x —
B(x) o A(x), differenzierbar mit (Bo A)'(x) = B’(x) o A(x) + B(x) o A’(x).
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14. Lineare Differentialgleichungen

Bewess. Sei C(x) = B(x) o A(x). Wir betrachten aus Bequemlichkeit nur c; ;.

cri(x) = Z bi;(x)aj(x).
i

Also .
/ / /
¢la(x) = 3 (b}, (x)ay1(x) + bry(x)al (x))-
j=1
Das ist aber das (1, 1)-Element von B’(x) o A(x) + B(x) o A’(x). ]

f1(x)

14.24 Definition. Sei f: [a, b] — R™ stetig mit f(x) = ( > . Dann definieren wir das

fn.(x)
Integral komponentenweise, also durch

fz fnkx)dx

14.25 Bemerkung. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralgleichung folgt
sofort

—dJ f(t) dt = f(x).
dx J,

14.26 Satz. Se:r I C R ein offenes Intervall, A: 1 — K™™ und b: [ — K" seten
stetige Abbildungen. Ser L der Lésungsraum des homogenen Differentialgler-
chungssystems y' = A(x)y und sei }y eine Lésung des inhomogenen Differen-
tialgleichungssystems y' = A(x)y + b(x). Dann st die Lésungsgesamtheit des
inhomogenen Differentialgleichungssystems gleich o+ L.

14.27 Satz (Variation der Konstanten). Sei L der Ldsungsraum des homogenen
linearen Differentialgleichungssystems y’ = A(x)y und sei @',..., ™ eine Basis
von L. Defintert man die Matriz

so wird eine Lésung des inhomogenen Differentialgleichungssystemsy’ = A(x)y+
b(x) gegeben durch

wobes

Beweis. Wegen der Cramerschen Regel ist ®': I — K™ eine stetige Abbildung.
Daher existiert das Integral. Nun beweist man die Formel durch Ableiten. [
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14.28 Beispiel. Betrachte

Yy =Yz +sinx
Yy =Yy +2

Wir hatten bereits ein Fundamentalsystem fiir das homogene Differentialgleichungs-
system ausgerechnet: Dieses fiihrt zu

O(x) = (smx co:s.x ) .
cosx —sinx
Die Cramersche Regel ergibt ®~'(x) = ®(x) fiir alle x. Damit erhalten wir
. . .2
wx) :J sinx co§x [ sinx dx:J . sin”(x) +2cos(?<) dx
cosx —sinx 2 sin(x) cos(x) — 2sin(x)
_ (3 2 sin(x) cos(x) + 2 sin(x)
1sin®(x) + 2 cos(x) '

tl)(x):< 5 sin(x) +2 )

X cos(x) — Jsin(x)

NIx

Daher ist

eine spezielle Losung des inhomogenen Systems.

Bemerkung. Wenn man ein Fundamentalsystem kennt, dann kann man alle zu-
gehorigen inhomogenen Differentialgleichungssysteme mit der Methode der Variation
der Konstanten losen. Es gibt aber kein allgemeines Verfahren zur Bestimmung eines
Fundamentalsystems.

14.29 Definition. Sei I C R ein offenes Intervall, seien aoy,...,a, 1,b: I — K stetig.
Dann bezeichnet man

Y™ = a()y + @iy’ + -+ an g (XY™ + b(x) (14.3)

als lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist b(x) = 0 fiir alle x, so ist sie
homogen.

14.30 Satz. (a) Die Lésungsgesamtheit L von (14.3) mitb = 0 ist ein n-dimensionaler
K- Vektorraum.

(b) ©1,...,¢0n € L bilden genau dann eine Basis von L, wenn fir ein und
damait fur alle x € 1 gilt W(x) # 0, wobez

@1(x) e2(x) .. en(x)
Wix) — det <p1'(><) (Pz:(x) cpn.(X)
e V) o) e e ()

die Wronski-Determinante der Differentialgleichung ist.
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14. Lineare Differentialgleichungen

(c) Die Losungsgesamtheit der inhomogenen Differentialgleichung (14.3) ist
gleich b+ L, wober \ eine Losung der itnhomogenen Differentialgleichung
15t.

(d) Jede Anfangsbedingung y(xo) = Yo,y'(xo) = Yiy..., Y™V (x0) = yn_1 besitzt
eine eindeutig bestimmte Léosung @: 1 — K.

14.81 Bemerkung (Variation der Konstanten). Der Ubersetzungsmechanismus aus
Satz 13.10 ermoglicht die Bestimmung einer speziellen Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung, wenn man ein Fundamentalsystem fiir die homogene Differential-
gleichung kennt.

Wir fithren das fiir n = 2 im Detail aus. Gegeben sei also die Differentialgleichung

y” = ap(x)y + a1 (x)y’ + b(x). (14.4)
Das zugehorige System erster Ordnung ist

Y' = A(x)Y + B(x) (14.5)

0 1 0
Al = (ao(XJ a](XJ) und B(x) = (b(X)>'

Es sei (@1, @,) ein Fundamentalsystem fiir die homogene Differentialgleichung (14.4).

Dann ist
_ ©1(x)  @2(x)
q)(")‘(cpux) @é(x))

ein Fundamentalsystem fiir (14.5). Sei W(x) die zugehorige Wronski-Determinante.
Dann sagt die Cramersche Regel

G 1 (@i el
? = Wi <—<p4(x) cm(x))'

Eine Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems (14.5) ist daher

W(x) = d(x) J " (x)B(x)dx = D(x) J ] (_("2("“’(")) dx.

Wi(x) \ ¢1(x)b(x)

Die erste Komponente von W(x) ist dann eine Losung 1\ (x) der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung (14.4). Sie hat die Gestalt

b(x)

W) = —o(x) [ L2000

@1(x)b(x)

W) dx.

dx + (pz(x)J
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14.32 Beispiel. Wir betrachten die inhomogene, lineare Differentialgleichung

6
y”:;y—i—L

Wir sehen zwei Lésungen der homogenen Gleichung, ndmlich ¢;(x) = x> und @,(x) =
Xl—z. Die Wronski-Determinante ist also

x4
Wi(x) = det x = —b5.
(x) 3x? —X%

Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung wird folglich gegeben
durch 1 1 ; ; A 1
SEVEN B R TV S S
W) =—x JszdX—i_xZJ 5 dx 5x  20x? 4
14.83 Bemerkung (D’Alembertsches Reduktionsverfahren). Wir betrachten die ho-
mogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

"

y" = a(x)y + a1 (x)y’.

Dann besteht jedes Fundamentalsystem aus zwei linear unabhangigen Losungen. Eine
Losung @ # 0 sei bekannt. Dann erlaubt das Reduktionsverfahren von d’Alembert,
auf einem Intervall, auf welchem ¢; nur positive Werte annimmt, eine linear un-
abhangige Losung ¢, zu bestimmen. Dazu macht man den Ansatz ¢, = u@; mit
einer zweimal differenzierbaren Funktion u. Man findet dann nach Einsetzen der
Differentialgleichung fiir ¢

@7 (x) = u"(x) o1 (x) + 2u'(x) @1 (x) + ulx)ao(x) @1 (x) + ulx)ai(x) @7 (x)

und

ao(x)@2(x) + a1 (x)@3(x) = ap(x)u(x)@1(x) + a1 (x)u'(x) @1 (x) + a1 (x)ulx) 7 (x).
Der Vergleich beider Ausdriicke fiihrt durch Ausloschung der gefarbten Terme auf
2 /
u’(x) =u'(x) ((11 (x) — (p1(x)) .
®1(x)

Das ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir u’. Thre Lésungen sind
Vielfache von |

—— €exp J a (x)dx) .

®7(x) (

"n__

y" =4y’ — 4.
Exponentialansatz liefert eine Losung, ndmlich ¢;(x) = e ?*. Das d’Alembertsche

Reduktionsverfahren fiihrt auf die Differentialgleichung u/(x) = 1. Also @,(x) =
—2x

u'(x) =

14.34 Beispiel.

xXe
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15. Jordansche Normalform

15.1 Definition. Eine Matrix A € C™*™ heifit diagonalisierbar, wenn C" eine Basis aus
Eigenvektoren von A besitzt. Den C-Vektorraum der Eigenvektoren zum Eigenwert A
bezeichne ich mit E(A).

15.2 Bemerkung. (a) Eine Matrix A € C™*" mit Eigenwerten A,..., A, ist also
genau dann diagonalisierbar, wenn 3 ", dim E(};) =n.

(b) Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
Xa(z) =det(zid—A)

und die Eigenvektoren zum Eigenwert A sind die Losungen des linearen Glei-
chungssystems Ax = Ax.

(c) Der Satz 10.4 iiber die Hauptachsentransformation sagt unter anderem aus,
dass jede reelle, symmetrische Matrix diagonalisierbar ist.

(d) Uber einem Korper, der nicht algebraisch abgeschlossen ist, hat das charakte-
ristische Polynom moglicherweise nicht genug Nullstellen. Deswegen arbeiten
wir iiber C.

(e) Die Matrix ] = (§]) besitzt das charakteristische Polynom x;(z) = z* und ist
nicht diagonalisierbar.

15.3 Beispiel. Das zur Differentialgleichung y” = —4y’ — 4y gehorende System ist

Y' =AY mit
0 1
- (50)

Das charakteristische Polynom ist xa(z) = (z 4+ 2)%. Wegen —2id—A = (7 3 ) gilt
E(—2) =LH({(,)}). Daher ist A nicht diagonalisierbar.

Es gilt aber (—2id —A)* = 0. Wir wihlen ein Element aus ker(—2id —A)*\ E(—2),
sagen wir (1), so gilt (—2id—A)(}) = (2) € E(—2). Der Satz iiber die Jordansche
Normalform sagt aus, dass dies kein Zufall ist.
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15. Jordansche Normalform

15.4 Definition. Fiir A € C und m € N ist der Jordan-Block definiert durch

AT 0
OAT1T 0 .. 0

Jm(A) = | ] e C™
0 0 A1
0 0 A

15.5 Theorem (Jordan-Zerlegung). Es ser A € C™™ mit xa(z) = H].e:1 (z =AM mit
paarweise verschiedenen A;. Furj =1,...,0 gibt es Zahlen kj und my;,...,m;y, €
N, sowie T € GL,(C), so dass A = T] T, wobei | die folgende Blockdiagonal-

matriz 1st

Jm1,1()\1) 0 0
0 Jni (M) 0

. 0 Jm (M) 0
0 T (A O

0 .. 0 Jme, (Ad)

Bemerkung. (a) A ist genau dann diagonalisierbar, wenn alle m;; gleich 1 sind. In
diesem Fall bilden die Spalten von T eine Basis des C™ aus Eigenvektoren.

(b) In jedem Fall gilt 3 7, m;; = M;.

(c) Der Rang von A — A;jid ist n — M; + k;. Quadriert man A — A;id, so so sinkt
der Rang pro Jordan-Block der Gréfie > 2 um eins, also ist Rang(A — Ajid) —
Rang (A — A id)2 gleich der Anzahl der Jordan-Blocke zum Eigenwert A;, die
mindestens die GroSe 2 haben. Allgemein ist Rang(A — A id)™'—Rang (A — Ayid)™
gleich der Anzahl der Jordan-Blocke zum Eigenwert A;, die mindestens die
Grofle m haben. Wir konnen also fiir jedes m die Anzahl der Jordan-Blocke
dieser Grofle feststellen.

15.6 Bemerkung. Wir bestimmen T (unter der Annahme, dass wir Eigenwerte exakt
bestimmen kénnen). Das geschieht fiir die jeweiligen Eigenwerte unabhingig vonein-
ander. Wir machen das also nur fiir den ersten.

Aus der Bemerkung kennen wir die Groflen aller Jordan-Blocke zum Eigenwert A;.
Der grofite davon habe die Grofle m. Zur Abkiirzung setzen wir B = A — A, id.

Wir wihlen ein v,, € ker B™ mit B™ 'v,, # 0 und setzen v,,_; = Blv,, fiir i =
0,...,m — 1. Dann bilden vy,...v,, die ersten m Spaltenvektoren von T und das
erste Blockdiagonalelement von | ist ], (A1).

Es sei nun p die Grofle des zweitgroiten Jordan-Blocks zum Eigenwert A;. Wir
wihlen w, € ker B? mit B 'w, # 0, welches auBerdem noch linear unabhéngig

76



zu den bereits bestimmten Spaltenvektoren von T ist, und setzen w,_; = B'w,, fiir
i=20,...,p— 1. Dann bilden wy,...w, die nichsten p Spaltenvektoren von T und
das zweite Blockdiagonalelement von | ist J,(A;). So fahren wir rekursiv fort, bis alle
Jordan-Blocke konstruiert sind.

15.7 Beispiel. (a) FirA = (%) ist B=A+2id = (% ). Es gelten Rang(B) =

1 und Rang(B?) = 0. Es gibt also einen Jordan-Block der Gréfle 2 und sonst
nichts. Wir wihlen v, = (). Dann v; = Bv, = ( %). Also

Co)-CE DAY

Wir betrachten ein aufwéandigeres Beispiel

51 —4 3
02 0 O
A= 00 2 O
6 1 —7 —4

Das charakteristische Polynom ist xa(z) = (z — 2)*(z + 1). Wir beginnen mit
dem Eigenwert 2. Es gelten

31 —4 -3 -9 0 9 9
_ .. 00 0 0 2 O 0 0 O
B=A-2id= 00 0 0 und B = 0 0 0 0
6 1 —7 —6 —18 0 18 18

Also Rang(B) = 2 und Rang(B?) = 1. Es gibt also einen Jordan-Block der
GroBe 2 und einen der Grofe 1. Wir wihlen v, € ker B2 mit Bv, # 0, z.B.
0 1

v, = (1) . Dann v; = Bv, = (8) Der erste Jordan-Block ist abgearbeitet.

0 1
Der zweitgrofite hat die Grofle 1. Wir benotigen eine Element aus ker B, welches
linear unabhédngig zu v; ist. (Linear unabhéngig zu v, ist es automatisch.) Wir

1
wahlen v; = (} )
0

Schliefllich benotigen wir noch einen Eigenvektor zum Eigenwert —1. Wir wahlen

1
vy = (8) Dann
2

51 -4 =3 1011 210 0 1011
0602 0 0] 01T TO 020 O 0110
00 2 o (o010 002 O 0010
6 1 =7 —4 100 2 00 0 —1 100 2
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16. Lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

16.1 Bemerkung. (a) Wie im vorigen Kapitel auch sei K = R oder K = C.

(b) Wenn die rechte Seite einer linearen Differentialgleichung nicht von x abhéngt,
dann spricht man von einem System mit konstanten Koeffizienten.

(c) Die Losungen eines linearen Differentialgleichungssytems mit konstanten Koef-
fizienten sind auf ganz R erklart.

16.2 Definition. Sei V ein normierter Raum und sei (a,)ney eine Folge in V.

(a) Die Reihe ) 7, a, heifit konvergent, wenn die Folge (ZE’:] an> in V kon-
NeN

vergiert.

(b) Die Reihe > °, a, heilt absolut konvergent, wenn die Reihe } ° [ja,| in R
konvergiert.

16.3 Satz. In einem Banachraum 1st jede absolut konvergente Reihe konvergent.
Beweis. Der Beweis ist wortlich derselbe wie der von Satz 6.12 der Analysis I. [

16.4 Definition. In K™*" bezeichne E,, die Einheitsmatrix. Wir setzen A° = E,, fiir jede
Matrix A € K™" und definieren

= 1
expA = ) gAk. (16.1)
k=0

Man bezeichnet exp A als Matrizezponential von A. Man schreibt auch exp A = e?.
16.5 Satz. Die Ezponentialrethe (16.1) konvergiert absolut.

16.6 Beispiel. (a) Fiir eine Diagonalmatrix

d 0 --- 0
0 d --- 0
0 0 --- d,
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16. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

gilt
ed1 O e 0
0 e 0
expD = )
0 0 edn

(b)

o [0 E) _ (Tt
Plo o/ "o 1)
16.7 Lemma. Fiir A,B € K™™ mit AB = BA gilt e™8 = e?eb.

Bewess. Man zeigt zunachst wie beim Beweis des Binomialsatzes aus der Analysis I
fiir Matrizen A und B mit AB = BA

(A+B)" = i (E) AFBMK,

k=0
Man benétigt ebenfalls den Satz 6.23 der Analysis I {iber das Cauchy-Produkt. Auch
dieser Beweis kann wortlich iibernommen werden. Damit ist der Beweis derselbe wie
im skalaren Fall:
exp(A)exp(B) = (Z EA ) (Z EB ) = ch,
n=0 n=0 n=0
wobei
= 1 1l « [n 1
n=) ————ABY = — ABYF = —(A+B)" O
y kZ_Ok!(n—k)! n!Z<k> A +B)
16.8 Satz. Sei f: R — K™*" gegeben durch f(x) = exp(xA). Dann ist f differen-
zierbar mit f'(x) = Aexp(xA) fir alle x € R.

Bewess.

}ll (exp((x + h)A) —exp(xA)) — A exp(xA)

= }lx (exp(hA)exp(xA) —exp(xA)) — Aexp(xA)

= (%(exp(hA) —En) — A) exp(xA).

Wir zeigen limy,_, 1H(exp(hA) — En) — A = 0. Sei dazu € > 0 beliebig vorgegeben.
Da fiir die skalare Funktion f(t) = e'l*l gilt £/(0) = ||A||, existiert & > 0, so dass
[ +(etIAl— 1) — |AJ|| < e falls |t| < . Dann gilt fiir alle h mit [h| <5

N | ’n—]

. h .
< 3

1
= (M 1) — A <e. O

hn—]
Al
n!

.I o0
Hﬁ(exp(hA) —En) —AH = H;
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16.9 Korollar. Ist A € K™, xo € R und yo € K", so st die einzige Losung der
Anfangswertaufgabe y' = Ay, y(xo) = yo, gegeben durch

X—Xg)A

@(x) = e Ay,

Bewess. Eindeutigkeit holen wir aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir li-
neare Differentialgleichungen. O]

16.10 Beispiel. Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
Y1 =Yz
yé =0,

zusammen mit der Anfangsbedingung y(1) = ( 2 ) In Matrixschreibweise lautet die
Differentialgleichung y’ = Ay fiir A = (§ ). Das Matrixexponential von A hatten wir
in Beispiel 16.6 bestimmt. Daher 10st die folgende Funktion die Anfangswertaufgabe

e (-6 7)) 5)

16.11 Lemma. F4r jede Matrizx M € K™™" und jede invertierbare Matriz T gult
exp(TMT 1) = Texp(M)T .

16.12 Satz. Wenn A = TDT', dann bilden sowohl die Spalten von exp(xA) als
auch die Spalten von T exp(xD) jeweils ein Fundamentalsystem fiir die homogene
Differentialgleichung y' = Ay.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist der Inhalt von Korollar 16.9. Der zweite
Teil folgt nun aus exp(xA) = exp(xTDT') = Texp(xD)T~', denn die Multiplikation
von rechts mit einer invertierbaren Matrix verdndert lediglich das Fundamentalsy-
stem. [

16.13 Bemerkung. Insbesondere gilt: Wenn v ein Eigenvektor zum Eigenwert a ist,
dann ist e™v eine Losung der homogenen Differentialgleichung.

16.14 Beuspiel. Berechne exp(xA) fiir

Das charakteristische Polynom ist

det(xE; —A) =x> 4+ 1= (x —i)(x +11).
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16. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Also hat A die Eigenwerte +1i. Losung der entsprechenden linearen Gleichungssyste-
me liefert uns Eigenvektoren

—i i
v1:<1> und vz:<1>.

Daraus erhalten wir mit der Cramerschen Regel

(-1 i _1_1 i 1
T—<] 1) und T _2<—i 1).

gilt dann A = TDT~'. Also

1/-i i e 0 i 1 cosx sinx
expx exp(xD) 7 ( 1 ]> ( 0 evc) <_i ]> (— sinx cos X>

Das ist Fundamentalsystem aus Beispiel 14.14.
16.15 Beispzel.

010 1 x %
exp|x|0 0 1 =10 1 x
0 00 00 1
16.16 Satz. Fiir a € C und n € N sez
a1l 0 - 00
0O a1 - 00
0 0 a - 0 0
Jnla) = o :
000 -+ al
000 -+ 0 a
der Jordan-Block der Grofie n zum Eigenwert a. Dann gilt
XZ X3 anl
T x 5 5 (n—1)!
XZ anz
01 x % n—2)!
exp(xJn(a)) = e | : : :
00 0 0 - X
00 0 O 1
x2 jax X3 jax x" 1 ax
e xe®™ e™ 3e o€
2 n—
O e(lX Xe(lX %eax ():,L_ le(lX
0 0 0 0 xe
0 0 0 0 e
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16.17 Lemma. Das Matrizexponential einer Blockdiagonalmatriz A 1ist eine Block-
diagonalmatriz, deren Blécke die Matrizezponentiale der Blécke von A sind.

16.18 Beispiel. Gegeben seil das Differentialgleichungssystem

yi = 4ys,

Ys = —Ya

Y3 = 6Y2 + 2Y3 + Ya,
yi =~y + 4y

In Matrixschreibweise also y’ = Ay mit

0O 0 0 4
0 -1 0 O
A= 0 6 21
-1 0 0 4

Das charakteristische Polynom von A ist xa(A) = (A—2)3(A+1). Die Eigenrdume von
2 und —1 sind jeweils eindimensional. Daher ist die Jordansche Normalform von A
gleich

210 0
o210
"=1o02 o

000 —I

Um exp(x]) zu bestimmen, schreiben wir | als Summe aus einer Diagonalmatrix und
einer kommutierenden nilpotenten Matrix, also | = D + N mit

200 0 0100
020 0 0010
P=lo002 of "™ N=15000
00 0 —1 0000
Dann
e 0 0 0 1 x 0
2x
exp(xD) = g ¢ egx 8 und exp(xN) = 8 (]) T g
0O 0 0 e 00 0 1
Also
er Xer %XZeZX 0
2x 2x
exp(x]) = exp(xD) o exp(xN) = g eo Xeezx 8

0 0 0 e~
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16. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Daraus kann man bereits ablesen: Jede Komponente einer beliebigen Losung von
y’ = Ay ist eine C-lineare Kombination der vier Funktionen e?*, xe?*, x?¢** und e™.

Die Transformationsmatrix T, also eine Matrix mit A = T] T~! bestimmt man zu

-2
0
0

0 10
0 0 —1
—1 0 2
0O -1 0 O

Wegen Korollar 16.9 braucht man T~' nicht zu kennen. Ein Fundamentalsystem wird
gegeben durch die Spalten von

0 —2e» —2xeX*+e>* 0

0 0 0 —e

T exp(x] ) = X X x? ,2x —x
—e? —xe? —Xe? 2e
0 —e* —xex 0

Man kann also zu jeder Matrix das Matrixexponential ausrechnen, indem man die
Jordan-Zerlegung bestimmt. Alternativ ist es aber auch mdglich, einen Ansatz unter
Beriicksichtigung des folgenden Satzes zu machen.

16.19 Satz. Sezr A € C™*™ mit paarweise verschiedenen, kompleren Eigenwerten

Aly...yA. Die algebraische Vielfachheit von Aj ser «;, die geometrische sei vyj.
©1
Schliefilich se1 @ = ( : | : R — C" eine Losung von y’' = Ay. Dann ist jedes @;

. . @n L. .
eine komplexe Linearkombination der Funktionen
finvix i x'eV, 1<j <k 0<v<o5—v;

Beweis. Das grofite Jordan-Késtchen | zum Eigenwert A; kann nicht mehr als o —y;
Hauptvektoren enthalten, die keine Eigenvektoren sind. Also hat es hochstens o4 —
v; + 1 Spalten. Die grofite auftretende Potenz von x in exp(x]J) ist also o5 —vy;. O

16.20 Beispiel.

Y =y +2u;
Yy; = —2y1 + 5y».

(%)

und xa(A) = (A — 3)2. Der Ansatz lautet nun

Dann

y1(x) = e + apxe®™

Ya(x) = aze®™ + ayxe.
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Wir erhalten
o) = =201 +2003 und oy = op.

Das fiihrt zu dem Fundamentalsystem

(x) = e — 2xe* (x) = 2xe*
PIT= 1 _oxex P2 = e oxe |

16.21 Bemerkung. Wenn A reell ist, folgt aus Av = Av auch AV = Av. Besitzt A also
echt komplexe Eigenwerte und Eigenvektoren, so sind die jeweiligen komplex kon-
jugierten ebenfalls Figenwerte und Eigenvektoren. Man kombiniert dann die beiden

komplexen Losungen e™v und e™V zu den reellen Losungen
1 AX. Ax— AX
3 ev+ eV ) = Ree™y,

‘] _
— (e“v — e“ﬁ) = Im e™v.
2i

Ahnliches gilt auch fiir Jordanblécke.
16.22 Beispiel.

Yy =2y —ys
Yy =Yi +2y2

AZG —21).

Das charakteristische Polynom ist xa(x) = (x—2—1)(x—241). Also sind die Losungen
von der Form

Dann

Y1 (x) = a1e** cos(x) + oze sin(x)

Yz (x) = aze® cos(x) + aze? sin(x).

Die Unbekannten «y,..., oy bestimmt man, indem man den Ansatz in die Differen-
tialgleichung einsetzt. Man findet

o3 =—0o und oy = «;.

Damit erhalt man das folgende Fundamentalsystem
e?* cos(x) e’ sin(x)
e1(x) = (ez" sin(x) P2(x) = —e*cos(x) )’

Satz 13.10 erlaubt die Ubertragung dieser Theorie auf Differentialgleichungen héherer
Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
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16. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

16.23 Bemerkung. Zur Differentialgleichung n-ter Ordnung
y(n) — aoy —+ a]y, + -+ ani]y(nf]) (16.2)

gehort das Differentialgleichungssytem erster Ordnung Y = AY mit

O 1 0 0 ... 0
O 0 1 0 ... 0
O 0 o0 1 ... 0
A= . . . . .| e KV
O 0 0 0 ... 1
aQ a a; as ... Qap
16.24 Lemma. xaA(A) = A" — an A — .- — Aa; — qy.

Beweis. Mit vollstandiger Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Behauptung Kklar.
Um von n nach n + 1 zu gelangen, entwickeln wir nach der ersten Spalte

A =1 0 o ... 0
0 A —1 o ... 0
0 0 A -1 ... 0
det .
0 0 0 0 —1
—ay —a; —a; —aj A—an,
A =1 o ... 0 -1 0 0 ... 0
0 A =1 ... 0 A =1 0 ... O
=Adet| : : : : —(—N"apdet| O A —T ... 0
0 0 0o ... —1 : : : :
—a; —a; —az ... A—dy O 0 o0 ... —1
=AA"—a AV — o — A —a)) —ap. O

16.25 Satz. Das zu der Differentialgleichung (16.2) gehérige charakteristische
Polynom set wie folgt in Linearfaktoren zerlegt

AV —ap AT = —aid —ag = (A= M) A=A (A= A
wobet die A paarweise verschieden sind. Dann bilden die Funktionen
x = x™eM mitj=1,....,k, m=0,...,v;— 1 (16.3)
emn Fundamentalsystem.

Beweis. Wegen Satz 16.19 ist der Losungsraum ein n-dimensionaler Unterraum des
von den fj, aufgespannten Raums. Da die Anzahl der f;, genau n betrdgt, ist der
Loésungsraum genau gleich dem von den fj, aufgespannten Raum. [
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16.26 Beuwspiel. Gegeben sei die Differentialgleichung

y/// :y//_f_y/_y.

Ihr charakteristisches Polynom ist x(z) = (z — 1)?(z + 1). Ein Fundamentalsystem
wird also gegeben durch (e, xe*, e ™).

16.27 Bemerkung. Es sei y” = a1y’ 4+ aoy eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung, wobel ap, a; € R . Dann sind aquivalent:

(a) Alle Losungen der Differentialgleichung sind beschrankt auf ]0, ool.
(b) a3 <0 und ap <0, aber nicht ap = a; = 0.

Beweis. Das charakteristische Polynom ist z2 —a;z— a,. Bezeichnen wir seine beiden
Nullstellen mit Ay und A, so besagt der Satz von Vieta, dass A + A, = a; und
7\17\2 = —Qqp.

“=": Die Negation von (b) ist “a; > 0 oder ap > 0 oder a; = ap = 0”. In diesen
Fallen zeigen wir die Existenz einer auf |0, co[ unbeschrankten Losung.

Sei zuerst a; > 0. Wegen der Formel von Vieta ist dann ReA; + ReA; > 0 und
mindestens eine der beiden Losungen eM*, j = 1,2, ist unbeschrankt.

Seinun ap > 0. Wenn die beiden Nullstellen nicht reell sind, dann ist ay = —A A, =
—|A1]* < 0 um Widerspruch zu diesem Fall. Also sind die Nullstellen von Null ve-
schiedene, reelle Zahlen mit unterschiedlichem Vorzeichen. Daher ist eine der beiden
Losungen eV unbeschrinkt.

Im Fall ap = a; =0 ist x eine Losung.

“&": Wenn A1, A; € R, dann sind wegen ay < 0 entweder beide < 0 oder beide > 0.
Wegen a; < 0 ist das zweite ausgeschlossen. Wenn A; und A, verschieden sind, dann
ist (eM*, e*) ein Fundamentalsystem aus beschrankten Funktionen. Im anderen Fall
ist (eM*,xeM*) ein Fundamentalsystem. In diesem Fall ist A\; < 0, denn sonst ay =
a; = 0. Daher besteht auch dieses Fundamentalsystem aus beschrankten Funktionen.

Falls A; und A, nicht reell sind, gilt ReA; = %a1 < 0. Daher sind die Elemente des
Fundamentalsystems (cos(x)e*, sin(x)eM*) beschrankt. O

16.28 Satz. Das zu der Differentialgleichung (16.2) gehérige charakteristische
Polynom set wie folgt in Linearfaktoren zerlegt

AV = AT = —ad—ag = (A= AT A=A (A= A
wobel die Aj paarweise verschieden sind. Weil das charakteristische Polynom

reell 1st, treten nichi-reelle A; immer zusammen mat threm komplex konjugierten
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16. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

auf. Daher kann man die A; so anordnen, dass Ayy1,...,Ax € R und

A =1 + vy,
7\2 =1y —i\)h

)\3 =u; + i\)z,

A1 =Up + ivr»

}\Zr = U, — in»

wobet uy,...,u, € R und vy,...,v, € R\{0}. Dann bilden die Funktionen

m . u;xX : —_
x"™e"* cos(vyx) j=1,...,1, m=0,...,vj—1
m WX o1 ] — f—
x™e" ¥ sin(vjx) j=1,...,1, m=0,...,vj—1
M j=2r+1,....,k m=0,...,vj—1

emn Fundamentalsystem.

16.29 Bemerkung (Ansatz fiir die homogene Differentialgleichung). Man kann ver-
suchen, die Differentialgleichung (16.2) durch den Ansatz @(x) = e™ mit unbekann-
tem A zu losen. Es stellt sich heraus, dass ¢ genau dann die Differentialgleichung 16st,
wenn A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. In den Fallen, in denen
das charakteristische Polynom mehrfache Nullstellen aufweist, kommt man freilich
mit diesem Ansatz nicht weiter.

16.30 Satz (Ansatz fiir die inhomogene Differentialgleichung). Gegeben set die inho-
mogene Differentialgleichung n-ter Ordnung

y™ =ay +ary’ + -+ any™ + P(x)e™,

wober P ewn Polynom vom Grad d ist. Es sei k die Vielfachheit von A als Null-
stelle des charakteristischen Polynoms x der Differentialgleichung, wober k =0,
wenn X(A) # 0. Dann gibt es eine spezielle Lésung der Form

wober Q ein Polynom vom Grad héchstens d + k 1st.
Beweis. Das wird im Forster, Analysis 2, §13, Satz 4 bewiesen. O]

Bemerkung. Der Satz gilt auch fiir komplexe A. Auf diese Weise kann man auch
Inhomogenitaten mit trigonometrischen Funktionen behandeln.

Wenn man nicht komplex rechnen will, muss man fiir Inhomogenitdten der Form
cos(ax)e™ einen Ansatz der Form (Q;(x)cos(ax) + Q;(x)sin(ax))e™ machen und
entsprechend fiir den Sinus.
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16.31 Beispiel. (a) y” = 2y’ —y + 3cos(x). Das charakteristische Polynom ist
X(A) = A2 —=2A + 1 = (A — 1)%. Daher bilden ¢;(x) = e* und @,(x) = xe* ein
Fundamentalsystem fiir die Lésungen der homogenen Differentialgleichung.

Wir bestimmen eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung
durch Ansatz P (x) = Q;(x) cos(x) + Qa(x) sin(x). Wir diirfen Q; und Q, vom
Grad 0 wéahlen, da i keine Nullstelle von x ist. Der Ansatz lautet also \(x) =
acos(x)+bsin(x). Dann \{’(x) = —asin(x)+bcos(x) und V" = —. Eingesetzt
in die Differentialgleichung erhalten wir

—acos(x) —bsin(x) = (2b — a + 3) cos(x) + (—2a — b) sin(x).

Also ist P(x) = —% sin(x) eine spezielle Losung der inhomogenen Differenti-
algleichung und die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung
hat die Gestalt

©(x) = Cie* 4+ Coxe* — %sin(x), C,C e R

(b) y”" =2y’ —y + e*. In diesem Fall macht man den Ansatz

P(x) = ax’e”.

1

Koeffizientenvergleich liefert schlieilich a = 5.

In den Fallen, wo der Ansatz nach Satz 16.30 moglich ist, ist er auch das empfohlene
Verfahren.
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17. Die Eulersche Differentialgleichung

17.1 Definition. Differentialgleichungen der Form

y(n] — an—1X_1y(n_” + an_zx—zy(n—z) + o+ a]x1_ny, + aox_ny) X > O) (171)

heiflen Fulersche Differentialgleichungen.

Wir setzen

n—1

Liy)(x) =x"y™(x) — Y apdy(x

j=0

Dann ist (17.1) dquivalent zu L(y) = 0.

17.2 Satz. Die Substitution x = e' verwandelt die Eulersche Differentialglei-
chung (17.1) wn eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Beweis. Wir setzen u(t) = y(e') und zeigen mit vollstdndiger Induktion fir k =
0,...,n die Existenz von by, ..., bxx_1, so dass

K1
u¥(t) = ey (e!) + Z by ul(t). (17.2)
=0

Fir k = 0 ist das jedenfalls wahr. Wir schlielen von k nach k + 1.
u(k+1)(t) — kekty( ( ) + e (k+1)t k+1 + Z bk]u]H

1
= eyl (et) 4+ ku™ Z kb u (1) + Y byul*(t)

Da diese Formel die geforderte Gestalt ist, ist die Zwischenbehauptung gezeigt.
Aus (17.2) und (17.1) folgt

n—

|
uM(t) = ) + Z b ul( a;e’tyY(et) + Z b ul?
0

):

Nochmalige Anwendung von (17.2) zeigt, dass diese Differentialgleichung linear mit
konstanten Koeffizienten ist. [
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17. Die Eulersche Differentialgleichung

17.3 Beispiel. Gegeben sie die Eulersche Differentialgleichung
Xzy// — Xy/ +y.
Fiir u(t) = y(e') bekommen wir

u'(t) = e'y’(e') und
u”(t) — ety/(et) + eZty//(et) — zety/(et) +y(€t) — Zu’(t) —|—u(t).
Ein Fundamentalsystem fiir die lineare Differentialgleichung u” = 2u’ + u ist ge-

geben durch <e“+ﬁ“, e“‘ﬁ)t>. Also ist (x”ﬁ,x]‘ﬁ) ein Fundamentalsystem der
Eulerschen Differentialgleichung.
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18. Der Banachsche Fixpunktsatz

18.1 Definition. Sei X eine Menge und G: X — X eine Abbildung. Ein Element x € X
heifit Fizpunkt von G, wenn G(x) = x.

Der folgende Satz wird gerne in der Analysis I als Ubungsaufgabe gestellt.

18.2 Satz. Es sei I C R ein kompaktes Intervall und f: I — R stetig mat f(I) C 1.
Dann besitzt f einen Fixpunkt.

Bewesis. Setze g(x) = f(x) — x. Dann g(a) > 0 und g(b) < 0 und die Behauptung
ergibt sich sofort aus dem Zwischenwertsatz. O

18.3 Definition. Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung G: X — X heifit kontra-
hierend, wenn es ein q < 1 gibt, so dass

d(G(x),G(y)) < qd(x,y) fiir alle x,y € X.

18.4 Bemerkung. Eine kontrahierende Abbildung ist Lipschitz-stetig, speziell also
stetig.

18.5 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei X ein wvollstdndiger metrischer Raum
und G: X — X ewne kontrahierende Abbildung. Dann besitzt G genau einen
Fizpunkt.

Idee. Wéahle xy € X beliebig und definiere rekursiv x,.1 = G(x.). Man zeigt, dass
(Xn)nen eine Cauchyfolge ist. H

Bewests. Eindeutigkeit: Seien x,y € X zwel Fixpunkte. Dann

d(x,y) = d(G(x), G(y)) < qd(x,y).

Das kann nur sein, wenn d(x,y) = 0.
Existenz: Sei xo € X beliebig gewahlt. Definiere rekursiv fiir jedes n € Ny

Xni1 = G(xn).
Dann zeigt man induktiv

d(xj,%11) < qd(x-1,%) < q*d(xj_2,%5-1) < -+ < @ d(x0,%1)-
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18. Der Banachsche Fixpunktsatz

Falls x; = xo, so ist der Fixpunkt gefunden. Andernfalls zeigen wir, dass die Folge
(xn)nen eine Cauchyfolge ist. Sei dazu € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen q < 1
existiert dazu ein N € N mit
N _ €(1—q)
< — 7.
d(XO)X1)
Seien nun n, m > N. Wir nehmen an, dass n > m.

—1 —1

d(xmyxn) <D d(x,x501) £ ) gd(xo,x1) < dlxo,x1) Y ¢ =

=
=

qmd(xo,x) _
1—q

1
3
1
3

Da der Raum X vollstandig ist, existiert lim, . x, = x. Daraus folgt

x = lim x,,1 = lim G(xn) = G(x). O]
n—oo n—oo

Haufig ist die folgende Variante praktischer.

18.6 Satz. Se: X ein vollstdndiger metrischer Raum, seien xo € X und R > 0. Sez
G: Br(xo) — X eine Abbildung. Es gebe ein q < 1, so dass

(a) d(G(x),G(y)) < qd(x,y) fiir alle x,y € Br(xo),
(b) d(G(x0),x0) < R(1—q).
Dann gibt es genau ein x € Bg(xo) mit G(x) = x.

Beweis. Wir zeigen G(Br(xo)) C Br(xo) und wenden den vorhergehenden Satz an.
Fiir y € Bg(xo) gilt

d(G(y),x0) < d(G(y), G(x0))+d(G(xo),x0) < qd(y,%0)+R(1—q) < gR+R—qR =R.
[]

18.7 Beispiel. Sei G: [1,2] — R, G(x) = x + cos(x). Wegen G’(x) = 1 —sin(x) ist
G streng monoton wachsend. Wegen 0 < cos(1) < 1 und —1 < cos(2) < 0 folgt aus
Satz 18.2 die Existenz eines Fixpunkts, der wegen der strengen Monotonie eindeutig
ist. Es ist klar, dass es sich bei diesem Fixpunkt um den Wert 7 handelt.

Fiir x,y € 1:=[1,2] folgt aus dem Mittelwertsatz die Existenz eines ¢ € |1, 2[ mit

|IG(x) — G(y)| =[x —y|(1 —siné).

Der Sinus wichst monoton auf [1, 7] und fillt monoton auf [7, 2]. Daher ist sin(&) >
min(sin(1),sin(2)) auf [1,2] und G ist eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunkt-
satz zeigt, dass die Folge

X1 =1, Xng1 = Xn +COS Xy

gegen 7 konvergiert.
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Eine nicht-konstruktive Verallgemeinerung von Satz 18.6 ist der Brouwersche Fix-
punktsatz, den ich voraussichtlich in der Analysis III beweisen werde (siehe Zeidler,
Nonlinear Functional Analysis and Applications I, Proposition 2.5):

18.8 Theorem. Es se1 M C R™ konvez, kompakt und nicht leer, und es sei f: M —
M stetig. Dann besitzt f einen Fizpunkt.
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19. Existenz- und Eindeutigkeitssatze

Wir formulieren die Anfangswertaufgabe y’' = f(x,y), y(xo) = yo um in eine Fix-
punktgleichung in einem Banachraum von Funktionen.

19.1 Lemma. Set ] C R ein offenes Intervall, set H C R™ offen und set f: JxH — R™
stetig. Set (xo,Yo) € | X H. Fir eine stetige Abbildung @: ] — R™ mat ¢(J) C H
definieren wir ewne stetige Abbildung G(@): ] — R™ durch

Gle)(x) = vo +Jx f(t, (1)) dt.

X0

Dann st @ genau dann eine Léosung der Anfangswertaufgabe y' = f(x,y),
Y(xo) = Yo, wenn G(¢) = .

Beweis. Wenn ¢ eine Losung der AWA ist, dann muss gezeigt werden, dass

X

@(x):yo+J f(t, @(t))dt fiir alle x € J.

X0

Dazu differenzieren wir beide Seiten:

¢'(x) = f(x, o(x)).

Da beide Seiten auflerdem an der Stelle x = x( libereinstimmen, ist diese Richtung
gezeigt.

Wenn G(¢) = ¢, dann miissen wir zeigen, dass ¢ die AWA 16st. Die Differential-
gleichungen ergibt sich wieder durch Differentiation und die AB durch Einsetzen. [J

19.2 Definition. Sei I C R ein kompaktes Intervall. Definiere
C(LK™) ={f: I —» K" | f stetig}
und versehe ihn mit der Norm
[flloe = max{[|f(x)[e [ x € T}
Man schreibt C(I) anstelle von C(I,R).

Bemerkung. Eine Folge (f,)nen in C(I) konvergiert genau dann in C(I) gegen f,
wenn sie gleichméafig gegen f konvergiert.
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19. Existenz- und Eindeutigkeitssdtze

19.3 Satz. C(I,K") zst ein Banachraum.

Beweis. Wir brauchen das nur fiir K = R zu machen. Es sei (f,).cy eine Cauchyfolge
in C(I,R™). Sei f,; die j-te Komponentenfunktion von f,, also

fn(x) = (fn,l (X)) ceey fn,m(x))'

Fiir jedes j ist (fyj)nen €ine Cauchyfolge in C(I), und fiir jedes x € I ist (fi;(x))nen
eine Cauchyfolge in R. Daher existiert lim, ., fn;j(x) = Fj(x).

Wir zeigen, dass die Folge (f,;)nen gleichméBig gegen F; konvergiert. Sei dazu € > 0
beliebig vorgegeben. Da (f,;)nen €ine Cauchyfolge ist, gibt es N € N, so dass fiir alle
n,m > N gilt ||[fj, —fjmlle < 5. Sei x € I beliebig. Dann existiert m > N, so dass
fjm(x) — Fj(x)| < 5. Daher gilt fiir n > N

ﬁﬁﬂ—ﬁuﬂ<§+§:e
Da diese Abschétzung fiir alle x € I gilt, haben wir ||f;, — Fj|« < € gezeigt.

Wegen der gleichméafligen Konvergenz von (fj,)nen gegen F; folgt aus Analysis I,
Satz 17.4, die Stetigkeit von Fj. Daher ist F = (Fy,...,F,) in C(I,R™). Da fiir je-
des j die Folge (fjn)nen in C(I) gegen F; konvergiert, konvergiert (f,)nen in C(I, R™)
gegen F. ]

[fjn(x) = Fi(x)] < [fjn(x) — fim(x)] +

19.4 Satz (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Se: U C R™! offen, sei f: U —
R™ stetig (in beiden Argumenten) und lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argu-
ment und set (xo,Yyo) € U. Dann existieren ein kompaktes Intervall I C R und
ewin Kompaktum H C R", so dass | x H C U eine Umgebung von (xo,Yo) st
und so dass es fur jedes kompakte Intervall | mit xo € | C I genau eine stetige
Abbildung @: ] — H gibt, welche die Fizpunktgleichung

X

®(x) = Yo +J f(t, @(t))dt fir allex €]

X0

erfullt.

Idee. Man wendet den Banachschen Fixpunktsatz auf die Integralgleichung an. Um
die Kontraktionseigenschaft sicherzustellen, muss das Intervall gegebenenfalls ver-
kleinert werden. [

Beweis. Es gibt eine kompakte Umgebung I; x H; C U von (xo,Yo), so dass f auf
I x H; Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen mit Lipschitz-Konstante C ist. Sei
M = 1+ max{||f(t,yo)||ec | t € I;}. Wahle &; > 0 so klein, dass H := Bj, (yo) C Hj.
Wahle nun € > 0 so klein, dass

(a) q=eC<1,

(b) I:=[xo—e,xo+ €] C 1,
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(c) e< —6]”]\; q).

Setze
eM

= ] — q .
Dann gilt 0 < R < §;. Ist nun ein kompaktes Intervall | mit xo € ] C I gegeben, so
erklaren wir @y € C(J,R™) durch @o(x) = yo fiir alle x und definieren

R

X

G: Br(go) — C(J,R™), Gmnur=m+j'ﬂn@unﬁ.

X0

Wir zeigen nun, dass G kontrahierend mit Kontraktionskonstante q ist. Dazu seien
@, € Bg(po) vorgeben. Dann gilt fiir jedes x € ] wegen R < &; und der Lipschitz-
Stetigkeit im zweiten Argument

X

1G(@)(x) = G(¥)(x)[|eo < J [£(t, @(t)) — f(t, b(t))]|, dt

X0

scjHQM—wmmwﬁzcu—mm@—wuSCﬂ@—wm,

X0

also [|G(¢@) — G(V)]|eo < q||® — Pl|oo. Ferner gilt fiir jedes x € ]

HGw@wwwmummsjﬂmnmmmﬁSeMzRu—qy

X0

Damit sind die Voraussetzungen (a) und (b) von Satz 18.6 nachgewiesen, und wir
erhalten einen eindeutig bestimmten Fixpunkt ¢ von G. O

Damit kann man nun den Satz von Picard-Lindel6f beweisen, indem man lokale
Losungen verheftet.

Theorem (Picard-Lindeldf). Se: U C R x R™ offen, sei f: U — R stetig (in beiden
Argumenten) und lokal Lipschitz-stetig im zweiten Argument, und set (Xo,Yo) €
U. Dann ezistieren ein offenes Intervall I mit xy € I und etne Losung ¢: 1 — R"
der Differentialgleichung y' = f(x,y) mit folgenden Eigenschaften

(a) @(x0) = yo.

(b) Ist {: ] — R™ ebenfalls eine Lésung der Differentialgleichung y' = f(x,y)
mat P(xo) = Yo, so gelten ] C 1 und P = @l;.

Beweis von Satz 13.6. Wir setzen
L= U{] offenes Intervall | xo € |
und es gibt Losung ¢: ] — R™ der AWA y' = f(x,y), y(xo) = yo}-

Dann ist L ein offenes Intervall mit xy € L. Um auf L eine Losung ¢ der Anfangs-
wertaufgabe erkldren zu kénnen, muss man sich folgendes iiberlegen:
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19. Existenz- und Eindeutigkeitssdtze

Sind @;: J; — R™ und @;: J, — R™ Losungen der Anfangswertaufgabe,
so stimmen ¢; und @, auf J; N J, tiberein.

Wir nehmen zum Widerspruch an, dass ¢ und ¢; sich auf {x € J; N ]z | x > X0}
unterscheiden (das “>” ist dabei 0.B.d.A.). Sei t; == inf{x > %o | @1(x) # @2(x)}.
Wegen der Stetigkeit von ¢; und ¢, gilt @;(ts) = @2(to). Also l6sen beide Funktionen
die Anfangswertaufgabe y(to) = @1(to). Wegen Satz 19.4 stimmen sie daher auf einer
Umgebung von t, iiberein. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von x,.

Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt. Beide Teile der Behauptung sind damit
klar. ]

Die Aussage des folgenden Satzes findet man in der Literatur in der Formulierung:
“BEs gibt eine Losung der Anfangswertaufgabe, die dem Rand von U beliebig nahe
kommt.”

19.5 Satz. Set U C RxR™ offen und ser f: U — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig
1m zweiten Argument. Set (xo,Yo) € U, und ser @: 1 — R™ eine Lésung der An-
fangswertaufgabe y' = f(x,y), y(xo) = yo, mit mazimalem Definitionsbereich 1.
Sei schliefslich

={lx, (x)) [ x €I, x > %o}

die rechte Seite des Graphen von ¢. Dann ist G keine kompakte Teilmenge
von U.
Die analoge Aussage gilt fiir die linke Seite des Graphen.

Beweis. Sei I = ]a,b[. Flir b = oo ist die Behauptung klar. Sei also b < oco. Wir
nehmen als Widerspruchssannahme an, dass G eine kompakte Teilmenge von U ist.
Dann ist

M = max{|f(x,y)| | (x,y) € G)

endlich. Wir behaupten, dass lim, ~, @(x) existiert. Sei dazu (x;)men eine beliebige
Folge in I mit lim,, ,,, X,y = b. Wir zeigen, dass (@(xm))men €ine Cauchyfolge ist.
Dazu seien k,m € N mit x, < x,,, gegeben. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz

lo0xm) = @all < xm = max [o" ()]
<x<xXm

|xm—xk| max Hf X, ©(%))]] < M|xm — xi.

Da (xn)men eine Cauchyfolge ist, zeigt diese Absch'aitzung, dass auch (@ (Xm))men
eine ist. Da dies fiir alle Cauchyfolgen gilt, existiert 1 = lim, » ¢@(x). Aus dem
lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt, dass es ein offenes Intervall | und eine
differenzierbare Abbildung {: ] — R" gibt, so dass {’'(x) = f(x, P (x)) fiir alle x € |
und P (b) =n. Aus der Definition von n folgt sofort die Stetigkeit von

P TUJ =V, p(x)z{“’(")’ x<b

P(x), x=>b.
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Abbildung 19.1.: Graphen zu Beispiel 19.6

Aus dem Verheftungslemma 12.7 folgt, dass p die Anfangswertaufgabe 16st. Dies steht
im Widerspruch zur Maximalitdt von I. O]

19.6 Beispiel. (a) Betrachte die Differentialgleichung

y/ — _UZ-
Ihre Losungsgesamtheit besteht den folgenden drei Funktionsklassen
1
@: ]—00,C[ — R, X = —, CeR,
x—C
1
@:]C,00[ = R, X — CeR,
x—C
©:R—- R, x — 0.

Man sieht sofort, dass in allen Féallen weder der Abschluss der rechten noch der
linken Seite des Graphen kompakt in U = R? ist.

(b) Betrachte die Anfangswertaufgabe
Yy =— y(O) =1.

Die Losung wurde in der Ubung bestimmt. Es handelt sich um

e: -1 =R, o(x)=vV1—x2

Der Abschluss des Graphen ist zwar kompakt, liegt aber nicht in U.
Die Graphen zeigt Abbildung 19.1.

19.7 Lemma. Es seien a,M > 0 und u: [0,a] — R stetig mat

u(0) =0 und u(x) < MJXu(t)dt fiir 0 <x<a.
0

Dann gilt u(x) < 0 fir alle x € [0, a].
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19. Existenz- und Eindeutigkeitssdtze

Beweis. Angenommen, die Behauptung sei falsch. Wegen der Stetigkeit von u gilt
dann & = inf{x < a | u(x) > 0} < a und es gibt ein xy > & mit xo — § < ﬁ, so dass
u(xo) > 0. Wahle y mit & <y < xo und u(y) = maxu([&,xq]). Dann

Y Y
uly) <M ulde <M (e <My - Duly)
0 g
Wegen u(y) > 0 ist das ein Widerspruch zu (y — &M < 1. O

19.8 Theorem (Lemma von Gronwall). Se: ¢ > 0 und set I = [0,c]. Ferner seten
w, @,: I — [0, 00] stetige Funktionen mat

w(x) < @(x) + Jo P(t)w(t)dt fur alle x € L.

Dann gilt fir alle x € 1

X

w(x) < o(x) + L

P(t)o(t) exp (J w(s)ds) dt.

t
Beweis. Im Speziallfall ¢ = 0 handelt es sich um das vorhergehenede Lemma. Um
im allgemeinen Fall den Term ¢ loszuwerden, bestimmen wir zuerst eine stetige
Losung u der Integralgleichung

X

u(x) = e(x) + Jo P(t)u(t)dt, xel. (19.1)

Wenn ¢ differenzierbar ware, konnten wir ableiten und die Differentialgleichung
1osen. Stattdessen setzen wir v = u — @ und suchen eine stetige Losung v der Inte-
gralgleichung

X

V(x) = wa(t)cp(t)dw J D)t

0 0
Dieses v ist dann automatisch differenzierbar. Die Integralgleichung fiir v ist daher
dquivalent zu

vi(x) =v(x)e(x) + P(x)v(x) fir 0 < x <c und v(0)=0.

Die Differentialgleichung fiir v ist linear inhomogen. Die Losung der zugehorigen

homogenen Gleichung ist
exp (J q)(s)ds).
0

Daher ist eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

exp( [ wistas) [ witorn)exp(— | wisias)ac = [“witiot exp( | wisias)ar.

0 0 0 0 t
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Da diese Losung auch noch die Anfangsbedingung erfiillt, ist gezeigt, dass

X

u(x) = @(x) +J

0

V(Do) exp(J w(s)ds) at

t

die Integralgleichung (19.1) erfiillt.

Setzt man fiir x € I
p(x) = o(x)+ | b(t)w(t)dt.

Jo

Nach Voraussetzung gilt w < p und daher

p(x) < @(x) + | (t)p(t)dt.

Fiir h = p — u gilt wegen (19.1)

X X X

P(t)u(t)dt = J P(t)h(t)dt, h(0)=0.

hix) < 0(x) +j
0

0

B(Dp(t)dt — e(x) —J

0

Aus dem vorigen Lemma folgt h < 0, wobei man M = sup{(I) setzt. O

19.9 Theorem (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Se: I C R ein offenes
Intervall und sex f: IXR™ — R" stetig. Fiir jedes kompakte Teilintervall K C I ser
flkxgn Lipschitz-stetig im zweiten Argument. Set ferner (xo,Yo) € [ Xx R". Dann
gibt es ewne eindeutig bestimmie Losung @: 1 — R™ der Anfangswertaufgabe

Yy’ =f(x,v), y(x) =Yo.

Beweis. Wegen des lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 13.6 existiert eine
Losung ¢@: ] — R™ der Anfangswertaufgabe mit maximalem Definitionsbereich. Wir
miissen | = I zeigen. Wir nehmen zum Widerspruch an, dass b := supJ < supl.
Wegen Satz 19.5 ist der Abschluss von

G ={o(x) | xo <x < b}

nicht kompakt in I xR™. Das ist nur moglich, wenn G unbeschréankt ist. Wir verwenden
nun das Gronwall-Lemma, um eine Schranke fiir G zu finden.

Mit C werde eine Lipschitz-Konstante fiir f|i, 1 xgrn bezeichnet, und es sei M =
SUP,, <¢<p|f(t, 0)]|. Wegen @(x) =yo + [} f(t, @(t))dt folgt

Il < lyell + J 19t @(t)]dt < ||yor|+j M + Cllo(t)] dt

X0 X0
X

= [lyoll + M(x —xo) +J Cllo(t)||dt.

X0
Mit dem Gronwall-Lemma folgt

X

Il < Ilyoll +M(x — ) +j

X0

Cllyoll + Mt — o)) exp(JXCds> at

t

< Jlyoll + M1 —x0) + (Clllyoll (b —x0) + M(b —x)*)) exp(C(b —xo)) . [

103



19. Existenz- und Eindeutigkeitssdtze

Satz 14.2 folgt nun sofort.

Satz. Ser I C R ewn offenes Intervall, A: 1 — K™" und b: I — K" seien stetige
Abbildungen. Set (xo,Yo) € I x K"'. Dann besitzt die Anfangswertaufgabe y' =
A(x)y +b(x), y(xo) =yo, eine eindeutig bestimmte Losung @: 1 — K".
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20. Abhangigkeit der Losungen von
Parametern

20.1 Definition. Sei U C R x R™ und f: U — R" sel stetig. Sei € > 0. Ist I ein
offenes Intervall und ¢: I — R" differenzierbar, so heifit ¢ Ndherungslosung der
Differentialgleichung y’ = f(x,y) zur Naherung e, falls fiir alle x € I gilt

(a) (x ) € U,
() o’ (x) —f(x, @(x))| < e.

20.2 Satz. Sez ] C R ein offenes Intervall, ser V C R™ offen, und set f: JxV — R"
stetig und Lipschitz-stetig im zweiten Argument. Es gibt also ein L > 0 mat

1f(x,y1) — f(x,y2)|| < Ljyr —y2|| fiir allex €], yi,y2 € V.

Sei 1 C | ewn offenes Intervall, ser xo € I, und seien @1, @,: I — R™ Ndherungs-
losungen von y’' = f(x,y) zur Ndherung €, bzw. €;. Dann gilt fir jedes x € 1

€] + €2 (eL|X*Xo\ . _l) )

l@1(x) — @2(x)]| < [|@1(x0) — @2(xo)[e" 7 + L

Beweis. Es gilt fiir x € [

X

01(3) = 1 (o) +J o} (1)dt.

X0

Dasselbe gilt fiir ¢,. Wendet man ferner auf H(p{ Q)| = (@7 (t) —f(t, @1(t))+
(f(t, @1(t)) —f(t, @2(t)) — (@3 (t) — f(t, @2(t)))] die Drelecksunglelchung an, so erhalt
man

X

lo1(x) = @2(x)]| < [l01(0x0) — @2(x0)] +j lol(t) — @y(t)] dt

< ||(P1(Xo)—<Pz(Xo)||+J (e1 +[If(t, @1 (1)) — f(t, 2(t))]| + €2) dt

X0
X

< Jlo1(x0) — @2(x0)| + (€1 + €2)x — o] +j Llo1(t) — ()] dt.

X0

Fur X > xo konnen wir das Lemma von Gronwall anwenden, wobei w(x) = ||@1(x
x|, @ = A+ B(x —x0) fir A = ||@i(x0) — @2(x0)|| und B = €1 + €, und
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20. Abhéingigkeit der Losungen von Parametern

P(x) = L. Wir verwenden [ye ¥dy = —(y + 1)e ¥ und erhalten

X

lo1(x) — @2(x)|| < A+ B(x — o) +J L(A+B(t—x))e-*Vdt

X0
X

= Aelx0) 4 B(x — xo) + Belx0) J L(t —xg)et® Yt
X0
L(x—x

= Aetx0) 4 B(x —x) + E Lix=xo) A —yd

= 0 [ e , ye “ay

B
= AeL(XfX()) + B(X _ XO) + IeL(Xf)(O) ('l _ (L(X _ XO) + 1)67]_(7(7)(0))

B
— A L(x—xp) s
e + L

Fiir x < xp argumentiert man analog. ]

(el_(xfxo) o 1) .

Aus diesem Satz folgt speziell noch einmal die Eindeutigkeit der Losung der An-
fangswertaufgabe.

20.3 Beispiel. Betrachte die Anfangswertaufgabe
1 4101 1 1601
nr o n _ " o / _
Y=Y T 2500Y T 259 T 25009
y(0) =1, y'(0)=0, y"(0)=-1, y"(0)=0.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind +1i und 51—0 + %i. Die eindeutig
bestimmte Losung der AWA ist @(x) = cos(x). Wenn wir die Anfangswertaufgabe
etwas storen

1 s 31249 1597
=35000 Y O ="3350 ¥ O ="3725000

dann ist die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe gleich

P(x) = cos(x) + 10100 sin (gx> eXp<5X_O) .

y(0) =1, y'(0)

Graphen beider Funktionen (blau: ¢, orange: \) zeigen die Abbildungen 20.1 bis 20.3.
Das zugehorige System ist y' = Ay mit

o 1 0 0
0 0 1 0
A 0 0 0 1
_leol 1 _4101 1
2500 25 2500 25

Wenn wir den R™ mit der Maximumsnorm ||-||, versehen, dann ist die Matrixnorm
von A gleich der Zeilensummennorm, also

1601 14101 1 2951

A= 3500 T35+ 2500 T 35 ~ 1250°
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Die Maximumsnorm der Differenz der Anfangswerte ist —>2/—. Sowohl ¢ als auch

3125000
l6sen die Differentialgleichung, also €; = €, = 0. Wir erhalten
1597 2951
— < .
o) =) < 57 exp Ty )

Das bedeutet beispielsweise, dass fiir 0 < x < 2.23 ein Fehler von hochstens 0.1
garantiert ist. Abbildung 20.1 zeigt, dass der Unterschied in Wirklichkeit viel geringer
ist.
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20. Abhéingigkeit der Losungen von Parametern

| WV

0 20 40 60 80 100 120 140

Abbildung 20.1.: Parameterabhangigkeit, blau: cos, orange: gestorte Losung

| VAV

140 160 180 200 220 240 260 280

Abbildung 20.2.: Parameterabhangigkeit, blau: cos, orange: gestorte Losung

280 300 320 340 360 380 400 420

Abbildung 20.3.: Parameterabhédngigkeit, blau: cos, orange: gestorte Losung
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21. Autonome Differentialgleichungen

21.1 Definition. Sei V C R"™ offen und sei F: V — R" stetig. Man nennt F auch stetiges
Vektorfeld auf V. Dann bezeichnte man y’ = F(y) als autonome Differentialglei-
chung. Thre Losungen heiflen Integralkurven von F.

21.2 Bemerkung. Es sei @: I — V eine Losung der autonomen Differentialgleichung
y’ = F(y). Dann ist fiir jedes a € R auch Y: I+ a — V, P(x) = o(x — a), eine
Losung.

21.3 Definition. Es sei V C R? offen und es sei F: V — R? stetig. Fiir eine belie-
bige Lésung @ = (@1,9:): ] — R? von y’ = F(y) definiert man die zugehdrige
Losungskurve im Phasenraum R? als

K(p - {(@1(X)> (pZ(X)) ’X S ]}

Das Phasenportrait besteht aus samtlichen Kurven K, zu Losungen ¢ vony’ = F(y).

21.4 Beispiel. Abbildung 21.1 zeigt Phasenportaits fiir einige lineare Differential-
gleichungssysteme.

21.5 Beuspiel (Rauber-Beute-Gleichung). In einem gemeinsamen Lebensraum leben
Fiichse und Hasen. Die Grofle der Hasenpopulation zur Zeit t sei x(t), die der Fuchs-
population sei y(t). Wir bezeichnen die Zeitableitungen mit x und y. Ein auf den
Mathematiker Volterra zuriickgehendes Modell besagt, dass sich x und y entspre-
chend des folgenden Differentialgleichungssystems verhalten

X = ax — bxy

y=—cy+dxy

mit positiven Konstanten a, b, c und d. Es handelt sich um ein nichtlineares Differen-
tialgleichungssystem. Die Abbildungen 21.3 und 21.2 zeigen einige Losungskurven.

21.6 Notation. Fiir K > 0 definiert man
My ={(&,m) €10,00[* | £°e %% ™ =K.

21.7 Satz. Sei @: 1 — R?, t — (x(t),y(t)), eine Lésung der Rduber-Beute-Gleichung,
so dass es ein to € 1 mat x(ty) > 0 und y(ty) > 0 gebt. Dann gibt es ein K mat
(x(t),y(t)) € Mg fiir alle t € 1.
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21. Autonome Differentialgleichungen

2.0 2.0
1.5 1 1.5 1
1.0 A 1.0 A
0.5 A 0.5 A
0.0 A 0.0
—-0.5 A —0.5 1
—~1.0 1 —-1.01
—1.51 —1.5 1
-2.0 T T -2.0 T T
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
2.0 2.0
1.5 1 1.5 1
1.0 A 1.0 A
0.5 A 0.5 A
0.0 1 0.0
—0.5 A —0.5 1
—1.0 A —-1.0 4
—1.5 1 —-1.51
-2.0 T T T -2.0 T T T
-2 -1 0 2 -2 -1 0 1 2

Abbildung 21.1.: Phasenportaits fir y' = Ay fir A = ([3), A= ({ %), A= (1))
und A = (% ) im Uhrzeigersinn beginnend oben links

Bewets. Im Phasenraum konnen sich keine zweil Kurven iiberschneiden. Die Rand-
kurven des ersten Quadranten sind selber Losungen, also bleiben alle Losungskurven
im ersten Quadranten. Wir berechnen durch Einsetzen in der Differentialgleichung
(ich schreibe das Argument t nicht hin)

—x¢ efdxy aefby — CXXCi] efdxyaefby — dxx¢ efdxy aefby

dt
4 agxcefdxy a—1 efby o ngcefdxyaefby

b —dx, a+1 ,—by

= acx’e Pyte ™™ —bexte Myle
_ adxc+1 efdxyaefby + bdxc+1 efdxy a+1 efby
. acxcefdxyaefby + adxc+1 efdxy a+1 efby

+ bcxce—dxy a+1 e—by o bdXC—H e—dxy a+1 e—by
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= (ac — ac)x®e ®y®e ™™ 4 (—bc + be)xfe Py*tle
(—Cld + ad)XcJﬂ efdxyaefby + (bd _ bd)xc+1 efdxl‘:l a+1 efby
=0. O]

21.8 Satz. Ser V C R"™ offen und ser F: V — R"™ ewn lokal Lipschitz-stetiges Vek-
torfeld. Sei xy € R, setyo € V und ser ¢: 1 — V eine Losung der Anfangswert-
aufgabe y' = F(y), y(xo) = yo, mit mazimalem Definitionsbereich I =]a,bl. Falls
b < oo, dann gibt es fir jede kompakte Menge M C V eine Folge (X )men 0 1
mat lim, oo Xm = b und @(x,) € M fiir alle m. Die analoge Aussage gilt, falls
a > —oQ.

Bewes. Sei b < oo, und sei M eine beliebige kompakte Teilmenge von V. Aus
Satz 19.5 folgt, dass G keine kompakte Teilmenge von R x V ist. Es gibt also eine
Folge (xx,Yx)ken in G, die keine in R x V konvergente Teilfolge hat. Da (xy)xen
beschrénkt ist, besitzt sie eine konvergente Teilfolge (X, Jmen mit limy, o0 Xx,, = &.
Es gilt & < b, weil sonst die Folge (xi,., ®(xx, ))men gegen (&, ¢(&)) konvergieren
wiirde. Da M kompakt ist und (yy,, Jmen keine konvergente Teilfolge enthélt, konnen
nur endlich viele ihrer Elemente in M liegen. Daher besitzt (xy,, )men eine Teilfolge
mit den in der Behauptung geforderten Eigenschaften. O]

21.9 Korollar. Es sei @: 1 — R?, t — (x(t),y(t)) eine mazimale Lisung der Rauber-
Beute Gleichung, fiir die es ein tyo mit x(ty) > 0 und y(to) > 0 gibt. Dann I =R.

Bewes. Wir miissen zeigen, dass My beschrankt ist. Wir nehmen zum Widerspruch
an, dass es eine Folge ((&n,Mn))nen mit lim,, o, &, = oo gibt. Dann lim, ., £Se % =
0 und daher lim,_,,, n%e "™ = co. Letzteres kann nicht sein, da die Funktion ]0, oo[ —
R, n +— 1% " beschriankt ist. Genauso argumentiert man im Fall lim, ,.. 1, =
0. O]

21.10 Satz. Seien a,b,c,d > 0, und set @: R — ]0,00[* eine Lésung der Rduber-
Beute Gleichung. Dann ist ¢ periodisch, d. h. es gibt T>0 mit o(t+T) = @(t)
fiir alle t € R.

Bewes. Diesen Satz werde ich im Kapitel iber Untermannigfaltigkeiten zeigen. [
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21. Autonome Differentialgleichungen

— Hasen
—— Flchse

Abbildung 21.2.: Losungen einer Rauber-Beute-Gleichung

Flchse

.

Abbildung 21.3.: Phasenportrait einer Rauber-Beute-Gleichung

Hasen
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22. Der Umkehrsatz

22.1 Definition. Es seien W, U C R" offen und k € N U {co}. Eine bijektive Abbildung
P: U — W von der Klasse C* heifit C*-Diffeomorphismus, wenn die Umkehrabbil-
dung ' ebenfalls von der Klasse C ist.

22.2 Bemerkungen. (a) Die Abbilung f:]—1,1[ — ]—1,1[, x = x?3, ist bijektiv und
von der Klasse C*, aber noch nicht mal ein C'-Diffeomorphismus.

(b) ¥: U — W sei ein C'-Diffeomorphismus. Dann ist fiir jedes u € U die Matrix
D(W)(u) € R™™" invertierbar. Das folgt sofort aus der Kettenregel.

(c) Die Umkehrung gilt nicht. Betrachte

.2 2 _ e* cos(y)
f: R* = R f(x,y) = (e"sin(y)) .

Dann ist Df(x,y) fiir jedes (x,y) € R? invertierbar. Trotzdem ist f nicht inver-
tierbar.

22.3 Definition. Es sei W C R" offen und k € NU{oo}. Eine Abbildung f: W — R™ heif3t
lokaler C*-Diffeomorphismus, falls es zu jedem Punkt x € W eine offene Umgebung
U von x gibt, so dass f(U) offen und f: U — f(U) ein C*-Diffeomorphismus ist.

22.4 Theorem (Umkehrsatz). Es set W C R™ offen und k € NU{oo}. Eine Abbildung
f: W — R™ von der Klasse C* ist genau dann ein lokaler C*-Diffeomorphismus,
wenn flr alle x € W die Matrizen Df(x) invertierbar sind.

22.5 Beispiel (Kugelkoordinaten). Fiir q = (x,y,z) € R sei v = /x? +y? + 22
Im Fall q # 0 gibt es genau ein 0 € [-7, 7] mit z = rsin0. Der Winkel 0 ist der
Breitengrad von q. Es folgt dann x* + y? = r%cos? 0. Schreibt man jetzt (x,y) in

ebenen Polarkoordinaten, so ergibt sich

X rcos(@)cos(0)
y | =¥(r,0,0) = | rsin(@)cos(0)
z r8in(0)

¢ ist dann der Léngengrad von q. Wir haben gerade gesehen, dass V: [0, co[x]—7r, 7] X

(-3, 3] — R? surjektiv ist. Es gilt

cos(¢)cos(0) —rsin(@)cos(0) —rcos(@)sin(0)
DY¥(r,@,0) = | sin(¢)cos(0) rcos(¢)cos(0) —rsin(¢)sin(0)
sin(0) 0 Tcos(0)
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22. Der Umbkehrsatz

Dann det(DV¥(r, @,0)) = t2cos0. Also ist W ein lokaler C*®-Diffeomorphismus auf
{(ry,0) € R® | v # 0,cos0 # 0}. Aus der Periodizitit der trigonometrischen
Funktionen folgt, dass ¥: U — R3 \ H ein C*-Diffeomorphismus ist, wenn U =
10, ool x ]—m, 7 x ]—75‘, g[ und H ={(x,0,z) | x <0, z € R}.

Die folgende Formulierung des Umkehrsatzes impliziert Theorem 22.4.

22.6 Satz. Es set G C R™ offen und k € N U {oo}, und es sei f: G — R™ von der
Klasse C*. Es sei a € G ein Punkt, fiir den Df(a) invertierbar ist. Dann gibt es
Umgebungen V von a und U von f(a), so dass f: V — U bijektiv ist. Bezeichnet
man mit g: U — V ihre Inverse, so ist g von der Klasse C*, und es gilt

Dg(f(a)) = (Df(a))".

Beim Beweis des Umkehrsatzes orientiere ich mich an dem Buch von Kaballo. Er
erfolgt in mehreren Schritten. Der erste ist der folgende Satz, der aus der Cramerschen
Regel folgt.

22.7 Satz. Die Abbildung A — A~ ist ein C®-Diffeomorphismus von GL,(R) in
sich.

Beweis. Die Cramersche Regel besagt, dass die Eintrage von A~ rationale Funktio-
nen in den Eintragen von A sind. O

Die folgenden Lemmata sind Beweisschritte des Umkehrsatzes. Sie beziehen sich
auf dessen Notation.

22.8 Lemma. Man kann ohne Einschrdnkung a = 0, f(a) = 0 und Df(0) = E,
annehmen.

Beweis. Durch Translation des Koordinatensystems kann man a = 0 erreichen. Sei
dann A = Df(0). Setze h(x) = A~ (f(x) —f(0)). Dann h(0) = 0 und Dh(0) = E,, und
h ist von der Klasse C*. Wenn fiir Nullumgebungen U und V gilt, dass h: V — U
bijektiv ist mit C*-Inverser, dann ist f: V — A(U) + f(0) bijektiv mit C*-Inverser

1y — h (A T (y — f(0))). O
22.9 Lemma. Unter der Annahme von Lemma 22.8 gibt es 6 > 0 mit Df(y) €
GL,(R) fiir alley € B75(0) und fir |- || = - ||le g2t
1 _
[f(x +h) —f(x) —h| < ZHhH fiir alle x,x +h € By;5(0). (22.1)

Insbesondere gilt ||f(x +h) —f(x)|| > 3||h|| fir alle x,x +h € Bys(0), und f ist auf
Bys(0) injektiv.
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Beweis. Die Abbildung y — Df(y) ist stetig und GL,, (R) ist offen. Daher existiert
5 >0, so dass B7(0) € G und

1

Df(y) € GL,(R) und ||Df(y) —E.|| < 5 firalley e Bs(0).

Es sei nun x € Bs(0) fest. Fiir h € Bss(0) definiert man F(h) = f(x + h) — h. Dann
gilt [DF(h)|| < 3. Aus dem Mittelwertsatz folgt ||[F(h) — F(0)| < 3|[h]|, also

1
[0+ 1) = F(x) = h|| < 5lIhl. O

22.10 Lemma. Fiir 8 > 0 ist der Raum X = {¢: Bs(0) — By(0)| ¢ stetig} vollstindig,
wenn man thn mit der Metrik d(o, ) = sup{||e(y) — V)| | [ly|| < 8} versieht.

Beweis. Nach Satz 19.3 ist C(I,R") fiir kompakte Intervalle I beziiglich | - ||
vollstandig. Der Beweis von Satz 19.3 iibertragt sich auf den Raum X. ]

22.11 Lemma. Unter der Annahme von Lemma 22.8 gilt Bs(0) C f(B5(0)) C B3;5(0).
Auperdem gibt es eine stetige Abbildung g: Bs(0) — Bys(0) mit f(g(y)) =y fiir
alle y € Bs(0).

Bewets. Setzt man x = 0 im vorigen Lemma, so erhélt man |[f(h) — h|| < 3|k fiir
h € B,;s(0). Daraus folgt f(Bys(0)) C Bs(0).
Fir X wie im vorigen Lemma betrachten wir

G: X=X, Gle)ly)=0y)—fley)) +y.

Es ist nicht & priori klar, dass G(¢) € X fiir ¢ € X. Sei also y € Bs(0) beliebig. Dann
le(y)|l < 295, weil @ € X, und aus (22.1), angewandt auf x =0 und h = ¢(y), folgt

1
1G(@)WII < llo(y) —fFlew) + [yl < slle)l + [yl < 2.

Beachte, dass im Fall |ly|| < & sogar ||G(@)(y)| < 20 folgt. Um zu zeigen, dass G
eine Kontraktion ist, benutzen wir ebenfalls (22.1). Seien ¢, € X und sei y € B;(0)
fest. Dann gibt es ein h € R™ mit P(y) = @(y) + h. Damit gilt

IGW)(y) — G(@)W)|| = ley) +h—f(ey) +h) — @) + f(ey))||
— [f(e(y)) — flply) + 1) + || < %IIhH.

Damit ist gezeigt, dass G kontrahierend mit Kontraktionskonstante % ist. Der Ba-
nachsche Fixpunktsatz impliziert die Existenz der behaupteten Abbildung g.
Sei schlielich y € B;s(0) gegeben. Dann folgt aus der Zusatziiberlegung, dass

gyl = IG(g)(y)|| < 2. Daher ist y = f(g(y)) in f(B2s(0)). O
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22. Der Umbkehrsatz

22.12 Lemma. Unter der Annahme von Lemma 22.8 sex U = B;(0) und V = g(U).
Dann sind V und U offene Umgebungen von a =0 bzw. f(a) =0, und f: V- U
ist ein C*-Diffeomorphismus. Es gilt D(g)(y) = (D(f)(f (y)))f].

Beweis. Mit U ist nach Lemma 22.11 auch V = f~'(U) offen und wegen fo g = id
ist g: U — V in der Tat invertierbar mit Inverser f. Wir zeigen zundachst, dass g
differenzierbar ist. Dazu seien y,y + k € U gegeben. Wir setzen

x:=g(y) und h:=g(y+k)—gly).
Das bedeutet g(y + k) = x + h und daher
k=f(x+h)—f(x) =D(f)(x)h+ p(h) (22.2)

fiir eine Abbildung p mit lim,_, H“"(}H‘)H = 0. Fiir B = (Df(x))*] erhalten wir

Bk = h + Bp(h),

also
g(y +k) —g(y) = h =Bk —Bp(h).

Wegen der ersten Gleichung in (22.2) folgt aus (22.1), dass |[k| > 1||h|l. Daher
impliziert k — 0 auch h — 0 und die Differenzierbarkeit von g in y ist gezeigt.
Genauer haben wir D(g)(y) = (D(f)(f (y)))fl gezeigt. Daher folgen die k-fache
Differenzierbarkeit und die Stetigkeit der Ableitungen mit vollstandiger Induktion.
Beim Induktionsschritt ist g von der Klasse C’~'. Diese Abbildung wird verkniipft
mit welchen, die mindestens von der Klasse C* sind. O
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23. Der Satz iiber implizite Funktionen

23.1 Beispiel. Sei f: R? — R, f(x,y) = x> +y®> — 3xy. Die Menge {(x,y) € R? |
f(x,y) = 0} ist eine Kurve im R?. Sie wird in Abbildung 23.1 gezeigt. Fast iiberall ist
sie wenigstens lokal der Graph einer Funktion.

x3>+y3-3xy=0

1.5

1.0 A

0.5 1

0.0 -

—0.5 A

—1.0 -

—1.5 1

_2.0 T T T T T T T
-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Abbildung 23.1.: Das kartesische Blatt

23.2 Definition. Wenn die Elemente von R* x R™ als (x,y) mit x € R* und y €
R™ geschrieben werden, dann definiert man fiir offene Mengen U C R* x R™ und
Abbildungen F: U — R™ mit Komponenten Fy,...,F,

oF; oF,

on ., 4
oF [ m
%y oFy oF,

o L

23.3 Theorem (Satz iiber implizite Funktionen). Seien U; C R* und U, C R™ offen
und seien xo € Uy, yo € Uy. Ser F: Uy x U; — R™ von der Klasse CP, p € NU{o0},
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23. Der Satz iiber implizite Funktionen

mit F(xo,Yo) = 0. Ferner sei die Matriz %(xo,yo) wmwvertierbar. Dann gibt es eine
Umgebung U C U, von xq, eine Umgebung V C U, von yo und eine Abbildung
g: U— 'V von der Klasse CP mit den folgenden Eigenschaften

(a) F(x,g(x)) =0 fiir alle x € U.
(b) Wenn F(x,y) =0 fir (x,y) € Ux YV, danny = g(x).

Es gilt
oF 1 /OF
Dgira) == (g txow)) o (§-0w)).

23.4 Beispiel. Sei f(x,y) = x3+y>—3xy und sei K die Kurve K = {(x,y) | f(x,y) = 0}
Wir suchen diejenigen Punkte (x¢,yo) € K, in denen die Voraussetzungen des Satzes
iiber implizite Funktionen verletzt sind

of
0= @(xo,yo) = 3y(2) — 3%o.

Also xp = y3. Welche davon liegen in K?
0 = f(y3, Yo) =Yg — 2y3-

Also yo = 0 oder yo = v/2 und daher (xo,yo) = (0,0) oder (xo,yo) = (\3/4_1, \3/2)
Fiir alle anderen Punkte existieren also ein Intervall ]x, — €,%xo + €[, eine offene
Umgebung U von (xq,yo) und eine C*°-Abbildung g: Jxo — €,x0 + €[ — R, so dass
KNU={(x,g(x)) | xo— € <x<x0+ €}.

In <\3/é_l, \3/§> gilt
g_i (v4,92) :3(3/71)2—3\3/523\3/2750.

Daher kann dort die Kurve als Graph x = h(y) geschrieben werden. Dagegen gilt
%(O, 0) = 0. Dort lasst sich der Satz iiber implizite Funktionen nicht anwenden, und
in der Tat ist K dort lokal kein Graph. (Der algebraische Geometer sagt: “K besitzt
im Ursprung eine Singularitét.”)

In jedem Punkt (xo,yo) € K mit g—;(xo,go) # 0 kann man ferner die Tangente an
den Graphen von g bestimmen. Es gilt ndmlich
2

'(x ZUO_XO.
9( O) y%_XO

Daher ist die Tangente an K im Punkt (xo,yo) gleich

Das gilt auch in (\3/4_1, (72), aber nicht im Ursprung. Descartes hat von Fermat ver-
langt, die Tangente auch im Ursprung zu bestimmen. Fermat konnte das. Wir werden
das auch konnen.
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Beweis des Satzes tiber implizite Abbildungen. Definiere

O: Uy x Uy SRExR™ o X)=(_ " ).
y F(x,y)

Es gelten @ (xo,yo) = (x0,0) und

Ex O
ox dy

Daher ist D®(xq,yo) invertierbar. Aus dem Umkehrsatz folgt, dass es Umgebungen
Wi xV C RFxR™ von (xg,Yo) und W, C R*¥™ von (xo,0) gibt, so dass ®: Wi xV —
W, ein CP-Diffeomorphismus ist. Setze

U={xe€W|(5) €Wy}

o (6) = ()

Dann ist g von der Klasse CP, und es gilt fiir alle x € U

X B XY oot (X)X
(F(x,g(x))>‘®<g(x))‘® @ <0) (0>

Gilt umgekehrt F(x,y) =0 fiir x € U und y € V, so folgt

() -6)
b)=="0

und damit y = g(x). Die Formel fiir Dg(x,) erhalten wir schliefilich aus der Ketten-
regel. ]

und definiere g: U — V durch

also

23.5 Beispiel. Der Nullpunkt ist eine Losung des Gleichungssystems

x—1P4+y—1 =(z—1P°=1=0
bx =12 +3y—1P=2z—1)"+1=0.

Gibt es beliebig kleine Losungen (x,y,z) mit x >0, y < 0 und z > 07
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23. Der Satz iiber implizite Funktionen

Wir fassen die Variablen y und z zu Y = (¥ ) zusammen. Dann

oF C(ay =1 —5(z—1)
ay oWz = (9(y—1)2 —8(2—1)3>’

OF —4 =5
W(())O)O)—(? 8)3

OF 1 (8 5
Aus dem Satz iiber implizite Abbildunge folgt die Existenz einer Nullumgebung

U C R und einer C*°-Abbildung ¢: U — R?, so dass fiir alle x € U das Tripel (x, ¢(x))
das Gleichungssystem 1ost. Um die Ableitung von ¢ zu bestimmen, berechnen wir

oF C[(3(x—T1)?
&(X’H)Z)_<8(X—1)>)
oF 3
a(0,0,0) - <_8> y
w1 (8 5\ (3\_ 1 (6
©'(0) = 13(—9 —4><—s>_ 13(5)'

Wenn also x > 0 klein ist, dann y = %x + o(x) und z = —%x + o(x). Es gibt also
keine Losung mit x € U und der gewiinschten Vorzeichenverteilung.

also ist

invertierbar mit Inverser

also

Damit

23.6 Beispiel. Es sei n € N. Wir wollen zeigen, dass es zu jeder Matrix A € R™™ in
der Nihe der Einheitsmatrix eine Matrix B mit B = A gibt.

Sei dazu F: R™™ x R™" definiert durch F(A,B) = A — B?. Dann ist das Paar
(En, En) eine Nullstelle von F. Fiir H € R™" gilt

oF
ﬁ(A, B)H = BH + HB,
also oF
ﬁ(En,En)H = 2H.

Also sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Abbildungen erfiillt und es
gibt eine Umgebung U der Einheitsmatrix, so dass zu jedem A € U ein B € R™"
mit B2 = A existiert.
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24. Untermannigfaltigkeiten des RN

24.1 Definition. Sei p € N U {co}. Eine Teilmenge M C RN heifit n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des RN der Klasse CP, wenn es fiir jedes a € M eine offene
Umgebung U C RN von a und eine Abbildung f: U — RN"™ von der Klasse CP gibt,
so dass

(a) MNU={x e U|f(x) =0},
(b) Rang(Df(a)) =N —n.
24.2 Bemerkung. Rang(Df(a)) = N —n bedeutet, dass die lineare Abbildung
Df(a): RN — RN™

surjektiv ist. Das ist dquivalent dazu, dass es eine (N—n) x (N—n)-Unterdeterminante

von Df(a) gibt, die nicht verschwindet.

24.8 Beispiel. (a) Der Einheitskreis S' = {(x1,x;) € R?|x} +x} =1} ist eine C*°-
Untermannigfaltigkeit des R?. Man kommt sogar mit einem von a unabhingigen f
aus und kann setzen

f: R2 5 R, (i‘) =X+ x3—1.
2

(b) Genauso zeigt man, dass die Einheitsspire S™' eine C*°-Untermannigfaltigkeit
des R™ ist.

(c) Sei U C R™ offen, sei g: U — R™ von der Klasse CP. Dann ist der Graph G(g)
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™™™ von der Klasse CP.
Beweis. Setzt man f: U x R™, f(x,y) =y — g(x), so hat

Df(x,y) = (=Dg(x) Em)
den Rang m = (m+n) —n. ]

(d) Fiir die Abbildung h: R> — R, h(x,y) = x*> +y® — 3xy, aus Beispiel 23.1 sind

alle Hohenlinien
{(X)U) € Rz ’ h(X,y) - C}
mit Ausnahme der Hohenlinien zu ¢ = 0 und ¢ = —1 eindimensionale Man-

nigfaltigkeiten der Klasse C*°. Einige Hohenlinien zeigt Abbildung 24.1, den
3D-Graphen zeigt Abbildung 24.2.
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24. Untermannigfaltigkeiten des RN

Hoéhenlinien von h(x, y) =x3+ y3 — 3xy

Abbildung 24.1.: Hohenlinien zu Beispiel 24.3(c). Die blaue Kurve ist das kartesische
Blatt, die orange die Hohenlinie zu ¢ = —0.99.

Abbildung 24.2.: Graph zu Beispiel 24.3(c)
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Bewests. Fiir f(x,y) = h(x,y) — c gilt
Df(x,y) = <3x2 —3y 3y’— 3x> :

Diese Matrix hat vollen Rang, aufier wenn x*> = y und y* = x, was dquivalent
ist zu (x,y) = (0,0) oder (x,y) = (1,1). Im ersten Fall gilt ¢ = 0, im zweiten
c=-—1. O

24.4 Satz. Se1 M C RN. Dann sind dquivalent:
(a) M ist eine n-dimensionale CP-Untermannigfaltigkeit von RN,

(b) Fir jedes a € M exzistieren eine offene Umgebung U C RN von a, eine
offene Teilmenge V C RN und ein CP-Diffeomorphismus h: U — V mit

(M ANU) = VN (R x {0}).

Beweis. (a) = (b): Es sei a € M beliebig gewdhlt. Wegen Rang Df(a) = N —n
konnen wir die Variablen so umnumerieren, dass die letzten letzten N — n Spalten
der Matrix linear unabhéngig sind. Wenn wir das gemacht haben, schreiben wir die
Elemente des RN in der Form (x1,...,Xn,Y1y-..,Yn_n). Entsprechend schreiben wir
a=(01y.eey&nyP1y..., Pnon). Dann ist fiir das f aus der Definition der Unterman-
nigfaltigkeit die Matrix aa—;(oc, ) invertierbar. Es gibt also Umgebungen W; C R"
von o« und W, C RN von B und eine Abbildung g: W; — W, von der Klasse CP,
so dass

MN (W) x Wy) ={(x,g(x)) e R" x RN | x € W;).
Setze U=W; x W, und V = {(§,n) € W; x RN |1 —g(&) € W5} und definiere

h:U—V, hixy)=(xy—gx).

Dann ist h ein CP-Diffeomorphismus; wir konnen seine Inverse sogar angeben: Es
handelt sich um die Abbildung k(&,n) = (&n + g(&)). Wir zeigen nun die Mengen-
gleichheit aus der Behauptung, indem wir beide Inklusionen nachweisen.

Sei zuerst (x,y) € M N U. Dann h(x,y) € V nach Definition von V und h(x,y) =
(x,y — g(x)) = (x,0) nach Wahl von g.

Sei nun (&,0) € V. Dann k(§,0) = (&,9(§)) e MN U.

(b) = (a): Seien h;, j =1,..., N, die Komponenten von h. Setze

hnia(x)
f:U—-RY, f(x) = :
hn(x)

Da Dh(a) invertierbar ist, sind die Zeilen von Df(a) linear unabhéngig. Die Gleich-
heit M = ~1(0) folgt sofort aus der Definition von h. O
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24. Untermannigfaltigkeiten des RN

24.5 Definition. Seien X, Y zwei metrische Raume. Eine bijektive Abbildung f: X —» Y
heiit Homdéomorphismus, wenn sowohl f als auch f~' stetig sind. Wenn es einen
Homd&omorphismus zwischen X und Y gibt, so sind die beiden Raume homdomorph.

24.6 Beispiel. R ist homéomorph zum Einheitsintervall |0, 1[.

Beweis. f(x) =1 (arctan(x) + %) ist ein Hom8omorphismus. O

24.7 Definition. Sei W C R" offen und sei ¢: W — RN von der Klasse C'. Falls

Rang Do(x) = n fiir alle x € W, so ist ¢ eine Immersion.

24.8 Beispiel. (a) Die Abbildung f: R — R?, t — (1), ist eine C*°-Immersion.

sint

(b) Die Abbildung
0
a2 t <0,
g: R R, g(t) =

t2
, t>0
0

ist zwar von der Klasse C', aber keine Immersion.
24.9 Bemerkung. Wenn es eine Immersion ¢: U — RN fiir eine offene Menge U C R"
gibt, so ist n < N.
24.10 Satz. Set M C RN, Dann sind dquivalent:

(a) M ist eine n-dimensionale CP-Untermannigfaltigkeit des RN.

(b) Fir jedes a € M ezistieren eine offene Umgebung U C M von a in M, eine
offene Teilmenge V C R™ und eine homoomorphe Abbildung @: U — V, so
dass @' als Abbildung in den RY eine Immersion der Klasse CP ist.

Beweis. (a) = (b): Es gibt einen CP-Diffeomorphismus h: U; — V; mit h(M N
U;) = VN (R™ x {0}). Setze V ={§( e R"| (£,0) € Vi} und U =M N U; und

11)3V—>RN, P(&) :hi](a)o)-

Dann ist 1 eine Immersion. Thre Inverse ist gegeben durch ¢ = 7oh, wobei t: RN —
R™ die Projektion auf die ersten n Komponenten ist.

(b) = (a): Ohne Einschrinkung ist ¢(a) = 0. Die Komponenten von 1 = ¢~
bezeichnen wir mit 1y, ..., Pn. Da P eine Immersion ist, sind %(O), ey %(O) linear
unabhédngig. Man kann sie also zu einer zu einer Basis

a_ll) a_ll) m [Nn))
(6&1 (0),..., aan(O),v Y
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des RN ergianzen. Wir setzen

N
g: V x RNin - RN) Q(E,T]) - 11)(5) + Z T]jfn\)(j).
j=n+1
Dann ist
1
(0) (o) v Vinon)
N
Wn(0) ..o W) v VN
= (Dyp(0) v ... N

invertierbar. Aus dem Umkehrsatz folgt die Existenz von offenen Umgebungen \%
von 0 und U von a im ]RN, so dass g: V — U ein CP- Diffeomorphismus ist. Wir
diirfen annehmen, dass VA R™ x {0} C V x {0} und UNM C U. Wenn m: RN =
R™ x RN — RN die Projektion auf die letzten (N —n) Komponenten ist, dann
setzen wir

f: U RN f(x) =m(g ! (x).

Die Kettenregel zeigt, dass Df(a) das Produkt einer invertierbaren Matrix mit einer
vom Rang (N —n) ist, also vollen Rang hat. Wir zeigen zum Schluss f~'(0) = Mﬂﬂ,
indem wir beide Inklusionen nachweisen.

Sei zuerst x € U mit f(x) = 0. Dann m(g'(x)) = 0, also g '(x) = (y,0) fiir ein
y € V. Daraus folgt x = g(g~'(x)) = g(y,0) =W(y) € unMm.

Ist andererseits x € M N fl, dann x = VP(y) fiir y = @(x) und daher g(y,0) =
P(y) = x. Das bedeutet g~'(x) = (y,0) und f(x) = m(g~'(x)) = 0. O

In der Vorlesung am 20.1.2026 wurde ergdnzend die Menge

[ cos(t)
{<sm(2t)> | 0<t<2m}

betrachtet, der Rand eines Schmetterlings mit punktformigem Rumpf. Dabei ist M
durch eine Immersion definiert. Trotzdem ist M an der Stelle t = 7t/2 bzw. t = 371/2
lokal keine Mannigfaltigkeit. An der Stelle t = 7n/2 bzw. t = 37/2 gibt es auch
keine hom6omorphe Abbildung wie in Teil (b) gefordert. Hier ist die Homdomorphie-
Eigenschaft also eine wesentliche Voraussetzung des obigen Satzes. Umgekehrt gibt es
auch Beispiele von Abbildungen, die keine Immersion sind und deren Bild trotzdem
eine Mannigfaltigkeit ist, nur wird dies durch die gewahlte Abbildung nicht bewiesen.

24.11 Definition. Jedes solche ¢ ist eine Karte von M. Eine Menge A von Karten ist ein
Atlas der Untermannigfaltigkeit M, wenn jeder Punkt aus M im Definitionsbereich
wenigstens einer Karte aus A liegt.

Wenn o: U — Vmit U C M und V C R" eine Karte ist, dann bezeichnet man

¢~ als lokale Parametrisierung von M.

127



24. Untermannigfaltigkeiten des RN

24.12 Beispiel. Die Kugelkoordinaten, eingeschrankt auf r = 1, definieren eine Karte
der S?, deren Definitionsbereich die Menge {(x,y,z) € S* | y # 0 oder x > 0} ist.
Analog kann man Kugelkoordinaten schaffen, deren Definitionsbereich die Menge
{(x,1,z) € S* | z# 0 oder x < 0} ist. Diese beiden Karten bilden einen Atlas der S2.
Abbildung 24.3 zeigt die jeweils ausgelassenen Kurven.

In Kaballo, Aufgabe 21.2, werden Polarkoordinaten fiir beliebige Dimension er-
klart. Daraus erhilt man sofort einen Atlas fiir die S™'.

Fiir die Sphére S™' gibt es aber auch andere Atlanten. Wir setzen dazu S?j =
{x € S"" | £x; > 0} und

@+ S}:f —Bi(0)c RV, xm— (X1y e ey X1y XjTy o e oy X )

Die Inverse ist dann

Il)j’:t(xh...,Xj,1,Xj+1,...,X

n)
_ 2 2 2 2
= <x1,...,xj,],ﬂ:\/1 — Xy ==X —xm—--~—xn,xj+1,...,xn).

Abbildung 24.4 zeigt die sechs Karten, aus denen dieser Atlas der S* besteht.

Bemerkung. Wir zeigen in der Analysis III: Es sei M eine CP-Untermannigfaltigkeit
und es seien @;: Uy — V; und ¢,: U, — V; zwel Karten, so dass U; N U, # 0.
Setzt man W; = ¢;(U; N'U,) und W5 = @,(U; NUy), so ist @0 @, : Wy — W, ein
CP-Diffeomorphismus. Die Abbildung der Form @1 @, ' heifien Kartenwechsel.

Definiert man abstrakte CP-Mannigfaltigkeiten, so kann man die Forderung, dass
das Inverse einer Karte eine Immersion der Klasse CP ist, nicht mehr stellen. Statt
dessen fordert man, dass alle Kartenwechsel von der Klasse CP sind.

24.13 Satz. Fiir a,b,c,d > 0 und K > 0 sex Mg = {(&,m) € 10,00[* | f(&,1) = K},
wober f(&,m) = Efe 4n%e ™. Ferner sei Ko = (&) (&), Fiir 0 < K < Ko 1st My
eine eindimensionale C®-Untermannigfaltigkeit des R?. Sie besitzt einen Atlas
aus Losungen der Rduber-Beute-Gleichung. Fiir K = K, besteht My aus einem

emnzigen Punkt und fur K > K, st My leer.

Beweis. Fir (&§,1) mit f(&,1) = K gilt Df(&,n) = <§ = d,ﬁ—b) K. Also ist (&, 2)
die einzige kritische Stelle von f in ]0, co[. Der Funktionswert an dieser Stelle ist K.
Fiir ||(&mn)|1 = R gilt f(&,n) < R**¢exp(—min(b, d)R), wird also fiir grofle R kleiner
als Ko. Da ferner f(0,1) = f(&,0) = 0, besitzt f in [0, R]> genau eine globale Maxi-
malstelle, ndmlich (&, 2). Fiir alle (&,1) gilt daher f(&,n) < Ko, woraus die letzte
Aussage der Behauptungi folgt. Die vorletzte folgt daraus, dass die globale Maximal-

_a?
stelle strikt ist, wie die Hesse-Matrix zeigt. Es gilt ndmlich H¢ (§,£) = ( : 22 )
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Sei also nun 0 < K < K, und sei (£,m0) € My beliebig. Ferner seip = (J1) : R —
R? die Losung der Anfangswertaufgabe

X = ax — bxy, x(0) = &

Yy = —cy + dxy, y(0) =no.
Im Fall ({1(0),1,(0)) = (0,0) wiirden ¥,(0) = ¢ und P;(0) = ¢ und daher K = K,
gelten. Da wir das bereits ausgeschlossen haben, folgt (11(0),1V,(0)) # (0,0). Ohne
Einschrankung behandeln wir nur den Fall {;(0) # 0, also a — bn # 0. Wegen

g—;(&,n) = (% — b) K gilt daher g—;(&o,no) # 0 und wir kénnen den Satz {iber implizite
Abbildungen anwenden. Es gibt also eine Umgebung U von &, eine Umgebung V
von 1o und eine C*-Abbildung g: U — V, so dass

X € U} .

My N (U x V) = x
g(x)

Wegen P1(0) # 0 gibt es Umgebungen W C U von &y und T von 0,sodass;: T - W
eine C*>-Inverse h besitzt. Wir setzen

©: MxN(WxV)—T, (f}) — h(&).

Fir (§) € MxN (W x V) gilt n = g(&) und daher

£)) C(wme) (& )
“’(“’ (n)) —ene) = <wz(h(a))> - (wman) - (g(a)

P (t)
P (t)

. Also sind 1 und ¢ invers zueinander. Speziell ist ¢ ein Hom6omorphismus. Dass
1V eine Immersion ist, hatten wir schon bei der Untersuchung der kritischen Punkte
von f gesehen. [

ipal
N—
Il
VRS
3 ™
N

und

<P(¢(U)=(P< ) =h(Un(t) =t

24.14 Satz. Seien a,b,c,d > 0, und set p: R — ]0,00[> eine Lésung der Rduber-
Beute-Gleichungen

x = ax — bxy,

y = —cy + dxy.

Dann 1st p periodisch, d. h. es gibt T> 0 mit p(t+ T) = p(t) fiir alle t € R.
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24. Untermannigfaltigkeiten des RN

Beweis. Nach Satz 21.7 existiert K > 0, so dass p(t) € My fiir alle t € R. Falls
K=Ko:=(£)°(&)" so ist M einelementig und p daher konstant.

Wir brauchen also nur den Fall K < K, zu behandeln. Da My kompakt ist, be-
sitzt die Folge (p(n))nen eine konvergente Teilfolge. Wir bezeichnen den Grenzwert
mit (&,m). Wegen Satz 24.13 besitzt My in einer Umgebung U von (&,1) eine Kar-
te @: MxNU — ], B[, deren Inverse \ die Rauber-Beute-Gleichung mit der An-
fangsbedingung {(0) = (&,1) 16st. Nach Wahl von (&,7m) gibt es n < m, so dass
p(n),p(m) e Uund m —n > B — . Es seien t; = @(p(n)) und t;, = @(p(m)). Aus
der Eindeutigkeit der Losung der Anfangswertaufgabe folgt P(t) = p(n+t—t;). Das
impliziert p(m) = P(tz) = pn+t;—t)=p(m—T)fir T=m—n—t, +t; > 0.
Wegen der Eindeutigkeit der Losung der Anfangsbedingung folgt p(t) = p(t+ T) fiir
alle t. ]
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Abbildung 24.3.: Atlas der S? in Kugelkoordinaten
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Abbildung 24.4.: Atlas der S? aus Graphen
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25. Tangentialraume und Extrema unter
Nebenbedingungen

25.1 Definition. Sei M C RN und sei a € M. Ein Vektor v € RN heifit Tangentialvektor
an M in a, falls es ein offenes Intervall I C R mit 0 € I und eine C‘—Abbildung
v: 1 — M gibt mit y(0) = a und y'(0) = .

Die Menge T,(M) aller Tangentialvektoren an M in a bezeichnet man als den
Tangentialraum an M in a.

25.2 Beispiel. Sei N = (0,0,1) der Nordpol der S? und sei v ein Vektor der Form
v = (x,Y,0). Dann v € Ty(S?).

Beweis. Sei (x,y) # (0,0) und e = ||(x,y)||;*. Definiere v : ] — €, e[— S? durch
v(t) = (tx, ty, /1 — t2x2 — t2y?). Dann y'(0) = v. O

25.3 Satz. Sei M eine n-dimensionale CP-Untermannigfaltigkeit des RN, sei a €
M. Laut Definition der Untermannaigfaltigkeit gibt es eitne Umgebung U von a
und eine Abbildung g: U — RN von der Klasse CP mit MNU ={x € U| g(x) =
0} und Rang(Dg(a)) =N —n.

Nach Satz 24.10 gibt es eine lokale Parametrisierung : W — M und b e W
mit p(b) = a.

Mt diesen Abbildungen gult

{DY(b)y |y € R"} = Ty(M) ={v € R" | Dg(a)v = O}.

Beweis. Setze E = {DUY(b)y |y € R*} und F = {v € RN | Dg(a)v = 0}. Beide
Mengen sind Untervektorriume des R". Es gelten dimE = Rang(Dy (b)) = n und
dimF = N — Rang(Dg(a)) = n. Es geniigt daher der Nachweis von

ECTi(M)CF

Sei zuerst w = Di(b)y € E. Fiir ein hinreichend kleines € > 0 setze I = ]—¢, €]
und definiere
YiIoM,  y() =w(b+ty).

Dann vy’(0) = w nach der Kettenregel, und daher w € T,(M).
Sei nun v =vy'(0) € T(M), wobei v: I — M eine Abbildung wie in Definition 25.1
ist. Dann g oy =0, also nach der Kettenregel Dg(a)y’(0) = 0. Dies zeigt ve F. [
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25. Tangentialrdume und Extrema unter Nebenbedingungen

25.4 Korollar. Der Tangentialraum T,(M) an eine n-dimensionale Untermannaig-
faltigkeit st ein n-dimensionaler Vektorraum.

25.5 Beispiel. (a) Tn(S?) = R? x {0}.

(b)

()

Allgemein gilt Ty (S™') = R x {0}, wenn N = (0,...,0,1) den Nordpol der
S"1 bezeichnet. Den Fall n = 3 zeigt Abbildung 25.1.

Beweis. Fir f(x) = x§ + -+ +x3 — 1 gilt S™' = {x € R"f(x) = 0}. Wegen
Satz 25.3 gilt
TNS™ ! ={v € RMDf(N)v = 0}.

Die Behauptung folgt nun aus

Df(N):(o,...,o,z). 0

Das kartesische Blatt ist keine Untermannigfaltigkeit des R2.

Beweis. Sei K ={(x,y) € R? | x> +y* — 3xy} das kartesische Blatt. Wir zeigen,
dass (1,0) € ToK und (0, 1) € TyK. Dazu konstruieren wir ein offenes Intervall I
mit 0 € I und eine C*-Funktion g: I — R, so dass y(t) := (t,t?g(t)) € K fiir
alle t € 1. Um g zu bestimmen, setzen wir a(t,s) := 1 — 3s + t3s3, so ist a von
der Klasse C* und erfiillt

0
29t s) = =3 + 38362,
0s
insbesondere also 2¢ (0,0) = —3. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt
0s g

daher die Existenz einer Nullumgebung I C R und einer C*-Abbildung g: I —
R, so dass a(t, g(t)) =0 fiir alle t € I. Nun gilt

fy(t)) =t +t°g(t)* — 3t’g(t) = (1 + t*g(t)* — 3¢g(t)) = a(t, g(t)) = 0.

Also ist v'(0) = (1,0) ein Tangentialvektor. Vertauschung von x und y zeigt,
dass auch (0, 1) ein Tangentialvektor ist.

Wir haben zwei linear unabhdngige Vektoren in TyK gefunden. Also besitzt ToK
die Dimension 2. Das ist ein Widerspruch zu Korollar 25.4. O

25.6 Definition. Sei U C RN offen und sei g: U — R™ eine Abbildung. Sei f: U — R
eine Funktion. Ein Punkt a € RN mit g(a) = 0 heifit lokale Maximalstelle von f
unter der Nebenbedingung g(x) = 0, wenn es eine Umgebung V von a gibt, so dass
f(a) > f(x) fiir alle x € V mit g(x) =0.
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Abbildung 25.1.: Eine Tangente an die S im Norpol

25.7 Satz (Methode der Lagrange-Multiplikatoren). Se: U C RN offen und sei g: U —
R™ eine Abbildung von der Klasse C' mit Rang D(g(x)) = m fiir alle x € U. Sei
f: U — R eine Funktion von der Klasse C'. Ist a eine lokale Mazimalstelle von f
unter der Nebenbedingung g(x) =0, so gibt es wuy,...,un € R mit

Vf(a)+wmVgi(a)+ -+ umVgm(a) =0. (25.1)
Fiir den Beweis benutzen wir eine Definition und zwei Lemmata.

25.8 Definition. Es sei E C RN ein R-Vektorraum. Sein Orthogonalraum ist definiert
als
Er={weRNw-v=0firalleveE}.

25.9 Lemma. Es set M C RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, es set
a €M und es sei g: U — RN™ eine C'-Abbildung mit M NU = {x|g(x) = 0} und
a € U und Rang Dg(a) = N—n. Dann spannen die Vektoren Vg;(a),...,Vgn_n(a)
den Orthogonalraum T,(M)* auf.

Beweis. Wegen Satz 25.3 liegen die Vg;(a) jedenfalls in (T,M)*. Wegen der Vor-
aussetzung iiber den Rang von Dg(a) ist das Tupel (Vgi(a),...,Vgn_n(a)) linear
unabhingig. Wegen dim T,M = n besitzt sein Orthogonalraum (T,M)* die Dimen-
sion N —n. Daher spannt (Vgi(a),...,Vgn-_n)(a)) ihn auf. H

25.10 Lemma. Fir f und g wie in Satz 25.7 ist

M = {x € Ulg(x) = 0}
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25. Tangentialrdume und Extrema unter Nebenbedingungen

eine (N —n)-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des RN und es gilt
Vi(a) € (TaM)E.

Bewess. Der erste Teil der Behauptung folgt sofort aus den Eigenschaften von g.

Wir wahlen eine offene Umgebung Vi C M von a in M, eine offene Teilmenge
W C R™ und eine lokale Parametrisierung \: W — RN mit (W) = V;. Sei b so,
dass P(b) = a. Dann besitzt f o1 in b ein lokales Maximum. Also

0=V(fo@)(b)=Vf(a) DY(b).
Daher 0 = Vf(a) - (Dy(b) - w) fiir alle w € RN, Wegen Satz 25.3 folgt Vf(a) €
(TaM)*. O

25.11 Bemerkung. (a) Dieser Satz gilt genauso fiir lokale Minima. Die Funktion f
bezeichnet man als Zielfunktion, die Gleichung g(x) = 0 als Nebenbedingung.
Die Zahlen py,..., un, sind die Lagrangeschen Multiplikatoren.

(b) Setzt man
R A) = f(x) + Y Ajgj(x),
j=1

so ist Vh(a,u) = 0 dquivalent (25.1) und g(x) = 0.
25.12 Beispiel. Der Rauminhalt einer Konservendose mit Radius r und Hohe h
betragt mrh?, ihre Oberfliche 27tr? + 2nirh. Fiir welche Werte von r und h ist die
Oberflache einer 1{-Konservendose minimal?
f(r,h) = 27tr? + 27rh,
g(r,h) =mr*h —1.
Es gibt nur einen Lagrangeschen Multiplikator A. Wir erhalten drei Gleichungen
4mtr + 2th + A2nirh = 0
27r 4 Arr? = 0,
mrh =1.
Aus der zweiten folgt A = —2/r. Einsetzen in die erste gibt h = 2r und schliefilich
r=1/v2m.
25.13 Beispiel. Sei A € R™™™ eine symmetrische Matrix. Die quadratische Form
f(x) = x"Ax nimmt auf der S™ ihr Maximum und ihr Minimum an. Sei v € S™ ein
Punkt, in dem f ihr Maximum annimmt. Wir wollen zeigen, dass v ein Higenvektor
von A ist. Fiir g(x) =1— 3 ", xj gilt S* = g7'(0). Es gilt f(x) = 3 1, > 1 ayxixj,
also Df(x) = 2Ax. Die Lagrange-Gleichung hat also die Gestalt

2Ax — 2Ax = 0.

Daher ist v ein Eigenvektor und A der zugehorige Eigenwert.
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25.14 Satz. Set Vh(a,u) =0, set M = {x|g(x) = 0} und se: H die Hessematriz von
x — h(x,u) i a. Falls die Einschrinkung von H auf T,(M) positiv definit ist,
so besitzt f in a ein striktes, lokales Minimum unter der Nebenbedingung g = 0.
Falls sie negatw definit 1st, so besitzt f dort ein striktes lokales Mazximum, und
falls sie indefinit 1st, so besitzt sie kein lokales Extremum in a.

Beweis. Kaballo, Analysis 2, Satz 24.6. O]

25.15 Bemerkung. Fiir die Anwendung dieses Satzes benotigen wir eine Darstellung
des Tangentialraums T,(M). Dabei ist die Darstellung von T,(M) wie in Satz 25.3
nur unter der Voraussetzung moglich, dass Dg(a) maximalen Rang besitzt.

25.16 Beispiel. Wir suchen das Maximum von f(x,y,z) = xy + xz + yz unter der
Nebenbedingung 0 = g(x,y,z) := xyz — 8. Wir haben

h(x,y,z,A) =xy +yz + xz — A(xyz — 8).

Die Lagrange-Gleichungen sind

O0=y+z—Ayz
O=x+z—Axz
0=x+y—Axy
8 =xyz.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit x, die zweite mit y und die dritte mit z
und kommen auf die Losung a = (2,2,2) und p = 1. Fiir beliebiges A ist die Hessesche
von (x,y,z) — h(x,y,z,A) gleich

0 1—Az T—M\y
1—Az 0 1T —Ax
T—Ay T—Ax 0

Setzt man dort x =y =z =2 und A =1 ein, so erhalt man

Nach dem Hurwitz-Kriterium ist H indefinit. Der Tangentialraum T,(M) ist orthogo-
nal zu Vg(a), wird also aufgespannt von (1,—1,0) und (1,0,—1). Beide sind Eigen-
vektoren von H zum Eigenwert 1. Daher ist die Einschrankung von H auf T,M gleich
der Einheitsmatrix. Aus dem Satz folgt, dass f in a ein striktes lokales Minimum
unter der Nebenbedingung g(x) = 0 hat.
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26. Die Weglange

Den Begriff des Weges hatten wir in 4.18 definiert.

26.1 Definition. Sei o«: [a,b] — R™ ein Weg. Seine Bildmenge {x(t) | a < t < b} wird
als Spur bezeichnet.

26.2 Definition. Eine Zerlegung von [a,b] ist ein (m + 1)-Tupel (to, ti,...,t,) mit
a=to<ty<--- <ty =0.

26.3 Definition. «: [a,b] — R™ heifit stetig differenzierbar, wenn es ein offenes In-
tervall I mit [a,b] C I gibt, so dass sich « zu einer Abbildung der Klasse C' von I
nach R" fortsetzen lasst.

« heifit stickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Zerlegung (to, t1,...,tm)
von [a, b] gibt, so dass die Einschrankungen oly, ) fiir i =1,..., m stetig differen-
zierbar sind.

26.4 Beispiel. (a) Wenn I ein offenes Intervall und f: [ — R eine C'-Funktion ist,
dann ist fiir jedes kompakte Intervall [a,b] der Graph der Einschrankung von
f auf [a, b] ein stetig differenzierbarer Weg.

(b) Der Weg «: [0,1] — R?,

ist nicht stiickweise stetig differenzierbar.

Bewesis. Fiir x > 0 gilt

Daher existiert lim, o o’(x) nicht. H
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26. Die Wegldnge

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1
X

Wege ist rektifizierbar.

Abbildung 26.1.: Graph von xsin(!) und von x*/®sin(1). Nur der untere der beiden

26.5 Definition. Sei «: [a,b] — R™ ein stetiger Weg. Mit Z bezeichnen wir die Menge
aller Zerlegungen von [a,b]. Ist Z = (to, t1,...,tn) € Z, so sei

Lle, Z) = ZHCX(’Q) — o(ti1)][2-
i=1

« heiflt rektifizierbar, wenn die Menge {L(x,Z) | Z € Z} beschrankt ist. In diesem
Fall ist
L(x) =sup{lL(,Z) | Z € Z}

die Ldnge von «.

Die Lange hangt nur von der Spur des Weges ab.
26.6 Beispiel. Die Kurve o aus Beispiel 26.4 ist nicht rektifizierbar.

Bewesis. Fir ein hinreichend grofies N sei die Zerlegung Z definiert als die monotone
Anordnung von

{o,1}u{i’neN,ngN}.
™m

Fir ungerades n gelten

2 = 2 o
() = (%J wd o 2] = ( (o”> '
2 2
H"‘(w(nm) _“(R)

Also

> =
2 n
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Das bedeutet, dass die Summe [(«,Z) nach unten durch ein positives Vielfaches
eines Anfangsstiicks der harmonischen Reihe abgeschatzt werden kann. Da man dieses
Anfangsstiicks beliebig lang wahlen kann, ist o« nicht rektifizierbar. [

26.7 Bemerkung. Sei Z = (to, t1,...,t,) eine Zerlegung von [a,b]. Eine Verfeine-
rung von Z ist eine Zerlegung Z; = (so,...,Sn), so dass jedes t; auch zu Z; gehort.
In diesem Fall gilt [ (x,Z) < L(«x, Z;).

26.8 Definition. Sei «: [a,b] — R™ ein rektifizierbarer Weg. Die Wegldngenfunktion
ist definiert als
s(t) = Leta,y)-

26.9 Bemerkung. Sei Z = (to,t1,...,tn) € Z. Ein Weg «: [to, t,] — R"™ ist genau
dann rektifizierbar, wenn fiir alle i € {1,..., m} die Einschrankung |y, ,; rektifi-
zierbar ist. In diesem Fall gilt

m

L(oc):Z (it y,t0) -

i=1

Insbesondere gilt fiir a <t; <t <D
s(t) = s(t1) + Loy, 1).

26.10 Satz. Ist « stetig diﬁerenzierbar so 1st o rektifizierbar, die Wegldngenfunktion
1st stetig differenzierbar mit s'(t) = ||/ ()] und

b
L(«) =J loc'(t) | dt.

Beweis. Sei Z € Z. Wir zeigen zuerst, dass [(«,Z) < fz||oc’(t)]|2dt. Nach einem
Satz aus der Analysis I sind die Komponenten von o’ gleichmdfig stetig auf dem
kompakten Intervall [a, b]. Zu beliebig gewdhltem e > O existiert daher ein & > 0, so
dass fiir beliebige s1,s; € [a, b] mit |s;—s;| < & bereits gilt ||&’(s1) —o'(s2)]]2 < €. Sei
Zy = (to, ty,...,ty) eine Verfeinerung von Z mit |t; —t; ;| < & fiir alle i € {1,...,k}.
Setze M; = max{||e/(t)||2 | tisy <t <t} und sei m; = min{||a/(t)|]2 | tig <t < ).
Wegen der Wahl von & gilt 0 < M; — m; < €. Aus dem Mittelwertsatz folgt

K
Llx,Z) < L(ex, Z;) ZH(X —aftig)]2 < Z Mi|ti — ti]

K b
b—a)+ Zmi’ti —ti| < e(b—a) +J |/ (t)]]2dt. (26.1)
i=1

a

Da dies fiir alle € > 0 gilt, ist die Zwischenbehauptung bewiesen. Insbesondere ist
gezeigt, dass « rektifizierbar ist.
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26. Die Wegldnge
Wir zeigen nun die Differenzierbarkeit der Wegldngenfunktion s. Sei dazu h > 0.
Wir benutzen die Abschédtzung (26.1) auf dem Intervall [t,t + h]

a(t+h)— «(t)
h

1 1 t+h .
st =) < EL Jo'(7) .

Der erste und der dritte Term konvergieren fiir h N\, 0 gegen ||«'(t)|,. Fiir h < 0
argumentiert man analog. Damit ist s’(t) = ||o’(t)]|, gezeigt. Die letzte Aussage folgt
daraus sofort. []

26.11 Korollar. Jeder stickweise stetig differenzierbare Weg ist rektifizierbar.

26.12 Beispiel. In der Antike wurde 7t erklart als halbe Lange des Einheitskreises.
Die folgende Rechnung zeigt, dass diese Definition mit der modernen iibereinstimmt.

Der Weg o: [—1,1] — R?, t — (t, /1 —t2), beschreibt einen Halbkreis vom Radi-
us 1. Dann

o (1) = (1_—t) .
W

tZ
1—t2

Also
o (B)]l2=1/T1+

und daher

1 1 /2
(o) = L loc ()2t = J L J o8l@) 4o —m.

VIt /2 /1 —sin® (o)

26.13 Beispiel. Fiir 0 < € < 1 sei der Weg «: [0, 1] definiert durch

)f , x>0,
a(x) = x'*esin (1)

0, x =0,
Dann ist « rektifizierbar, aber nicht stiickweise stetig differenzierbar.
Bewesis. Es gilt

oy 1
«(t) = ((1 + e)tesin(}) — t¢ " cos({) )

Setzt man wieder t = ﬁ ein, so sieht man wie in Beispiel 26.4, dass « nicht

stiickweise stetig differenzierbar ist.
Ferner gilt

1 1 1 1
o/ (B)|I3 =14 (1 +e)*t* sin?( = | —2(1 + e)t* 'sin( — ] cos( — | + t** 2 cos?( —
t t t t

< 10622,
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Abbildung 26.2.: Spuren von Approximationen an die Peano-Kurve aus Beispiel 26.14

Es sei Z = (to, t1,...,t,) eine beliebige Zerlegung von [0, 1]. Dann ist die Léange
der Einschrankung von « auf [t;, 1] gleich

1 /
o (D)) dt < V10|t at < Y19, O
o (1]

1
t t €

26.14 Beispiel (Peano-Kurve). Wir definieren rekursiv Funktionen f,, = (gn, hy): [0, 1] —
Q = [0, 12 durch

1 1

go(t) =1, ho(t)—z—’t 70
Tha(4t), 0<t<i 39n(41), 0<t<i,
(t)'_ %gn(4t_”> J_;St<%) h,n (t)'_ %—f—%hﬂ(ﬁl-t—”, };St<%>
It =N g ap—), tegpe3 TN 0 a9y 1o
2+29n(t )) 2_t<4) 2+2h’n(t )) 2_t<4»
1_%h41(4t_3)> %StSL %_%gn(4t_3)» %Stg]

Die Spuren der ersten sechs Wege zeigt Abbildung 26.2.

Aus der Konstruktion sieht man, dass ||f..1(t) — fa(t)]| < 2™ fiir jedes t und
jedes n gilt. Also konvergiert die Funktionenfolge (f,), .., gleichmdRBig gegen eine
Funktion f. Wegen der Gleichmafligkeit der Konvergenz ist f stetig.

Wir zeigen, dass f surjektiv ist. Sei dazu x € Q gegeben. Teilt man Q in 4™ Qua-
drate, so beriihrt f,, alle diese Quadrate. Daher existiert zu jedem nm ein t,, mit

% = fu(tn)]loo < 27 (26.2)
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26. Die Wegldnge

Die Folge (t,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge (t,, Jxen. Ihr Grenzwert sei t,.
Dann konvergiert (f(t,, ))xen einerseits gegen f(ty), andererseits aber auch gegen x.
Um letzteres zu sehen, sei € > 0 gegeben. Dann existiert ky € N, so dass 270 <
und ||fn, —fll < 5 filr alle k > ko. Fiir diese k gilt wegen (26.2)

n €
% = f(to)lloo < P = Fltnlloo + [ F(tn) = (b lloo <270 + 5 <ce.

26.15 Satz. Es ser «: [0,1] — Q surjektiv und stetig. Dann ist o nicht rektifizier-
bar.

Bewets. Der Weg muss die Punkte (4,%),j=0,...,n, und k=0,...,n, miteinan-
der verbinden. Wir wissen nicht, in welcher Reihenfolge das geschieht, aber jedenfalls
betrdgt die Entfernung von einem Punkt zum néachsten in der Supremumsnorm min-
destens :—1 Da es mindestens n?+2n Segmente gibt, wird die Lénge von o nach unten
durch n + 2 abgeschatzt. O

144



	Differentialrechnung mehrerer Veränderlicher
	Normierte Räume
	Metrische Räume
	Stetige Abbildungen
	Kompakte Mengen
	Vollständige metrische Räume
	Partielle Ableitungen
	Totale Ableitungen
	Die Hesse-Matrix
	Mittelwertsatz und Taylor-Formel
	Eigenwerte
	Extremwerte und kritische Stellen

	Gewöhnliche Differentialgleichungen
	Differentialgleichungen erster Ordnung
	Der Satz von Picard-Lindelöf
	Lineare Differentialgleichungen
	Jordansche Normalform
	Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
	Die Eulersche Differentialgleichung
	Der Banachsche Fixpunktsatz
	Existenz- und Eindeutigkeitssätze
	Abhängigkeit der Lösungen von Parametern
	Autonome Differentialgleichungen

	Der Satz über implizite Abbildungen
	Der Umkehrsatz
	Der Satz über implizite Funktionen
	Untermannigfaltigkeiten des  RN 
	Tangentialräume und Extrema unter Nebenbedingungen
	Die Weglänge


