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ÜBUNGEN ZUR FUNKTIONENTHEORIE

10. (6 Punkte) Es seien Ω,Ω′ ⊂ C offen, f ∈ C2(Ω,Ω′) holomorph und F ∈ C2(Ω′).
Zeigen Sie, dass für alle z ∈ Ω

∆(F ◦ f)(z) = ∆F (f(z)) ·
∣∣∣∣∂f∂z (z)

∣∣∣∣2 .
Was ändert sich an dieser Gleichung, wenn f nicht holomorph, sondern antiholomorph ist?

Hinweis: Kettenregel für Wirtinger-Ableitungen.

11. (3 Punkte, Satz von Gauß-Lucas) Zeigen Sie: Die kritischen Stellen eines Poly-
noms P : C→ C mit komplexen Koeffizienten liegen in der konvexen Hülle der Nullstellen
von P .

Hinweis: Für kritische Stellen, die keine Nullstellen von P sind schauen Sie sich die loga-
rithmische Ableitung P ′/P an und verwenden eine Partialbruchzerlegung.

12. (2 + 2 Punkte) Es seien G ⊂ C ein Gebiet und f1, f2, . . . , fn : G→ C holomorphe
zweimal stetig differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie, dass auf G gilt

∂2(f1 · f2)
∂z∂z

=
∂2(f1 · f2)
∂z∂z

= f ′
1f

′
2.

Folgern Sie, dass, falls die Summe
∑n

k=1 |fk|2 konstant ist, bereits alle Funktionen fk,
k ∈ {1, 2, . . . , n} konstant sind.

13. (2 + 2 Punkte) Zeigen Sie: Eine lineare Abbildung A : Rk → Rn, x 7→ Ax ist
bereits dann winkelerhaltend, wenn eine der nachstehenden Bedingungen erfüllt ist:

(a) Es gibt ein ρ > 0, so dass für alle Einheitsvektoren e ∈ Rk gilt, dass |Ae| = ρ.
(b) Es ist A 6= 0 und für alle x, y ∈ Rk mit 〈x, y〉 = 0 gilt 〈Ax,Ay〉 = 0.
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