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ÜBUNGEN ZUR FUNKTIONENTHEORIE

28. (2 + 2 Punkte, Schwarzsches Lemma)

(a) Es sei h : B1(0) → B1(0) eine holomorphe Funktion mit h(0) = 0. Zeigen Sie:
|h′(0)| ≤ 1.

(b) Für eine biholomorphe Funktion f : B1(0)→ Ω ⊂ C zeige man

|f ′(0)| ≥ dist(f(0), ∂Ω).

Hinweis zu (b): Wenden Sie (a) an auf die Funktion h(z) = f−1(f(0) + rz), wobei r > 0
der Radius eines Kreises Br(f(0)) ⊂ Ω ist.

29. (3 Punkte) Finden Sie eine Homotopie H : [0, 2π]× [0, 1]→ C der Form

H : (t, s) 7→ H(t, s) = r(t, s)eit

mit r(t, s) > 0, so dass

(i) γ0 : [0, 2π]→ C, t 7→ γ0(t) = H(t, 0) den Rand des Quadrats

Q0 = {x+ iy ∈ C | |x|, |y| ≤ 1} und

(ii) γ1 : [0, 2π]→ C, t 7→ γ1(t) = H(t, 1) den Rand des Quadrats

Q1 = {x+ iy ∈ C | |x|+ |y| ≤ 1}
parametrisiert.

Hinweis: Es ist sinnvoll, die Sache so einzurichten, dass für 0 ≤ s ≤ 1 die Kurve γs : [0, 2π]→
C, t 7→ γs(t) = H(t, s) gerade den Rand des Einheitskreises bezüglich der p-Norm (mit
p = 1

s
) in C ∼= R2 beschreibt.

30. (2 Punkte) Es sei G ⊂ C ein beschränktes Gebiet und f : G→ C holomorph mit
der folgenden Eigenschaft: Es gibt ein a ∈ C, so dass für jedes z0 ∈ ∂G gilt lim

z→z0
z∈G

f(z) = a.

Zeigen Sie, dass f(z) = a für alle z ∈ G gilt.

Bitte wenden!



31. (2 Punkte) Beweisen Sie den (ersten Teil des) Fundamentalsatzes der Algebra mit
Hilfe des Minimumprinzips. Nutzen Sie dazu Lemma 2 aus Abschnitt 9.

32. (1 + 1 + 1 + 1 + 1 Punkte) Bestimmen Sie das Maximum von |f | für die

folgenden Funktionen f : B1(0)→ C:

(a) f(z) = ez
2

(b) f(x+ iy) = xy

(c) f(z) = z2 + z − 1
(d) f(z) = cos(z)
(e) f(z) = |z|2 − |z|4
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