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ÜBUNGEN ZUR FUNKTIONENTHEORIE

33. (3 Punkte) Es sei P : C → C, z 7→ P (z) =
∑n

j=0 ajz
j ein komplexes Polynom

mit den Nullstellen z1, z2, . . . , zn ∈ C. Für ein R > 0 und ein k ∈ {0, 1, . . . , n} seien

z1, z2, . . . , zk ∈ BR(0) und zk+1, zk+2, . . . , zn ∈ BR(0)
c
. Berechnen Sie∫

∂BR(0)+

P ′(z)

P (z)
dz.

34. (1 + 1 Punkte) Gibt es eine oder mehrere holomorphe Funktionen f : B1(0)→ C,
die

(a) f

(
1

2k

)
= f

(
1

2k − 1

)
=

1

k
bzw. (b) f

(
1

k

)
=

k

k + 1
für alle k ∈ N erfüllen?

35. (1 + 1 + 1 + 1 Punkte) Berechnen Sie
∫
γ
z−1dz über die folgenden Wege

36. (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Menge der holomorphen Funktionen auf einem
Gebiet nullteilerfrei ist, d.h. für ein Gebiet Ω ⊂ C und zwei holomorphe Funktionen
f, g : Ω→ C folgt aus f · g ≡ 0 bereits f ≡ 0 oder g ≡ 0.

Hinweis: Zusammen mit den offensichtlichen Eigenschaften (also, dass O(Ω) einen kom-
mutativen Ring mit 1 bildet) bedeutet dies, dass O(Ω) ein Integritätsbereich ist.

Bitte wenden!



37. (1 + 2 + 1 Punkte)

(a) Zeigen Sie den Satz von Liouville für harmonische Funktionen: Eine beschränkte
harmonische Funktion u : C→ R ist konstant.

(b) Es sei Ω ⊂ C ein Gebiet, f ∈ C(Ω) und g ∈ C(∂Ω). Beim Dirichlet-Problem für
die Poisson-Gleichung{

−∆u(x) = f(x) für x ∈ Ω,

u(x) = g(x) für x ∈ ∂Ω

ist eine Lösung u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω) gesucht. Zeigen Sie: Falls Ω beschränkt ist und
eine Lösung des Dirichlet-Problems existiert, so ist diese eindeutig.

(c) In (b) wählen wir Ω = {z = x + iy ∈ C | y > 0} die obere Halbebene. Zeigen oder
widerlegen Sie: Das Dirichlet-Problem hat höchstens eine Lösung.
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