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ÜBUNGEN ZUR FUNKTIONENTHEORIE

42. (3 Punkte) Wir definieren die Bessel-Funktionen erster Art Jn : C→ C, für n ∈ Z
durch: Der Funktionswert Jn(a) ist gegeben als der Koeffizient von zn in der Laurent-Reihe
der in dem Ringgebiet K0,∞(0) holomorphen Funktion fa(z) = exp(a

2
(z − 1

z
)) für a ∈ C.

Zeigen Sie:

Jn(a) =
1

π

∫ π

0

cos(a sin t− nt)dt.

43. (3 Punkte) Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes:

(a)

∫
∂B2(0)+

cos z

z2 + 1
dz (b)

∫
∂B2(0)+

exp(
z

1− z
)dz (c)

∫
∂G+

z

cosh z − 1
dz

dabei ist ∂G+ der positiv orientierte Rand der MengeG = {x+ iy ∈ C | y2 < (4π2 − 1)(1− x2)}.

44. (4 Punkte) Für a ∈ R \ {0} und b > π2 berechnen Sie:

(a)

∫ ∞
0

t2 + 1

t4 + 1
dt (b)

∫ ∞
0

cos t

t2 + a2
dt (c)

∫ ∞
−∞

eiπt

t2 + 2t+ 2
dt (d)

∫ ∞
−∞

t cos t

t2 − 2πt+ b
dt

45. (3 Punkte) Es sei ν ∈ (0,∞). Für welche µ > 0 existiert das Integral

Iµ,ν =

∫ ∞
0

xµ−1

1 + xν
dx ?

In diesem Fall berechne man Iµ,ν .

46. (5 Punkte) Es seien k ∈ N und B2k die Bernoulli-Zahlen zu geraden Indizes.
Beweisen Sie die Eulerschen Formeln

ζ(2k) =
∞∑
n=1

1

n2k
=

(−1)k+1

2(2k)!
(2π)2kB2k

indem Sie die Potenzreihen- und Partialbruchentwicklungen von z 7→ π cot(πz) gleichset-
zen, den Faktor 1

z2−n2 für |z| < 1 in eine geometrische Reihe entwickeln und anschließend
einen Koeffizientenvergleich durchführen. Was ergibt sich für k ∈ {1, 2, 3}?
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