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UBUNGEN ZUR NUMERIK I

30. (2 Punkte) Es sei A € R™™\ {0}. Zeigen Sie, dass die von der 2-Norm induzierte
Matrixnorm || A]|, gegeben ist durch den gréfiten Singuldrwert von A, d.h.

| All, = V/p(ATA) = max {\/ Al | A ein Eigenwert von ATA}

31. (1 + 2 + 2 Punkte) Es sei [|-|| : R"*" — [0, 00) eine beliebige Matrix-Norm.

(a) Die Norm ||| heifit submultiplikativ, falls fiir zwei quadratische Matrizen A und
B gilt, dass ||AB|| < ||A]| || B]|. Zeigen Sie: Jede von einer Vektor-Norm induzierte
Matrix-Norm ist submultiplikativ.

(b) Zeigen Sie, dass fiir eine symmetrische Matrix A gilt ||Al|, < ||A||, wenn |-|| von
einer Vektor-Norm induziert wird.

(c) Finden Sie ein Beispiel einer Matrix-Norm, die nicht von einer Vektor-Norm in-
duziert wird, fiir die aber trotzdem die Ungleichung in (b) auch fiir nicht-symmetrische
Matrizen gilt.

32. (1 + 2 + 2 Punkte) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung von

1 0 -1 4 6 10 412 —16
) A=|0 4 2|, ® B=[6 13 13|, (¢ c=[12 37 —43
-1 2 3 10 13 27 ~16 —43 98

und (d) nutzen Sie diese zur Losung des linearen Gleichungssystems Bz = (6 19 9)T.
33. (3 Punkte) Bestimmen Sie die reduzierte QR Zerlegung der folgenden Matrix mit
Hilfe von Gram-Schmidt Orthogonalisierung;:
-1 -1
1 3
-1 -1
1 3
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Bitte wenden!



Programmieraufgabe 9 (2 + 2 4+ 2 Punkte) Wie Thnen bekannt ist kommt es bei
numerischen Berechnungen mit einem Computer haufig zu Rundungsfehlern was zur Folge
hat, dass man fiir eine Matrix A € GL,(R) lediglich eine approximative LR-Zerlegung
A ~ LR berechnen kann. Ist nun 7 eine Losung es Gleichungssystems LRZ = b fiir ein
b € R", so gilt im Allgemeinen, dass das Residuum r = b — AZ nicht verschwindet. Um
das Resultat zu verbessern (also das Residuum zu verkleinern) verwende man folgende
Nachiteration:

e Setze xg = T.

e Fiiri =0,1,2,... fiihre aus:
— Setze r; = b — Ax;. o
— Lose das lineare Gleichungssystem LRd; = r;.
— Setze Tit1 = X4 + dl

Man kann von diesem Algorithmus zeigen, dass die Folge (x;);eny unter geeigneten Voraus-
setzungen (niamlich [id — R~'L~'A|| < 1) gegen die wahre Losung = konvergiert.

(a) Implementieren Sie geeignete Funktionen zur Lésung eines linearen Gleichungssys-
tems von dem bereits eine LR-Zerlegung berechnet worden ist.

(b) Passen Sie die oben stehende Nachiteration so an, dass eine gestorte LR-Zerlegung
mit (partieller) Pivotisierung PA = LR iibergeben werden kann. Der Algorithmus
soll so lange laufen bis der verbleibende Fehler “hinreichend klein” ist (bauen Sie
aber auch eine Begrenzung der maximalen Anzahl an Iterationen ein, die variabel
ist) und die Pivotisierung soll in der Form wie in Programmieraufgabe 8 akzeptiert
werden.

(c) Nutzen Sie Ihre Implementierung der LR-Zerlegung mit (partieller) Pivotisierung
von Blatt 08 (oder die Musterlosung) und testen Sie die Nachiteration an der (ab-
sichtlich) gestorten Matrix

6
9
10 4 2 10

von denen sie jeweils die LR-Zerlegung berechnen und zur Losung der linearen
Gleichungssysteme Ax = (14 20 24)T ~ Ar nutzen.
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