Kapitel 1

Approximation von Funktionen

Die polynomiale Approximation von Funktionen f(z) einer Verdnderlichen x € R dient
einerseits der Verarbeitung von experimentellen Daten, d.h. fiir eine gegebene Punktmenge
{(z4, fi) }1=, ist eine geeignete funktionale Darstellung f,(x) zu finden, andererseits ermog-
licht die Approximation einer gegebenen Funktion f(z) durch ein Polynom eine einfache
Realisierung von Differentiation und Integration. Spéater werden diese Konzepte zur Ap-
proximation von Funktionen auch zur ndherungsweisen Losung von Anfangs— und Rand-
wertproblemen gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen bzw. von Integralglei-
chungen eingesetzt.

1.1 Interpolation

Gegeben seien n+1 Paare {(x;, f;) }i-, von paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; # x; fiir
i # j und zugehorigen Funktionswerten f;; fiir eine gegebene Funktion f(x) sei f; = f(x;).
Gesucht ist das Interpolationspolynom

fo(z) = Zak:ck (1.1)

mit noch zu bestimmenden Zerlegungskoeffizienten ag, . .., a,, welches in den Stiitzstellen
x; die Interpolationsgleichungen f,(z;) = f; erfiillt, d.h.

n

folzi) = Z apxt = f; firi=0,...,n. (1.2)

k=0

Diese n + 1 Gleichungen entsprechen dem linearen Gleichungssystem
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bzw.

mit der durch die Eintrage

Alis k] = 2f  fird k=0,... (1.5)

definierten Systemmatrix
An c R(n+1)><(n+1).

Die Zerlegungskoeffizienten a; des Interpolationspolynoms f,, () sind genau dann eindeutig
bestimmt, wenn das lineare Gleichungssystem (1.4) eindeutig losbar ist. Zu untersuchen ist
deshalb die Invertierbarkeit der Systemmatrizen A,.

Lemma 1.1. Die durch

1 xy = zy
1z 22 "
2

A, = | (1.6)

gegebenen Systemmatrizen A, € ROV gind Vandermonde—Matrizen. Fiir diese gilt

detA,, = H (x; — x;).

0<i<j<n

(1.7)

Beweis: Der Beweis von (1.7) erfolgt durch vollsténdige Induktion nach n. Fiir n =1 ist

o ]_ZL‘Q
Al_(l l’1>

und somit folgt die Induktionsverankerung

detAlzdet(i i?)le_%'
Fiir Matrizen der Gestalt
1z 3 zy
A = 1 $.1 ﬁ 95.?

gelte also die Induktionsvoraussetzung

detA, = H (xj — ;).

0<i<j<n
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Sei nun
1 x 22 ... ap aptt
1 oz a? b !
An+1 = : :
1z, 22 ... v ottt
U @ @hyy o Ty T

Fiir die Berechnung der Determinante von A, ergibt die Subtraktion des xo—fachen der
(k — 1)~ten Spalte von der k—ten Spalte fir k=n+1,n,...,1

1 0 0 . 0 0

1 x—x T2 — w1y coooalt —xrtt T =zl
detA, 1 = : :

1z, —xo T2 — xoT, conat — goz ! "t — poan

1 Tpp1 =20 gy — ToTng1 oo Tpiq — 1’03724:% xZE — T0Tp

Durch Entwicklung nach der ersten Zeile folgt dann

Tl — T (r1 — xo)x1 oo () = mo)a (r1 — x0)x]
detAn+1 -
Tngt — T (Tnpt — 20)Tns1 - (Tnp1r — 20)Thy)  (Tpgr — To)204 4
| O e

— (xl_xo)...(gjnJrl—.To)

n—1 n
L A T G S
Mit der Induktionsvoraussetzung ist
n—1 n
= H (z; — x;)

: 1<i<j<n+1

n—1 n
L R A A

und somit gilt
detAn+1 = (l‘l — l‘o) e (ZL‘n+1 — IL‘Q) H (l‘j — I‘Z) = H (ZL‘j — ZL‘Z) .
1<i<j<n+1 0<i<j<n+1
|

Fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen x; # x; fiir alle ¢ # j folgt somit detA,, # 0 und
damit die Invertierbarkeit der Systemmatrizen A,,. Damit ist das lineare Gleichungssystem
(1.4) und somit die Interpolationsaufgabe (1.2) eindeutig losbar.
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Beispiel 1.1. Firn =2 und x € [-5,5] fihrt die Interpolation der Funktion

1
in den gleichmdfig verteilten Stiitzstellen
1‘0:—5, 1‘1:0, Tog =05
auf das lineare Gleichungssystem
1 =5 25 ag ) 1
1 0 O = — | 2
aq % 6
1 5 25 [¢5)
mit der Losung
1
ao ) a1 9 a2 2%
Damit lautet das zugehorige Interpolationspolynom
1
fo(zx) = 1— 2—61‘2.

1,0

TTTT]TTTT ]
0 25 50

gl

TTTTTT9%
50 -25

X

B 1
1422

Abbildung 1.1: Interpolationspolynom fy(x) von f(x)

Allgemein kann das Interpolationspolynom (1.1) geschrieben werden als

folz) = Zaka:k = Zak@k(l’)
k=0 k=0

mit den Basisfunktionen

wo() =1, @i(z)=m, @x)=2% ..., @u(z)=2" (1.8)
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_1,0%
Abbildung 1.2: Monome ¢ (z) = z* fiir k = 0, 1,2, 3.

Die Verwendung von Monomen ¢y (z) = z* als Basisfunktionen erfordert die Lésung der
linearen Gleichunssysteme (1.4), deren Systemmatrizen durch die Vandermonde-Matrizen
(1.6) gegeben sind. Es stellt sich die Frage, wie durch eine geeignete Wahl von Basisfunk-
tionen ¢y (x) die Losung des resultierenden linearen Gleichungssystems moglichst einfach
gestaltet werden kann. Dies motiviert die folgende Definition der Lagrange—Polynome.

Die Monome ¢;(z) = z* bilden eine Basis des linearen Raumes der Polynome vom Grad

n)
n

I, = span{gok(x)}zio = span{xk}

Jedes Polynom f,, € II,, mit maximalen Grad n kann also als Linearkombination der Basis-
funktionen ¢y (z) dargestellt werden,

k=0

n

fulz) = ZakSOk(x) = Zakx’“.
=0

k=0

Der Ubergang zu einer anderen Basis

I, = span{xk}zzo = span{wk(:v)}

n
k=0

mit Basisfunktionen ¢y (z) erméglicht fiir das Interpolationspolynom den Ansatz

Fa(r) =D brtbn()
k=0

mit noch zu bestimmenden Zerlegungskoeffizienten b, fiir k£ = 0,...,n. Die zugehorigen
Interpolationsgleichungen lauten dann

falws) = bitu(as) = fi fiwi=0,....n
k=0
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Yo(wo) .. Pn(z0) bo Jo

(1.9)

Die Basisfunktionen v () sollen nun derart gewéhlt werden, so daf das lineare Gleichungs-
system (1.9) besonders einfach zu lésen ist. Insbesondere aus der Forderung

1 fliri = k,
Vi) = { 0 firi £k (1.10)
folgt
b, = fr firallek=0,...,n
und somit

falz) = Z frw(x).
k=0
Die Forderung (1.10) motiviert die Definition der Lagrange—Polynome

@ = ] —2 tirk=0,...,n. (1.11)

j=0k o T
Die in (1.11) definierten Lagrange-Polynome { L} (x)}}_, bilden eine Basis im Raum II,, der
Polynome vom Grad n. Fiir das Interpolationspolynom ergibt sich dann die Darstellung

fal) = > flaw) Li(x). (1.12)

Beispiel 1.2. Fiir die Stitzstellen
1‘0:—5, 1‘1:0, 1‘2:5

ergeben sich die in Abbildung 1.3 dargestellten Lagrange—Polynome
1

= —1‘2 —_ i
50 10

1 1 1
r, L}z)= —2—5:102 +1, L3(z)= —2°+ —=x.

L2 —
() 500 10

Abbildung 1.3: Lagrange-Polynome L2(z), k = 0,1, 2.
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Fiir das Interpolationspolynom fy(x) der Funktion

f@) =
folgt dann 1
fo(w) = f(=B)Lj(x) + fO)Li(x) + f(B)L5(x) = 1= 5pa?.

1.2 Abschitzung des Interpolationsfehlers

Fiir eine gegebene Funktion f bezeichne f, € II,, das Interpolationspolynom mit

Dabei seien die n+ 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen z; € [a,b] in einem beschrénkten
Intervall [a, b] gegeben. Abzuschitzen bleibt der Fehler

en(x) = f(x) — fulx) fiir z € [a,b].

Satz 1.1. Sei f(z) im Intervall [a,b] n + 1-mal stetig differenzierbar, und sei f,(z) das
Interpolationspolynom vom Grad n mit f,(z;) = f(x;) in den n+1 paarweise verschiedenen
Stiitzstellen x; € [a,b]. Fir den Interpolationsfehler in x € [a,b] gilt dann die Darstellung

1

(n+1) Frn @) [ =) (1.14)

Jj=0

f(@) = fulz) =

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle £(x) € |a, b].
Der Beweis von Satz 1.1 beruht auf einer Anwendung des Satzes von Rolle:

Satz 1.2 (Satz von Rolle). Sei f(x) fir x € [a,b] stetig, differenzierbar in (a,b), und es
gelte f(a) = f(b). Dann gibt es wenigstens eine Stelle £ € (a,b) mit

f'(€) =0.

Beweis: Eine in [a, b] stetige Funktion nimmt dort ihr Maximum und ihr Minimum an.
Folglich existieren «, 5 € [a, b] mit

fl@) = min < max f(z) = f(5).
z€[a,b| z€[a,b|
Im Fall f(a) = f(B) ist f(z) in [a, b] konstant und somit gilt f/'(z) = 0 fiir alle 2 € (a, b).
Im Fall f(« ) < f(B) sind wieder zwei Falle zu unterscheiden: Fiir f(a) = f(b) < f(5) folgt
B € (a,b), d.h. f(x) hat in 3 ein lokales Maximum und es folgt f'(5) = 0.
Fir f(a) = f(b) > f(« ) folgt entsprechend, dass f(z) in a € (a,b) ein lokales Minimum
hat, d.h. es gilt f'(«) = 0. n
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Beweis von Satz 1.1: In den Stiitzstellen x = z; folgt aus den Interpolationsgleichungen
(1.13)
en(r;) = f(xi) = fulz;) = 0 firi=0,...,n

Fiir die von einem reellen Parameter o € R abhéngige Funktion
Ja() = ealr) —a][(z - )
=0

folgt dann
go(z) =0 firi=0,...,n

Fiir ein beliebiges T € [a,b] mit T # x; fiir i = 0,...,n ist

T — en(T)

wohldefiniert und es folgt

g9z(T) = 0.
Damit hat die Funktion gz(z) im Intervall [a,b] n + 2 paarweise verschiedene Nullstellen
xg,...,o, und T. Nach dem Satz von Rolle besitzt dann ¢4(x) in [a,b] n + 1 paarweise
verschiedene Nullstellen und durch rekursives Anwenden folgt, daf3 gg”r
Nullstelle £(Z) € [a, b] besitzt. Fiir diese ist

Y(z) in [a, b] eine

(n+1) . dn+1 B n
0=g7""(@) = ——5 (@) = fule aH )
=0 =¢(T)
= fOV(E@) —a(n+ 1)
und somit
— 1 (n+1) =
7 = o @)
Dann folgt
_ (@) = F(@) — fo(T) — — 0 Tz _
0= 9a(®) = J@ = ful® = gyl H0 T —aj)
und somit gilt
1 n
[(@) = fu(@) = mf(nﬂ)(f(f)) H(f — ;)

=0
fir alle T € [a,b] mit T # x;,7 = 0, ..., n. Offensichtlich bleibt dies auch fiir alle Stiitzstellen
T =ux;1=0,...,n, richtig, da dann beide Seiten Null sind. [ ]
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Folgerung 1.1. Aus der punktweisen Fehlerdarstellung (1.14) folgt auch eine Fehlerab-
schdtzung in der Maximum—Norm,

1 n
- n+1 —

zrg[%ﬁf( z) = fu(@)] = (n+1)!:vrg[a,b} H o)
< _ max ’ ("H nax ﬁ (&~ (1.15)
= (n+ 1) eclap) l‘e[‘“’ j=0 /

Beispiel 1.3. Betrachtet wird die Interpolationsaufgabe zur Approzimation der Funktion
f(x) =sinz firz €[0,F]. Firn=1 ist

r9=0, x =

E
=
—~
\a¥

I
|
8

und es gilt die Fehlerabschdtzung

max |f(z) — fi(z)] < = max =z

~ 0.3084.
z€[0,Z] 2 z€[0,Z]

—_
/N
|2
I
8
N—
I
w
(]

™

Dabei wird das Mazimum fiir x = 5 angenommen. Andererseits ist

2
sinz — —g;’ ~ 0.2105.
T

max [f(2) = (@) = max

z€[0,5 z€[0,7]

Der tatsdchliche Interpolationsfehler wird in diesem Beispiel um einen Faktor von ca. 1.5
tiberschdtzt.

Die Abschitzung (1.15) des Interpolationsfehlers f(z) — f,(z) zeigt, daB8 neben der Diffe-
renzierbarkeit der zu approximierenden Funktion f(x) auch die Wahl der Stiitzstellen z;
wesentlich fiir die Giite der Approximation f,, ist, siehe hierzu auch die beiden folgenden
Beispiele.

Beispiel 1.4. Fiir die lineare Interpolierende fi(x) = x der Funktion f(x) = \/x fir
x € [0, 1] mit den Stitzstellen xo = 0 und x1 = 1 folgt fiir den Fehler die Darstellung

£(&) = fila) = Sl (1~ 2)

firxz € (0,1) mit einer geeigneten (unbekannten) Zwischenwertstelle £(x) € (0, 1). Offenbar
kann in diesem Beispiel nicht auf die Fehlerabschitzung (1.15) geschlossen werden, da das
Mazximum

1 —3/2

VOl = gy

nicht existiert.
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Beispiel 1.5. Die Interpolation der Funktion

1
1+ 22

flz) = fir x € [=5,+5]

in den gleichmdf$ig verteilten Stiitzstellen
10z
r; = —5—1——2 firi=0,...,n
n

ergibt die in Abbildung 1.4 fiir n =5 und n = 10 dargestellten Interpolationspolynome mit
den in der Ndhe der Randpunkte £5 auftretenden Oszillationen.

2,5 5,0

1

Abbildung 1.4: Interpolationspolynome f5(z) und fio(z) der Funktion f(z) = T
T

Die in Beispiel 1.5 betrachtete Interpolationsaufgabe motiviert die Wahl der Stiitzstellen
x; in einer solchen Weise, so daf}

n

[T —=))

J=0

max
z€[a,b)

minimal wird. Zu 16sen ist also das Minimierungsproblem

n

H(az — ;)| -

=0

min max
TOy.eny T x€ [a7b]

Die Losung dieser Min—-Max—Aufgabe beruht auf den im folgenden Abschnitt behandelten
Tschebyscheff-Polynomen.
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1.3 Tschebyscheff-Polynome

Der Raum II,, der Polynome vom Grad n kann neben der Beschreibung durch die Monome
2¥ bzw. durch die Lagrange-Polynome L7 (x) auch durch die Tschebyscheff-Polynome T}, ()
charakterisiert werden. Diese werden rekursiv definiert durch

TQ(I‘ ]_,
Ty(z) = =,
Tii1(z) = 22Tp(x) — Thy(x) firk=1,2,.... (1.16)

Abbildung 1.5: Tschebyscheff-Polynome T} (x) fiir £ =0, ..., 4.

Lemma 1.2. Fir x € [—1,4+1] und k = 0,1,2,... gilt fir die in (1.16) definierten
Tschebyscheff-Polynome Ty (z) die alternative Darstellung

Ti(z) = cos(k arccos x) . (1.17)

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach k. Mit Ty(z) = 1 und
Ti(xz) = x gilt offenbar die Induktionsverankerung fiir £ = 0 und fiir & = 1.
Aus dem Additionstheorem

cosoz+cosﬁ:2cosohL cosa_ﬁ
2 2
folgt
a—+ a—pf
cosa = 2cos oS — cos 3
2 2
und mit

a = (k+1)arccosz, B = (k—1)arccosz
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ergibt sich dann die Behauptung

cos[(k + 1) arccosz| = 2cos|k arccos x] cos arccos x — cos[(k — 1) arccos z]
= 2.I’Tk<l’) — kal(ﬂf) = Tk+1($)
fir alle k =1,2,.... [ ]

Aus der Darstellung (1.17) lassen sich nun einige wichtige Eigenschaften der Tschebyscheff-
Polynome T}, (z) ablesen. Zunéchst ist

max |Tp(x)] = max |cos(karccosz)| = 1. (1.18)
z€[—1,+1] z€[—1,+1]
Fir »
70 :cos%7T fiiri =0,... k (1.19)
gilt dabei

Tk(fgk)) = cos(k arccos A

i

) =cos im = (—1)" fiiri=0,...,k.

Im Intervall [—1,1] hat das Tschebyscheff-Polynom Ty(x) also k Vorzeichenwechsel, d.h.
Ti(x) besitzt in [—1, 1] k& Nullstellen. Diese ergeben sich aus der Forderung

Ti(x) = cos(karccosx) = 0

bzw.

k arccosx = g+i7r fiir 7 € N.

Daraus folgt

14 2i
ne :COS% fiiri = 0,... k—1. (1.20)

Neben der hier durch die Rekursionsvorschrift (1.16) erfolgten Definition der T'schebyscheff—
Polynome und der dazu dquivalenten Darstellung (1.17) durch trigonometrische Polynome
ermoglichen die Tschebyscheff-Polynome eine dritte Darstellung, die insbesondere fiir die
Funktionsauswertung von Tj(x) fiir x > 1 wesentlich sein wird.

Lemma 1.3. Fir k = 0,1,2,... gelten fiir die durch (1.16) definierten Tschebyscheff-
Polynome Ty (z) die Darstellungen

To(z) = [(x AV 1) 4 (o= Vi = 1)’f] (1.21)

{(wmm (z + m)*k] (1.22)

N — DN
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Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstéindige Induktion nach k. Fiir £ = 0 und fiir £k = 1
gilt (1.21) offensichtlich. Als Induktionsvoraussetzung gelte also

Do) = S+ VD 4 - Ve = 1)),
%[($+\/£U27—1)k+(x— ;1:2—1)’“}.

Mit der rekursiven Definition (1.16) der Tschebyscheff-Polynome T} (z) folgt

Tk+1($) = Ql’Tk(.T)—Tk,1<SL’)

= o[+ Va1 + (= Va2 - )]
—% [(:c + V2 — 1) 4 (2 — Va2 — 1)’“’1}
= %(az + Va2 — 1)t [21’ (x4 V22 —1) - 1]
bl =V e - VAT 1) - 1].
Die erste Behauptung (1.21) ergibt sich nun aus
2e(r £V —1) =1 = 2> +22vVa? — 1422 -1 = (z £V22 — 1)~
Die zweite Behauptung (1.22) folgt unmittelbar aus

g =P+ V) 1

T+vVr2 -1 rH+vVr2—1

|
Fiir ein beliebiges Intervall [a,b] mit 0 < a < b definiert
b+a—2t
= = 1.23
x — (1.23)

eine Transformation von [—1, +1] auf [a, b]. Diese Transformation ermoglicht die Definition

der skalierten Tschebyscheff-Polynome

T, (Be=2t)
Tk (bJra)

b—a

Ti(t) = fiir ¢ € [a, b]. (1.24)

Nach Konstruktion ist 7j,(0) = 1, d.h. T, € II} mit

Die modizierten Tschebyscheff-Polynome T, € I1! sind die Polynome vom Polynomgrad n
mit dem kleinsten Maximum im Intervall [a, b]:
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Satz 1.3. Fiir 0 < a < b sind die modifizierten Tschebyscheff-Polynome fn(t) Lésung der
Minimierungsaufgabe

2q" b
LQ mit QZM_
1+ ¢ Vb —+/a

Beweis: Der Beweis erfolgt indirekt durch die Annahme, es existiere ein Polynom g, € IT}
mit

min max |p,(t)| = ma ‘fnt‘:
prn €L te[a,}b(} ‘p ( ) te[a,)b(} ( )

’T“n(t)) .

()] <
s an(0)] < mas

Fiir die durch (1.19) gegebenen Argumente

EE") = cos L ¢ [—1,1]
n

ist

i = (b4 a) = (b—a)@"| €la,b] fiiri=0,...,n.

(2

| —

Dann wird durch - '
T.(z;7)  (=1)

1

LG Tu(E)

fn (g(n)) _

)

das Maximum bzw. das Minimum des modifizierten Tschebyscheff-Polynoms T,,(¢) in [a, 0]
angenommen. In diesen Punkten gilt

qn(ti"))) < max

t€la,b)]

qn(t)‘ <

%)

~T, (&) < qu(5)) < T (E).

Insbesondere fiir ¢ = 25 ist T, n( > (0 und somit gilt

Entsprechend ergibt sich fiir i = 25 + 1 T, (;27;11) < 0 und somit gilt

Tn<t2?zr1) < Qn<t2?‘lrl) < _Tn<t2?‘ll)-

Fiir das Polynom r,(t) := T,,(t) — ¢.(t) € II,, folgt dann
ra(ty)) = Tu(t) — aa(@}) > 0
und B
ralth) = Tuia) — (Bi) < 0.
Zwischen den n + 1 paarweise verschiedenen Stellen fl(-") finden also n Vorzeichenwechsel
statt, d.h. das Polynom r,(t) besitzt im Intervall [a,b] mindestens n Nullstellen. Wegen
T, € II}, und g, € II} ist weiterhin

r,(0) = T,(0) — ¢, (0) =1 -1 =0
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und somit ist Null eine weitere Nullstelle von 7, (¢). Damit besitzt das Polynom 7,(t) vom
Polynomgrad n auf der reellen Achse mindestens n + 1 Nullstellen. Daraus folgt r,,(t) =0
fiir alle ¢ € R und somit ¢, = T, » im Widerspruch zur Annahme.

Zu bestimmen bleibt der maximale Wert von

1
max |1, ( ‘ .
m%ﬁ‘ T,(22)

Mit der Darstellung (1.22) und

B b+a+ b+a 2_1
1= b—a b—a

- b% [(b+a)+\/(b+a)2—(b—a)2

= b_ [b+a+2\/_]

(Vitva? b+ a
(Vb+ va)Vo— va)  Vb— a

n () -5l

ist schlieBlich
q2n + 1
2q"

¢"+q"] =
|

(nt1)

Fiir das Tschebyscheff-Polynom 7,,,; € II,1; mit den Nullstellen z; gilt die Darstellung

Toii(z —OZH( n+1) = n+1+pn( )

mit einem Polynom p, () vom Polynomgrad n. Andererseits ergibt sich aus der rekursiven
Definition (1.16) der Tschebyscheff-Polynome die Darstellung

Ty (z) = 2" 2" 4 p,(2)

wieder mit einem Polynom p, € II,, vom Polynomgrad n. Durch Vergleich der fiihrenden
Koeffizienten folgt v = 2" und somit

Fir z € [-1, +1] gilt dann

- (:C _ x§n+1)>
L1




16 1. Approximation von Funktionen

Werden also im Intervall [—1, +1] die Nullstellen xz(nﬂ) des Tschebyscheff-Polynoms 7,1 ()
als Interpolationsknoten x; gewéhlt, d.h. ist

fn(xz("ﬂ)) = f(:cl(-"ﬂ)) fir i1=0,...,n,

dann ergibt sich aus (1.15) die Fehlerabschitzung

max |f(2) - ful)] < £ (@) (1.25)

ma
z€[—1,+1] (n+ 1)! ze[-1,4+1]

Fiir ein beliebig gegebenes Intervall [a, b] kénnen die Stiitzstellen aus [—1,41] durch eine
(n+1)

geeignete Transformation entsprechend iibertragen werden: Fiir die Nullstellen x, von

T,+1(x) ergeben sich die transformierten Stiitzstellen

i

1
t;‘+1:§[(b+a)—(b—a)x(n+l) € [a,b] firi=0,...,n.

Beschreibt f,(t) das Interpolationspolynom der im Intervall [a, b] gegebenen Funktion f(t)

mit
Loty = £ ) firi=0,...,n,

dann lautet die Darstellung (1.14) des Fehlers fiir ¢ € [a, b] und Riickfithrung auf = € [—1, 1]

PO =10 = Gy VE0) j]i[ou — 1)
= o SE) H =0 —2)
= o /) (1 (‘%)H (2= a™)
— /) (1 (%) 2T (2)

Dann ergibt sich die Fehlerabschitzung

, (1.26)

max | f(t) — f.(t)] < 2 b—a\"" max | (¢
-] < 2 (5 F )

t€[a,b] tela,b]
welche fiir [a,b] = [—1, 1] mit (1.25) {ibereinstimmt.

Beispiel 1.6. Die Nullstellen :EZ("H) des Tschebyscheff-Polynoms T,+1(x) im Intervall
[—1,1] sind gegeben durch
(n+1) (1 —+ 2i)7‘(‘

x; cos 2+ 1) fiiri ,1,2,....n
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1
Fiir die Interpolation der Funktion f(t) = D im Intervall [—5, 5] ergeben sich dann die
transformierten Stitzstellen
142
t§"+1) = -5 ZL‘EN—H) = -5 Cosm, firi=20,1,2,...,n
2(n+1)
und es gilt die Fehlerabschdtzung
max ‘f(t) - f (t)) < 2" 5"t max )f("“)(t)‘.
te[-5,5] " ~ (n+1)! te[-5,5]
2,0t
||||Ur'|_|||||| T 7T e T T T
—50 ’\/—25 \/ -5,0 -2,5 0,0 2,5 5,0
X _0,5— X _05—
. 14 9
ti=—5+4+-—i=0,...,10 b= —5eos LT Lo 10
10
1

Abbildung 1.6: Interpolationspolynome fio(t) von f(t) =

1.4 Hermite—Interpolation

Setzt man in den n 4+ 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen xq < z; < ...z, neben den
Funktionswerten f(x;) auch die ersten Ableitungen f’(z;) der zu interpolierenden Funktion
f(x) voraus, so kann aus der Kenntnis dieser Daten ein Interpolationspolynom

2n+1

fons1(x) = Z apx” (1.27)
k=0
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gewonnen werden. Die Interpolationsgleichungen zur Bestimmung der 2n 4 2 unbekannten
Zerlegungskoeffizienten ay, . . ., as,1 lauten dann

f2n+1(xi) = f([L‘Z), f£n+1(l‘l) = f,(l‘l) flir i = O, o, n. (128)

Das resultierende Interpolationspolynom fs,,1(x) wird als Hermitesches Interpolationspo-
lynom bezeichnet. Die eindeutige Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (1.28) ergibt
sich aus der Eindeutigkeit der Interpolationsaufgabe.

Satz 1.4. Fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen xo < x1 < ... < x, besitzt die Herma-
tesche Interpolationsaufgabe (1.28) eine eindeutig bestimmte Losung foni1(x).

Beweis: Seien fo,1(x) und ga,.1(x) zwei Losungen der Hermiteschen Interpolationsauf-
gabe (1.28), d.h. es gelten

fons1(zi) = gona () = f(i),  foni1 () = goppa(wi) = fl(2;) firi=0,...,n

Dann hat das Polynom r9,.1(z) = fons1(2) — g2ns1(x) die n + 1 doppelten Nullstellen
x;, insgesamt also 2n + 2 Nullstellen. Andererseits ist nach Konstruktion der maximale
Polynomgrad von rs, 1(x) 2n + 1. Daraus folgt r9,.1(x) = 0 und somit die Gleichheit
font1(x) = gant1(x), d.h. die Losung der Hermiteschen Interpolationsaufgabe (1.28) ist
eindeutig. Da (1.28) einem quadratischen linearen Gleichungssystem der Dimension 2n + 2
entspricht, folgt daraus auch die Losbarkeit von (1.28). [ |

Beispiel 1.7. Fir die Hermite-Interpolation der Funktion f(x) = sinx im Intervall [0, 7]
sein = 1. In den Stiitzstellen xo = 0 und x1 = 7 ist dann

T T
Fiir das Interpolationspolynom
f3<.§lf) =ag+a1xr + a2x2 + a3x3
15t
fi(x) = a1 + 2a0x + 3azz?.
Die Interpolationsgleichungen (1.28) lauten also
0 L aota as b o =1, ar+ 20T+ 30T — 0
ap = a; = ap+ ay— + ag— + az3— = a as— + 3a3— = 0.
0 ;M » Qo+ g 27 37Q ;M 25 37
Als Losung ergibt sich
4(3 — 4(m —4
a =0, a=1, (122(72@, a3:L3)
v ™

und somit (3 A A
fg(ﬂf):l"i‘i( _F)x2+7(ﬁg )x3.
T
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Analog zu Satz 1.1 kann eine Fehlerabschéatzung fiir den Interpolationsfehler des Hermite—
Interpolationspolynoms (1.27) hergeleitet werden.

Satz 1.5. Sei f(x) im Intervall [a,b] 2n + 2-mal stetig differenzierbar, und sei fo1(x)
das Hermitesche Interpolationspolynom vom Grad 2n + 1 mit

fonir(zi) = f(2:),  foupi(zi) = fl(w) firi=0,...,n

inn+ 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; € [a,b]. Fir den Interpolationsfehler gilt
dann die Darstellung

f(@) = fona(z) =

m#%“) (&(2)) H($ — xj)z fiir x € |a, b (1.29)

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle £(x) € |a, b].

Beweis: Fiir die von einem reellen Parameter v € R abhéngige Funktion
9a() = f(2) = fonr(z) — ][ (& — 2;)?
j=0

gilt nach Konstruktion fiir alle « € R

golxi) = gh(x;) =0 firi=0,...,n.

Fiir ein beliebiges z € [a,b] mit & # z; fiir i = 0,...,n ist
a— f(i) — font1()
[1(z — ;)
7=0
wohldefiniert und es folgt
ga(z) = 0.

Es ist & € [x;«_1, z4+] fiir genau einen Index 1 < ¢* < n. Somit gilt
9a(wi-1) = 9a(T) = ga(rir) = 0.
Dann existieren Zwischenwertstellen &+ 1 € (24+_1, ) und &+ 5 € (T, x;+) mit
96(&ir1) = g5(&ir2) = 0.
Fiir die paarweise verschiedenen Argumente
i1 < Er1 < &irp < Ty

gilt also
g5(@io—1) = g5(&ir1) = 95(&ir2) = gglzis) = 0.
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Damit besitzt g2 (z) im Intervall (x;_1, z;+) drei voneinander verschiedene Nullstellen.
Fiir ¢ = 1,...,n sel nun [z;_1,x;] ein Intervall mit z & [z;_1,x;]. Aus

9a(Ti1) = gal(w;) =0
folgt die Existenz einer Zwischenwertstelle &; € (z;_1, x;) mit g4 (&) = 0. Fiir
T <& <

gilt also
9a(wi1) = g5(&) = gala:) = 0,
woraus die Existenz von zwei paarweise verschiedenen Nullstellen von ¢Z(x) im Intervall
(i1, z;) folgt.
Die Funktion gs(x) hat also im Intervall [a, b] insgesamt

2m—1)+3 =2n+1

voneinander verschiedene Nullstellen. Die rekursive Anwendung des Satzes von Rolle ergibt

nun die Existenz einer Nullstelle £(z) € (a,b) von ¢&"" (z) mit

0 = g2 (g(x) = D (E(7) — al2n +2)1,

woraus )
R (2n+2) -
e 2>!f (£(7))
und somit die behauptete Darstellung folgt. [ ]

1.5 Stiickweise polynomiale Interpolation

Die bisher verwendeten Ansatzfunktionen zur Bestimmung des Interpolationspolynoms
sind global, d.h. sie sind stets im gesamten Intervall [a,b] auszuwerten. Die Anwendung
der Fehlerabschitzung (1.15) fiir ein Interpolationspolynom n—ten Grades erfordert dar-
tiberhinaus die Stetigkeit der (n + 1)-ten Ableitung der zu interpolierenden Funktion.
Fiir viele Anwendungen ist dies aber eine zu starke Restriktion. Deshalb sollen im fol-
genden Approximationsmethoden betrachtet werden, die neben lokalen Ansatzfunktionen
auch Fehlerabschitzungen fiir Funktionen mit geringerer Regularitit ermdglichen.
Gegeben seien im Intervall [a, b] n + 1 voneinander verschiedene Stiitzstellen z; mit

Aa=Tg<T1 < < Tpo1 <xy=>0.

Zum Beispiel gilt fiir gleichméssig verteilte Stiitzstellen

a:a+z’h firt=0,...,n

T, =a-+1
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mit der Schrittweite
B b—a

h — 0 furn — oo.

n
In den Intervallen [x;_1,2;],7 = 1,...,n, wird nun die Interpolation einer gegebenen Funk-
tion f(z) durch ein lokales Interpolationspolynom f; ,, () vom Polynomgrad p; betrachtet.
Fiir die Stiitzstellen im Intervall [x;_;, z;] gelte dabei

Ti1 =Tio < Ti1 <...<Tjp =T;.
Die lokalen Interpolationsgleichungen lauten also
fipi(@ig) = f(zig) firk=0,...,p:.

Wegen

Jictpis @icapiy) = [(@ic1p,y) = f@io1) = [(@i0) = fip(wi0)
folgt dann die globale Stetigkeit des lokal definierten Interpolationspolynoms.
Aus der Fehlerabschitzung (1.15) ergibt sich fiir den lokalen Interpolationsfehler

pi
max z) — fin(2)] < ———— max @t} max x—x;i . (1.30
xe[%mlf( ) = fip(@)] < (pﬁl)!memmlf ( )|me[x¢,1,xi] jHO( gl - (1.30)
Insbesondere fiir eine lokal lineare Interpolation mit p; = 1 fiir alle ¢+ = 1,...,n sind
%0 = T;—1 und z;; = x; und es folgt die Fehlerabschétzung
1
max [f(z) — fii(z)] < 5 max [f'(z)] max |(z—xi1)(z — i)
1’6[:137;71,:137;} 2 :BE[{L'Z',LIL'Z'] :BE[:L'Z',l,:BZ'}
1
= —(zi—x1)® max |f"(z)]. (1.31)
8 1’6[:}31,1,3)1]

Sind in den Stiitzstellen z; die Funktionswerte der zu interpolierenden Funktion f(z) durch
fi = f(z;) gegeben, so folgt fiir die lokal lineare Interpolierende f,(x) := f;1(x) die Dar-
stellung

— Ti—1

ful@) = fio + =

Ty — Tj—1

[fi — fica] firzx €,z i=1,...,n. (1.32)

a = Tg Ti—1 T Tit1 Tp =0

Abbildung 1.7: Stiickweise lineare Interpolation.
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Die punktweise Fehlerabschéitzung (1.31) setzt die Beschrianktheit der zweiten Ableitung
f"(x) der zu interpolierenden Funktion f(z) voraus. Im folgenden soll deshalb eine Ab-
schiatzung des Interpolationsfehlers in der Lo—Norm

| =) i

gewonnen werden. Dabei werden wir immer wieder auf die Cauchy-Schwarz Ungleichung
1/2

[ Vo)< ([ ([owre) (133

fiir quadrat—integrierbare Funktionen f(z) und g(z) zuriickgreifen.

Lemma 1.4. Sei f,,(z) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspolynom
einer lokal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt

[ 0@ - i < f - [ 1@ p@Par 030

Beweis: Sei z; = %(xi,l + x;) der Mittelpunkt des Intervalls [z; 1, x;]. Fir x € (z;1,%;)
folgt aus den Interpolationsgleichungen f(x;_1) = fn(x;_1) zunéchst

Fa) = fule) = ) = Flain) + o) = fule) = [ 171(€) - f6lde

Dann gilt, unter Verwendung der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33),

fo £ = | [ o)

< [/ 17 - ()|d§]

< [ vaf [ro-ne]«

< o) [ [1©-20)] de firee @),

Integration nach = € (x;_1, z;) liefert dann

[ o-n@)e < [Ce-noe [0 [re-ne)] b«
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Entsprechend gilt
[ [ = @] s < gloi—an? [ [0 - o] e

und durch Addition beider Anteile folgt die Behauptung. |

Die Abschétzung (1.47) beschreibt eine Abschétzung des Interpolationsfehlers durch den
Fehler in den Ableitungen. Dieser kann im folgenden weiter abgeschétzt werden.

Lemma 1.5. Sei f,,(z) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspolynom
einer lokal zweimal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt

1

[ rw-ner < o [ prep (L.35)

Beweis: Wegen

[ (76 - 260 ds = ) = fria) = o) + i) = 0

ergibt sich

[ ro-nefa = [ [ro-no- = [ [ro-nw]s]
- [ e ae - o - sen)s]
_ (:v—x, - /{// 1 dtds} de

Fiir die lokal linear Interpolierende f, () ist f/(¢) = 0 und daher ist

- e - ——— [T [ s .
/:1[ ] (z; 1@-1) /:1:¢1 {/ml j ]

Durch wiederholte Anwendung der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33) folgt weiterhin

/ F©- e a = @;_x,l / { / / 7(t) dtds] e

< ocs 1>z/m/m o l/ ] s
- — /U 1. )dt} ds d¢

< = / / /Sun' £[f”( O]2dt | ds d
<

/ / |§—s|dsd§/ 1(
i — Li-1 Ti—1 Y Tj—1
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Mit

/, / € —s|dsde = / / ¢ — s)ds df — / ¢— 928 de
Ti—1 JTi—1 Ti—1

_ /m@—xz DE = S(o— i)

folgt schliefllich die Behautpung,

/ /(&) = f(&)Pde < éui —zi1)? /:il[f”mfdt-

Durch Verkniipfung der Fehlerabschitzungen (1.47) und (1.35) ergibt sich:

Folgerung 1.2. Sei f,,(z) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspo-
lynom einer lokal zweimal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt

| @ - neri < ge-an) [ ep (1.36)

Durch Summation der lokalen Fehlerabschétzungen ergibt sich nun:

Folgerung 1.3. Sei f,,(z) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspo-
lynom einer lokal zweimal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gelten die Fehler-
abschdtzungen

/a 1) = fule) e < 52 3= ) / %il[f”(x)]zdxﬁih‘* / () e (137)

und

n

[ @ - fwpar< 33w - [T r@ra < g [rwpa 1

i=1

mit der globalen Maschenweite

Die Fehlerabschétzungen (1.35) und (1.36) setzen voraus, dass die zu interpolierende Funk-
tion f(x) wenigstens zweimal stetig differenzierbar ist. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt,
konnen die Fehlerabschétzungen (1.35) und (1.36) nicht angewendet werden. Fiir eine ein-
mal stetig differenzierbare Funktion gilt die folgende Abschétzung:
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Lemma 1.6. Sei f,(x) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspolynom
einer stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt

| r@-gerd < [P, (1.39)
Beweis: Mit der Dreiecksungleichung gilt zunéchst
| @ -n@ra <2 [ ip@Paz [ @k,

Fiir die linear Interpolierende f, () folgt, wieder unter Verwendung der Cauchy—Schwarz
Ungleichung (1.33),

[ = [7 [z

; — Li—1
1 x; 2 xi
o [ /mf%s)ds] < /x“[f’(S)]QdS-

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. ]

Fiir die Abschétzung des Interpolationsfehlers in Lo ergibt sich dann:

Folgerung 1.4. Sei f,(z) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspo-
lynom einer lokal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt

| U@ s < S [ r@pa (1.40)

Folgerung 1.5. Sei f,(z) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspo-
lynom einer lokal zweimal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gelten die Fehler-
abschdtzungen

n

[ @ - pwpar <3y w - [ r@pa< g [epe o)

i=1

und

b n T; b
@ -ferazay [t =1 [rera. )

Die Fehlerabschétzungen (1.37), (1.38), (1.41) und (1.42) konnen fiir s = 1,2 und 0 =0, 1
kompakt in der folgenden Form geschrieben werden,

[ 1@~ 0Pt < el )i [10@Rdr, (1.43)
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mit
1 1 1
c(2,0) = o c(2,1) = 3 c(1,0) = 3 c(l,1)=4.

Mit
1]l = / F@)Pde, |f] = / (@), (]l = / F(@)]2da

konnen wir die Fehlerabschitzung (1.43) auch in der Form

If = fullo < ch> £l (1.44)

schreiben. Im folgenden zeigen wir, dass diese fiir die Félle o € (0,1) und s € (1,2)
verallgemeinert werden kann.
Fiir eine gegebene Funktion u(z), x € (a,b), betrachten wir die Kosinus-Reihe

u(x) :Zuk coskﬂi:a

k=0

a

mit den Koeffizienten

:b—a b—a —

I 2 [ —
o /u(:c)da:, U = /u(:v) cos/’mrzj adaz, k e N.

Dabei haben wir die Orthogonalitéit

0 fiir k # £,
b - - .o
/cos/mrx acos&rx ad;(;: b—a firk=0=0,
a b_a b—CL b_a
2 fir k =0 #0,

ausgenutzt. Dann ergibt sich

P = 3OS Ccoskr L0 costr L0 g
a[u(az)] r = ZZukw cos k3 —— cos b o —da

k=0 ¢=0 a
CL oo
= p-wu+ 03
k=1

und fiir
1 r—a

= —m ;Ukkﬂ' sin km b—a
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folgt analog

b % o b _
/a[u/(x)]2d:c = 2;Zukngﬂ'£ﬂ'/a smlmrb Zsin&ri_idaj

0 /=0

[\')|)—L A

Ausgehend von

Julfy = [ fu) do = (- o

1 o0
ug+§;uz]

il = [P = 40— (bk_ﬂa)Q

definieren wir fiir o € (0,1)

iz = 200> ()7 (1.45)

Unter Verwendung der Holder—Ungleichung

00 00 1/]7 00 1/‘1 1 1
zakbkg@az) (sz> B
k=0 k=1 k=1 p q

und

erhalten wir

1 - kr \*°
ol = 5003 ()

VAN
|
—~
>
|
=)
S~—
e
<
o
L
)
=
~_—
—
~
S
N
|M8
N
=
Bl
>
[ ol
N
=)
~__
[\~]
)
(=]
~_—
=
(=]

Insbesondere fiir

1 1 1
— —4+-=1-0+0=1
o P q

Jull? < b—a(zuk> (Zu(b_))

folgt
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d.h.
2(1— o
a2 < flullg™ = [Jul2.

Aus den Fehlerabschétzungen (1.37) und (1.38) folgt somit

-l < ([ 1) - switar) ([ - sra)
< (L [rera) (b2 [1rwrae)

= ) [ 1)

d.h. (1.44) fiir s =2 und o € (0,1).

Die Fehlerabschétzungen (1.35), (1.36), (1.39) und (1.47) setzen die zwei- bzw. einmalige
Differenzierbarkeit der zu interpolierenden Funktion f(z) voraus. Im folgenden betrachten
wir eine Fehlerabschétzung fiir eine Funktion f(x) mit dazwischenliegender Regularitiit.

(e

Lemma 1.7. Sei f,,(z) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspolynom
einer stetig differenzierbaren Funktion f(x) mit

/w / 1+2ys)]2dydx<oo, s € (0,1).
Ti—1 Jxiq |‘T - y|
Dann gilt

[ e g < e [ EOTO g

Beweis: Es ist

[ 1w -nwpa = [ e - ALy,

Ti — Ti-1

|
- [ o [ rwa]

2
= m/ [/ [f'(z) — f()]d?/] du .
? = Ti—1 Ti—1
Fiir s € (0,1) folgt mit der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33)

1 T f ) = f() b
/m.l[f'(x)—ﬂ@@)]de = ﬁ/f y UIWM—W”* dy| dx
2 x;
< A H;Z” iy [ o=y dy s
— Ti— 1 i1 J T | Ti—1
y)]2 /IZ 142s
d i — Ti_ dyd
:U@—xz 1 / /x, 1 y|1+28 Y l‘i_l(x ! 1) v
2
= @ [0 y|1+§i)] Ay

IA
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die Behauptung. (]
Fiir die Abschétzung des Interpolationsfehlers ergibt sich:

Folgerung 1.6. Sei f,,(z) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspo-
lynom einer stetig dzﬁerenzierbaren Funktion f(x) mait

/ / L ‘1.52)] dydr < oo, s€(0,1).

Dann gilt

/xi [f(z) — ful2)]?dx < %(x — T 2+25/ / |1+(2y8)]2 dydzx , (1.47)

T

und durch Summation folgt

/[f( )= £ (2)]2dz < h2+2s// |x_ ‘st)]zdydx, (1.48)

d.h. (1.44) firs:=1+s € (1,2) und o = 0. Insbesondere ist

i = [ [T 4y (1.49

Bemerkung 1.1. Die Beschrdinkung von s € [1, 2] in der Fehlerabschdtzung (1.44) wird ei-
nerseits durch die Differenzierbarbeit von f bestimmt, andererseits durch den Polynomgrad
p = 1 der stiickweise linearen Interpolation, d.h. es gilt s < p + 1. Entsprechend kon-
nen diese Fehlerabschitzungen auf lokale Interpolationspolynome héheren Polynomgrades
p tbertragen werden.

Die Fehlerabschitzung (1.44) bleibt richtig fir o € (%, 1), wobei fir die zu interpolieren-
de Funktion die Stetigkeit vorauszusetzen ist. Dies soll hier jedoch nicht weiter betrach-
tet werden. Spater werden vergleichbare Fehlerabschdtzungen fiir Projektionsverfahren mat
stiickweise konstanten Basisfunktionen hergeleitet.

Beispiel 1.8. Sei f(z) =sinx fir x € [a,b] = [0,5]. Dann ist

3 Y2 1/2
1fll2 = 1Lf"llo = [/02(—811137)%] = E] " %\/7?

Fiir eine stickweise lineare Interpolation beziiglich der gleichmdssig verteilten Stiitzstellen
x; =1th firi=0,...,n, h= "1
2n
folgt die Fehlerabschdtzung
V6 2l V6 1
— < (=) =Va=—=n?=.
I/ =fullo = 33 (2n> VT T
In Tabelle 1.1 werden zusdtzlich zur Fehlerabschitzung auch die tatsdchlichen Fehler an-
gegeben. Diese bestitigen insbesondere die quadratische Konvergenzordnung der stiickweise
linearen Interpolation.
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Fehlerabschétzung | Fehler ||f — f.llo
2 0.111588 0.049236
4 0.027897 0.012434
8 0.006974 0.003116
16 0.001744 0.000787

Tabelle 1.1: Vergleich Interpolationsfehler mit Fehlerabschitzung.

Fiir eine globale Darstellung des durch (1.32) definierten stiickweise linearen Interpolati-
onspolynoms

Lf(x) = flax)pw(z) (1.50)
k=0
konnen Basisfunktionen
1 flir z = xy,
or(z) = 0 fir x = xp # a4,

stiickweise linear sonst

definiert werden, siehe hierzu auch Abbildung 1.8.

i
Jrt1
fie
or-1(z) or(Tr) = Or+1()
T T, Thi1

Abbildung 1.8: Ansatzfunktionen i (z) sowie py1(x).

Fiir die Basisfunktionen ¢ (x) ergibt sich daraus die funktionale Darstellung

(TR g € [zr_1, zx),

T — Tp—1
pr(@) = 4 IHLTT e ma), (1.51)
Tpy1 — Tk

L 0 sonst.
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Die Verwendung lokaler Basisfunktionen, z.B. stiickweise linearer Ansatzfunktionen, er-
moglicht eine einfache Auswertung des Interpolationspolynoms. Jedoch verlangt die Inter-
polationsaufgabe die Stetigkeit der zu approximierenden Funktion. Diese Voraussetzung
kann durch die Verwendung von Projektionsmethoden vermieden werden.

1.6 Projektionsmethoden

Die Approximation einer gegebenen Funktion f(z) durch ein Interpolationspolynom f,, ()
erfordert zumindest die Stetigkeit der zu approximierenden Funktion f(z). Diese Voraus-
setzung kann durch geeignete Projektionsmethoden abgeschwécht werden. Gesucht ist eine
Approximation

n

() =) arpn(x)

k=0

mit zunéchst beliebigen Ansatzfunktionen @y (z), die den zugehorigen Fehler

n

[ @ - para = | [ﬂx)—Zamas)] d

- / @) de—23 o / F@en@) de+ 303 ava / ou(@)pe(a) da
:/[f(x)]zdx—ZZbkfk+ZZbkbzmkz

minimiert. Dabel sind

b b
fr = / f(x)or(x)de, my, = / or(z)pe(x)de furk,=0,...,n.
Aus der notwendigen Minimierungsbedingung

0

b n )
E [f(ﬂf) — Zakwk(:c)} de =0 firallej=0,...,n
iJa k=0
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folgt, unter Ausnutzung der Symmetrie mg, = myy,

b
/ x—2Zakfk+ZZakaemkz]

k=0 ¢=0

2
Cijjj + E Q;apMje + E E akagmkg]

0=0,0+j k=0,k=j £=0

9
8aj

= —2f;+

n
= —=2f; + 2a;m;; + Z agmje + Z agMmy;
(=0,0] k=0,kj

= _2fj —+ 2 Z akmkj .

k=0

Dies ist gleichbedeutend mit

a (x)pj(z)de = f(x)pj(x)dx firj=0,...,n, (1.52)
;; k/a or()p /a v J

bzw. mit dem linearen Gleichungssystem
Mypa = f (1.53)

mit der Massematrix ,
Milik = [ ou(o)g(a) do (1.54)

und dem Vektor der rechten Seite,
b
~ [ @)oo ds

b b
Mj, k] = / or(2)0; () dic = / o3(@)pu(x) dz = Mylk, ]

fir j,k=0,...,n. Wegen

fiir alle k,j = 0,...,n ist die Massematrix M, = M, symmetrisch, und wegen
Mhaa) = 33 MiliHma, = 3 S wa; [ oo e
j=0 k=0 j=0 k=0
b b [ n 2
= / Zampk Zaj% Ydx = / Zak<ﬁk($) dr > 0
¢ k=0 @ Lk=0

fir alle @ € R™™ mit |la|ls > 0 positiv definit, wenn die Basisfunktionen ¢ (x) linear
unabhéngig sind. Insbesondere folgt daraus die Invertierbarkeit der Massematrix Mj, und
somit die eindeutige Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (1.53).
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Bei Verwendung der stiickweise linearen Basisfunktionen (1.51) ergibt sich fiir die Eintrage
(1.54) der Massematrix

b
Myulj, k] = / op(@)pj(z)dr = 0 fiir j # k, k4 1.

Fiir die Nebendiagonaleintrdge und j = k 4= 1 ist

x
Ml T — T T — T

dx

Mk 1,4 = /

A T+1 — Tk Lh+1 — Tk

1 Tp+1—Tk d 1
= — —xp—t)tdt = — — Xy).
(Trt1 — o1)? /0 (hsr =2~ 1) 6(%“ o)

Fiir die Hauptdiagonaleintrige und 7 = k ist schliefSlich

S P el gy — ?
i) [ [ [ [
zh_y LTk — Thk—1 T, Tk+1 — Tk

1 1
= g(% —zp1) + §($k+1 — ).
Fiir eine gleichméfige Unterteilung mit h = x5 — xy fiir alle k =1, ..., n folgt somit
21
1 4 1
M= € RV (),
6 1
1 41
1 2

Die Massematrix M), ist symmetrisch und positiv definit sowie schwach besetzt, d.h. M,
besitzt 2 + 3(n — 1) 4+ 2 Nichtnulleintrige. Damit konnen fiir die Losung des linearen
Gleichungssystems Mya = f effiziente Losungsverfahren verwendet werden. Darauf soll an
dieser Stelle jedoch nicht weiter eingegangen werden.

Die voneinander linear unabhéngigen Basisfunktionen ¢y (z) bilden einen linearen Raum

Sn = span{@x}j_o-

Die durch die Losung des linearen Gleichungssystems (1.53) eindeutig bestimmte Appro-
ximation f,, € .S, ist also Losung des Variationsproblems

/abfn(:c)wj(x)dw = /abf(fc)w(x)dx fir j =0,...,n,

bzw. von

/ fo(@)gn(x)de = / f(2)gn(x)dz fiir alle g, € S,,. (1.55)
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Offenbar gilt dann die Galerkin—Orthogonalitéit

/ [f(x) = fu(2)]gn(x)de = 0 fir alle g, € S,,. (1.56)

Die Approximation f, = @, f € S, wird als Ly—Projektion von f bezeichnet.

Lemma 1.8. Sei Q,f € S, die durch die Lisung des Variationsproblems (1.55) eindeutig
bestimmte Lo—Projektion einer gegebenen Funktion f. Dann gilt die Fehlerabschdtzung

”f - an”o S Hf _gnHO f’[iT alle dn S Sna (157>
d.h. es gilt
1f = fallo = min [[f = gnllo- (1.58)
gn€Sn

Beweis: Fiir den Fehler f — @, f folgt mit der Galerkin—Orthogonalitéit (1.56) und der
Cauchy-Schwarz Ungleichung (1.33)

£ =QulE = [ @) = QuI@)if @) - Quf)] do
- / (@) = Quf @[ (2) — gu(w)] di + / (@) = Quf (0)][ga(z) — fulz)] de

b
_ / (@) — Quf @)l (&) — galw)) da
< 1F = Qufllollf = gall

fir alle g, € S,,. Daraus folgt unmittelbar die Fehlerabschétzung (1.57). n

Fiir das Beispiel der Ly—Projektion in den Raum der stiickweise linearen Funktionen kann
die Fehlerabschétzung (1.57) mit der Fehlerabschitzung (1.44) kombiniert werden.

Folgerung 1.7. Sei Q, f € S,, die durch die Lisung des Variationsproblems (1.55) eindeu-
tig bestimmte stickweise lineare Ly—Projektion einer gegebenen Funktion f mit || fls < oo
fir s € [1,2]. Sei weiterhin I, f das stiickweise lineare Interpolationspolynom von f. Dann
qilt die Fehlerabschdtzung

If = Qufllo < IIf = Lufllo < ch®[[f]s- (1.59)

Beispiel 1.9. Wie in Beispiel 1.8 betrachten wir die stiickweise lineare Approximation
der Funktion f(x) = sinz fir z € [0, %] beziglich gleichmdssig verteilten Stiitzstellen. Die
Fehler der Interpolation I, f sowie der Lo—Projektion Q, f sind in Tabelle 1.2 angegeben. In
beiden Fdllen beobachtet man eine quadratische Konvergenz, wobei im Fall der Projektion
ein um den Faktor 2 reduzierter Fehler auftritt.
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2 4.92 -2 2.14 -2
4 1.24 -2 5.17 -3
8 3.12 -3 1.28 -3
16 7.87 4 3.19 4
32 1.95 4 7.96 -5
64 4.87 -5 1.99 -5

Tabelle 1.2: Vergleich der Lo—Fehler von Interpolation und Lo—Projektion.

Fiir die Abschéitzung der Ableitung des Fehlers der Ly—Projektion muss anders wie bei der
Interpolation vorgegangen werden. Fiir eine stiickweise lineare Funktion g, € S,, zeigen wir
zunéchst eine lokale inverse Ungleichung.

Lemma 1.9. Fir eine stickweise lineare Funktion g, € S, mit

———— gk — gr—1] firz € (zy_1,zx),k=1,...,n
T — Tk—1

gilt die inverse Ungleichung

/mk [g) (2)])? dw < 12 (2), — 14—1) 2 /xk [gn(2)])? d . (1.60)

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus

Tk 1
/ 2 gy — o )2 < [ 2, 2 ]
[ P ds = oo - g < [ it
und
Tk 1 2 1 g Ik
n 2 d = = - Lk— g )
[ e = geena((75) (),
1
> G (T — 2p-1) [gi + 91371} :
|
Fiir eine global gleichméssige Unterteilung mit h = z;, — xp_; fiir alle £ = 1,...,n folgt

aus der lokalen inversen Ungleichung unmittelbar die globale inverse Ungleichung

b b
/ [g) (2)])?dx < 12h2 / [gn(2)])? dz fiir alle g, € S,,. (1.61)
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Lemma 1.10. Sei Q, f € S, die durch die Lisung des Variationsproblems (1.55) eindeutig
bestimmte lineare Ly—Projektion einer gegebenen Funktion f mit || f||s < oo fir s € [1,2].
Fiir eine global gleichmdssige Unterteilung folgt dann die Fehlerabschdtzung

If = Quflly < ch* [ fls - (1.62)

Beweis: Mit der Dreiecksungleichung ist zunéchst

wobei I, f die stiickweise linear Interpolierende von f bezeichnet. Mit der globalen inversen
Ungleichung (1.61) fir I,,f — Q. f € S, folgt dann

Nochmalige Verwendung der Dreiecksungleichung ergibt

Hf - an”l S ”f - [nf”l + \/ﬁhil”f - [anO + \/ﬁhil”f - an”07

und die Behauptung folgt aus der Fehlerabschétzung (1.44) fiir 0 = 0 und o = 1, bzw. aus
der Fehlerabschétzung (1.59). n

Die Anwendung der Fehlerabschétzung (1.59) setzt die Beschranktheit von || f||, < oo fiir
o € [1,2] voraus. Am Beispiel der Ly—Projektion mit stiickweise konstanten Ansatzfunk-

tionen

1 fiire € (xp_q, xp),

mmz{ (1.63)

fir k =1,...,n sollen nun Approximationen

0 sonst

Quf(x) =) aru(x)

untersucht werden, wenn die zu approximierende Funktion f eine geringere Differenzierbar-
keit aufweist. Die Lo—Projektion @, f ergibt sich, vergleiche (1.52), als eindeutige Losung
des Variationsproblems

Zak/ Yp(x)Yj(z) de = / f@)Yj(x)de furj=1,...,n. (1.64)

Wegen
Th — Tp_1 fir j =k,

b
[ o = {7
folgt

1 b 1 Ty
%:gz;lf@WW“:gz;lmmw”
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Lemma 1.11. Sei Q, f die durch die Lisung des Variationsproblems (1.64) eindeutig be-
stimmte stiickweise konstante Lo—Projektion einer gegebenen, lokal stetig differenzierbaren
Funktion f(x). Dann gilt die Fehlerabschditzung

| U@ - Quer e < Smome [ ke )
Beweis: Fiir © € (zy_1,zx) ist Q,f(x) = arb(x) = ax und somit ist
1 Tk 1 T T
f@) = Qufe) = ——— [ ) = sty = —— [ [ roydsay

Dann gilt, unter Verwendung der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33),

v@—@ﬂm2=Z55;34/kr/fwmw4
1 2
: ﬁ/ vas [ [[ o] o
- Lk — Th— 1/ {/f ds] w
Durch erneute Anwendung der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33) folgt
@) - Qi = e [ [ pas] a

1 Ty T T
- 12 ds| - / "(s)1? ds
M_MJLAL 17

< ——i——Lij—mdy/%LﬂﬁP%-

T — Tk—1 Th_1

IA

dy

Integration beziiglich = € (zy_1, x)) ergibt

L;Um—@ﬂmwxsﬁééjliéiw—mwwl;w@ﬁw

T Ty 1 5
[ [ e slayds = G-
T—1 Y T—1

folgt schliellich die Behauptung. [ ]

Mit

Summation der lokalen Fehlerabschitzungen (1.65) ergibt die globale Fehlerabschéitzung

[ 1@ - Qui@Pds < 33 w—ne? [ PP (160

k=1 Tk—1

w
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Die Voraussetzung der Quadratintegrierbarkeit der ersten Ableitung f’(z) der zu approxi-
mierenden Funktion f(z) gewéhrleistet also ein lineares Konvergenzverhalten der stiickwei-
se konstanten Lo—Projektion @, f fiir den Fehler f — @, f in der Lo—Norm. Ausgangspunkt
fiir eine noch schwichere Fehlerabschitzung ist fiir s € (0,1)

f2) - Qufe) = — / F(2) — Fy) dy

Tk — Th—1 Jgp_,
= i |:L’—y‘2+ dy.
Tp = Tp-1 Juy_, |x—y|2T*

Mit der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33) folgt daraus

@) = Q@ = ——— | [ LB ey,
(Tp — Tp-1) o1 |z —yl2t

1 o [f(x)_f(y)P o o |1+2s
S G e

< (xk . xk—l)QS /VIIc [f(l‘) - f(y)]2 dy

o =y

Integration beziiglich x € (xy_1, zx) liefert jetzt die lokale Fehlerabschitzung

: [f(2) = Quf(x))*dz < (2 — 241) 1+28)]2dydx (1.67)
.. A=

und durch Summation folgt die globale Fehlerabschétzung

[ 1) - Qurtas < Z< o [T I e e

Aus der Galerkin—-Orthogonalitéit (1.56) folgt fir g, = f, = @, f unter Verwendung der
Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33)

b
If = Qufl2 = / (@) — Quf(@)] [f () — Quf(2)] da

_ / [f () = Quf (2)] f(z) da

< ([ - quera) " ([wirar)

die triviale Fehlerabschitzung

1/2

1f = @nfllo < [[fllo- (1.69)
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1/2
I flls == (/ / ‘1+2 dydx) fir s € (0,1), (1.70)

so konnen die obigen Fehlerabschatzungen wie folgt zusammengefafit werden. Man beachte,
da durch (1.45) und (1.70) zueinander dquivalente Normen definiert werden.

Definieren wir

Satz 1.6. Sei Q, f die stiickweise konstante Lo—Projektion einer gegebenen Funktion f mit
I flls < oo fiir s € [0,1]. Dann gilt die Fehlerabschitzung

1f = @ufllo< ch® | flls- (1.71)

Bemerkung 1.2. Die Fehlerabschitzung (1.71) fiir stiickweise konstante Ansatzfunktionen
(p = 0) entspricht formal der Fehlerabschdtzung (1.59) fir stickweise lineare Ansatzfunk-
tionen (p = 1) und fir s € [1,2]. Tatsichlich bleibt (1.59) richtig fir s € [0,2], wobei der
Fall s = 0 wie in (1.69) folgt. Die Fehlerabschdtzungen fir s € (0,1) folgen dann durch
Anwendung des sogenannten Interpolationssatzes aus den Fehlerabschdtzungen fir s = 0
und s = 1. Fiir Ly—Projektionen Q,, f mit Basisfunktionen mit lokalem Polynomgrad p gilt
die Fehlerabschdtzung (1.71) fir alle s € [0,p + 1] unter der Voraussetzung | f||s < oo,
wobei || f||s in Erweiterung zu (1.49) und (1.70) entsprechend definiert ist.

Am Beispiel der stiickweise konstanten Basisfunktionen (z) soll abschliessend auf einen
Vergleich von Interpolation I, f und Lo—Projektion @), f eingegangen werden. Bezeichnet
Ty = %(%—1 + xp) den Mittelpunkt von (xp_1,zy), ist ist die stiickweise konstante Inter-
polation einer gegebenen Funktion f(z) gegeben durch

=3 @) (1.72)

Lemma 1.12. Sei [,,f die durch (1.72) erkldrte stiickweise konstante Interpolierende einer
gegebenen, lokal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt die Fehlerabschitzung

[ 1w e < fee-ae [ rwra. (173)

Beweis: Fiir © € (zy_1, ) ist I, f(z) = f(Z)) und somit
@) = L () = f(a) = $@) = | F(5)ds
Mit der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33) folgt dann
. 2
) -t = | [ 1 rea

é}ﬂ%ws

w—@y/kwwww.

< o=

IA
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Integration nach x liefert dann

/xjkl[f(x)—lnf(x)]de < / o~ Bl de /;kl[f/(s)]zds

1 2 o / 2
— o me? [ () as

Tp—1

Summation der lokalen Fehlerabschétzungen (1.73) liefert die globale Abschétzung

n

b 1 Tk
[ 1@ - Li@Pds < 1Y o me? [ @R 0

k=1 -

Fiir einen Vergleich von Interpolation und Lo—Projektion beschrinken wir uns auf das
Intervall [a,b] = [0,1] mit einer gleichméssigen Unterteilung in Stiitzstellen z, = kh,
k=0,...,n, mit einer Schrittweite h = 1/n.

Satz 1.7. Sei f(z) eine lokal zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann stimmen die
Lo—Fehler der stiickweise konstanten Interpolation I, f und der stickweise konstanten Lo—
Projektion Q, f bis auf Terme hoherer Ordnung tberein, d.h. es gilt

IF =1l = = P21 < 1 = Quflo < If = Tufllo (1.75)

Der Beweis von Satz 1.7 beruht auf einer Anwendung der Taylorschen Formel in der fol-
genden Form.

Satz 1.8 (Taylorsche Formel). Sei f(z) in einer Umgebung von xo (n + 1)-mal stetig
differenzierbar. Dann gilt

(x — x0)®

@) =3 o )+ [ o= s ) ds. (1.76)

k=0 T /o

Beweis: Fiir eine stetig differenzierbare Funktion ist zunéchst
fla) = fan) = [ Fs)ds.
o
Wird hinreichende Differenzierbarkeit vorausgesetzt, so folgt mit partieller Integration

f(2) — flao) = / (s ds

T

= (s—x)f'(s)

[ e-asrds

T Zo
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d.h.
f(x) = f(xo) + (x — x0) f'(0) +/ (x —s)f"(s)ds.

Zo

Fiir n = 1 gilt also die Induktionsvoraussetzung

) =3 IR ) 4 L [ o) as.

k=0
Nochmalige partielle Integration ergibt

fay = S g -

(LU . S)nJrlf(nJrl)(S) ¥

|
par (n+1)! o
1 T
o n+1 p(n+2) d
+7(n P /xo (x—s)"" f (s)ds
n+1 k T
— 1
- Z %ﬂk)(zo) 4 ﬁ/ (& — s)"H F0+2) (g) ds,
k=0 ° ( + ) s
d.h. die Induktionsbehauptung fiir n + 1. |
Beweis von Satz 1.7: Mit den Stiitzstellen x, = kh fiir £ = 0, ..., n sind die stiickweise

konstante Lo—Projektion @, f und die stiickweise konstante Interpolierende I, f gegeben
durch, fir 7, = %(:L’k,l + ),

=Y wte) ae=g [ @ dn Lf) =3 b, b= 1.
k=1 Tr-1 k=1

Die Ly—Projektion @, f ist definiert als Losung eines Minimierungsproblems, mit (1.57) fiir
gn = I, f gilt daher

und somit die obere Abschétzung. Andererseits gilt mit der Dreiecksungleichung

und fiir den zweiten Summanden gilt

1Quf - ff||o—Z/ daz—hz (a5 — by’

Durch Anwendung der Taylorschen Formel fiir eine lokal zwe1mal stetig differenzierbare
Funktion folgt fiir die Differenz der Zerlegungskoeffizienten

w-be = 3 [ f@di-s@) = [ (@ - 1@



42 1. Approximation von Funktionen

Somit ergibt sich, unter Verwendung der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33),

2
1 Ty T
(ap —bp)* = 3 < (x —s)f"(s)ds dx)
1 T T x 2
< 1° d:l:/ (/ (x—3)f"(s) ds) dx
h Th—1 Tr—1 Ek
1 Tk x 2
= —/ </ (x —s)f"(s) ds) dx
h Tp_1 Ty
1
< - dx

/.

h Tp—1
1 [

<3/
h Tp—1

[(x — 5)%ds
[(x — 5)%ds

Durch Berechnung des verbeibenden Integrals folgt

1 T T
(ar —bp)* < —/ / (v —s)*ds
h Tp_1 |/ Tg

Aﬁ%ww
dx / ()] ds.

o [ 1P

Tp—1
_ l/mk _l(x_ 8)3 * dx/mk [f//<8)]2 ds
h Tk—1 3 Tk Tp—1

11 o -~ 13 o " 2
= 3% |z — Ty |” da Lf"(s)]" ds

Tp—1 Tp—1

— %%/ﬁfk(l‘—i‘\k)?’d:p/mjkl[f//(s)]zds

1 Tk
- %h?’ /mkl[f”(s)]st.

Damit gilt
1 1
H%fme—WZ/ ds=gont [ 1f" @R ds
Tp—1 0
und somit |
If = Lnfllo < [If = Qufllo + 756 R Mo
woraus unmittelbar die Behauptung folgt. |

Beispiel 1.10. Gegeben sei die Funktion f(x) = x? fir x € [0,1]. Fiir die Schrittweite
h = 1/n ergeben sich die Stiitzstellen xy = kh, k =0, ... ,n, und die Elementmittelpunkte

1 1
’x\kza(xk—1+xk):§(2k—l)h firk=1,....n
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Fiir die Zerlequngskoeffizienten by, der stiickweise konstanten Interpolierenden I, f ergibt
sich

1
b= f(in) = 3 = hA(2k — 1)

wdhrend fir die Zerlequngskoeffizienten ay der Lo—Projektion @, f

1 [ 11 h? 1
a =7 / wde = ol — i) = K = (k= 1)) = 02 [k? ke g}
folgt.
Fiir den Fehler der stiickweise konstanten Interpolierenden I, f ergibt sich
1 2
/ [f(x) = If(x))?dx = Z/ [:v — —h2 2%k — 1) } dx
0 Th—1
1 23
= AP [k o]
3 Z T80
k=1
1 1 1 2
= §h5 [gn(n +1)(2n+1) — 5n(n +1)+ 83 }
— 1;12 — £h4
9 720

und im Fall der Lo—Projektion Q, f ist

/Ol[f(a:)—th(x)]Qd:c - i/ [xQ—h2<k2—k+%)rd:c

k=1"%k-1
.

= = ; [15k* — 15k + 4]

= %hS {%n(n +1)(2n+1)— %n(n +1)+ 44
1 1

= - Eht

Bis auf Terme vierter Ordnung stimmen also Interpolations— und Projektionsfehler tiberein.



Kapitel 2

Numerische Integration

Fiir eine im Intervall [a, b] gegebene Funktion f(z) ist das bestimmte Integral

I = / f(x)dx (2.1)

durch eine geeignete Naherungsformel

n

I, = far) w (2.2)

mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; und Integrationsgewichten wy zu berechnen.
Ein numerisches Integrationsverfahren (2.2) heifit von der Ordnung p, falls p die grofite
ganze Zahl ist, fiir die das Verfahren alle Polynome kleineren Grades als p exakt integriert,

m

b n
/ Gm(x)dx = qu(a:k)wk fir alle g,,(x) = Zaj:cj, m < p.
e k=0

J=0

Eine erste Idee fiir die Herleitung numerischer Integrationsformeln besteht im Ersetzen der
Funktion f(z) durch das Interpolationspolynom f,, € II,, mit

folzs) = f(z;) firi=0,... n.
Bei Verwendung von Lagrange—Polynomen (1.11) lautet das Interpolationspolynom

.’L'—SL’]'

fale) = D f) L), Lix) = J[ —=
k=0 j=0g#k
und fiir die Integrationsformel (2.2) ergibt sich

n

L= [ e =Y s [ Lie)ds = Y s (23

k=0
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mit den Integrationsgewichten

wk—/ Ly (x d:p—/ H — gy firk=0,...,n. (2.4)

— X;
§=0,j#k Lk J

Aus der Darstellung (1.14) des Interpolationsfehlers

1 n
- n+1) _
(n+ 1) 1;[ =)

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle {(z) € (a, b) folgt fiir den Fehler der numerischen
Integrationsformel (2.3)

b b n
-1 = [ @)= f@lds = o [ 10E@) [[e-apdn. 29)

flx) = falz) =

(n+1)!

Die Integrationsformel (2.3) ist von der Ordnung n + 1, d.h. Polynome f(z) = f,,(x) mit
dem Polynomgrad m < n werden exakt integriert. Ist die Integrationsformel insbesondere
exakt fiir konstante Funktionen, dann folgt fiir f(x) =1

b n
I:/d:p:b—a:_fn:Zwk
@ k=0

und somit
1 n
PP ITEE
b—a par

Fiir eine stabile numerische Auswertung der numerischen Integrationsformel (2.3) ist wei-
terhin die Positivitdt der Integrationsgewichte, w; > 0, zu fordern.

Die Integrationsformel (2.3) und die Fehlerabschitzung (2.5) gelten fiir eine beliebige Wahl
der paarweise verschiedenen Stiitzstellen x;. Im folgenden betrachten wir zunéchst im In-
tervall [a, b] gleichmissig verteilte Stiitzstellen.

2.1 Newton—Cotes Integrationsformeln

Fiir eine dquidistante Verteilung der Stiitzstellen,

b— b—
op = at+k—% — a4 kh firk=0,...,n, h=-2
n n

ergibt sich fiir die Berechnung der Integrationsgewichte (2.4) fiir £ = 0, .

wk—/L" d:p—/ H — % d:p—/ H T CH_jh)dx.

—
j=0,jk Tk T T §=0,j#k
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Mit der Substitution
r=a+th firtel0,n], dr=hdt

folgt

o t— b—a _
wk:h/ H ],dt: awk
0 jojpr " J "
mit
wk—/ H jdt fir k=0,.
JOJ#k

Die resultierenden numerischen Integrationsformeln sind die Newton-Cotes—Formeln

_ b L3 ) @ (2.6)

Beispiel 2.1. Firn =1 sind die Stiitzstellen durch
ro=a, x1 =20

gegeben und fiir die Integrationsgewichte ergibt sich

t—1 1 1
Oy = /—dt /(1—t)dt: ,
1

N 1 0 1

1 = —d dt = =

w 10 t = /Ot t
Damit ist ) . ;

L= (0= a) | 7@+ 550 = "5 1@+ ) (2.7
die Trapezregel. Fiir den Fehler (2.5) ergibt sich
b
=1 = 5 [ P -a@—a

Die Substitution
Ls 1 2
s(z) = [(x—a)(x—b)dr = 3% —§(a+b)x + abx

ergibt eine fir x € (a,b) streng monoton fallende Funktion, fir die die Umkehrfunktion
x = x(s) existiert. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung folgt dann

1 [5® 1 1

I-1 =5 f'(€(x(9))) ds = S[s(b) = s(a)] ["(£(2(5))) = —=5

I ; = 1) (b a)?
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mit einer Zwischenwertstelle

n=f"(&(x(s))) € (a,b).

Insbesondere gilt

b —a
[ 1@de = 5 @)+ 10 - 5 00— (2.9

Damit ist die Trapezregel ein Verfahren zweiter Ordnung, d.h. lineare Funktionen werden
exakt integriert.

Beispiel 2.2. Wird als Stiitzstelle nur der Mittelpunkt

a+b
2

g =
betrachtet, so ergibt eine Taylor—Entwicklung (1.76) fir x € (a,b)

f(@) = f(zo) + (o) (z — x0) + %f”(&(x)) (z — o)

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle £(x) € (a,b). Dann folgt
b b
= [ @ae = [ s+ ) -+ e - w02 do

— =) )+ [ POl

s(z) = /(az — 0)%dr = %(az —x0)?

ergibt eine fir x € (a,b) streng monoton steigende Funktion, fir die die Umkehrfunktion
x = x(s) existiert. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung folgt dann

Die Substitution

s(b)
s [ r@e-ara = 3 [ e

_ ; [5(b) — s(a)] f"(£(x(3)))
= {2~ (o~ o) £0n) = 30— aF"(0)
mit einer Zwischenwertstelle n = £(x(8)) € (a,b). Fir die Mittelpunktformel
Iy = (b— a)f(a;b) (2.9)
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folgt dann die Darstellung

[ t@rds = - (“57) + 550 - 0) (2.10)

mit einer Zwischenwertstelle n € (a,b). Die Mittelpunktformel ist wieder ein Verfahren
zweiter Ordnung, d.h. lineare Funktionen werden exakt integriert. Im Vergleich zur Trapez-
regel ist aber nur eine Funktionsauswertung von f(x) erforderlich.

Betrachten wir fir f(z) das lineare Hermitesche Interpolationspolynom (1.27) fiir n =0,

filz) = flxo) + f'(xo) (2 — 20),
dann gilt die Darstellung (1.29)

fa) = Rla) + 5 (€@ @ — o)’

und die Abschdtzung des Integrationsfehlers folgt wie oben.

Beispiel 2.3. Fiir n = 2 sind die Stiitzstellen durch

Ty = a, xlzé(aer), To =0

gegeben und fiir die Integrationsgewichte ergibt sich

S P S|
WO—?), W1—3, (.U2—3.
Die resultierende Integrationsformel
1 a+b
I = Z(b—a) [f(a)+4f< . )+f<b)] (2.11)

st die Simpson—Regel. Wie bei der Mittelpunktformel betrachten wir jetzt fir die zu inte-
grierende Funktion f(x) das Hermitesche Interpolationspolynom fs(x) mit

fa(wo) = flxo), fa(w1) = f(w1), fs(xa) = f(22), fy(w1) = f'(21).

Fiir dieses gilt die Darstellung

2

(x — 1) 7 — 29 (r —x1)* = — x9

fis(z) = f(wo)

E Ch—— + f(x2)

T—To T —1T
+f(x1) ° 2

(.TQ — .Tl)z To — X

o + ] 4+ f ) e L2
T1 — g T1 — X2 T1 —Tog L1 — T

(x — z1)

mit N 5
q=_0TT27 N , B=1—ax.
(!E1 - $0)($1 - !EQ)
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Weiters gilt (1.29), d.h.

f(x) = fa(x) + %f(‘”(é“(l“))(x —@o)( — 22) (2 — 21)°.

b _ 2 _
/ . Y I ()

(56’0 - 371)2 Ty — T2

bl N2 .
/ (w-m)” @ N gy = %(b—a),

(!EQ - $1)2 T2 — Xg

b
. . 2
/ S (ax + B)dr = g(b—a),

X1 —TpT1 — T2

b J— J—
/3j Yo ¥ xz(:p—xl)dx = 0

X1 — TopT1 — T2
erhalten wir

=Lt 5 [ €@ @ - )@ - m)(o - ) do.

Daraus folgt

[ = T8 [0+ 45 (50 £ 50)] - g 0= e

mit einer Zwischenwertstelle n € (a,b). Die Simpson—Regel ist ein Verfahren vierter Ord-
nung, d.h. kubische Polynome werden exakt integriert.

Beispiel 2.4. Betrachtet wird das bestimmte Integral
I:/ sinzdr = 1—cosa.
0

Fiir f(z) =sinz ist f"(x) = —sinxz und somit folgt

"] < fla) firg e (0,a).

Damit ergeben sich fir die Mittelpunktformel (2.9), die Trapezregel (2.7) und fiir die Simp-
sonregel (2.11) die folgenden Fehlerabschditzungen

1 1 1
I — Ip| < —a*sina, |I—1| < —=d’sina, |[—1|< a® sin a.
24 12 2880
Die in Tabelle 2.4 aufgefiihrten numerischen Ergebnisse spiegeln die theoretischen Feh-
lerabschdtzungen wieder, wobei die einfache Mittelpunktformel der Trapezregel tberlegen
scheint.
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Mittelpunkt Trapez Simpson
a | Theorie | Fehler | Theorie | Fehler | Theorie | Fehler
5 161-1|111-1|323-1|215-1|332-3 |228-3
T1143-2 | 7673|2852 |152-2|734-5|394-5
21966-41491-4]193-3]981-4|124-6]631-7

Tabelle 2.1: Fehler der Newton—Cotes Integrationsformeln.

Als notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz der bisherigen numerischen Integrationsfor-
meln ist
b—al <1

vorauszusetzen. Der allgemeine Fall kann durch zusammengesetzte Integrationsformeln

= /abf(:c)da: _ g/::f(x)dx

mit Stiitzstellen

h—
t=a+ k"
n

firk=0,...,n

und numerischer Integration der verbleibenden Integrale behandelt werden. Mit der Simpson—
Regel folgt zum Beispiel

L= 3 gl m) [fa) + 4 £ (P o+ )
_ 66_71“ En: [f(xk_l) +41f(7$’“2+ x’“) + f(:vk)]

k=0

2.2 Gaufl—Legendre Integrationsformeln

Bei den bisherigen Betrachtungen wurden die paarweise verschiedenen Integrationspunkte
x, als gegeben vorausgesetzt. Allgemein enthélt die Integrationsformel

L= > flax) wy
k=0

2(n + 1) frei wiahlbare Parameter (zy,wy), kK = 0,...,n. Diese kénnen aus der Forderung
der exakten Integration von Polynomen f(x) = z® fiir « =0, ...,2n+ 1 gewonnen werden,

1 n
/ xdr = E Tp Wk -
0 k=0
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Beispiel 2.5. Firn = 2 und das Integrationsintervall [a,b] = [0, 1] ergibt sich zur Bestim-
mung der Parameter (xg,wy), (z1,w1) und (x2,ws) das nichtlineare Gleichungssystem

Aus Symmetriegrinden ist
1 .
xo = t, T =3, xo=1—1t firtel0,1]

und
Wp = Wy = W

zu wihlen. Aus der Gleichung fir a = 0,
wo + wy +we =1,

folgt dann
w; =1-—2w.

Man priift leicht nach, daf$ dann auch die Gleichung fir o = 1 erfillt ist,
1 1 1
5 = WoTo w11+ waTy = wt+ (1 — 2w)§ +w(l—1t) = 3

Fiir o = 2 bzw. fiir o« = 3 ergibt sich

1 1
— = w2 =2t + =
12 “{ +2}’

wdhrend fir o = 4 bzw. fir o =5

11 7
— = w |2t — 4P + 617 — At + —
0 - ¥ [ + + 3

folgt. Gleichsetzen liefert
40t — 80t° + 54> — 14t +1 = 0

mit den Losungen

1 V15 1
t1/2=§iwa l3/4 = 3
Fiir
L1 VIS
210
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folgt
5
w=—.
18
Somit lauten die Stiitzstellen
1 V15 1 _1+\/15
T T TI0 TT 2 T e o
und die zugehorigen Integrationsgewichte sind
L 5 L8 5
LT L T LT

Die resultierende Integrationsformel wird als Gaufs—Legendre Integration bezeichnet.

Beispiel 2.6. Wie in Beispiel 2.4 betrachten wir wieder das bestimmte Integral
I:/ sinxdr = 1 — cosa.
0
Verglichen wird die Simpson—Regel (2.11) mit der in Beispiel 2.5 hergeleiteten Gaufi—

Legendre Integrationsformel. Bei gleicher Anzahl von Stitzstellen zeigt sich eine deutlich
schnellere Konvergenz.

a | Simpson—Regel | Gaufl—Legendre
5 2.28 -3 8.12 6
" 3.94 -5 3.48 -8
2 6.31 -7 1.39 -10

Tabelle 2.2: Fehler der Simpson—Regel und der Gau—Legendre Integrationsformel

Es stellt sich die Frage, wie der in Beispiel 2.5 betrachtete Zugang und insbesondere die
Losung des nichtlinearen Gleichungssystems verallgemeinert werden kann. Zur Berechnung
des Integrals (2.1),

II/abf(x)d:c,

wird eine numerische Integrationsfomel

L= flxe)wn
k=0

betrachtet, welche Polynome f,,(x) von moglichst maximalen Polynomgrad m > n exakt
integriert, d.h.

[ dntayo = kifmm)wk.
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Bezeichnet

das Interpolationspolynom vom Grad n, so ist

rm () i = fm(®) = fo()

ein Polynom vom Grad m mit den n + 1 Nullstellen zy, k =0, ..., n. Fiir r,,,(z) gilt daher
die Darstellung

Tm(2) = fm(®) = fu(2) = gm—(nr1)( H T — ;)

mit einem beliebigen, aber durch f,,(x) eindeutig bestimmten Polynom g,,_(,41)(z) vom
Grad m — (n + 1). Insbesondere gilt also

me ) L (%) + gm—(n41) (2) Priar (2) (2.13)

mit
n
pn+1 H T — SL’]

Einsetzen in die Integrationsformel (2.1) erglbt

n

b
b
/ fm dl‘ - me T /L dl‘+/ gm,(n+1)(l’)pn+1(l’) dx = me(xk)wk

k=0
mit den Integrationsgewichten
b
wk:/ Ly(z) dx,
falls
b
[ gt (a) pusa(a) dz = 0

erfullt ist. Fir
m—(n+1)

Im-min(@) = > p;(x)

J=0

mit noch zu bestimmenden linear unabhéngigen Polynomen p;(x) vom Grad j und zuge-
horigen Koeffizienten v; folgt dies aus der Orthogonalitét

b
/ (@) prpi(x)de =0 firj=0,...,m—(n+1).
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Offenbar ist
m—(n+1)<n

zu fordern, d.h.
m<2n+1,

Insbesondere werden Polynome maximalen Grades 2n + 1 exakt integriert. Benotigt wird

also ein System {p; ;Liol von zueinander orthogonalen Polynomen p;(z) vom Grad j mit

| p@pterds =0 fix e (2.14)

Fiir die Nullstellen orthogonaler Polynome gilt das folgende Resultat:

Lemma 2.1. Gegeben sei ein System {p*}*; orthogonaler Polynome, d.h. es gilt (2.14).
(n+1)

Das Polynom p,41(x) besitzt in [a,b] n+ 1 einfache reelle Nullstellen x

Beweis: Sei o = a+1if, § # 0, eine komplexe Nullstelle von p,,.1(z). Da die Koeffizienten
von p,.1(x) reell sind, ist auch Ty = o — i Nullstelle von p,,1(x). Fiir das Polynom

Gn_1(z) == Pn+1(2) = Pn+1(7) fiir z € [a, ]

(x —xo)(x —To) (v—a)+ 32

mit dem Polynomgrad n — 1 ergibt sich mit, siehe (2.14)

0= / Pnt1(T) @1 (x) de = / % dx >0

ein Widerspruch, d.h. p,,1(x) kann keine komplexen Nullstellen besitzen.
Sei zy € R, xy > b eine Nullstelle von p,, 1 (). Fiir das Polynom

qn(l') _ Pn+1 (l‘)

fii b
P ir x € (a,b)

folgt wieder mit (2.14)

b b 2
0= / Pnt1(2)gn () do = s (@) dxr >0

a (I‘O—ZL‘)

ein Widerspruch, wodurch eine reelle Nullstelle xy > b ausgeschlossen wird.
Durch Betrachtung von

_ Pn+1 (ZL‘)

fir x € (a,b), xy < a,
T — 2o

Gn ()

wird analog eine reelle Nullstelle 2y < a ausgeschlossen.
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Somit besitzt p,y1(x) in [a, b] n + 1 reelle Nullstellen. Fiir eine mehrfache Nullstelle z ist

pn-l-l(x)

Qn—1($) = (ZL‘ _ IEQ)Q

und mit (2.14) ergibt sich wegen
b , ,
= 1 (2
0 / Pri1(T)Gn—1(x) dz :/ %dw -0

wieder ein Widerspruch. Damit gibt es im Intervall [a,b] n 4 1 einfache reelle Nullstellen
2"V des Polynoms ppy1(x). |

Die Stiitzstellen der numerischen Integrationsformel ergeben sich dann aus den Nullstellen
von

P (2 H r— 1), (2.15)

und die Integrationsgewichte ergeben sich entsprechend aus

wk—/ Li(x d:v—/ H — gy firk=0,...,n. (2.16)

— X;
§=0,j#k Lk J

Mit den durch (2.15) bestimmten Stiitzstellen z; und den durch (2.16) gegebenen Integra-
tionsgewichten wy ergibt sich die Integrationsformel

L =) flaw)w. (2.17)

Ausgehend von der Basis {xj}"+1 der Monome 7 kann durch Anwendung des Orthogo-
nalisierungsverfahrens von Gram Schmidt ein System orthogonaler Polynome konstruiert
werden, vergleiche Algorithmus 2.1.

Setze
po(l’) =1.
Firk=0,...,n berechne
1 b
pry1(z) = Zﬁkzm ), Bre= Oé_g/ 2" po(2) dz
Qo = / [P (2))? da.

Algorithmus 2.1: Konstruktion orthogonaler Polynome.
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Beispiel 2.7. Firn =2 und [a,b] = [0, 1] ist zundchst

1

2. Numerische Integration

p(z)=1, as= [ [po(z)dx=1.
0
Firk =0 ist
1 1
500——/ :Upo(a:)d:c:/ rdr = =
0J0 0
und somit
! 1
pi(z) =2 — Boopo(z) = 7 — -, Ozlz/ [p1(z)] algr::E
0
Firk =1 ist
1 [t 1
Bio = — prO(x)dx:/ ?dr = =,
1 [t 1
fun = — x2p1(x)d:c:12/ x2<x——)d:c:1
(0%} 0 0 2
und somit
pa(x) = x° — Bupi(x) — Biopo(z) = —($—§>—§:x —x+6,
d.h.
1 , 1
— dr = —
o2 = [ I e = 15
Firk =2 st
1 [t L 1
= — 3 d — 3d ——
Bao a0 Jo T po(ﬂf) T /o T ar 1’
1t ! 1 9
- — do =12 3( __)d _ 2
B o 0$p1($) x /095 T=35)% =1y
1 [t ! 1
Pog = — x3p2(az)d:c:180/ x3<x2—x+—)dx:_
Q2 Jo 0 6
und somit
p3(37) = 2’ - 522]72(37) - 521271(56’) - 520]70(56’)
3 3 ( o 1 9 1 1
- i) -
2 6 10 2 4
3 3 1
.3 922 9 1
= 2:6 —1—537 50

Zu bestimmen sind die Nullstellen von ps(x) durch Lisen der kubischen Gleichung

202 — 3022+ 122 —1=0
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mit den Losungen

1 V15 1
T T o T
Fiir die zugehdrigen Integrationsgewichte ist zundchst

Vae—x x— a9 5
Wy = dr = —
0

To — T1 Ty — T 18

4 5
und die Werte fiir wy = 9 und wy = 3 ergeben sich analog.

Der Fehler I —1,, der Integrationsformel (2.17) fiir eine beliebige Funktion f(x) kann auf die
Fehlerdarstellung (1.29) des Hermiteschen Interpolationspolynoms zuriickgefiihrt werden.

Satz 2.1. Sei {p; ;‘;’01 ein System von orthogonalen Polynomen p;(x) vom Grad j mit

b
/ py(@) pe(x) dz =0 fiir £ #

Fiir k = 0,...,n seien xy die Nullstellen von p,y1(x). Sei f in [a,b] (2n + 2)—mal stetig
differenzierbar. Dann gilt

/f d:c—Zf:ckwk+

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle n € (a,b).

(2n+2

/ H(az —z;)* dx (2.18)

Beweis: Fiir die gegebene Funktion f sei fo,.1 das Hermitesche Interpolationspolynom
vom Grad 2n + 1 mit

Jons1(@i) = f(2:),  foppr(@i) = f'(z;) firi=0,...,n.
Mit (1.29) st

) = faa o) + gy £ €a) ][ =

Jj=

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle £(x) € (a,b) und somit folgt, nach Konstruktion
der numerischen Integrationsformel zur exakten Integration von Polynomen vom Grad
2n+1,

b b b n
/a flx)de = /a fons1(z) dz + m/a FerR (e jl_[o x — ;)°
- 1 b (2n+2 -
= §f2n+1($k)wk+m/a f ]11)$—%

2n+2

= Zf($k)wk+ /H(x—ffj)%h
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mit einer Zwischenwerstelle 7 € (a,b). Im letzten Schritt wurde die Interpolationsbedingung
fons1(xr) = f(xx) benutzt, sowie ein verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechung
verwendet. |

Ausgehend von py(z) = 1 kénnen orthogonale Polynome py () durch das Gram—Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahren bestimmt werden, siche Algorithmus 2.1. Als Ausgangspoly-
nom kann aber auch zpy(x) gewéhlt werden, d.h. fir £k =0,...,n ist

prsi(z) = 2 () =) Brepe()

mit den Koeffizienten

b
xpr(z)pe(x) do
Bre = = fir £ =0,..., k.

[t as

Fiir £ < k — 1 ist 2p,(z) ein Polynom vom Grad ¢ 4 1. Dieses kann als Linearkombination

der orthogonalen Polynome {p;(z) fié, dargestellt werden,

b
/ epi(2)py () da
wpe(w) =D epi(x), ¢ = :
/ Ip; ()2 d

Fiir den Zéahler von (, folgt dann

/+1

b b
/ xpr(T)pe(x) doe = ch/ pe(2)pj(z)de =0 firallel <k —1.

J=0

Damit ist

po(z) =1, pre1(x) = zpe(x) — Brpr(x) — Brr—1pe_1(z) firk=0,...,n, (2.19)

mit den Koeflizienten

b b
apr(@)pele) da / epp(2)pes () da

e /abm(x)m e /:ka_mxwx

: (2.20)

wobei p_j(z) = 0 gesetzt sei.
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Lemma 2.2. Gegeben sei die Rekursionsvorschrift (2.19) und (2.20). Fir |a,b] = [—1,1]
gilt

poj(—x) = paj(x), pojr1(—x) = —pyra(x) firj=0,1,2,...
sowie

B = 0.
Beweis: Offensichtlich ist py(z) = 1 gerade und es folgt

1
/ zdx
1

pl(ff) =2 — Boo, Boo= 1 =0,

/ dx
-1

pi(z) =2, pi(=2) =—pi(2),
und fiir den Zéhler von (;; folgt

d.h.

/11x[p1(x)]2dx ~0.

Nach Induktionsvoraussetzung fiir k£ = 1 gilt also

pe(—x) = —pr(x), pr-1(—2) = pr—1(x), Brr(z) = 0.

Dann folgt
Pr1(2) = 2 pr(x) — Brr—1pr-1(),
d.h.

Peyi(—2) = —xpp(—2) — Bex—1Pk—1(—7T)
= prk(ﬂf) - Bkkflpkflcv) = pk+1(37)
ist gerade und fiir den Zéhler von B, 1541 folgt

1
/ Xz [pk+1($)]2 dr = O, d.h. /Bk+1k+1 = 0.

1

Ist pr(x) gerade und py_1(x) ungerade, so folgt entsprechend, daBl pyy1(z) ungerade ist und

Brt1k+1 = 0 gilt.
Fiir das Intervall [a,b] = [—1, 1] folgt also die Rekursionsvorschrift

po(®) =1, pr1(@) = xpi() — Bepr—1(z) firk=0,....n,

mit den Koeffizienten

[ am@pita) ds
By = 2= T :
[pe—1(2)]? da

-1

(2.21)

(2.22)
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Lemma 2.3. Fir die durch (2.21) und (2.22) erzeugte Folge orthogonaler Polynome gilt

/ [pi(z _2?1(22 . (2.23)

Beweis: Fiir py(z) = 1 ist

71[Po($)]2dx = / da =2, 2po(MP _

und fiir py(x) = x ist

' o a2 2P 2
71[p1(:p)] dx—/lx dx—g, 1+2.1-3

ist die Behauptung offensichtlich richtig. Fiir £ > 1 folgt durch partielle Integration

1 1
2 [ o) de
- -1

71[Pk($)]2 dx = x [pe(x)]?

Nach Konstruktion ist
pe(z) = 2% + qea (z),
d.h.
() = ka4 gy (@)

bzw.

sih(e) = kot od (@
= k[prle) s ()] + o0
— bpu(e) + 2, (0) — ks (2)
= kpe(x) 4+ rea(x).
Damit folgt
[ emtonita) e = [ ki) + na@)de =k [ )

1 1

woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt. [ ]

Lemma 2.4. Fir den in (2.22) erkldarten Koeffizienten gilt die Darstellung

2k —1 [p(D]?

O = ok 71 et (]2
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Beweis: Fiir den Zéhler von [y, ist

pre(@)x[z" " + qroo()da

| @ity in -

1

pr(z)[2" + 2q)_o(x)]dx

P — qp—1(2) + 2qr_2(x)|dx

/,
/,
/,
[t

Damit folgt

W da 2[pi(1)]?
B = /—1[19’“( )fd ok 2k—1 ()P

2 2 (D 2k 4+ 1 [pea (D]
[Pe-1(2)]" da T+20k—1)

-1

[ |
Damit folgt
2k — 1 [pp(1)]?
=1 — — _ 2.24
p0<l’) ) pl(x) Z, karl( ) xpk( ) 2k + 1 [pkfl(l)]zpk 1(33‘) ( )
e e
2% — 1 [pi(1
=1, p(1)=1, 1) = pe(1) — . 9.25
po(1) pi(1) pr+1(1) = pr(1) 2% + 1 pp_1(1) ( )
Lemma 2.5. Fir die in (2.25) erklirte Rekursion gilt
(1) = 5 pa() (2.26)
Pk T ok — 1Pk—1 . .

Beweis: Fir £ = 1 ist (2.26) offensichtlich richtig. Mit der Induktionsvoraussetzung

pe(1) = ()
ergibt sich mit
) = putt) = 2L ) -

die Behauptung fiir k& + 1. [ |
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Fiir die durch (2.24) erklérten Polynome pg(z) definieren wir die skalierten Polynome

Puz) = 2@ i By =1

pr(1)

Aus (2.24) folgt dann, unter Verwendung von (2.26),

o1 ()P
2k + 1 [pr_1(1)]
[ pe(r) 2k =1 pp(1) pk—1($)]

= (1) _95 (1) 2k + 1 pe_r(1) pe_y(1)

= nl1) o Ate) - R

i k
% + 1P’“‘1(x)} '

prvi(z) = api(x) 2Pk—1(~”€)

= pr(1) |z Pi(z) —

Mit
kE+1
2k+1

pk+1(1) = pk<1>

ergibt sich dann

Prepi(w) 2k 41 k
P = = P — Py

d.h.
(k+1)Peya(x) = 2k + 1) x Pe(x) — k Py (z) firk=1,2,3,.... (2.27)

Mit Py(x) = 1 und Pi(z) ist dies die Rekursionsvorschift der Legendre-Polynome. Aus

(2.23) folgt sofort
1
2
/ [Py (2)]* do = :
-1 14+ 2n

Die Legendre—Polynome P, (x) kénnen auch als Losung der Differentialgleichung

(2 = 1)P)(x) + 22P.(x) —n(n + 1)P,(z) =0 fiirx € (—1,1)

erklart werden. Ein Potenzreihenansatz und die Skalierungsbedingung P, (1) = 1 fiihrt
dann zu der als Rodrigues—Formel bekannten Darstellung

1 a
~ 2npl dan

P,(z) (z® —1)". (2.28)

Die Orthogonalitéit und die Rekursion der Legendre—Polynome folgt dann unter Verwen-
dung der Differentialgleichung.
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Fiir die ersten sechs Legendre-Polynome erhalten wir

Py(z) = 1,

Pi(z) = w,

Poa) = (34— 1)

Pia) = 5(52°—3x),

Py(z) = é(35x4—30x2+3),
Py(z) = é(63x5 — 702% + 157) .

0.54

-0.57

Abbildung 2.1: Legendre—Polynome Py(z), ..., Ps(x).

2.3 Gaufl—Tschebyscheff Integrationsformeln

Abschlielend sollen geeignete numerische Integrationsformeln fiir gewichtete Integrale der
Form

. /1 \/%d:p, I — kzzo Fla)wn (2.29)

betrachtet werden. Wie bei der Herleitung der Gaufl-Legendre Integrationsformeln sol-
len zunéchst Polynome f,,(z) von moglichst maximalen Polynomgrad m = 2n + 1 exakt
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integriert werden. Fiir Polynome f,, vom Grad m = 2n + 1 gilt die Darstellung (2.13),

n

me T Lk +gm (n+1 Hl‘—IL‘j

7=0
Einsetzen in die Integrationsformel (2.29) ergibt

n

gm (n+1)< )anrl( ) o
m me /\/_71,2 N dx_me($k)wk

k=0

mit den Integrationsgewichten

Ln n
Jf_f) -, an(x):j]:IO(x—xj),

Wk =

falls X
Im—(n+1) (T)Pny1(T)

V1—2a?

erfiillt ist. Gesucht sind also orthogonale Polynome p;(x) vom Grad j mit

dr = 0

1
pi@pex) , .

Lemma 2.6. Fir die durch (1.16) definierten Tschebyscheff-Polynome Ty(x) gilt die Or-
thogonalitdt

1T<>T<> .
oz ™ . ‘
—— — “(x — tr ¢ = 0, 2.30
V1—2a? 2 f 7 (2.30)
™ firt=75=0.
Beweis: Mit der Substitution
dx )
r =cosp, — = —sing, @€ m0]
de

und der Darstellung (1.17) ist zunéchst

1 1 T
T(x)Ty(x) cos(j arccos x) cos({arccosx) , 4
N ————*dx / N dx-/cosygpcos&pdcp.

-1 0
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Aus dem Additionstheorem

a—+f a—pf

cosa + cos B = 2cos cos

folgt mit
a=(G+0p, B=(G-0¢

fiir den Integranden

1
cos jp coslp = 3 [cos(j + )¢ + cos(j — £)y] .

Damit ist

J %dm = %O/[cos(j + ) +cos(j —O)plde.

Fiir j # ¢ und m = j + ¢ # 0 folgt die Behauptung aus

/Cosmcpdcp = 0.
0

Fiir j = ¢ =0 ist Ty(z) = 1 und somit

1 T
To(x)To(x) , B

Vi fe =
=1

und fiir j = ¢ # 0 ergibt sich

/ITJ»@:)TJ»(x) o
Jvi-w

N | —

T
dp = — .
/“0 2
0
| ]
(n+1)

Als Stiitzstellen xj der numerischen Integrationsformel I, sind also die Nullstellen z,,
des Tschebyscheff-Polynoms 7,,1(z) zu wihlen,

142k
:L‘E;H—l) = COSM firk=0,...,n.
2(n+1)

Zu berechnen bleiben die Integrationsgewichte

Li(z)

) ik =0,... 0.
V1—a?
“1

Wg =
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Stellen wir das Lagrange-Polynom L} (x) in der Basis der Tschebyscheff-Polynome dar,

= Z a;T;(x)

so erhalten wir fiir die Zerlegungskoeffizienten
1 Li(x)

dz
1 V1 —2?

apg =

bzw.
2 [ L)
’ V1 — 22

Da die Integrationsformel exakt fur Polynome vom maximalen Grad 2n + 1 ist, folgt

1! L;;(g;) 1
— L”x w —w
/ i z Jwe = Lo

de firt=1,.

bzw.

2 L"() 2
a = — Ly (xo)Ti(xp)we = =Ti(vg)wyg . firi=1,...,n.
B %1—# Z O)Ti(we)we = . ()W

Dann ergibt sich

n

Vg@P

T;(z)Ty(x)
;0 dx
1 V1—2a? == ]/1 \/1—332

Andererseits ist

Ly (=
(LY (20)]we = wi,
[ B e S0t

und somit folgt

225 ]
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a2
[cos—] =
2

Mit
[1 + cos a}

DO —

folgt

[ u (2k + 1)im -
= 7|1+ E [1 + 7}
W 2 cos 1

= (2k + 1)ir |
p— 1 e —
m™in+1+ ;1 cos P

Fir n = 2m ist

z 2k + )it [ (2k+1)in (k+1)2m+1—i)r
Zi:l R IE B Z@,ZI RTT E om + 1
) 2%k +1)i 2%k + 1)
Z¢:1 i 2m +1 2m+1
) 2%k +1)i 2%k + 1)
= g cosﬂ+cos(2k+l)ﬂcosﬂ}
— | 2m +1 2m +1
T 2%k +1)i 2%k +1)i
=S g PRA Dyim 2k 4 V)|
2m + 1 2m + 1

1 L

.
I

Entsprechend ist fiir n = 2m + 1

icosw _ i {COSMHOS (2k+1)<2(m+1)—z‘)ﬂ +COS(%H)g

— n+1 — 2(m+1) 2(m+1)
(2k + 1)im (2k + 1)im
- ; lcos Smt D) + cos <(2k + )7 — m)]
= 0.

Fiir die Integrationsgewichte wy, ergibt sich somit

T

firk=0,...,n

Wk = n+1

Damit folgt die numerische Integrationsformel

(2n+2 n d
+1) f +1) T
/\/1—:52 n+lzf (2n +2)! /H \/1—332 (2:31)

—-1 J=
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mit einer geeigneten Zwischenwertstelle nn € (—1,41). Die Integrationsformel (2.31) ist nach
Konstruktion exakt fiir alle Polynome vom Grad 2n+1. Insbesondere fiir f(z) = Ty (x)T;(x)
mit k, £ =10,...,n folgt also

1
Ti(z)Ty(x) — (n+1) (n+1)
———dxr = E Ti(z, To(x; .

V1 — 22 n+1i:0 bz )Tl )

Mit der Orthogonalitéit (2.30) folgt daraus

0 fiir k £ £,
Z T n+1 (n+1)) _ %(n + 1) fir k=10+#£0, (2.32)
n+1 firk=¢=0.

Wird fiir das globale Interpolationspolynom f,(x) vom Grad n der Ansatz

x) = Z agTy(x)

mit den Tschebyscheff Polynomen Ty (x) gewihlt, so lauten die Interpolationsgleichungen
in den Nullstellen 3: ) des Tschebyscheff-Polynoms T, ()

"H Z apTy( ("H = @) firi=o0,...,n.

(2

Fiir die Bestimmung der Zelregungskoeffizienten ist also ein lineares Gleichungssystem
mit einer vollbesetzten Matrix, d.h. mit einer Matrix mit (n + 1) Nichtnulleintriigen,
zu losen. Die Anwendung eines direkten Losungsverfahrens, zum Beispiel des Gaufischen
Eliminationsverfahrens, erfordert O(n?®) wesentliche Operationen, d.h. eine Verdoppelung
von n verachtfacht die erforderliche Rechenzeit.

Zu bestimmen bleiben die Zerlegungskoeffizienten von f,, als Losung des zugehorigen linea-
ren Gleichungssystems. Der Ansatz

mit Tschebyscheff-Polynomen 7} (z) fithrt dann auf die Interpolationsgleichungen

((n+1) Zaka( )_fi firi=0,...,n.

Zur Bestimmung der Zerlegungskoeffizienten a, werden die Interpolationsgleichungen mit
Tg(f("ﬂ)) multipliziert und {iber ¢ = 0, ..., n summiert,

>3ty () (0°7) = Zfz ().

=0 k=0
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Es gilt
n 0 fir k #£ ¢,
> T (fﬁ"“))Tg (fﬁ”*”) = Ynt1)  firk=04#0,
i=0 n+1 firk=¢=0
und somit
1 n
ao (n+1);fz urk =20
bzw.
2 n
ak:n_i_l;szk(jZ(nJrl)) fir k = yee ey T

Dies ist gleichbedeutend mit

2 (204 )7
= E jcosk———— firk=1,...,n.
ay T 2 fi cos 20n+1) ir n

Eine effiziente Berechnung der Zerlegungskoeffizienten a; kann schliellich durch eine schnel-
le Fouriertransformation realisiert werden, siehe zum Beispiel [14].
2.4 Schnelle Fouriertransformation

In diesem Abschnitt sollen effiziente Verfahren zur Realisierung der diskreten Kosinus—
Transformation

n

n—1 .
27k
ak:ijcos e firk=0,...,n—1 (2.33)
=0

beziehungsweise der diskreten Sinus—Transformation
— orkj
bkzzlfjsinT firk=1,....,n—1 (2.34)
j:

betrachtet werden. Durch Ubergang ins Komplexe sind diese gleichbedeutend mit der kom-
plexen Fouriertransformation

n—1
L, = Z fje_ﬂ”kj/" firk=0,...,n— 1. (2.35)

j=0

Anwendungen dieser Art ergeben sich beispielsweise bei der Interpolation mit Tschebyscheff—
Polynomen oder bei der Beschreibung zirkulanter Matrizen.

Eine direkte Auswertung der Koeffizienten ¢y, in (2.35) erfordert n? komplexe Multiplikatio-
nen. Ziel ist deshalb die Herleitung eines schnelleren Berechnungsverfahrens. Die Idee dafiir



70 2. Numerische Integration

besteht in der Riickfiithrung der urspriinglichen Aufgabe auf eine Folge dhnlicher Probleme
kleinerer Dimension.

Sei n = 2m. Dann ergibt sich fiir die Koeffizienten c¢; mit geradzahligem Index k& = 2¢ fiir
¢=0,...,m— 1 durch Aufspalten der Summe

3
—

—i2m20j /n
Cou = fie 7

|
iing

3
L

_ [fjefi27r2€j/n + fm+j€fi27r25(m+j)/n]

<
Il
o

3
L

— [fj +fm+j6—i27r2€m/n} e—i27r2€j/n

<
Il
o

3
L

= [f5 + fneg) 7270

J]=

=]

Fiir die Koeffizienten c¢; mit ungeradem Index k =2+ 1 und ¢ =0,...,m — 1 ergibt sich
analog

i
L

_ —i2m(20+1)j
Cot+1 = fie™ mEeEI

1M

3
L

_ [fjefi27r(2f+l)j/n _'_fm+jefi27r(25+1)(m+j)/n}

<.
Il
o

3
L

_ [fj +fm+j6—i27r(2€+1)m/n] 6—i27r(2€+1)j/n

<
Il
o

3
L

= [f = Frnig) =20/ emi2mtilm,

.
o

Damit kann die Fourier-Transformation (2.35) fiir n Koeffizienten realisiert werden durch
zwei Fourier—Transformation fiir m = n/2 Koeffizienten, wobei die modifizierten Koeffizi-
enten

fi = i+ fmvgs fnag = U5 = oy 200" (2.36)
fir j = 0,...,m — 1 zu berechnen sind. Fiir n = 2P ist dieses Vorgehen rekursiv anwend-
bar, und nach p Reduktionsschritten sind n Fourier-Transformationen fiir jeweils einen
Koeffizienten durchzufiithren. Bei der Berechnung der Koeffizienten mit ungeradem Index
sind dabei jeweils m = n/2 komplexe Multiplikationen zu realisieren. Damit ergeben sich
insgesamt

n_ll
p2—2nogn

komplexe Multiplikationen.
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Beispiel 2.8. Betrachtet wird die kompleze Fourier—Transformation (2.35) fir die Berech-
nung von n = 2% = 8 Koeffizienten,

7
Cr = ije_ﬂ”kj/S firk=20,...,n—1.

J=0

Die rekursive Anwendung der Vorschrift (2.36) fir die Berechnung der Koeffizienten c
ergibt das folgende Schema:

co fo=fo+ 4 « fo=f+1f o o=+
c fl=h+1s a fi=f+1f a fi=f-Nf"
cs fo=fat+fo e fi=fo—fwl o =K+
¢ fs =T+ fr s fi=—fwi 6 [3=0~1
a fo=(fo—fows a fi=fi+fs a fi=f+]
e fs=(h—fows e fi=f3+fr s fE=[-F
s fo=(f—fowi e E=Ui-fwl o B=[+F
a fi=s—fows o fF=-fMwi o fF=Ff-F
Dabei sind
wfn:eiz’rk/m firk=0,...,m—1

die komplexen Einheitswurzeln.

Nach der dreifachen Anwendung der Vorschrift (2.36) sind schliefllich die erhaltenen Werte
f;’ den Koeffizienten ¢ zuzuordnen. Dabei sind die durch die Umnummerierungen erfolgten
Permuationen der Indizes der Koeffizienten c, zu beriicksichtigen. Dies kann durch eine
Spiegelung der Bindrdarstellung der Indizes erfolgen:

Zuordnung Index von f;’ bindr Index von ¢,  bindr

o= f3 0 000 0 000
ci=f3 1 001 4 100
e = f3 2 010 2 010
6= f3 3 011 6 110
o = f3 4 100 1 001
o5 = f3 5 101 5 101
3= f3 6 110 3 011
o = f3 7 111 7 111

Fiir eine weitergehende Diskussion der schnellen Fouriertransformation sei hier auf [3] ver-
wiesen, siehe auch [17] fiir eine Implementierung fiir allgemeines n € N.



Kapitel 3

Vektoren und Matrizen

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen aus der linearen Algebra bereitgestellt werden,
die spater bei der Konstruktion effizienter Algorithmen fiir die Lésung linearer Gleichungs-
systeme bendttigt werden. Neben den grundlegenden Begriffen wie zum Beispiel Normen
von Vektoren und Matrizen wird die Singuldrwertzerlegung beliebiger Matrizen hergeleitet.
Das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram—Schmidt bildet den Ausgangspunkt fiir die
Herleitung von modernen Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme.

3.1 Normen von Vektoren und Matrizen

Fir n € N ist R" der Raum der n—dimensionalen Vektoren u € R"™ mit Komponenten
u; €E R fliri=1,...,n. Mit
() : R"xR"—>R

wird ein beliebiges Skalarprodukt im Vektorraum R"™ bezeichnet, das heifit es gilt die Dis-
tributivitat
(u+v,w) = (u,w) + (v, w),

die Kommutativitat
(w,v) = (v, u),

die Homogenitét
{aw,v) = a(y,v)

fiir alle Vektoren u, v, w € R™ und a € R sowie die positive Definitheit
(w,u) >0

fiir alle uw € R™ mit u # 0. Insbesondere definiert

(uw,v)s = (u,v) = Zu@vz
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das Euklidische Skalarprodukt. Fiir einen Vektor u € R™ bezeichnet
l-|lv : R" >R
eine beliebige Vektornorm, fiir welche die Normaxiome gelten, das heifit die positive Defi-

nitheit
lul[y > 0 fiirallew € R", Jjully =0 genau dann, wenn u = 0,

die Homogenitiét
lau|ly = |of [|ul|y fur allew € R™ und « € R,
sowie die Dreiecksungleichung
lu+ vl < lullv + [lu]ly  fiir alle u, v € R™

Beispiele fiir Vektornormen sind die Euklidische Norm
. 1/2
k= ()
i=1

[ufloo = max |u
i=1,...,n

die Maximumnorm

sowie die Summennorm .
Jull = 3 ]
i=1

Nach Definition ist .
lul3 =Y u? = (wu) firalleu € R
i=1

und es gilt die Cauchy—Schwarz—Ungleichung

n n 2 ;o 1/2
(w,0) = Y uw; < (Zu2> (Z?ﬁ) = llull2/lzll2 (3.1)
i=1 i=1 i=1

fiir alle u,v € R™.

Zwei Vektornormen || - ||y; und || - ||y, heilen zueinander &quivalent, wenn unabhéngig von
u € R™ zwei positive Konstanten ¢; und ¢y existieren, so dafl die Aquivalenzungleichungen

allullvy < flulle < coflufly,  fir alle w € R (3.2)

erfiillt sind. Die Aquivalenzungleichungen sind scharf, wenn im allgemeinen unterschiedliche
Vektoren u € R" existieren, fiir die in (3.2) jeweils die Gleichheit gilt.



74 3. Vektoren und Matrizen

Lemma 3.1. Fiir beliebiges u € R™ gelten die Aquivalenzungleichungen

IN

n{|ulloo,

Vi |[ulleo,

lully < flully < Volulls.

[ulloe < lullx

IN
IN

lufloe < [lull2

Alle Abschditzungen sind scharf.

Beweis: Zunichst ist
n
lullo = max Ju;| <> fui| = ul,
i=1,....,n P

wobei die Gleichheit zum Beispiel fiir u = (1,0,...,0)" angenommen wird. Fiir die Ab-
schétzung in umgekehrter Richtung folgt

n
luly = > fwl < n max |w] = nllufu.
i=1,...,n
i=1
Diese ist scharf zum Beispiel fiir u = (1,...,1)".
Die Aquivalenz zwischen Maximumnorm || - [ und Euklidischer Norm || - || folgt analog,
das heift
2 n
e = (e ful) = ol < 3l = [l
i=1,...,n i=1,...,n -
i=1
sowie

2 12 12 2
fulf = D lel® < o of? = n
Gleichheit gilt beispielsweise fiir u = (1,0,...,0)" sowie fiir u = (1,...,1)".
Die Kombination der bereits gezeigten Ungleichungen ergibt fiir die Aquivalenz der Eukli-
dischen Norm || - ||z zur Summennorm || - ||; die Ungleichungen

1
—lully < Hlulls < Vi lull (3.3)

Da aber in den einzelnen Aquivalenzungleichungen die Gleichheit jeweils fiir unterschiedli-
che Vektoren u € R™ angenommen wird, sind die resultierenden Aquivalenzungleichungen
(3.3) nicht scharf und daher nicht optimal.

Mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung (3.1) folgt

n n n 1/2 n 1/2
lulhy =D lusl = (1 Jul) < (Z 12) (Z\u#) = Vnllullz.

i=1 i=1 i=1
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Diese ist scharf fiir u = (1,...,1)". Andererseits ist
n n 2
lully = D uif® < (ZW) = |lully
i=1 i=1
mit Gleichheit fiir u = (1,0,...,0)". [ |

Sei B € R™ ™ eine beliebig gegebene Matrix mit Eintrigen Bk, (] = by, € R fiir k =
1,....omund £=1,...,n. Mit
|-l @ R™" =R

wird eine beliebige Matrixnorm bezeichnet. Beispiele fiir Matrixnormen sind die Zeilen-
summennorm

n
[Bllo = k—laXmZ D]
/=1

=1,..

die Spaltensummennorm
m
IBlly == max > |byl
(=1,....,n
k=1

sowie die Frobenius-Norm (Hilbert—Schmidt-Norm)

1Bl = (izb)/

k=1 (=1
Fiir eine sowohl in R™ als auch in R™ gegebene Vektornorm || - ||y kann durch
| Bzllv
| B|lx = sup

0£z€R™, BxeR™ Hi”v

stets eine induzierte Matrixnorm definiert werden. Insbesondere induziert die FEuklidische
Vektornorm die Euklidische Matrixnorm

B
1Bl = sup 1D2,
0#£z€R? lz]]2

Lemma 3.2. Die Zeilensummennorm ||B|s wird durch die Mazimumnorm ||z| s indu-
ziert.

Beweis: Fiir die Maximumnorm von Bx € R™ fiir einen beliebigen Vektor x € R™ ergibt

sich
n
E brexy
=1

|Balle = max
k=1,...m

n
<zl max S el
T =1
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Fiir alle z € R™ mit ||z||oo # 0 ist somit

1Bzl s zn]bm — 1B
= - 00

2 e

woraus
| B|oo

0#z€R™ Hi”oo

< [[Bll

folgt. Fiir den Nachweis der umgekehrten Ungleichung bezeichne k¢ den Index, fiir welchen
die Zeilensummennorm angenommen wird, das heifit

n n
IBllo = max > " [bre = > [broel -
k=1,...m
/=1 /=1

Sei z € R™ definiert durch

bieot

fir bkof ?é O,

7, = 4 bl
1 fir bkof =0

und ¢ = 1,...,n. Nach Konstruktion ist ||Z||oc = 1. Dann ergibt sich

n n n
HBiHoo:k{I}aXm\Zbszﬂ > ) biy@ol = Y |brgel = [1B]loos
ST =1 =1 =1

und wegen ||Z]|s = 1 folgt

Bzl | Bz|o

1Bllee < 5=
B [

< Bl
0#z€R™ ”&Hoo

und somit die Gleichheit. [ |

Lemma 3.3. Die Spaltensummennorm ||B||1 wird durch die Summennorm ||z||y induziert.

Beweis: Fiir die Summennorm von Bz € R™ ergibt sich

Zbkzxe < ZZV)M‘ | ]

/=1 k=1 ¢=1

m

1Bzl = 3

k=1

m n
< ( max Z |bkg|> Z lze| = || Bl1 ||z]]1
(=1,....,n
k=1 =1

fir alle z € R”, und fiir ||z||; # 0 folgt

| Bz|)1
sup

< |IBJlx-
0#zER" ||£||1
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Sei nun /y der Index, fiir den die Spaltensummennorm angenommen wird,

m m
1Bl = max > [brel = > [brey|
{=1,...,m
k=1 k=1

und sei Z = (014y, - - -, Ong,) | mit ||Z||; = 1. Hierbei bezeichnet
1 firk =1/,
Ope = 3}
0 firk#/

das Kroneckersymbol. Dann folgt

1Bl = > lbwes| = Z
k=1

k=1

1Bzl 1Bzl

[ P o;@ew {4

Z brey

/=1

= ”B ”1 =

und somit insgesamt die Behauptung

B
1By = sup 1Bl
o Tzl

Eine Matrixnorm ||- || s heit kompatibel beziehungsweise vertriglich zur Vektornorm ||- ||y,
wenn fiir beliebige Matrizen B € R™*" und beliebige Vektoren x € R™ die Ungleichung

[1Bzllv < |[Bllalzllv
gilt. Fiir eine durch eine Vektornorm || - ||y induzierte Matrixnorm || - ||ps folgt

IBllv _ [IBzllv

|Blla = sup > fir alle z € R™, ||z||v # 0,
ozzern |]lv v
das heiit eine induzierte Matrixnorm || - || ist stets vertrdglich zu der sie erzeugenden
Vektornorm || - ||y. Ist eine Matrixnorm || - ||5; durch eine Vektornorm || - ||y induziert, so

ergibt sich fiir die Norm der Einheitsmatrix I € R"*"

I
orwerr [lZllv  ozaern lzllv
Abschliefiend soll ein Beispiel einer zu einer Vektornorm || - ||y vertrdglichen Matrixnorm

|| - [[ar betrachtet werden, die durch keine Vektornorm induziert wird.

Beispiel 3.1. Sei zundchst m = n. Fiir die Finheitsmatric I € R™"™ qilt dann in der
Frobenius—Norm ||I||p = v/n, dies steht aber fir n > 1 im Widerspruch zu ||I||p = 1 fir
eine induzierte Matriz—Norm || - ||ar. Deshalb kann die Frobenius—Norm ||A||p durch keine
Vektornorm ||z||y induziert sein.



78 3. Vektoren und Matrizen

Fir B € R™™ folgt andererseits mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung (3.1)

m n 2 m n n
Bafft = 3° (z b) s (z b> (z) 1B
k=1 /=1

k=1 \ (=1 =1
und somit die Vertraglichkeit der Frobenius—-Norm ||B||p zur Euklidischen Vektornorm

][

Eine invertierbare Matrix V' € R™*" (beziehungsweise U € R™*™) heifit orthogonal, wenn
ihre inverse Matrix V! durch die transponierte Matrix V' gegeben ist, das heifit

VIV =VvVI =L, eR™ U'U=UU" = I, € R™™.
Wegen
Izl = (z,2): = V. Va,2) = (Va,Va), = ||[Valf;
=1
fiir beliebige Vektoren x € R™ folgt mit der Substitution x = Vz

ozzern ||zl oge=viern [[Vzllz  ogzern |22
Analog ergibt sich
Bx UBz
1Bllo = sup 1Bl _ g 0Bl
ozzern ||zl ozaere 2|2

Insgesamt gilt also fiir eine beliebige Matrix B € R™*" und orthogonale Matrizen V' € R™*"
beziehungsweise U € R™*™ die Gleichheit

|Bllz = [|[UBl2 = [[BV]2 = |UBV][2, (3-4)

das heifit die Euklidische Matrixnorm || B||5 ist invariant beziiglich orthogonaler Transfor-
mationen.
Fir ¢ =1,...,n bezeichne b* = (be)ir, die Spaltenvektoren der Matrix B € R™*" mit der
Euklidischen Vektornorm .
16915 = > b
k=1

Damit ergibt sich fiir die Frobenius—Norm der Matrix B die Darstellung
IBIG = > > bk = DI
k=1 =1 =1

Andererseits gilt fiir das Matrixprodukt UB mit einer orthogonalen Matrix U € R"™*™

UB = (Ub',...,UY").
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Aus der Invarianz der Euklidischen Vektornorm ergibt sich in der Frobenius-Norm

WUBE =Y U5 = > K15 = 1BI7
(=1 /=1

und somit

IUB||r = [|B||r.

Damit folgt auch, jeweils durch Ubergang zur transponierten Matrix, fiir eine orthogonale
Matrix V' € R™**"

1Blp = 1B lr = IV B'llr = I(V'B") llr = |BV].

Insgesamt gilt fiir eine beliebige Matrix B € R™*" und orthogonale Matrizen V' € R™*"
und U € R™*™ die Gleichheit

1Bl = IUB|lr = ||BV]r = [UBV|F, (3.5)

das heifit die Invarianz der Frobenius-Norm beziiglich orthogonaler Transformationen.

Ist eine quadratische Matrix A € R"*™ invertierbar, so definiert

kar(A) = Al | A7 (3.6)
die Konditionszahl beziiglich der Matrixnorm || - ||5;. Insbesondere bezeichnet
ra(A) = [[Afl2]| A7 (3.7)

die spektrale Konditionszahl. Eine Matrix A € R"*" (beziehungsweise die Familie von Ma-
trizen A € R™™ fiir verschiedene n € N) heifit schlecht konditioniert, wenn ihre spektrale
Konditionszahl k9(A) proportional zur Dimension n anwéchst.

3.2 Eigenwerte und Singulirwerte

Eine komplexe Zahl A(A) € C heifit Eigenwert der quadratischen Matrix A € R™*", wenn
das lineare Gleichungssystem

Az = MNA)z (3.8)

eine nicht triviale Losung € R™ mit ||z||y > 0 besitzt. Diese heifit Eigenvektor zum
Eigenwert A(A). Als notwendige Bedingung fiir die Existenz nichttrivialer Losungen von
(3.8) ergeben sich die p voneinander verschiedenen Eigenwerte A\, (A) fir k=1,...,u<n
als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p(A) = det(A = M) = (A (A) = )™ .. (Au(A) = )™ = TJOw(A) = N
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Die Potenzen «ay, € N beschreiben die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes \;(A), und

es gilt
“w
Z()ék =n.
k=1

Durch Koeffizientenvergleich des charakteristischen Polynoms folgen

I

spur(A) = Zaii = Zak)\k(A), det(A) = H[)\k(A)]a’“.

k=1

Da ein Eigenwert A\r(A) Nullstelle des charakteristischen Polynoms det(A — A1) ist, so ist

auch sein konjugiert komplexer Wert A\x(A) Nullstelle und somit Eigenwert von A. Wegen
det(A — M) = det(AT — M) sind diese auch Eigenwerte der transponierten Matrix A'.
Die zum Eigenwert A\;(A) gehorenden Eigenvektoren bilden einen linearen Teilraum,

LAR(A) ={z e R" : Az = Ne(A)z}, B = dimL(Ax(A)),

dessen Dimension [ die Anzahl der linear unabhingigen Eigenvektoren zum Eigenwert
A (A) angibt. Diese heifit geometrische Vielfachheit des Eigenwerts Ay (A).
Durch

wird schlieSlich der Spektralradius der Matrix A definiert.

Fiir symmetrische Matrizen A = AT € R™" sind die Eigenwerte \y(A) fir k = 1,...,n
reell und die zugehérigen Eigenvektoren {v*}?_; bilden eine Orthonormalbasis mit

(V¥ 0") = 6 fiirallek,{=1,... n.

Ein beliebiges Element z € R"™ kann deshalb durch

z =) &b mit& = (z,0%) (3.9)
k=1
dargestellt werden, und es gilt
Izl = (z.2) = O &*)> &) = &) =) &
k=1 =1 k=1 £=1 k=1
sowie
(Az, z) = Erée(Au”, ) = GEA(A) (", 0) = D (A
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Eine symmetrische Matrix A = AT € R™™ heiit positiv definit, falls alle Eigenwerte A (A)
positiv sind. In diesem Fall folgt

(Az,2) ZAk & > min ()D€ = min M(A) [

goeey =1,..

fiir alle x € R™. Weiterhin kann der Rayleigh-Quotient durch die extremalen Eigenwerte
von A abgeschitzt werden, das heifit fiir alle x € R™ mit ||z||y > 0 gilt

(Az, z)
i, WA < T S e )
Damit folgt
)\min(A) = min (AE’ £)7 )\maX(A) = Inax (AE’E)

0£zeR” (1, T)

Gelten die Spektraldquivalenzungleichungen
it (z,2) < (Az,z) < ¢ (z,z) (3.10)
fiir alle z € R"™ mit positiven Konstanten ¢it und ¢4, so folgt

6114 < )\mln(A) S )\max<A> S 01247

das heifit, die Konstanten ci' und ¢4 sind untere beziehungsweise obere Schranken der
extremalen Eigenwerte der positiv definiten Matrix A.
Fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix A € R™*" kann durch

(u,v)a = (Au,v) = (u, Av) : R" xR" - R (3.11)

das A—energetische Skalarprodukt erklart werden. Die durch dieses Skalarprodukt indu-
zierte Vektornorm
lalla = [(a,2)a]? = (Az,z)"? (3.12)

wird als A—energetische Vektornorm bezeichnet.
Die durch die Eigenvektoren von A = AT € R™*" gebildete Matrix

V = (v,...,0") € R
ist orthogonal, und es gilt
AV = (Ayl, . ,Ay") = (Al(A)yl, . )\n(A)y”) =VD
mit der durch die Eigenwerte von A definierten Diagonalmatrix

D = diag (M\x(4))r_,
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Multiplikation mit VT von links ergibt wegen der Orthogonalitit der Eigenvektoren
VIAV = D (3.13)

beziehungsweise durch die Multiplikation mit V" von rechts folgt die bekannte Faktorisie-
rung der Matrix A,

A=VDVT =) N4 (3.14)
k=1

Die Darstellung (3.14) ist einerseits Grundlage fiir die Definition einer Niedrig-Rang Ap-
proximation von A, andererseits ermoglicht sie die symmetrische Vorkonditionierung eines
linearen Gleichungssystems Az = f zur Verbesserung der spektralen Konditionszahl der
vorkonditionierten Systemmatrix. Hierzu wird die Wurzel einer symmetrischen und positiv
definiten Matrix A benétigt: Fiir positive Eigenwerte Ay(A) > 0, k = 1,...,n, kann die
Diagonalmatrix
DY? = diag( Ak(A)>

k=1

und somit die symmetrische und positiv definite Matrix

AY? = ypYryT (3.15)
erkldrt werden. Nach Konstruktion gilt

AV2AV2 — yDV2YyTYy DV2yT = vDVT = A
— 1

Entsprechend kann

A71/2 — <A1/2)71 — ‘/1)71/2‘/'T7 D71/2 — dlag 1

Ael(A) /)y
definiert werden. Mit der Transformation z = A~/2z folgt aus den Spektraliquivalenzun-
gleichungen (3.10) auch die Giiltigkeit der Spektraldquivalenzungleichungen

iA(&é) < (A7'z2) < iA(z,z) (3.16)
c cq
fiir alle z € R™.

Der Rang einer Matrix A beschreibt die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen bezie-
hungsweise Spalten von A. Die Darstellung (3.14) zeigt, dal der Rang einer symmetrischen
Matrix A € R™™ mit der Anzahl der nicht verschwindenden Eigenwerte zusammenfillt,

das heifit es gilt
rangA

k=1
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falls eine entsprechende Nummerierung der Eigenwerte mit A\;(A) = 0 fiir & > rangA
vorausgesetzt wird.
Aus der Norminvarianz (3.4) folgt schliefllich

1Al = [VDVT ]y = [ID]l2 = max [Ay(A)] = o(A),

.....

beziehungsweise gilt mit der Invarianz (3.5) der Frobenius-Norm

n

1Alle = VDV e = [Dllr = | > k(A2

k=1
Ist die Matrix A invertierbar, so sind die Eigenwerte der Inversen A~! durch
A(ATH) = (A)]

gegeben. Ist A zusétzlich symmetrisch und positiv definit, so folgt fiir die spektrale Kon-
ditionszahl

_ _ k=1,...n
ra(A) = [[All2[[A ]2 = o(A)o(A™) = — =

.....

Bei den obigen Uberlegungen wurden Matrizen A € R™*" betrachtet. Sei nun B € R™*"
eine beliebig gegebene Matrix mit rang B < min{m,n}. Dann definiert A := B"B € R™"
eine symmetrische Matrix mit rang A < min{m, n} und n reellen Eigenwerten

Mo(A) = M\ (B B)

sowie einem zugehodrigen orthonormalen System {v*}?_, von Eigenvektoren. Dieses bildet
eine Basis des R", so dafl jedes Element z € R™ wie in (3.9) dargestellt werden kann,

T = o mit & = (z,0").
D¢ & = (,
k=1

Wegen
0 < |Bz|3 = (Bz,Bz) = (B'Bz,z) = (Az,x)

n

= D > Gt ) = YD GEMA) ) = Y A G

k=1 (=1 k=1 (=1 k=1

folgt \i(A) > 0 fur alle £ = 1,...,n. Ohne Einschrdnkung der Allgemeinheit gelte Ap(A) >
0 fir alle k = 1,...,p = rang A < min{m,n} und A\;(A) =0 fir k = p+1,...,n. Nach
(3.13) gilt die Faktorisierung

VIAV = VIB'BV = D = diag (A(A)),_, - (3.17)
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Wegen A\ (A) > 0 fiir k = 1,...,min{m, n} existieren die Singuldrwerte

orn(B) = V/M(A) = VM(BTB) >0 fiir k=1,..., min{m,n}.

Insbesondere gilt o (B) > 0 fir £ = 1,...,u < min{m,n}. Die Singuldrwerte definieren
eine Diagonalmatrix

Y = diag (ox(B))n ™ ¢ Rmxn (3.18)
und es gilt
D =3x"YeR™".
Wird durch .
01 (B)
¥t = ! e R (3.19)
ou(B)

die Pseudoinverse zu X definiert, das heif3t
Z+Z _ ( [,u 0 ) eRan’

dann folgt aus der Faktorisierung (3.17) durch Multiplikation mit der Pseudoinversen ¥+ T

von links
STTVIBTBY = £ e R™

beziehungsweise
U'BV =% (3.20)
mit
U = BVt e R™*™,
Wegen
UTU — E+’TVTBTBVTE+ — E+’TDE+ — < IM 0 ) c RMxm

ist U die Pseudoinverse zu U. Damit folgt aus (3.20) die Singuldrwertzerlegung von
B € Rmxn,

o
B=UsV' =) ou(Bufv"" (3.21)
k=1

das heifit y© = rang B beschreibt die Anzahl der nicht verschwindenden Singulérwerte von
B. Aus der Invarianz (3.4) der Euklidischen Matrixnorm folgt schlieBlich

1Bl = IUSV [l = |Z]l2 = Jmax ox(B) = max /A(B'B)=+/e(B'B)

----- k=1,...p
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beziehungsweise ist mit der Invarianz (3.5) der Frobenius-Norm

IBlle = [USVT e = [E]le = 4| > _low(B)2

k=1

Multiplikation der Gleichung (3.20) von rechts mit V" und Ubergang zur Transponierten
ergibt
B'U =Vx%

und somit folgt durch Vergleich der Spaltenvektoren
B'u, = o1(B)v, fiirk=1,... min{m,n}.
Multiplikation der Gleichung (3.20) von links mit U liefert
BV =UX

und somit
By, = ox(B)y, firk=1,..., min{m,n}.
3.3 Orthogonalisierung von Vektorsystemen

Fiir m € N mit m < n heifit ein System! {w*}}"-;' von m nicht verschwindenden Vektoren
wk € R", das heifit es gilt [|w”||yy > 0, linear unabhiingig, wenn die Gleichheit

3

apw® =0
0

B
Il

nur fiir die triviale Losung
aO:...:ak:...:am_lzo

erfiillt ist. Die Vektoren {w*};"~' heifien zueinander orthogonal beziiglich dem Skalarpro-
dukt (-, ), falls

(wh,w" =0 firalek,(=0,...,m—1undk #¢
gilt, und orthonormal, wenn
(W, w*) = 6 fiirallek, 0 =0,...,m—1

erfiillt ist. Fiir m = n heifit das System {wk}z;é von n linear unabhéngigen Vektoren
Basis des R", das heifit ein beliebiges Element u € R™ kann als Linearkombination der
Basisvektoren {w*}7Z) dargestellt werden.

Tm Hinblick auf die spiiter beschriebenen Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme
werden Vektorsysteme {w*}/Z} stets von k = 0,...,n — 1 indiziert.
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Beispiel 3.2. Die Einheitsvektoren
Qk = ((5(]94_1)]‘)?:1 f'U,T’ k= 0, e, = 1

bilden eine Basis des R™. Diese wird als kanonische Basis bezeichnet. Die Einheitsvektoren
e¥ sind orthonormal beziiglich dem FEuklidischen Skalarprodukt, und fiir einen beliebigen
Vektor uw = (uy,...,u,)" € R™ gilt die Darstellung

Gegeben sei jetzt eine beliebige Basis {wk}z;é des R", gesucht ist eine beziiglich dem
n—1

Skalarprodukt (-, -) orthogonale Basis {p*};—; mit
(' ph) =0 firk,(=0,....n—1und k # (.

Diese kann durch das Gram—Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren wie folgt konstru-
iert werden:

Setze
1’_90 — 0.
Fir £k =0,...,n — 2 berechne
k k+1 ¢
k+1 k+1 ¢ (W™, p%)
pri=wt =y Bup, Bu=
P ; I (", pPY

Algorithmus 1.1: Orthogonalisierungsverfahren nach Gram—Schmidt.

Lemma 3.4. Sei {wk}z;é ein System linear unabhdngiger Vektoren. Dann ist das durch
das Gram—Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren (Algorithmus 1.1) erzeugte Vektor-
system {Qk}z;é orthogonal, das heifit es gilt

W) =0 firk,t=0,....n—1, k#/(
und
(p,p*) > 0 firk=0,....n—1.
0

Beweis: Der Nachweis erfolgt durch vollstéandige Induktion nach k. Fiir k = 0 ist ]_90 =w
und es gilt (p°,p°) > 0. Dann ist p' durch

1,0
1 1 0 <w D >
p=w —fwp, P =
P 10P 10 )
wohldefiniert, und die Orthogonalitét folgt aus
(w',p%

<£17BO> — <w1 _ﬁ10£07£0> — <w1’£0> _ =
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Zu zeigen bleibt (]21, ]_91) > 0. Dieser Nachweis erfolgt indirekt, das heifit aus der Annahme
(Ql,gl) = 0 folgt

o

U= 2_71 = w' — 5102_70 = w' — 510&0

im Widerspruch zur linearen Unabhiingigkeit der Vektoren w® und w!.
Fiir £ = 1 gelten somit die Induktionsvoraussetzungen

(' p') =0 firallel,j=0,...,kmit ¢ #j

und
®Lp") >0 firallel=0,... k.

Aus der Induktionsvoraussetzung fiir £ € N folgt durch Einsetzen der Koeflizienten fy; fiir
den Induktionsschritt k£ + 1 die Orthogonalitét

k
<Bk+17£j> = <wk+17£j> _ZBKK<B£7£]> = <wk+17£j> _Bk]<]_?]7£]> =0
(=0
fiir j =0,..., k. Zu zeigen bleibt (p**!, p"**) > 0. Nach Konstruktion gilt
p‘ €span{u’,...,w'} firallel=0,...,k+1.

Die Annahme ]_Dk“ = 0 fithrt dann wegen

k k ¢
0 =p" =" =" Bup’ = W =D B Y g
(=0 =0 =0
zum Widerspruch zur Voraussetzung der linearen Unabhingigkeit des Vektorsystems {w* }i}i&
Damit ist Algorithmus 1.1 wohldefiniert. ]

Sei A € R™*™ eine invertierbare Matrix mit rang A = n. Dann bilden die Spaltenvektoren

von A,
A = (Ql’”.’gn) ERan’

ein linear unabhingiges Vektorsystem {a*}?_,. Die Anwendung des Orthogonalisierungs-
verfahrens nach Gram—Schmidt beziiglich dem Euklidischen Skalarprodukt und bei gleich-
zeitiger Normierung,

1
kagk— (ak vﬁ)y{ yk:WQk fﬁrk:]_,...,n,
U2

liefert fiir die Spaltenvektoren von A die Darstellung

k—1
ab = [|0F[la0" + ) (d¥ )" fiirk=1,... n.
=1
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In Matrixschreibweise lautet diese
A=QR (3.22)
mit
Q= (v'...,v") eR™™ Q'Q=1I,

und der durch
(a0t firl=1,...,k—1,

Rl(,k] = ¢ ||8¥,  fir £ =k,
0 fird=k+1,...,n.
fir £ = 1,...,n definierten oberen Dreiecksmatrix R. Durch das Orthogonalisierungs-

verfahren von Gram—Schmidt kann also die QR—Zerlegung (3.22) einer reguldren Matrix
A € R™ ™ berechnet werden.

Wird ein gegebenes linear unabhéngiges Vektorsystem {we}?;ol beziiglich dem A—energe-
tischen Skalarprodukt (3.11) orthogonalisiert, so nennt man das resultierende Vektorsystem
{]_oz}?;ol A—orthogonal beziehungsweise konjugiert, das heifit es gilt

(", p)a = (Ap°.p) = (P, Ap") = 0 fiwk # L.



