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Vorwort

Die numerische Mathematik widmet sich der Entwicklung und Analyse von Verfahren
zur ndherungsweisen Losung mathematischer Aufgaben.

In dieser ersten Vorlesung werden wir klassische numerische Verfahren kennenlernen,
die zum Teil auf Wissenschaftler wie Gaufs und Newton zuriickgehen, die mit Hil-
fe dieser Verfahren tiefgreifende Fragestellungen der Naturwissenschaften von Hand
quantifizieren und verstehen wollten. Durch den Einsatz von Computern kénnen wir
heutzutage numerische Verfahren fiir sehr komplexe Problemstellungen nutzen.

In der Numerik 1 beschaftigen wir uns mit der Interpolation, der numerischen Integra-
tion, der Losung linearer und nichtlinearer Gleichungssysteme sowie mit der Losung
von Ausgleichsproblemen. Im ersten Kapitel besprechen wir grundlegende Konzepte,
die bei der Losung mathematischer Probleme unter Verwendung numerischer Verfah-
ren zu beachten sind.

Wichtige Literatur bei der Ausarbeitung meiner Vorlesungen waren die Lehrbiicher
von Stoer /Bulirsch, Numerische Mathematik 1, Springer, P. Deuflhard, A. Hohmann, Nu-
merische Mathematik 1, de Gruyter sowie das Vorlesungsskript Numerik 0 von R. Ran-
nacher. Einige Beispiele stammen aus dem Buch von Cleve B. Moler, Numerical Compu-
ting with MATLAB, SIAM. All diese Biicher sind natiirlich auch als Begleitliteratur sehr
gut geeignet.

Im Sommersemester 2020 werde ich verstirkt auf ebooks verweisen, die Thnen iiber
die HHU Bibliothek zur Verfiigung stehen. Dazu gehort das bereits erwidhnte Buch
von Stoer und Bulirsch. Auflerdem gibt es einige interessante Neuerscheinungen, z.B.
T. Richter und T. Wick, Einfiihrung in die Numerische Mathematik Begriffe, Konzepte und
zahlreiche Anwendungen, Springer Spektrum 2017, S. Bartels, Numerik 3 x 9, Springer
Spektrum 2016, A. Meister und T. Sonar, Numerik Eine lebendige und gut verstandliche
Einfiihrung mit vielen Beispielen, Springer Spektrum 2019.

Fiir Ihre Hilfe bei der Erstellung friiherer Versionen dieses Vorlesungsskripts danke ich
Caroline Albrecht und Maximilian Schneiders.
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1 Grundlegende Konzepte der Numerik

1.1 Typische Aufgabenstellungen in der Numerik

In der Numerik beschéftigen wir uns mit der praktischen Berechnung mathematischer
Objekte, z.B.

¢ Berechnung von Integralen

/ ' fla)da

in F'
Ay

Berechnung eines

Losung (nichtlinearer) Gleichungen / Gleichungssystemen

f(z) =0

Losung linearer Gleichungssysteme

Ax =b

¢ Losung von Eigenwertproblemen

Ax = \x

¢ Losung von Differentialgleichungen

y'(t) = f(t,y(t))

Abstrakt lassen sich diese Aufgabenstellungen wie folgt formulieren.

Definition 1.1. Eine mathematische Aufgabe besteht in der Auswertung einer Abbildung

¢: X =Y beixelX.



Die Rdaume X und Y werden wir spéter spezifizieren.

Viele der oben erwdhnten mathematischen Objekte sind nicht durch geschlossene For-
meln definiert und konnen daher nur ndherungsweise angegeben werden. Auflerdem
ist nicht jede beispielsweise reelle Zahl exakt auf einem Computer darstellbar. Dies
fiithrt unvermeidlich zu Rundungsfehler. Weitere Fehlerquellen sind Modellfehler, die bei
der vereinfachten mathematischen Beschreibung komplexer Vorgange auftreten, sowie
Datenfehler, die durch (ungenaue) Messungen verursacht sein konnen.

In der Numerik beschiftigen wir uns mit den folgenden Fragestellungen:

¢ Algorithmik: Angabe von Berechnungsverfahren / Algorithmen zur (ndherungs-
weisen) Losung mathematischer Aufgaben

¢ Konditionierung und Stabilitit: Einflufs von Storungen (Fehlern) auf das Ergeb-
nis einer mathematischen Aufgabe

¢ Konvergenz: Abschitzung des Fehlers zwischen berechneter und exakter Lésung

¢ Komplexitit: Aufwand der Verfahren

1.2 Gleitkommadarstellung

Ein Computer kann Zahlen nur mit endlich vielen Ziffern darstellen. Dies fithrt zwangs-
laufig zu Fehlern in numerischen Algorithmen. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns
mit der Darstellung von Zahlen in einem Computer sowie mit den dadurch verbunde-
nen Problemen von numerischen Algorithmen.

Zahlen werden in einem Computer mit Hilfe von normalisierten Gleitkommazahlen
realisiert. Es sei z € R eine reelle Zahl. Dann lasst sich diese Zahl in der Form

x=+m-b*e

schreiben. Dabei bezeichen wir mit m die Mantisse, mit b die Basis (im Bindrsystem ist
b = 2 und im Dezimalsystem ist b = 10) und mit e den Exponenten. Zur Vereinfachung
wird der Exponent e als e = ¢ — B mit einer positiven Zahl ¢ € N und dem Bias B € N
geschrieben. Der Biaswert B wird in einer konkreten Zahldarstellung fest gewahlt und
bestimmt somit den grofstmoglichen negativen Exponenten. Der variable Exponenten-
anteil ¢ wird selbst in Bindrformat gespeichert.

Durch den ANSI/IEEE Standard (American National Standard Institute, Institute of
Electrical and Electronics Engineers, seit 1985) werden im Computer Darstellungen fiir



binare Gleitkommazahlen definiert, das heifst wir betrachten Zahlen der Form
z = +(1 4 f)2c1028,
wobei die Bindrdarstellung von f maximal 52 Bits benutzt, das heifst es gilt
f=h-2 + fa 2724t frp 27

mit f; € {0,1}. Die Zahl ¢ wird wie folgt charakterisiert: Es werden 11 Bits fiir den
Exponenten vergeben, das heifit wir erhalten

c=co-24c; 2"+ 4 c0-2 mit ¢ € {0,1},
also 0 < ¢ <2042 4 ... 4210 — 9047 und damit
—1023 < e < 1024.

Die Werte e = —1023 und e = 1024 werden zur Speicherung besonderer ,Zahlen”
verwendet:

* ¢=1024und f = 0: inf (infinity).
¢ ¢=1024und f # 0: nan (not a number).
* e=—-1023und f =0, c=0: Darstellung der Null.

Fiir alle anderen Zahlen gilt —1022 < e < 1023. Gleitkommazahlen (mit doppelter
Genauigkeit) werden mit insgesamt 64 Bits gespeichert:

¢ 52 Bits fiir die Mantisse,
¢ 11 Bits fiir den Exponenten,
¢ 1 Bit fiir das Vorzeichen (0 entspricht +, 1 entspricht -) .

Bemerkung. Die Verwendung der Gleitkommadarstellung im numerischen Rechnen ist
wesentlich, um Zahlen sehr unterschiedlicher GrofSe bearbeiten zu konnen. Des Weite-
ren liefert die Darstellung von m eine Beschrankung an die Genauigkeit und die Dar-
stellung von e eine Beschrankung der Grofsenordnung.

Es gelte nun —1022 < e < 1023. Dann gilt fiir die grofste/kleinste Gleitkommazahl
Tmasmin = £[1 4+ 271+ 272 4 42752 2108 5 41810308,
Fiir die kleinste positive/grofste negative Gleitkommazahl erhalten wir

Lposmin = [1 +0- 2—1 +0- 2—2 +.--40- 2—52] . 2—1022 ~ 2’2 . 10—308,

—1022 —308
Tnegmax = —2 102 x —2,2.107%8,



Bemerkung. Gleitkommazahlen sind nicht dquivalent verteilt. Insbesondere gibt es einen
relativ grofien Abstand zwischen Null und der ersten positiven Gleitkommazahl.

Seien x; und x; die beiden kleinsten positiven Gleitkommazahlen in der oben beschrie-
benen Standarddarstellung. Dann gilt

T = 271022, Ty = (1 + 2752)271022

und somit 0
Tr1 —
M7V 952
Ty — X

Diese Liicke wird mit subnormalen Gleitkommazahlen gefiillt. Diese haben die Form
(0 + f1- 9-1 + fo - 92 ot fro 2—52)271022_

Zur Speicherung dieser Zahlen benutzt man den Speicherplatz von e = —1023. Die
Darstellung der Null ergibt sich fiir f = 0, e = —1023. Die kleinste positive, von Null
verschiedene subnormale Gleitkommazahl ist

2—52 . 2—1022 — 2—1074 ~5- 10—324‘

Mit A = A(b, f,c) = A(b,{f},{c}, B) bezeichnen wir das numerische Gleitkommagitter.
Die Menge A ist die Menge der in der Form z = +(1 + f) - b~ 1023 darstellbaren Maschi-
nenzahlen. Dabei beschreibt f die Darstellung der Mantisse und ¢ die Darstellung des
Exponenten. Der zulédssige Bereich wird definiert als

D := [Jf'mina mnegmax] U {0} U [$posmin7 xmax]'

Wir definieren auf D die Rundungsoperation rd : D — A mit

|z —rd(z)| = min(|z — y|) firalle z € D.
yeA
Beispiel:

(1+fl ‘2_1+"'+f52‘2_52) '28_1023, f53 = 0 oder
rd(z) = sign(z) - fs3=1,f52=0
(L4 fr-27 o fop 2752 4 2752) . 2071028 1 g — 1 fro = 1.

(Man nimmt dabei an, dass der Rechner intern mit mehr Stellen arbeitet.) Dann gilt:

e absoluter Rundungsfehler: |z —rd(z)| < § - 2752 2¢,

z—rd(x)

¢ relativer Rundungsfehler:



rd(z)—z )

¢ maximaler Rundungsfehler max -

€D, x#0

Die Maschinengenauigkeit, die mit eps bezeichnet wird, gibt den Abstand zwischen 1
und der nédchstgrofieren Gleitkommazahl bzw. den relativen Abstand zwischen Gleit-
kommazahlen an. Im IEEE-Format gilt

eps = 2772 & 2,2204 - 10716,

Listing 1: Python Programm zur Berechnung der Maschinengenauigkeit

myeps = 1.
while (1.+myeps)>1.:
myeps = myeps/2.

print (2.+myeps)

2.220446049250313e-16

Fir z € D gilt rd(z) = z(1 + ¢) mit |¢| < eps. Die Grundoperationen * € {+,—,, /}
werden im Computer durch Maschinenoperationen ® € {$,5,®, 0} ersetzt. Diese
sind so definiert: Fir z,y € Aundzxy € D gilt  ® y = (x * y)(1 4 ) mit |¢| < eps.

Bemerkung. Fiir z,y,z € A gilt:
(i) (z0y)@z#xd (y® z) (kein Assoziativgesetz),
(i) (z0y)©2z#(x©2)® (y©®z2) (kein Distributivgesetz),
(iil)) z @y =z fur |y| < %'eps.

Aus (iii) lasst sich die Grofie der Maschinengenauigkeit eps experimentell bestimmen
(vergleiche Python-Code 1).

1.3 Kondition und Stabilitat

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel, das die Auswirkung von Stérungen auf die Lo-
sung eines Problems illustriert.

Beispiel. Betrachte zundchst das lineare Gleichungssystem

1.2969 0.8648 . 0.8642
0.2161 0.1441 ~\0.1440




mit der Losung = = (2, —2)7.

Durch geringe Storung der rechten Seite erhalten wir das System

1.2069 0.8648 ) - _ ( 0.86419999
0.2161 0.1441 )~ \ 0.14400001
mit der Losung x = (0.9911, —0.487)7".

Obwohl die Storung sehr klein ist unterscheiden sich die Losungen = und Z sehr stark.
Der Python-Code 2 zeigt die Implementation dieses Testproblems unter Verwendung
von NumPy.

Listing 2: Beispiel fiir eine schlecht konditionierte Aufgabe

import numpy as np

A = np.array([[1.2969, 0.8648], [0.2161, 0.144111])
bl = np.array([0.8642,0.1440])

x1 = np.linalg.solve (A,bl)

#%%

b2 = np.array([0.86419999, 0.144000017)

x2 = np.linalg.solve (A,b2)

In [1]: x1
Out([l]: array([2.,-2.])

In [2]: x2
Out[2]: array([0.9911,-0.487])

Die Untersuchung des Einflufses von Storungen auf die Losung eines mathematischen
Problems fiihrt uns auf den Begriff der Kondition. Wir definieren den Begriff zunéchst
tir mathematische Aufgaben, die durch Abbildungen ¢ : R — R beschrieben werden
konnen.

Definition 1.2. Eine mathematische Aufgabe heifst schlecht konditioniert, wenn kleine
Storungen in den Daten grof3e relative Fehler in der Losung verursachen. Anderenfalls
heifdt die Aufgabe gut konditioniert.

Eine Aufgabe ¢ : R — Rist an der Stelle x schlecht konditioniert, wenn eine Stérung

existiert mit |¢(~) ¢( >| |~ |
XT) — X xr—X
o@  ~ Jal

wobei |z| # 0 und |¢(x)| # 0 gelte.




Die Relation a > b bedeutet, dass a wesentlich grofer als b ist (z.B. a = 103b). Was
genau als wesentlich grofier angesehen wird ist allerdings problemabhingig und kann
nicht genauer definiert werden.

Sei & := = + Az ein gestorter Eingabewert und ¢(z) — ¢(x) der dadurch entstandene
Fehler im Ergebnis. Dann gilt:

¢(x) — p(x) _ ¢z + Az) — ¢(x)

o(z) ¢(z)
¢(@) — o(x) _ oz +Ax) —g(x) x Az
¢(x) a Az () D
relativer Fehler im Ergebnis relativer Eingabefehler

Fiir ¢ € CY(R,R) und kleines Az kénnen wir den Differenzenquotienten durch ¢'(z)
ersetzen. Wir erhalten ndherungsweise die Beziehung

¢&) — @) | | 2 | |A
‘ o@ | w5
Die Grofe .
K= ¢(37)¢(x)‘

heifst Konditionszahl. Sie beschreibt die relative Fehlerverstarkung von Eingabefehlern.

Im folgenden Satz werden wir die Kondition einer mathematische Aufgabe ¢ : R? — R
untersuchen.

Satz 1.3. Die Aufgabe ¢(x,y) = x - y ist qut konditioniert.

Beweis.

9(2, ) — d(z,y)| _ |29 — 2y
[o(z, y) |y
@ —2)g+ 2§ —y)
|yl

7=zl Jg-y+yl 7=yl

|z| |yl |
[Z—af -yl JF—al |-yl

|| ] |z ||

IN

|~ O 7t

Seien ¢, := €y 1=
z [«] 7Y [yl

die relativen Fehler in = und y. Dann gilt fiir ¢(z,y) = - y:

|¢(CE7 ?]) — (;S(CC,y)‘
o(, y)]

Fiir kleine relative Fehler €, €, ist auch der Fehler im Ergebnis klein. O

< € + €y + €€y



Bemerkung. Die gute Konditionierung einer mathematischen Aufgabe ist notwendig,
um das Problem numerisch sinnvoll 16sen zu kénnen, da Rundungsfehler anderenfalls
grofie Fehler verursachen kénnen.

Definition 1.4. Ein Verfahren oder Algorithmus zur (ndhrungsweisen) Losung einer ma-
thematischen Aufgabe ¢ ist eine Abbildung ¢ : X — Y, die durch die Hintereinander-
ausfiithrung endlich vieler oder abzdhlbar unendlich vieler elementarer moglicherweise
rundungsfehlerbehafteter Rechenoperationen ¢(k), k=1,2,... definiert ist, d.h.

&:...o¢(2)o¢(1).

Bemerkung. Eine mathematische Aufgabe kann man oft mit verschiedenen Verfahren
approximieren. Bei der Ausfiihrung eines Algorithmus (auf einem Computer) treten
in jedem Schritt Fehler auf (z.B. Rundungsfehler), die sich im Verlauf der Ausfiihrung
akkumulieren kénnen. Von einem guten Algorithmus erwarten wir, dass die im Verlauf
der Ausfiihrung akkumulierten Fehler den durch die Kondition der Aufgabe bedingten
unvermeidbaren Fehler nicht wesentlich tibersteigen.

Definition 1.5. Ein Algorithmus ¢ heift instabil, wenn es eine Stérung & von z gibt, so

dass der durch Rundungsfehler und Stérungen verursachte relative Fehler erheblich

grofler ist als der nur durch die Stérung verursachte Fehler, d.h., falls ¢(x) # 0 und
[6(7) — 6(2)|  6(3) — é(@)|

6@~ 1e@)]

Ein Algorithmus heifst stabil, wenn er nicht instabil ist.

Beispiel. Wir betrachten die mathematische Aufgabe

1

P(z) = 2 +1)

Zunichst zeigen wir, das diese Aufgabe fiir grofse Zahlen z € R, x > 0 gut konditio-
niert ist. Dazu betrachten wir (gemafs Def. 1.2)

[9(x) — o(2)]
|#(2)]

fiir kleine Storungen & = z(1 +¢€), e € R, |¢| < 1.



Es gilt:

1— z(x+1)
x(1+e€)(z(l+e)+1)

1 rz+1
z(l+e)?+ (1+e¢)

r(1+e?+(1+e)—x—1
z(l1+€)+(1+¢)

| 2ex+ 2x + €
Szt +lte
2exr + €2z + e
< e —
x
< 2le| + € + I
x
< 4lel
Aufgrund der Gleichheit
1 1 1
r(z+1) = z+1

bieten sich zwei mogliche Algorithmen zur Berechnung dieser mathematischen Aufga-

be an: . . .
vy #0=(5)- ()

Die Klammern beschreiben die Reihenfolge der Ausfithrung der elementaren Opera-
tionen. Beide Formeln lassen sich leicht in Python (oder einer anderen Umgebung)
auswerten. In Tabelle 1.1 sind die Ergebnisse solch einer Rechnung fiir verschiedene
x Werte dargestellt. Die 2 Werte wurden so gewéhlt, dass man sich leicht von der Ge-
nauigkeit der mittels Algorithmus ¢; erzielten Ergebnisse {iberzeugen kann, wahrend
Algorithmus ¢, ungenaue Ergebnisse liefert.

1 1 1
x (@(@+1)) () - (TH)
10 | 0.009090909090909 0.009090909090909

(51(33) =

103
10°
107

9.990009990009991 - 10~ 7
9.999900000999990 - 10~ 11
9.999999000000100 - 1015

9.990009990010207 - 10~ 7
9.999900001006240 - 1011
0.999998990718643 - 1015

Tabelle 1.1: Numerische Resultate fiir die Auswertung der beiden Formeln.



Algorithmus ¢, ist instabil anfgrund von Ausloschungseffekten, die bei der Subtraktion
nahezu gleich grofier Zahlen auftreten konnen. Diesen Effekt werden wir in Abschnitt
1.6 genauer analysieren.

Bemerkung. Der durch Rundung und ndherungsweises Losen verursachte Fehler bei
der Losung einer Aufgabe ldsst sich mittels des Fehlers aufgrund der Kondition der
mathematischen Aufgabe und des Fehlers aufgrund der Wahl des Verfahrens abschit-
zen:

[6(2) = ()| < |¢(z) — $(&)| + |6(2) — $()]

Kondition Verfahrenswahl

In Abschnitt 1.6 werden wir die Kondition fiir vektorwertige Abbildungen ¢ : R™ —
R"™ untersuchen. Dabei werden wir auch eine neue Notation, die in Abschnitt 1.5 ein-
gefiihrt wird, verwenden.

1.4 Komplexitit numerischer Verfahren

Neben der Stabilitét ist der Rechenaufwand (die Komplexitét) eine wichtige Grofse bei
der Bewertung numerischer Verfahren.

Definition 1.6. Fiir eine Aufgabe ¢ : X — Y und ein zugehoriges Verfahren b: XY
ist der Aufwand die Anzahl der benotigten Rechenoperationen von ¢.

Eine exakte Bestimmung des Aufwands ist nicht notwendig. Stattdessen wird der Auf-
wand in Abhéngigkeit relevanter Systemgrofsen angegeben.

Beispiel. Bei der Losung eines linearen Gleichungssystems

Ar=0b, AeR™" beR"

ist man am Aufwand in Abhingigkeit von n interessiert.

Zur Beschreibung der Komplexitidt von Algorithmen verwendet man die Landau No-
tation.

Definition 1.7. Die Folge (a,,),en ist (asymptotisch) von der Ordnung der Folge (b, )en,
falls Zahlen ¢ > 0 und N € N existieren, sodass |a,| < c|by| fiir alle n > N gilt. In die-
sem Fall verwenden wir die Landau Notation a,, = O(b,,).

Beispiel. Zur Berechnung des Skalarproduktes zweier Vektoren z,y € R" fithren wir n
Multiplikationen und n — 1 Additionen durch. Der Aufwand fiir diese Rechnung ist
also O(n).

Die Multiplikation einer Matrix A € R"*" mit einem Vektor z € R" kann mit Aufwand
O(n?) berechnet werden.

10



1.5 Landausymbole und Genauigkeit

Bei der Beschreibung und Abschédtzung von Rundungs- und Verfahrensfehlern und de-
ren Fortpflanzung in Algorithmen benutzt man ebenfalls Landausymbole. Die Landau-
symbole fiir Funktionen sind wie folgt definiert.

Definition 1.8. Es seien f,g: D C R"™ — R zwei Funktionen und z,xg € D.

(1) Die Funktion f wéchst fiir z — x¢ langsamer als g, symbolisch geschrieben
f=o0(g9), z—ux

(gesprochen: f ist ein klein o von g),

wenn

@)

v=ao |g(x)]
gilt.
(2) Die Funktion f wéchst fiir z — z¢ nicht wesentlich schneller als g, symbolisch ge-

schrieben
f=0(g), z—x

(gesprochen: f ist ein grofs O von g),
wenn

Jde > 0,3 > 0:|f(x)] < clg(z)]
fur alle x mit |z — x| < € gilt.

(3) f =0(9), z = cound f = O(g), * — oo werden analog definiert, spielen aber fiir
unsere Fehlerbetrachtungen keine Rolle.

Beispiele. Es gilt:
2

ex:1+x+%+(’)(a¢3), x — 0,

denn fiir ¢ = % gilt

3 4

x x

§+j+gc|x3‘, x — 0.
Aufserdem gilt

2

ele—i-ac—i-%—i-o(xz), z =0,

denn 1,3 1.4
z—0 \xQ\ '
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1.5.1 Rechenregeln fiir die Landausymbole

Fir Funktionen f, f1, f2,9,91,92 : D C R — Rund z,29 € D gelten die folgenden
Regeln:

(1) f=o(9) = f=0(g)

(2) f=0() & fist beschrankt

(3) f=o()furz — 29 & zli_>n$10 f(z)=0

(4) fi=0(9), f2=0(9) = fi+ f2 = O(9)

(5) fi=0(9), f2 =0(g9) = fi + f2 = 0(9)

(6) f1= O(g1), f2=0(g2) = f1- fa=0O(g1 92)

(7) =0(q1), f2 = 0(92) = f1-f2=0(g1 - 92)

(8) = 0(q1), O(g2) = f1 + fo = O (max{|g1],[g2[})
(9) f=0(g),c€R=>Cf=0(g)

(10) f=o0(g9),ceR=cf =0(g)

Die Beweise folgen aus den Definitionen der Landausymbole. Meister & Sonar (S. 14)
beweisen exemplarisch (4).

1.5.2 Fehlerabschidtzung in numerischen Verfahren

In der Numerik werden die Landausymbole oft verwendet um die Genauigkeit von
Nahrungsverfahren zu beschreiben. Dies wollen wir uns anhand eines Beispiels an-
schauen.

Beispiel. Seiu : R — R, u € C°°(R). Wir mochten naherungsweise die erste Ableitung
der Funktion v an einem vorgegebenen Punkt z bestimmen. Dazu benutzen wir die
folgenden drei Verfahren:

(1) Diu(z) =

(2) D_u(z) :=

(3) Dou(z) :=

Den Parameter h konnen wir dabei beliebig wahlen. Wir erwarten, dass der Fehler
kleiner wird, wenn wir h verkleinern. Fir u(z) = sin(z), z = 1/2, v/(Z) = cos(z) =
0.877582. .. erhalten wir die Ndherungswerte aus Tabelle 1.2. Die Tabelle 1.3 gibt die
Fehler der verschiedenen Verfahren in Abhidngigkeit von h an. Wir beobachten, dass
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‘ Diu(z) ‘ D_u(z) ‘ Dou(z)
0.724091 | 0.958851 | 0.841471
0.808852 | 0.928086 | 0.868469
0.845373 | 0.905224 | 0.875298
0.862034 | 0.891988 | 0.877011

E‘HOO\H%\HMM—! >

Tabelle 1.2: Approximationen an v’ (Z) fiir u(z) = sin(z), = 1/2.

h | |Dyu() — o' (@)] | |D-u(@) — u/(z)] | |Dou(x) — '(z)]
1 0.153492 0.081268 0.036111
I 0.068729 0.050503 0.009112
L 0.032208 0.027641 0.002283
= 0.015548 0.014405 0.000571

Tabelle 1.3: Absoluter Fehler der Differenzenverfahren.
sich der absolute Fehler bei Verwendung von D u(z) und D_u(Z) etwa halbiert, wenn
h halbiert wird. Daher vermuten wir

1D u(z) —u'(3)] = O(h)  firh — 0
ID_u(z) -/ (z)] = O(h) fiir h — 0

Das Verfahren Dyu(z) liefert den kleinsten Fehler. Halbiert man h, so verringert sich
der Fehler etwa um einen Faktor vier. Wir vermuten also eine Beziehung der Form

|Dou(z) — /(%) = O(h?)  fiir h — 0.

Diese Abschidtzungen fiir den Fehler wollen wir nun beweisen. Es gilt (Taylorentwick-
lung):

w(@ + h) = u(@) + o (F)h + %u”(f)m + O

w(@ —h) =u(x) — v (T)h + %u"(a?)h2 + O(R?)

13



Damit erhalten wir
u@+h) —uw@) _ u(@)+u(@h+ O(h?) — u(z)

@AM =D @)+ om)
u(@+h) —u(@—h) _u@) +u'@h+ 30" (@)h* —u(@) +u'(2)h — 3u"(7) + O(h%)
2h 2h
_ 2u/(Z)h + O(h?)
B 2h

= u/(z) + O(h?)

1.6 Differentielle Fehleranalyse

Wir beschiftigen uns nun noch einmal mit der Frage, wie sich Storungen in den Ein-
gabedaten, unabhingig vom gewihlten Algorithmus, auf das Resultat auswirken. Jetzt
betrachten wir Aufgaben, die sich als Abbildungen ¢ : R™ — R" interpretieren las-
sen. D.h., unter einer numerischen Aufgabe verstehen wir nun die Berechnung end-
lich vieler Groien y; (i = 1,...,n) aus Grolen z; (j = 1,...,m) mittels einer funk-
tionalen Vorschrift y; = ¢;(x1,...,2m). Schreibweise: y = ¢(z), 2 = (z1,...,2m)7,

y:(yla--'aym)T/d):(¢17"'7¢m)T'

Es sei |Ax;| < |z;]| (relativ kleiner Datenfehler) und ¢; = ¢;(z1,. .., zy) zweimal stetig
partiell differentierbar nach den Argumenten z;. Dann gilt mit Taylorentwicklung;:

Ay; = ¢i(x + Aw) Z gf’ r)Axj + Rd)(x Ax), i=1,...,m, (%)
j

wobei R?(l‘, Azx) = O(|Az|?) das Restglied ist. Aus (x) folgt in erster Naherung

= I

Ay; ~
vi o,

(x)Azj,

j=1
das heift Gleichheit gilt in erster Ndherung bis auf einen Term der Ordnung O (|Az|?).
Fiir den relativen Fehler (komponentenweise) folgt mit y; = ¢;(x) also

Ayl ~ Z (‘3@ ij Z E)gbz Jrj ij

&T] Y; 8:6] i a;j '
Definition 1.9. Die Grofden
do; )
K;i(x) = T 1,....n,5=1,...,m

14



heifSen relative Konditionszahlen der Funktion ¢ im Punkt z. Sie sind ein Maf3 dafiir, wie
sich kleine relative Fehler in den Ausgangsdaten im Ergebnis auswirken. Man nennt
die Aufgabe, y = ¢(x) aus = zu berechnen, schlecht konditioniert, wenn es ein i, j gibt
mit |K; j(x)| > 1ist, andernfalls gut konditioniert.

Grundoperationen

1) Wir betrachten fiir 1, z2 € R, 21 - z2 # 0 die Addition y = ¢(z1, 22) = x1 + 2. Dann
gilt

6¢ I il 1
Klzi-—: . — T3
or; ¢ X1 + X2 1+E
0 1
K2:7¢.ﬂ:1. 2 —
Ors ¢ Tr1 + T2 1+

Fir 71 ~ —1 (also fiir die Subtraktion zweier fast gleich groler Zahlen) ist die Addition
schlecht konditioniert.

Definition 1.10 (Ausloschung). Unter Ausldschung versteht man den Verlust an we-
sentlichen Dezimalstellen bei der Subtraktion von Zahlen gleichen Vorzeichens. Dies
ist gefahrlich, falls eine oder beide Zahlen keine Maschinenzahlen sind und diese vor
Ausfiihrung der Operation gerundet werden.

Beispiel (Dezimale Gleitpunktrechnung mit vier signifikanten Ziffern). Gegeben seien
z1 = 0,11258762 - 10%, x5 = 0,11244891 - 102,
Da wir nur vier signifikante Ziffern betrachten, erhalten wir
rd(z1) = 0,1126 - 10%, rd(x2) = 0,1124 - 10?
sowie jeweils einen absoluten Fehler von
|Azy| = 0,001238, |Azs| = 0,004891.

Der relative Fehler in der Eingabe betrdgt somit

A A
20 10991074, "'Ez — 4,3495 - 1074
o) 2
Nun gilt
71 + w9 = 0,22503653 - 102, rd(x1) + rd(22) = 0,2250 - 102
und

x] — 9 = 0,13871-107%,  rd(z) — rd(z2) = 0,2000 - 1071,
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Wir berechnen fiir den relativen Fehler der Subtraktion

(1 — xg) — (rd(z1) — rd(z2))
Tr1 — T2

‘ = 0,44185.

Mit ¢(x1,x2) = x1 — x2 erhalten wir fiir die relativen Konditionszahlen die Werte

9 9
=2 ger, K= |20 T2 :'_ 2| _ 810,67,
T @ T1 — T2 Ty @ T1 — T2
also A A
K |28 4 K, | 222 = 0,44139.
T €T

Die Subtraktion fast gleich grofier Zahlen ist also sehr schlecht konditioniert. Im Ge-
gensatz dazu gilt fiir die Addition

K1 =0,5003, K,=0,4997.

2) Betrachten wir nun noch einmal die Multiplikation y = ¢(z1, z2) = x1 - x2. Dann gilt

Jg 11 _ 172

1 :17

" om ¢ x1T2
06 m_mm
S 0wy d mamn

K,

Das heifst die Multiplikation ist gut konditioniert. Damit ist auch die Division gut kon-
ditioniert.

Wir betrachten nun noch ein weiteres Beispiel fiir ungenaue Berechnungen aufgrund
von Ausloschung.

Beispiel. Wir betrachten das Polynom

p(z) = (z—1)7
=27 — 725 + 212° — 352% + 3523 — 2122 + Tz — 1.

Abbildung 1.1 zeigt den Plot von p in einer kleinen Umgebung der 7-fachen Nullstelle
r = 1. Wahrend die Auswertung der Faktorisierung p(z) = (z — 1)7 einen stabilen
Algorithmus liefert, ist der Algorithmus, der das Polynom in der Form

p(x) = 2" — 72°% + 212° — 352 + 352° — 212 + T2 — 1

auswertet, sehr instabil.

Listing 3: Berechnung eines Polynoms siebten Grades auf zwei verschiedene Weisen.

import matplotlib.pyplot as plt
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import numpy as np

X = np.linspace(0.988,1.012,1000)
y= xXx*7 = Txxxx6 + 21*x**5 — 350xx*x4 + 35xxx*3 — 21*x*x2 + T*x -1

plt.plot(x,y, 'b")
plt.plot (x, (x=-1)**7,'k")

£ 1 1 1 1
0.885 089 0.935 1 1.005 1.01 1.015

Abbildung 1.1: Plot eines Polynoms siebten Grades, das auf zwei verschiedene Weisen berechnet wurde.

1.7 Integral-Rekursion

Abschliefiend wollen wir uns noch ein weiteres Beispiel fiir einen stabilen und einen
instabilen Algorithmus anschauen.

Die mathematische Aufgabe besteht in der Berechnung von

1
1
In:/x”exdx fuir n=0,1,...,30.
e
0
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Partielle Integration liefert uns

1
I, = /:U"e“c dzx

e
0
1
1 —
= — [z"e")) — [na"te® da
e
0

I
™

)

|

3

8
s
L

Q)
8

o

]

=1 —-nInfl.
Damit erhalten wir die Zwei-Term-Rekursionsformel
]ﬁ =1 —-nlhfl.

Als Startwert berechnen wir

Iy =

Q|

e

1
1
/ex dz = —(e — 1) ~ 0,63212...
0

Ausgehend von Ij lassen sich aus der Rekursionsformel beliebige Integrale I,, fiir n > 0
berechnen.

I(0) = 6.3212e-001
I(5) = 1.4553e-001
I(10) = 8.3877e-002
I(15) = 5.9034e-002
I(1l6) = 5.5459%9e-002
I(17) = 5.7192e-002
I(18) = -2.9454e-002
I(19) = 1.5596e+000
I(20) = -3.0192e+001
I(21) = 6.3504e+002
I(22) = -1.3970e+004

Einige Integrale der Integral-Rekursion. Ab I1g bekommt man v6llig falsche Werte.

Wir wollen uns nun iiberlegen, ob die berechneten Werte korrekt sein konnen. Es gilt

1

1

I, == /:L'”e“ dz >0, da z"e®*>0 furalle =€ (0,1).

e
0
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Wegen e” < e fiir alle z € (0, 1) konnen wir weiterhin

—

0:n+1

abschéitzen und bekommen somit 0 < [,, < n%rl fur alle n > 0. Damit sehen wir, dass
die Rekursionsformel ab I1g deutlich falsche Ergebnisse liefert.

Es sei nun I, der exakte Wert und I, ein mit Rundungsfehler behafteter Wert. Weiterhin
sei Aly = Iy — I der Fehler im Startwert, etwa |Aly| ~ 10716, Dann gilt I, =1 —nl,1
und I, = 1 — nl, ;. Daraus folgt I,—1,=-n (fn_l — In_1>, also AI, = —nAI,_4.
Sukzessives Einsetzen liefert

AL, = —nAl,_1 = —n(—(—n—1)AL,_2 =--- = (=1)"nlAl

und wir erhalten die Fehlerformel A, = (—1)"n!Aly. Dies erkldrt das alternierende
Vorzeichen fiir groles n. Fiir n = 18 haben wir 18!1071¢ = 0,64023 und fiir n = 19
haben wir bereits 19110716 = 12,16. Der Algorithmus ist also instabil.

Eine Alternative zur Berechnung der Integrale ist die Riickwértsrekursion I, = 1’71[" .
Das Problem hier: Der Startwert ist unbekannt. Wir konnen aber I,, = n%rl benutzen.

Die Fehlerformel liefert Aly = WAIW Auf diese Weise liefert Python den Wert

Iy =~ 0,632120558828555, wohingegen der , exakte” Wert % = 0,632120558828558 ist.
Der Algorithmus ist also stabil.

Listing 4: Vorwirts- und Riickwértsrekursion fiir die Integral-Rekursion in Python.

# Integralrekursion, Teil 1

I = np.zeros(31)
I[0] = (np.exp(l)-1.)/np.exp(l)
for k in range(30):
I[k+1] = 1. — (k+1)=I[k]
print (k,I[k])

# Integralrekursion, Teil 2

I = np.zeros(31)
I[30] = 1./(31)

for k in range(29,-1,-1):
I(k] = (1.-I[k+1])/(k+1.)
print (k,I[k])
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2 Interpolation

Haufig tritt in der numerischen Mathematik die Situation auf, dass statt einer Funktion
f : R — R nur einige diskrete Funktionswerte f(z;) und eventuell noch Ableitungen
fU)(z;) an endlich vielen Punkten z; gegeben sind. Zum Beispiel, wenn f nur in Form
von experimentellen Daten f(zo),..., f(x,) vorliegt und man an weiteren Funktions-
werten zwischen den tabellierten Werten interessiert ist. Man mochte dann aus den

gegebenen Daten eine Funktion ¢ konstruieren, die
oW (z5) = fU) ()
fur alle 7 und j erfiillt und sich moglichst wenig von f unterscheidet. Letztere Eigen-

schaft muss natiirlich noch genauer spezifiziert werden. AufSerdem sollte ¢ leicht aus-
wertbar sein und mit einem stabilen Algorithmus berechenbar sein.

In Abbildung 2.1 zeigen wir zwei interpolierende Funktionen, die durch sieben gegebe-
ne Datenpunkte (markiert durch blaue Kreise) verlaufen. Bei der roten Kurve handelt
es sich um ein Interpolationspolynom. Die tiirkise Kurve zeigt einen interpolierenden
Spline. Beide Arten der Interpolation werden wir in diesem Kapitel kennenlernen.

Interpolation
T

Abbildung 2.1: Zwei interpolierende Funktionen. Die rote Kurve zeigt ein interpolierendes Polynom, die tiirkise Kurve
zeigt einen interpolierenden Spline. Die blauen Kreise markieren die gegebenen Datenpunkte.

Die Interpolation von gegebenen Daten gehort zu den wichtigsten Grundaufgaben der
Numerik und ist gleichzeitig deren &lteste Teilaufgabe. Bereits im 16. Jahrhundert wur-
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den erste Interpolationsalgorithmen verwendet um Zwischenwerte von tabellarisch ge-
gebenen Daten zu berechnen. Heutzutage benutzt man mehrdimensionale Splines um
beispielsweise die Formen von Autokarosserien zu beschreiben.

Wir betrachten zunéchst Interpolationsprobleme, bei denen zu gegebenen Daten eine
stetige Funktion bestimmt werden soll, die durch diese Daten verlduft. In Abschnitt
Hermite Interpolation betrachten wir dann Interpolationsprobleme, bei denen die in-
terpolierende Funktion zusétzlich vorgegebene Werte der Ableitung erfiillt.

Definition 2.1. Unter einer Interpolationsaufgabe verstehen wir

¢ zu paarweise verschiedenen Punkten z; und dazu gehorigen vorgegebenen Wer-
ten y;, 7 = 0,1,...,n, die zu einer bekannten oder unbekannten Funktion f(x)
mit f(x;) = y; gehoren,

¢ und gegebenen Ansatzfunktionen go(z), ..., gn(2)

Koeffizienten c¢g, ¢, . . ., ¢, zu finden, so dass

n

o(xj) = chgk(xj) =y,, furj=0,1,...,n
k=0

gilt.

Die n + 1 Interpolationsbedingungen lassen sich durch ein lineares Gleichungssystem
der Form

go(wo) g1(wo0) ... gn(o) co Yo
go(z1) g1(w1) ... gn(x1) a | _| wn
wo(e) o) o gnle) ) \ e "

ausdriicken. Durch Losen dieses Gleichungssystems erhalten wir die Koeffizienten cy, . . .

und somit die gesuchte Funktion

SO(:E) = Z Ck’gk‘(x)v
k=0

die als Linearkombination der Ansatzfunktionen die Interpolationsbedingungen er-
fullt.

Als einfache Ansatzfunktionen betrachtet man beispielsweise die Monome g (x) = z*

oder trigonometrische Funktionen gi(z) = cos(kz) oder gx(xz) = sin(kz) jeweils fiir
k=0,...,n.

In der Computergraphik benutzt man radiale Basisfunktionen als Ansatzfunktionen
fiir mehrdimensionale Rekonstruktionen.
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2.1 Polynominterpolation

Wir betrachten zunéchst die Interpolation durch Polynome. Unter einem Polynom vom
Grad n verstehen wir eine Funktion der Form

p(z) =ay+arz+...+ ap12""t + apa”

mit reellen Koeffizienten a;, i = 0, ..., n. Der Koeffizient a,, # 0 heifst Hauptkoeffizient
des Polynoms. Es sei

P, ={p(z)=ap+ a1z + - +apa" |a; eR,i=0,...,n}

die Menge der Polynome vom Grad kleiner gleich n. Die Menge P,, ist mit der tiblichen
Addition

n n

p(x) +q(x) = Z a;x’ + Z bix' = Z(ai + b;)a’
=0

i=0 i=0
und der Skalarmultiplikation

ap(z) =« Z aiz’ = Z(aai):ni

1=0 1=0

fiir alle p,q € P, und alle @ € R ein Vektorraum. Basis dieses Vektorraums sind die
Monome {1,z...,n"}.

Definition 2.2. Die Polynom-Interpolationsaufgabe besteht darin, zu n + 1 paarwei-
se verschiedenen Stiitzstellen (auch Knoten genannt) xo,...,z, € R und gegebenen
Knotenwerten vy, . . ., yn € R, ein Polynom p € P, mit der Eigenschaft

p(z;))=vyi;, i=0,...,n (Interpolationsbedingung)
zu bestimmen.

Satz 2.3. Die Polynom-Interpolationsaufgabe ist eindeutig losbar.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien p, ¢ € P,, zwei interpolierende Polynome mit

p(xi) = q(z;), i=0,...,n.

Dann ist p — ¢ € P,, ein Polynom mit den n + 1 Nullstellen xy, ..., z,, da alle Knoten
paarweise verschieden sind. Aus dem Satz von Rolle folgt damit sofort, dass p — ¢ das
Nullpolynom ist, also p = q.
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Existenz: Wir wollen ein Polynom p(z) = a,2™ + --- 4+ a1z + a¢ konstruieren, das die
Interpolationsaufgabe erfiillt. Die Koeffizienten erhalten wir als Losung des linearen
Gleichungssystems

2
To xH T ag 20
2
1 2 n
Tn X5 xy an Un
=V,

Dieses lineare Gleichungssystem hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn
det(V;,) # 0. Man kann zeigen (siehe Ubung), dass

det(V,) = H H (x5 — x4),
i=0 j=i+1
also det(V},) # 0 genau dann, wenn die Knoten paarweise verschieden sind. O

Bemerkung. Fiir grofiere Gleichungssysteme ist die Losung eines linearen Gleichungs-
systems mit Vandermonde-Matrix eine schlecht konditionierte mathematische Aufga-
be. Daher ist dieser Ansatz zur Berechnung des Interpolationspolynoms im Allgemei-
nen ungeeignet.

Wir werden uns nun mit anderen Ansitzen zur Berechnung des (eindeutig bestimmten)
Interpolationspolynoms beschéftigen.

2.1.1 Lagrangesche Form des Interpolationspolynoms

Es seien xp < 21 < - -+ < x,, paarweise verschiedene Knoten.

Satz 2.4 (Lagrange-Darstellung). Das (eindeutige) Interpolationspolynom

pn = p(flxo,...,xn) €Py mit py(z;) = f(z;), 7=0,...,n

liisst sich in der Form

n

pn(:g):Zf(xj)zjn(x) mit (o) = [[ ——2, j=0,....n

n
r; — X
=0 k=0j "I~ Tk

schreiben. Die l;,, heiffen Lagrange-Fundamentalpolynome.
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Beweis. Es gilt I, € P, fiir alle j und somit p,, € IP,,. Weiterhin ist /;,,(x;) = J;;, wobei
d;; das Kronecker-Symbol ist. Und schliefilich folgt damit

Pulxi) =Y f@)lin(zi) = fxs).

J=0

Also 16st p,, die Interpolationsaufgabe. Die Eindeutigkeit folgt mit Satz 2.3. O

In Abbildung 2.2 (links) sind die Basispolynome zu den Knoten 0, 2,4, 6, 8,10 darge-
stellt. In der rechten Abbildung sieht man die Basispolynome zu den Knoten 0, 2, 5, 10.

Lagrangesche Basispolynome Lagrangesche Basispolynome
1.04
\ 1.0 \
0.5 ]

0.0 0.0

Abbildung 2.2: Lagrangesche Basispolynome zu den Knoten (links) 0, 2, 4, 6, 8,10 und (rechts) 0, 2, 5, 10

Der Vorteil der Lagrangeschen Darstellung liegt in der Niitzlichkeit fiir theoretische
Betrachtungen. Der Nachteil dieser Darstellung hingegen ist, dass bei Hinzunahme ei-
ner neuen Stiitzstelle die gesamte Darstellung neu berechnet werden muss. Aufierdem
ist fiir Stiitzstellen z; ~ z; diese Darstellung sehr ungenau. Dies fiihrt uns zu einer
alternativen Darstellung, der sogenannten Newton-Darstellung, die wir im folgenden
Abschnitt herleiten.

2.1.2 Newtonsche Form des Interpolationspolynoms

Lemma 2.5. Fiir die Lagrange-Interpolationspolynome

Pn—1 =p(flzo,...,2n-1) € Ppey1 und py = p(flzo,...,zn) € Py

gilt
P (@) = pp1(x) + Spwn ()
mit B
wa(x) = [[(@—2:) €By und 5, = f<xn>w(pn)1<scn>,
1=0 n\Tn
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Hierbei nennt man {w; |i =0,...,n} die Newton-Basis von P,, mit

wo = 1,wy = (¥ — x0), w2 = (z — o)(x — 71), ...

Beweis. Per Definition gilt p,—; € P,,—; und w,, € P,,. Damit folgt
qn () = pn—1(x) + dpwy(x) € Py,

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ die Interpolationsbedingung an den Stiitzstellen o, ..., z,
erfillt. Firi =0,...,n — 1 gilt

QH(xz) = pnfl(l'i) + 5nwn(33z) = pnfl(-ri) = f(xl)a
da wy, (x;) = 0 nach Definition. Es sei nun i = n. Dann ist
Qn(xn) = pn—l(xn) + 5nwn(xn)
= pnfl(mn) + <f(x”)w;énn_)1(x”)> wn(xn)

Falls §, = 0 ist, so folgt bereits p,_i(x,) = f(z,) und Satz 2.3 liefert schliellich
¢n = pn und damit die Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms von f an den Sttitz-
stellen xg, ..., z,. O

Der Koeffizient §,, hiangt von f und den Stiitzstellen z; ab. Daher hat sich auch die
Schreibweise 0,, = [zo,...,z,|f oder f[zo,...,z,] eingebiirgert. Eine wiederholte An-
wendung der Argumentation in Lemma 2.5 liefert uns den folgenden Satz.

Satz 2.6 (Newtonsche Darstellung der Interpolationspolynoms). Das Interpolationspoly-

nom zu f und Knoten xy, . . ., x,, ist gegeben durch
n i—1
p(flzo, - wn) =) ([z0,. .- @i HHwi(z) mit wi(z) =[] - 2)),
i=0 7=0
also

p(flzo, .-, xn) = [xolf + [xo, x1]fwi(z) + -+ + [T0, - . ., Tn] fron(T).

Wir wollen nun ein Verfahren zur effizienten Berechnung der [zo,...,z;|f,i =0,...,n
herleiten.

Lemma 2.7 (Aitken). Es gilt

T — xg Ty —
p(f|$0,,fﬁn)(l') = p(f|$1a7$n)($)+ = p(f|l‘07"'7l'n*1)($)‘
Ty — X0 Ty — X0
Die Interpolierende an xy, . . ., x,, ist also eine lineare Interpolation zwischen zwei Interpolati-

onspolynomen auf xy, ..., Ty und xo, ..., Tp_1.
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Beweis. Wir setzen z; in die rechte Seite ein und schauen uns die Terme fiir verschiedene

Werte von ¢ getrennt an. Es sei also zunédchst 0 < ¢ < n. Dann gilt:

Z:i‘; p(flrn, - ) (a:) + ;f: :mexo, o) ()
_ T — g @)+ Tp — T F(x) = f(x) = p(flwo, - .., xn)(x5).

In — 0 ITn — 0

Fiir den Fall i = 0 fallt der erste Summand weg und wir erhalten

Ty — T
p— xZP(ﬂﬂfo, - @p—1)(0) = p(flwo, ..., Tn—1)(w0) = f(0).
Analog fallt fiir : = n der zweite Summand weg und es folgt
Ty — T
Cp(flns s n)(@o) = p(flans - wn) (o) = f (o).
In — Zo
., Tp, lUberein und sind eindeutiges Interpolati-
O

Also stimmen beide Seiten fiir alle zy, . .
onspolynom vom Grad kleiner oder gleich n.

Bemerkung 2.8. i) Fiir paarweise verschiedene z; gilt
['Ila s ,xn}f - [l'(], s 7$n71]f

[0, ..., xn|f =
Tn — X0

Diesen Ausdruck nennt man dividierte Differenz der Ordnung n von f.

ii) Die dividierte Differenz [y, ..., x,]f ist der fiihrende Koeffizient a,, des Interpo-

lationspolynoms
p(flxo, ..., xn)(z) = apz™ + - -+ + a1z + ao.

Beweis. Zu i): Nach Lemma 2.7 gilt
_x—xg Ty —
p(flwos s zn)(@) = = p(flen, o o) (@) + ep(fleos o 2na) (@),
Setze die Newton-Darstellung fiir das Interpolationspolynom ein und fiihre Koeffizi-

entenvergleich fiir den fithrenden Koeffizienten durch. Die Newton-Darstellung ist
i—1

con)(2) =Y ([20,.. .,z HHwi(x) mit wi(z) = H(:c — ).

p(flzo, ...
i=0

Koeffizientenvergleich liefert uns jetzt

[x0,...,zp]f = O[xl,...,xn]f—xn_xo

Zu ii): Folgt aus Lemma 2.5.
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Schema zur Berechnung der dividierten Differenzen fiir gegebene Startwerte
[ f = f(x;) furi=0,...,n

zo  [wolf
[$07$1]f
1 [nlf (20, 21, 22 f
[x1, x2] f [x0, 21, 22, 23] f
zo  [w2]f (21, w2, 3] f
[wg,l’g]f
z3  [zs]f

Algorithmus 2.9 (Berechnung dividierter Differenzen).
geg.: Knoten x, ..., x,; Daten fo,..., fp

ges: A =[x, ...,z f,k=0,...,n,i=0,...,n—k
Schritt 1: Fiiri =0,...,n

setze Ao := f;

Schritt2: Firk=1,...,nundi=0,...,n — k

berechne A; ;, = (Ajp1 -1 — Dik—1)/(Tith — T5)

Beachte: Zur effizienten algorithmischen Beschreibung wird ein doppelter Index be-
nutzt.

Fiir eine effiziente Implementation der Newtonschen Form des Interpolationspolynoms
nutzen wir die folgende Beziehung:

P(f‘.’l?o, . ,.’I,‘n)(il,‘*) = A070 + A071w1(x*) + ...+ Aomwn(x*)
= A070 + (I* — 1’0) (AOJ + (l'* - .131) (AO,Q + (.I‘* — JCQ) (A(),g + ...+ ([E* — xn—l)AO,n) .. ))

Algorithmus 2.10 (Auswertung der Newton-Interpolationsformel (Horner-Schema)).
geg.: o, ..., Tn; Do, - - ., Ao pn; Auswertungspunkt z*
ges.: y* := P(f|zo,...,zp)(x")

Schritt 1: y := Ag
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Schritt2: Firk=n—1,...,0

berechne y := Ay, + (z* — x1)y

Schritt3: y* =y

Aufwand: Es werden »*/2 Divisionen zur Berechnung von A ; (wird einmal durchge-
fithrt) und n Multiplikationen zur Berechnung von y* (wird fiir jeden Auswertungs-
punkt z* durchgefiihrt) benétigt.

Bemerkung 2.11. Fir die dividierten Differenzen gilt:
(i) [zo,...,xy]f ist unabhdngig von der Reihenfolge der ;.

(i) Ist f € C"(I,R), I = [a,b],a < zp < x1 < --- < x,, < b, 50 gibtes einn € I mit

(iii) Istp € P,,—1, so gilt [xg,...,z,|p =0

Beweis. Zu i): Folgt aus der Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms.

Zuii):Seig := f—p(f|zo,...,xn) € C"(I,R). Dann hat g die n+1 Nullstellen zy, . . ., zy,.
Aus dem Satz von Rolle folgt die Existenz eines n € I mit

0=9" ) = ") - p(flzo, ... )™ () = F™(n) = nllzo, ..., 2] f.

Zu iii): Ist klar, denn der n-te Koeffizient eines Polynoms vom Grad kleiner oder gleich
n — 1 verschwindet. O

2.1.3 Verfahrensfehler der Polynominterpolation

Wir stellen uns die Frage, wie stark das Interpolationspolynom von der zu interpo-
lierenden Funktion abweicht. In der Abbildung 2.3 zeigen wir Intepolationspolynome
der Sinusfunktion mit 4-10 Knoten. Bei Vergroflerung der Anzahl der Knoten verbessert
sich die Approximation an die Sinusfunktion. Kann man dieses Verhalten fiir beliebige
Funktionen erwarten? Mit dieser Frage wollen wir uns in diesem Abschnitt beschéfti-
gen.

Das Interpolationspolynom erkennt nicht, von welcher Funktion die Daten kommen.
Fiir festes T € [zg, z,,] gilt aber immer

f(j) = p(f|$0, s 71'717@)(?) mit p(f|$0, s 7xnaj) € Pn+1~
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Sinusfunktion & Interpolationspolynom, 4 Knoten Sinusfunktion & Interpolationspolynom, 6 Knoten

1.00 151
0.75 4
1.0
0.50
0.25 0.5
0.00 4
—025 ] 0.0
—0.50 o]
—0.75
~1.00 -1.0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Sinusfunktion & Interpolationspolynom, 8 Knoten Sinusfunktion & Interpolationspolynom, 10 Knoten
1.00 4 1.00 1
0.75 0.751
0.50 4 0.50
0.25 0.254
0.00 0.00 4
-0.25 -0.25
—0.50 —0.50
—0.75 -0.75
~1.00 ~1.00
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 2.3: Interpolationspolynome der Sinusfunktion fiir 4, 6, 8 und 10 dquidistante Knoten auf dem Intervall
[0, 10].

Daraus folgt mit Lemma 2.5

f(l') —p(f|560, s 7$n)(x) = p(f|$07 s ,xn,x)(az) —p(f|$0, s ,xn)(x)

= [xoy. .y T, x| f - Wpt1(T)

n

wni1 (@) = [[(z = 20).

i=0
Wir wollen die linke Seite abschdtzen. Nun gibt es nach Bemerkung 2.11 (ii) ein
¢el=1lab],a<xgb>x,mit

FE)

[$07"'7xnax]f: (n+1)| )

falls f € C"*1(I,R). Damit erhalten wir die folgende Abschétzung fiir den Interpolati-
onsfehler:
Satz 2.12. Sei f € C"([xg, z,],R). Dann gibt es zu jedem x € [xg,zy,] ein € € [xg, zy),

sodass
F(©)

f(x> —p<f‘$0, .. -axn)(x> = wn+1(x>m.
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Insbesondere gilt:

£Vl

1 = p(fleoswa)loo < fwnsalloo™f gy

wobei || flloo = max | f(x)] ist.

TE[T0,Tn

Bemerkung. (i) Der Faktor | f("*1)]||,, hangt von £, aber nicht von den z; ab,
(i) und wp41 = [] (x — z;) hdangt von den Stiitzstellen ab, nicht jedoch von f.
j=0

Eine grobe Abschitzung erhilt man durch |wy,41(z)| < (b — a)"*! fiir alle z € [a,b].
Hierbei geht jedoch der Einfluss der Wahl der Siitztstellen verloren.
Als Folgerung von Satz 2.12 erhalten wir die folgende Aussage.
Korollar 2.13. Sei f € C*[a, b] und es existiere ein M > 0, sodass fiir allen € N
M (@) <M Yz € [a,b] (2.1)

gilt. Dann konvergiert die Folge der Interpolationspolynome auf [a,b] gleichmiifig gegen die
Funktion f.

Beweis. Die Behauptung folgt aus

M
(n+1)!

1f = prllso,ap < (b—a)"™ =0, n — cc.

O]

Die Bedingung (2.1) ist eine sehr starke Anforderung an die zu interpolierende Funkti-
on. Sie ist z.B. fiir sin(z), cos(z), e* und fiir Polynome erfiillt. (Siehe auch noch einmal
Abbildung 2.3.)

Fiir die einfache rationale Funktion f(z) = 1/2 mit f((z) = (—1)"n!/z"*! gilt (2.1)
etwa auf dem Intervall [1, 2] schon nicht mehr. Durch Erh6hung der Anzahl der Stiitz-
stellen n kann man also nicht automatisch eine beliebig genaue Approximation an f

beziiglich der || - ||oo-Norm erreichen. Runge hat hierfiir ein Gegenbeispiel angegeben.
Betrachte .
f(f]f):mecoo, CCE[_C,C], c>0

mit dquidistanten Stiitzstellen

Es gilt:
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* ||f = Pulloc — oo fiir n — oo, falls ¢ > §,
o ||f = Pulloo = 0 fiir n — oo, falls ¢ < .

Im divergenten Fall treten insbesondere an den Intervallrandern immer stirkere Os-
zillationen auf, siehe Abbildung 2.4. Dieses oszillatorische Verhalten in der Nahe des
Randes bezeichnet man auch als Runge-Phinomen.

Runge Testproblem, ¢ > /2, n=10 Runge Testproblem, ¢ > e/2, n=20 Runge Testproblem, ¢ > e/2, n=30

Abbildung 2.4: Resultate fiir Runges Testproblem mit ¢ > e/2 und n = 10, 20, 30.

Runge Testproblem, ¢ < e/2, n=10 Runge Testproblem, ¢ < e/2, n=20 Runge Testproblem, ¢ < /2, n=30

Abbildung 2.5: Resultate fiir Runges Testproblem mit ¢ < e¢/2 und n = 10, 20, 30.

Bemerkung. Der Weierstrafische Approximationssatz besagt, dass jede Funktion
f € C([a,b]) beliebig gut gleichméfig auf [a,b] durch Polynome approximiert wer-
den kann. Die Vermutung, dass dies mit Interpolationspolynomen geschehen kann, ist
jedoch im Allgemeinen falsch.

2.1.4 Tschebyscheff Knoten

Wir wollen uns nun mit der Frage beschiftigen, ob wir durch gute Wahl der Knoten den
Interpolationsfehler verringern konnen. Die obere Abschidtzung des Interpolationsfeh-
lers (in Satz 2.12) wird minimiert, falls wir die Knoten so wahlen, dass die Maximum-
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norm des Knotenpolynoms
n

Wny1(z) = H(iﬂ )

i=0
im betrachteten Intervall minimal ist. Wir betrachten zundchst die Interpolation auf
dem Interval [—1, 1].

Wir werden zeigen: Wahlt man als Knoten fiir die Interpolationsaufgabe auf [—1, 1] die
Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome, so wird |[wy,11]/o,[—1,1] Unter allen (normier-
ten) Polynomen mit reellen Nullstellen minimal.

Die Tschebyscheff-Polynome sind eine spezielle Folge von Polynomen 7}, die beztiglich
eines speziellen gewichteten Skalarprodukts auf [—1, 1] orthogonal sind, das heifit

1 0, m#n,

To(x) - T (z) doe =
S

, n=m=020,

7r
5 n=m#0.
Explizit lautet das k-te Polynom

Ty(x) = cos(k - arccos(z)), « € [—1,1].

Die Nullstellen von T} (z) sind gegeben durch

25 +1 .
= - =0,....k—1.
x; cos( 5% 7r>, J yeees

Die Tschebyscheff-Polynome lassen sich auch durch eine Drei-Term-Rekursion berech-
nen und es gilt

Ti(z) = 22Ty (x) — Ty—o(x), k>2, To(x)=1, Ti(x)==zx.

In Abbildung 2.6 sind einige Tschebyscheff-Polynome dargestellt. Man erkennt, dass
die Nullstellen am Rand des Intervalls dichter liegen als in der Mitte des Intervalls.

Die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome definieren Knoten fiir die Polynominter-
polation, die die obere Abschitzung des Interpolationsfehlers gemafd Satz 2.12 mini-
mieren.

Satz 2.14. Esseien to, .. .t, € [—1, 1] die Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms T),41. Dann
qilt

— x| = — | =27"
min L 11]1_[]:1: x| = max H\:L‘ il

L0y T €[~

Dabei sind x, . . ., x,, beliebige, paarweise verschiedene Knoten im Intervall [—1, 1].
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Abbildung 2.6: Die Tschebyscheff-Polynome T5, T1o und T5o.
Einen Beweis dieses Satzes findet man im Lehrbuch von S. Bartels. Man nutzt dabei
Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome, die wir in der Ubung zeigen wollen.

In Abbildung 2.7 zeigen wir |wy,4;(z)| fir z € [—1,1], n = 10 unter Verwendung von
(links) dquidistante Knoten und (rechts) Tschebyscheff Knoten. Bei Verwendung der

‘U)n+1 \ n= 10 aquldlstante Knoten 10? [wn+1(z)], n = 10, Tschebyscheff Knoten

09
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Abbildung 2.7: Das Stiitzstellenpolynom |wn, (z)| fiir € [—1, 1] und n = 10. (Links) unter Verwendung dquidistanter
Knoten (rechts) fiir Tschebyscheff Knoten. Beachten Sie die unterschiedliche Skalierung der y-Achse.

Tschebyscheff Knoten nimmt das Stiitzstellenpolynom im betrachteten Intervall gleich-
méflig kleine Werte an. Bei Verwendung dquidistanter Knoten nimmt das Stiitzstellen-
polynom am Rand des Intervalls betragsméfiig grofiere Werte an. Dieses Verhalten ist
tiir das Runge Phanomen verantwortlich. (Beachten Sie die unterschiedliche Skalierung
der y-Achse.)

Aus den Sédtzen 2.12 und 2.14 ergibt sich die folgende Fehlerabschatzung.

Korollar 2.15. Sei f € C""1([—1, 1], R). Fiir den Interpolationsfehler der Polynominterpola-
tion mit n + 1 Tschebyscheff Knoten to, . . ., t, im Intervall [—1, 1] gilt

£ oo, 1.1
(n+1)!

Hf - p(f|t07 SER) tn)”oo,[—l,l] < 27"
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Fiir allgemeine Intervalle [a, b] erhdlt man die optimalen Stiitzstellen o, . . ., z,, mittels

der affin-linearen Transformation

a+b b—a
> T2

aus den Tschebyscheff Knoten ¢, .. ., ;.

Ty = ti, iZO,...,n

In Abbildung 2.8 zeigen wir Interpolationspolynome fiir das Runge-Problem bei Ver-
wendung der Tschebyscheff-Knoten. Auch fiir (gentigend kleine) ¢ > e/2 liefert Poly-
nominterpolation nun gute Approximationen.

Runge Testproblem mit Tschebyscheff Knoten, n=10 Runge Testproblem mit Tschebyscheff Knoten, n=20 Runge Testproblem mit Tschebyscheff Knoten, n=30
'

Abbildung 2.8: Resultate fiir Runges Testproblem mit Tschebyscheff Knoten, ¢ > e/2 und n = 10, 20, 30.

2.1.5 Die baryzentrische Darstellung des Interpolationspolynoms

Zur Berechnung von Interpolationspolynomen mit Hilfe von Computerprogrammen
benotigt man stabile Algorithmen. Es stellt sich heraus, dass typische Implementatio-
nen der Lagrangeschen oder Newtonschen Darstellung des Interpolationspolynoms
fir grofse Werte von n instabil sind. Dieser Abschnitt der Vorlesung basiert auf einem
Fachartikel von J.-P. Berrut und L.N. Trefethen, den Sie tiber die HHU Bibliothek erhal-
ten konnen'. Wir werden wesentliche Resultate kennenlernen aber nicht alle Aussagen
beweisen.

Wir mochten zundchst veranschaulichen, dass die Newtonsche Darstellung des Inter-
polationspolynoms, so wie sie in den Algorithmen 2.9 und 2.10 beschrieben wurde, zu
instabilen Resultaten fithren kann. Dazu betrachten wir noch einmal Runges Testpro-
blem, d.h. die Interpolation von

1
J@) =
Analytisch kann man (wie bereits erwdhnt) zeigen, dass das Interpolationspolynom
auf dem Interval [—c, ], ¢ < e/2 fiir n — oo gegen die Funktion f konvergiert. In Ab-
bildung 2.5 zeigen wir Resultate fiir n = 10, n = 20 und n = 30, die eine sehr gute

!'Berrut and Trefethen, Barycentric Lagrange Interpolation, SIAM Review, 46, p. 501-517, 2004
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Ubereinstimmung zwischen dem Interpolationspolynom und der Funktion belegen. In
Abbildung 2.9 zeigen wir Resultate fiir grofiere Werte von n, insbesondere fiir n = 66,
n = 67, n = 70. Wir sehen, dass der Algorithmus fiir grofiere n zu instabilen Resul-
taten fithrt. In Abbildung 2.10 zeigen wir Resultate fiir das Runge-Testproblem mit

Runge Testproblem, c<e/2, n=66 Runge Testproblem, c<e/2, n=67 Runge Testproblem, c<e/2, n=70

Abbildung 2.9: Resultate fiir Runges Testproblem mit ¢ < e/2 und n = 66, 67, 70.

Runge Testproblem mit Tschebyscheff Knoten, n=67 Runge Testproblem mit Tschebyscheff Knoten, n=71 Runge Testproblem mit Tschebyscheff Knoten, n=72

Abbildung 2.10: Resultate fiir Runges Testproblem mit Tschebyscheff Knoten, ¢ > e/2 und n = 67,71, 72.

Tschebyscheff-Knoten. Auch diese Rechnung wird fiir groflere Werte von n instabil.

Diese Rechnungen wurden mit einem Programm durchgefiihrt, das direkt die Algorith-
men 2.9 und 2.10 umsetzt. (In der 2. Programmieraufgabe wurden diese Algorithmen
implementiert. Sie konnen also auch einmal Ihre Implementation der Algorithmen fiir
grofiere Werte von n testen.)

Wir werden nun einen Algorithmus kennenlernen, der bei Verwendung von Tschebyscheff-
Knoten auch fiir grofie n stabil ist.

Zunichst fassen wir noch einmal Vor- und Nachteile der Lagrangeschen und Newton-
schen Darstellung des Interpolationspolynoms zusammen.

Lagrangesche Darstellung:

pa) =Y la@)fy mit o) = T[ S22 buw) = da
=0 k=0k£j 4 Tk
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Vor- und Nachteile:
+ Ideal, um etwas zu beweisen.
- Auswertung von p(r) bendtigt O(n?) Rechenoperationen.
- Hinzuftigen von (241, fn+1) dndert alles.
- Numerisch instabil fiir grofsere Werte von n.
Newtonsche Darstellung:
n j—1
p(z) = Z[mo, o xlf H(a: — )
=0 i=0

mit

[l’j,...,wk]f_[xj+17...7$kii:?i’...jxkl]f und [.’L’j]f:fj, j:(),...,n
J

Vor- und Nachteile:
+ Auswertung von p(z) bendtigt O(n) Rechenoperationen.
+ Hinzuftigen von (2,41, fn+1) ist leicht umsetzbar.
- Rekursive Formel fiir [z, . .., ;] f bendtigt O(n?) Operationen.
- [zo,...,x;]f ist abhdngig von der Funktion f.
- Numerisch instabil fiir grofiere Werte von n.

Die baryzentrische Darstellung des Interpolationspolynoms erlaubt (dhnlich wie die
Newton-Darstellung) ein Hinzuftigen zuséatzlicher Knoten mit geringem zusétzlichen
Rechenaufwand. Aufierdem ist die baryzentrische Darstellung sehr robust gegeniiber
Rundungsfehlern und liefert auch fiir grofSe n einen stabilen Algorithmus.

Modifizierte Lagrange-Darstellung

Es sei nun

(z):=(x—20) - (z—z,) und A= H ( 1 = 1

G ORI
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Jetzt konnen wir die Lagrange-Basispolynome darstellen durch

(@)= [ S0 =)

h—o kg (T3~ k) T —
und erhalten fiir das Interpolatinspolynom

Aj

.’E—CL‘j

px) =1Ux) )

J=0

i

Diese Darstellung hat die folgenden Eigenschaften:
* Einmalig O(n?) Rechenoperationen zur Berechnung von ); (unabhingig von f;).
* O(n) Rechenoperationen zur Berechnung von p(x).
¢ Hinzuftigen von (241, fnt+1):
- Dividiere \; durch z; — x,41 — n + 1 Operationen.
— Berechne ), 1 — n + 1 Operationen.

Mit Hilfe der \; und f(x) = 1 lasst sich dann I(x) berechnen durch

n

1= len(x) = l(m)z T ijx.’
j=0 ’

j=0

also
1

l(x) = R W
Z?:O xf;j

Wir haben also gezeigt:

Satz 2.16 (Baryzentrische Interpolationsformel). Das Interpolationspolynom p € Py, zu den
(n+ 1) Knoten x, . .., x, und den (n + 1) Daten fo, ..., f, hat die Form

n

i fs LAY
S A a
J= J=

fj7 CCZQSj.

p(x) =

Die Stiitzkoeffizienten haben die Form

- 1
A = .
J H . J,‘j — Tk
k=0,k#3

Fiir verschiedene Knoten konnen wir die Stiitzkoeffizienten explizit angeben.



Baryzentrische Interpolation mit dquidistanten Knoten

Wir betrachten n + 1 dquidistante Knoten auf [—1, 1] mit Abstand 4 = 2/n und erhalten
zundchst

= 0 ()

Da sich in der Darstellung des Interpolationspolynoms (vergleiche mit Satz 2.16) Terme
die unabhingig von j sind kiirzen lassen, gibt man die Stiitzkoeffizienten direkt in der

Form
- ()

an.

Baryzentrische Interpolation in Tschebyscheff-Knoten

Die Tschebyscheff-Knoten 1. Art sind definiert durch die Nullstellen der Tschebyscheff-

Polynome, d.h.
(25 + )7 .
P = - <7< n.
x; cos< 2 , 0<j53<n

Dann erhélt man fiir die Gewichte, unter Vernachldssigung aller von j unabhidngigen

Bestandteile,
(25 + 1)71')

= (—1) g
Aj=(-1) sm( o 12

Diese Beziehung wollen wir hier nicht herleiten.

In praktischen Rechnungen benutzt man meist die Tschebyscheff-Knoten 2. Art (Ex-
tremstellen der Tschebyscheff Polynome), die gegeben sind durch

xj =cos(jm/n), 0<j<n.

In diesem Fall erhilt man die Gewichte (siehe Ubung )

1
. 1 0
)\j = (_1)J6]7 mlt 5] _= {2’ J 7n7
1, sonst.
Das Interpolationspolynom hat dann die sehr einfache Form
n ] f]

"II*:E]

p(z) =
Jj= 0

/ZJH, und plz;) = fj, j=0.....n.
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Dabei bedeutet > ', dass der erste und letzte Summand jeweils mit 1/2 multipliziert
wird. Im Gegensatz zu den vorherigen Darstellungen des Interpolationspolynoms, lie-
fert die baryzentrische Darstellung einen stabilen Algorithmus zur Berechnung des In-
terpolationspolynoms. In Abbildung 2.11 zeigen wir numerische Resultate fiir diesen
robusten Algorithmus.

mit T Knoten 2. Art, n=101 i mit T Knoten 2. Art, n=1001 mit T Knoten 2. Art, n=10001
7Y 1 1

Abbildung 2.11: Resultate fiir Runges Testproblem mit Tschebyscheff Knoten 2. Art, ¢ > e/2 und n = 100, 1000, 10000.
In der 2. und 3. Abbildung zeigen wir nur das Interpolationspolynom sowie die zu interpolierende
Funktion.

Die Berechnung von Interpolationspolynomen gehort zu den Problemstellungen in der
Numerik, bei denen Rundungsfehler einen grofsen Einfluss auf die Genauigkeit der Lo-
sung haben konnen. Wir werden in dieser Vorlesung keine Stabilitdtsuntersuchungen
fiir die Polynominterpolation durchfiihren. In einem Artikel von Higham? kann man
solche Resultate finden. Fiir 4quidistante Knoten ist die Berechnung des Interpolations-
polynoms ein schlecht konditioniertes mathematisches Problem. Die Konditionszahl
wdchst exponentiell mit n. Fiir grofSere n sind Algorithmen zur Berechnung des Inter-
polationspolynoms mit dquidistanten Knoten daher instabil unabhéngig von der Dar-
stellungsform des Interpolationspolynoms. Dies gilt selbst in Féllen, fiir die man analy-
tisch Konvergenz des Interpolationspolynoms gegen die zu interpolierende Funktion
nachweisen kann. Bei Verwendung von Tschebyscheff Knoten konnte Higham zeigen,
dass die baryzentrische Darstellung des Interpolationspolynoms einen stabilen Algo-
rithmus liefert.

Wir wollen uns dieAussagen zur Kondition der Polynominterpolation hier nur anhand
eines Beispiels veranschaulichen. Dazu betrachten wir die Berechnung des Interpolati-
onspolynoms zu der Funktion f(z) = 0 auf dem Intervall [—10, 10]. Das exakte Inter-
polationspolynom p,, € P, ist durch p,(z) = 0 gegeben. Wir nehmen nun an, dass n
gerade ist und wir storen den Funktionswert an der Stelle = 0 um den Wert ¢ = 1073,
In Abbildung 2.12 zeigen wir die Interpolationspolynome fiir n = 10 und n = 20 bei
Verwendung dquidistanter Knoten sowie bei Verwendung von Tschebyscheff Knoten
erster und zweiter Art. Fiir dquidistante Stiitzstellen bewirkt die kleine Storung des

*N.J. Higham, The numerical stability of barycentric Lagrange interpolation, IMA Journal of Numerical
Analysis, 24, pp. 547-556, 2004.
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Funktionswertes eine grofe Anderung des Interpolationspolynoms. Das Problem ist al-
so schlecht Konditioniert. Aufserdem sieht man, dass sich die Kondition verschlechtert,
wenn n vergrofiert wird. Im Gegensatz dazu ist die Polynominterpolation mit Tsche-
byscheff Knoten erster und zweiterArt gut konditioniert.

10° 11 équidistante Knoten 104 11 Tschebyscheff Knoten 1. Art

ot 11 Tschebyscheff Knoten 2. Art
!

s 10 -0

2 o s s 4 2 o 4+ s P T
21 fiquidistante Knoten wt 21 Tschebyscheff Knoten 1. Art ot 21 Tschebyscheff Knoten 2. Art

| I 7 /\
| AR AVERTA AR NN AYERY

p “
0 8 © 4 2 [ 2 4 6 8 0 0 8 © 4 2 o 2 4 6 8 0 0 8 6 4 2 o 2 4 6 8 10

Abbildung 2.12: Testrechnung zur Illustration der Kondition der Polynominterpolationsaufgabe mit dquidistanten
Knoten sowie mit Tschebyscheff Knoten erster und zweiter Art. Beachte die unterschiedliche Ska-
lierung der y-Achse.

2.2 Hermite-Interpolation

Wir wollen nun Interpolationspolynome konstruieren, die an vorgegebenen Knoten mit
gegebenen Funktionswerten und sowie Ableitungen {ibereinstimmen.

Definition 2.17. Die Hermite-Interpolationsaufgabe lautet:
gegeben: Knoten To <11 < < Ty, m >0,
Werte fl.(k)eR, 1=0,....mk=0,...,pu,
i >0 fir0 <i<m,
m
gesucht: peP,,n=m+ Z“i’ mitp(k)(:ci) = fi(k), i=0,....mk=0,..., 1.
i=0

Satz 2.18. Die Hermite-Interpolationsaufgabe besitzt eine eindeutige Losung.

Beweis. Der Beweis wird analog zu dem von Satz 2.3 gefiihrt, siehe z.B. Stoer, Bulirsch,
Numerische Mathematik 1. O
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Die Hermite-Interpolation ist eine Verallgemeinerung der klassischen Polynom-Inter-
polation, bei der man die Interpolation von Ableitungen formal als zusammenfallende
Stiitzstellen interpretiert, das heifst wir betrachten Knotena < 2o < 2; <--- <, <b.
Sind in einem Knoten x; die Funktionswerte f(z;) und die Ableitungen
f'(xi),. .., f#)(x;) bis zum Grad p; gegeben, so soll z; genau (y; + 1)-mal (in der Liste
der ) auftreten. Sind alle Knoten paarweise verschieden, so erhalten wir die klassische

Polynom-Interpolation. Stimmen alle Knoten iiberein, das heifit 1o = 2; = --- = Z,, =
x0, so ist das Interpolationspolynom die abgebrochene Taylor-Reihe

pf, 0, Ea) (@) = 30 LI 40 )

=

um zg. Wir konnen das Interpolationspolynom wieder in der Newton-Darstellung

i—1

p:Z[fo,...,fi}f'wi, wi:H(x_i'j)
=0

§=0
schreiben.
Die bisherige Definition der dividierten Differenzen konnen wir nicht ohne Weiteres

verwenden, da Stiitzstellen nun doppelt auftreten konnen. Die Kombination von klas-
sischer Interpolation und Taylor-Reihe ergibt

k) (5.
[ji) C) jl-ﬁ-k}f = f k('xl) 5 falls jz = ji_’_k,
[j}i, o 7ji+k}f _ [:L‘i+17 ey xl-ﬁ-k]f - [xia o axi-l—k—l]f sonst.

Tivk — T
Beispiel. Finde das Hermite-Interpolationspolynom p € P4 mit
p(0) = f(0) = —1, p'(0) = f'(0) = =2,
p(1) = f(1) =0, p'(1) = (1) =10, p"(1) = f(1) = 40.

Wir verdoppeln den ersten und verdreifachen den zweiten Knoten und erhalten die
dividierten Differenzen

[I‘o,i’l]f— —2
Z1=0 [B]f=-1 [Zo, Z1,Z2]f =3
[Z1,Z2)f =1 [Zo,...,Z3]f =6
To=1 [Z2]f=0 [Z1,Z2,Z3]f =9 [Zoy...,Z4]f =5
[Z2,Z3]f =10 [Z1,...,24]f =11
Z3=1 [Z3]f =0 [T, T3, Z4]f = 20
[Z3, Z4] f = 10
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Daraus ergibt sich das Hermite-Interpolationspolynom als

p(f’.fg, v ,ﬁ4) =—-1-— 2(1‘ - .f'()) + 3(1’ - .f())(.%' — jl)
+ 6($ — i’o)(l‘ — .fl)(.% — f‘Q) + 5($ — 5;0)(3; — .fl)(.% — fQ)(QL‘ — .i‘g)
= —1— 2z + 322 + 62%(x — 1) + 52 (x — 1)%
Satz 2.19 (Fehler der Hermite-Interpolation). Ist f € C™""1([xg, 7)), so gibt es zu jedem

x € [xo,zm] ein {(x) € [xo,zp], so dass fiir die Losung p € P, der Hermite-Interpolations-
aufgabe

F@) = p(@) = [80, -+ 20 s s+ 2y 2l f [ [ (2 — i)t
1=0
1 m
—_ (n+1) e \Mitl
gilt.
Beweis. Der Beweis funktioniert wie in Satz 2.12. O

2.3 Spline-Interpolation

Wir haben gesehen, dass Polynominterpolation mit dquidistanten Stiitzstellen bei ho-
herem Polynomgrad zu starken Oszillationen fithren kann (vergl. mit Abb. 2.4). Moch-

te man, dass die interpolierende Kurve moglichst glatt durch die gegebenen Punkte
(xi, fi) verlauft, dann kann man auf Teilintervallen Polynome niedrigeren Grades ver-
wenden, und diese miteinander verheften. Dieser Ansatz wird bei der Spline-Interpolation
verfolgt. Abbildung 2.1 zeigt zu gegebenen Daten sowohl ein interpolierendes Polynom
als auch einen interpolierenden Spline.

Im Folgenden sei I = [a, b] ein Intervall mit a < b. Weiter sei X eine Zerlegung von I,
dasheifit X :a =20 <21 <--- <z, =bne&N. Essei f e Rftirj =0,...,n.

Definition 2.20. Es sei £ € N. Dann heifst
SK(X) = {5 € C*1(1), slps, 0 €PR 1< <}
Raum der polynomialen Spline-Funktionen oder Splines vom Grad k auf der Zerlegung X.

Beispiel. (i) Fir k = 1 erhdlt man stetige Polygonziige. Die Interpolationsaufgabe
lautet: Finde s € S1(X) mit s(z;) = f; furj =0,...,n.
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(ii) Fur k = 2 erhdlt man quadratische Splines (wenig genutzt), also stiickweise Poly-
nome 2. Grades, die global einmal stetig differenzierbar sind. Beachte: Die Inter-

polationsaufgabe s(z;) = f; fiir j = 0, ..., n enthilt eine Interpolationsbedingung
zu wenig. Man kann zum Beispiel s'(z¢) = f'(zo) oder s'(z,,) = f'(x,) zusitzlich
angeben.

(iii) Fir k = 3 erhdlt man kubische Splines (hdufig genutzt), also stiickweise Polyno-
me 3. Grades, die global zweimal stetig differenzierbar sind. Beachte: Hier ent-
hélt die Interpolationsaufgabe zwei Bedingungen zu wenig. Wahle zum Beispiel
§'(z0) = f'(x0) und §'(xy,) = f'(z,,) als zusétzliche Interpolationsbedingungen.

Dimensionsbetrachtungen

Gesucht ist s € S3(X) mit s(z;) = f; fiir j = 0,...n. Da wir Polynome 3. Grades
betrachten, haben wir in jedem Teilintervall [x;, z;41] von I genau 4 Parameter. Dies
liefert uns insgesamt 4n Parameter fiir das gesamte Intervall /. Durch die Stetigkeitsbe-
dingungen s (z; —0) = s (2;+0) fiiri = 0,1,2und j = 1,...,n — 1 haben wir bereits
3(n — 1) Bedingungen gegeben. Durch die Interpolationsbedingungen s(z;) = f; fiir
j =0,...,n erhalten wir weitere n + 1 Bedingungen. Wir kénnen also noch

dn—-3n—1)—(n+1)=2

weitere Bedingungen stellen.

2.3.1 Berechnung kubischer Splines

Woher kommt das Interesse an diesen Funktionen? Ingenieure benutzten friither Spli-
nes, das heifst ,diinne Holzlatten” bei der Konstruktion (zum Beispiel im Schiffsbau).
Man zwang Splines durch bestimmte Knotenpunkte. Dadurch stellte sich fiir Rumpfli-
nien von Schiffen eine giinstige Kurve ein. Die Holzlatte nimmt eine Lage mit minima-
ler potentieller Energie an, das heifst

.
1+ (@)

a

wird minimal. Falls |y/(x)| klein ist, erhalten wir ndherungsweise

/b (y"(2))* dz
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minimal. Au8erhalb von [a, b] verlduft die Latte linear, das heifit wegen y € C?(R) gilt
y"(z) = 0in (—o0,a] und [b, o). Insbesondere gilt y"(z¢) = y"(z,) = 0 (natiirliche
Randbedingung). Daraus ergibt sich die

Aufgabenstellung 2.21. Es seien die Zerlegung X und Daten fo, ..., f, gegeben und es sei

A={feC31) | flw;) = f, j = 0,...,n}.
Gesucht ist f € Amit E(f) < E(f) fiiralle f € A. Dabei sei

b

Euwzjvwmﬁdu

a

Satz 2.22. Es existiert eine Losung f € Avon Problem 2.21. Fiir dieses f qilt fe S3(X) und
1" (xo) = f"(xy,) = 0. Diese Losung ist eindeutig.

Beweis. Zur Minimaltidt: Es seien f,s € A. Dabei sei s € S3(X) ein natiirlicher ku-
bischer Spline (das heifit ein kubischer Spline mit s”(z¢) = s”(z,) = 0). Wir miissen
zeigen, dass E(s) < E(f) gilt. Es gilt

b

OSEu—ﬁzjc%w—fuwdw

= /b(f”(ﬂf))2 dz 2/b(f”(w)8”(ﬂf))dﬂf+/b(8"(w))2 dz
= /b(f”(ﬂs))2 dz 2/b(f”($) "(x))s" (z) dz /b(s/’(ﬂ:))2 dz

Wir zeigen nun, dass der zweite Term verschwindet, womit E(s) < E(f) gezeigt wére.
Definiere I; = (xj_1, ;). Dann gilt

b

ﬂﬂm—f&m%wm=§;ﬂmm—ﬂww@Mx

a jzllj

Wegen s € C°(I;) erhalten wir mit partieller Integration und der Tatsache, dass s"
konstant ist

/(f”—s")s” do = [(f/_sl)su]xj —/(f,—S/)S,” dz

I; T I;
= [(f = ") =8 $)(ag) — (f — ) (j0))
_ [(f/ _ S/)S”} 2;71 ’
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da der zweite Term aufgrund der Interpolationsbedingungen verschwindet. Folglich
erhalten wir
b n
" AW/ _ / AWR/AKS] _ !/ AWR/AEIN.
Jur =t ae = ST = a2 = [0 = =0,

- Ti-1
a J=1

da s stetig auf I ist und wegen s”(z) = s”(z,,) = 0. Also gilt

b b b

0< [r— o= [P e [ da

a a a

fir alle f € A. Das heifit aber gerade, dass s die Losung von Problem 2.21 ist, denn
E(s) < E(f). Wir haben also bisher gezeigt, dass wenn es eine Losung von Problem
2.21 gibt, diese ein nattirlicher kubischer Spline ist.

Zur Eindeutigkeit: Es seien s,5 € S3(X) N A Losungen von Problem 2.21. Dann gilt:
sowohl E(s) < E(3) (nach obiger Rechnung), als auch E(5) < E(s), also E(5) = E(s).
Auflerdem liefert die obige Rechnung

b b b
E(5—5)= /(:s'” — ") dx = /(g”)2 dr — /(5”)2 dr = E(3) — E(s) = 0.
Also gilt §"(z)—s"(x) = 0 fiir alle z € [a, b]. Mit Integration folgt nun 5(z) = s(x)+cx+d
mit c,d € R. Wegen der Interpolationsbedingung sind s und 5 mindestens an xy und
xy, gleich. Daraus folgt wegen

s(zo) + cxo + d,
s(zp) + cxy + d,

3(o)

8(wn)

dass cxg + d = 0 = cxy, + d, woraus wiederum czrg = cz, folgt und wegen zy # z,
schliefslich ¢ = 0 und damit auch d = 0, also s = s.

Zur Existenz (konstruktiv): Wir wollen schliefilich noch zeigen, dass es einen nattir-
lichen kubischen Spline gibt. Im folgenden werden wir aber die Konstruktion eines
solchen Splines etwas allgemeiner darstellen und auch andere Interpolationsprobleme
16sen.

Essei s € S3(X) und s” ist in jedem Teilintervall ein Polynom 1. Grades und global ein
stetiger Polygonzug, also

s”(x)lzajm—i—bj, aj,bj eR, j=1,... n.

J
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Setze Mj := s"(z;) fir j = 0,...,nund hj = x; — xj_; fir j = 1,...,n. Dann folgt

8”(3}')

1
= — (M1 (zj — 2) + Mj(x — zj-1)),
]j h]

wegen der Stetigkeit von s”. Es gilt also

— 7 1)2 )2
s'(z) = — <M](x32:9_1> _ Mj_l(szx)> +¢ in I,

T i 1)3 T — )3 ‘
s(x) = hf <M](631> + Mj—l(J6)> + ¢4 (x — xj_l) +dj in Ij.
J

Die Stetigkeit der ersten Ableitung in z; fiir j = 1,...,n—1liefert s'(z; —0) = s'(x;+0),
woraus

EJM]‘ +c¢j = —Mjig_l +¢jt1 (%)
folgt und die Interpolationsbedingungen s(x;) = f(z;) fiir j = 0,...,n ergeben
h?
fj—l = FJM]'—I + dj in Ij,
h?
fj:éMj-l-thj—l-dj ian
und damit fg L
jTH = FJ(MJ' = Mj_1) + ¢ (%)
J
Folglich gilt
hj h; .
¢ = [zj—1, 251 f = = (Mj = Mj—), dj=fj-1— 5 Mjm, j=1....n

Setze nun ¢; in (*) ein und erhalte
thj,1 +2(hj+hj+1)Mj+hj+1Mj+1 =6 ([[Ej,l’j+1] f- [:Ej,1,$j} f) , J=1...,n—1.

Dies sind n — 1 lineare Gleichungen fiir n + 1 Unbekannte My, ..., M,,. Dieses Glei-
chungssystem wird in praktischen Rechnungen benutzt. Fiir theoretische Betrachtun-
gen dividieren wir noch durch h; + hj;1 = 211 — ;-1 und erhalten

piMj—1 +2Mj + XjMj1 = 6 [z, 25, 2j41] f (GS)
mit L B
Hi hj+ hji1’ / hi+hji1’ Y ’
wobei p1j, Aj > 0und p; + A; = 1 gilt. O
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Mboglichkeiten zur Bestimmung der )M,

1. Fall: My = M,, = 0 (natiirliche Splines)

Das (n—1) x (n—1)-Gleichungssystem mit den Unbekannten M, ..., M,,_; ist gegeben
durch

2 N M, [0, 1, x2) f
p2 2 Ao

Hn—1 2 My [1'71—27 Tn—1, xn] f

2. Fall: Zusitzliche Interpolationsbedingungen (vollstindige Randbedingungen)

Wir fordern zusétzlich s'(z¢) = f'(zo) und §'(z,,) = f'(z,). Fur j = 1 folgt aus der
Interpolationsbedingung ()

— h
[0, 1] f = f— Jo = *1(M1 — M) + 1
h1 6
und aus

1 _ )2 . )2
8’(1‘) = — Mji(w .%']) — Mj_li(x] .’L‘) + ¢4 in Ij
hj 2 2

folgt fiir = x9 und j = 1 die Gleichung

1 h? h
8’(1‘0) — f’(xo) = [xo,l‘o] f = H |:—M021] +c1 = —]\40?1 + 1.

Damit erhalten wir

[zo,21] f — f'(=0) _ 1 aa My a 1
= (My — Mp)+ -2 =0 L _ =

Tr1 — X0 6( ! 0)+h1+ 2 hl 6
Eine analoge Gleichung wird aus der Bedingung s'(x,,) = f’(z,) hergeleitet. Zusatzlich

zu (GS) erhalten wir somit

(My + 2Mo).

[5607 Zo, I’l} f =

2Mo + My = 6 [zo, zo, 71] f,
My_1+2M, =6 [xn—la Tn,y xn] f7
also das (n + 1) x (n + 1)-Gleichungssystem

2 1 My do
o2 M
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mit

50:[$0,$0,ZE1] fv 571: [l‘nfl,l'n,l'n]f, 5j:[mj*17$jaz‘j+l]f> ]Zlaan_l

3. Fall: Periodische Daten f, = fy

In diesem Fall setzen wir das Gitter mit der Periode (b — a) periodisch auf R fort.
Wir erhalten dadurch aus der Periodizitdt von s € C? zwei zusitzliche Gleichungen
s'(zo) = §'(x) und s"(zg) = s"(xy). Es folgt My = M,, und damit verbleiben n Unbe-
kannte My, ..., M,_1, M, = My. Folglich erhalten wir eine zusitzliche Bestimmungs-
gleichung

NnMn—l + 2Mn + )\nMn—i—l = 65717

wobei §,, = [Tn—1,Zn, Tnt1] fund zppq = 214+ (b—a), f(xnt1) = f(21). Das Gleichungs-
system lautet dann:

2 )\ M1 My 51
Ho 2 Ao

Hn—1 2 An—1

An hn 2 M, On

mit §; wie in Fall 2.

4. Fall: not-a-knot-Spline

Als zusitzliche Bedingungen setzen wir s”/(z; — 0) = s"(z; + 0) und s’ (z,—; — 0) =
§"(xp—1 + 0), das heilt s ist auf [zg, x2] und [z,,—2, x,] ein Polynom 3. Grades, z; und
xn—1 sind also keine Knoten im eigentlichen Sinne. Es gilt

1 1
s"(x) = i E(Mj - M;_1)
und damit
1
S”/(JJ) = hi(Ml — Mo) in Il,
1

1

S”/(.r) = (M2 — Ml) in IQ.
ha

Die erste zusétzliche Bedingung liefert uns

1
ha

1

M, — My) =
(M 0) "

(M2 - M1)7
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woraus wir
Mory — My + Mop, =0

erhalten. Analog ergibt sich fiir I,,_; und I,, mit der zweiten zusétzlichen Bedingung
My _oXn—1 — My—1 + Mypip—1 = 0.

Insgesamt ist das Gleichungssystem dann durch

)\1 —1 M1 M() 0
J251 2 A1 51
p2 2 A2
. . =6
Hn—2 2 An—2
Pn—1 2 Ap—1 On—1
)\n—l -1 Mn—1 Mn 0

gegeben, wobei auch hier §; wie in den Fallen zuvor definiert ist.

Beispiel. Wir betrachten die Spline Interpolation der Funktion
f(x) = e S2™ g e [1,2]

unter Verwendung von sechs dquidistanten Knoten und verschiedenen Randbedin-
gungen. In Abbildung 2.13 zeigen wir die Splines mit natiirlichen, vollstindigen (d.h.,
f'(zo) = f'(zn) = 0), periodischen sowie not-a-knot Randbedingungen.

Nun ergibt sich die Frage, ob diese linearen Gleichungssysteme losbar sind.

Definition 2.23. Eine Matrix A € R"*" (oder A € C"*") heifst (strikt) dingonaldominant,
falls

n

lagi| > Z laik], i=1,...,n.

k=1,k+i
Sie heif$t schwach diagonaldominant, wenn stattdessen

n

agi| > Z laix], i=1,...,n

k=1,k#i
und fiir mindestens einen Index die strikte Ungleichung gilt.

Lemma 2.24. Essei A € R"*" (oder A € C™*") eine strikt diagonaldominante Matrix. Dann
ist A invertierbar und es gilt:

|Az||loo > cl||z|loc  fiiralle z € R™ (oder z € C")
mit

n
c:= min ]am\ — Z |aij|

1<i<n vy
JFi
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naturlicher Spline vollstandiger Spline

— f(x) — f(x)
254 — s(x) 2.54 — s(x)
2.01 2.0
154 154
1.0 4 1.04
0.5 0.5 A
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
periodischer Spline not-a-knot Spline
— f(x) — f(x)
254 — s(x) 254 — s(x)
2.0 2.0 A
1.5 1.5
1.0 1.0
0.5 0.5
10 12 14 16 18 2.0 10 12 14 16 18 2.0

Abbildung 2.13: Spline-Interpolationen mit verschiedenen Randbedingungen
Beim vollst. Spline muss noch s’(a) = 0 zu s’(a) = f’(a) korrigiert werden, dito bei b.

Beweis. Zum Beweis benutzen wir die aus der linearen Algebra bekannte Aussage A ist
invertierbar genau dann, wenn Az = 0 nur die triviale Losung besitzt.

Esseienz € R"\{0} und b = Az. Weiterseik € {1,...,n} so gewdhlt, dass ||z|cc = |zk|.
Dann gilt

n
[blloc = | Azlloc = max | aijz;
1

1<i<n |4
]:
n T n ;i
> Y aga| = akk@JrZakjm [E]PS
=1 i#k
n
> | larkl =Y laks] | Izl
itk
n
> min | [ai| = Y la| | 2] = cl]loo > 0.
1<i<n -
JFi

Also folgt aus x # 0, dass Az = b # 0 und damit ist A invertierbar. Aufierdem gilt
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|Az|loo > c||z||oo fiir alle z € R™. Der Beweis funktioniert fiir z € C" analog. O

Bemerkung. Mit Lemma 2.24 folgt die Losbarkeit fiir die Spline-Interpolation mit natiir-
lichen, vollstindigen und periodischen Randbedingungen.

Lemma 2.25. Das im 4. Fall auftretende (,,not-a-knot”) lineare Gleichungssystem ist eindeutig

losbar.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass Az = 0 nur die triviale Losung besitzt. Dazu formen
wir die Matrix A aus dem 4. Fall zunichst so um, dass wir die Matrix

1 1 1
0 pwr—2 p—X
) 2 A2
A S
Hn—2 2 )\n—Q
An—1—fn-1 Ap—1—2 0
1 1 1

erhalten. Bezeichne A; die i-Zeile von A. Dann gilt ndmlich A; = Ay + Ay und unter
Verwendung von p; + Ay = 1 gilt Ay = p1 Ay — A\ As. Analog erhidlt man die letzten
beiden Zeilen von A. Wir betrachten nun Az = 0. Dann folgt aus

1/t 1 o --- o0lo
0 0 -

: Ago : 73] =0
0 0 T3
0/lo -~~~ 0 1 1|1

mit Lemma 2.24 zunéchst ¥ = 0, da Ay strikt diagonaldominant ist. Weiterhin sehen
wir dann aber anhand der ersten und letzten Zeile, dass gerade 1+0 = 0 und 23+0 = 0
ist. Also hat Az = 0 nur die triviale Losung und A ist invertierbar. O

Im folgenden Satz fassen wir nochmal alle betrachteten Interpolationsprobleme zusam-
men.

Satz 2.26. Die Interpolationsprobleme mit kubischen

1) natiirlichen Splines

s(xj) = f(zj), 7=0,...,n,
My = M, =0 (oder My, M, beliebig),
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2) wollstindigen Splines

s(xzj) = f(xj), j=0,...,n,
s'(z0) = f'(20),
Sl(xn) = f/(xn)a

3) periodischen Splines

4) not-a-knot-Splines
s(xzj) = f(xj), j=0,...,n,
s"(x1 —0) = s""(z1 +0),
S”/(.’Bn_l _ 0) _ S///(xn_1 +0)

sind stets eindeutig l0sbar.

Beweis. Die entsprechenden lineare Gleichungssysteme sind nach Lemma 2.24 und Lem-
ma 2.25 eindeutig 1osbar. Folglich existiert s” eindeutig. Also existiert ein s, dass die
Interpolationsaufgabe 10st. Ist 5§ € S3(X) eine weitere Losung, so folgt s — § = cz + d,
da s” = §”. Aus der Interpolationsbedingung fiir j = 0 und j = n folgt dann aber
5 =35. O

2.3.2 Konvergenz kubischer Splines

Esseien X : a = x¢ < --- < x, = b eine Zerlegung von I = [a, b] sowie

h:= max (xj —xj-1) der maximale Gitterabstand und
J=1..,m
homin = nlnn (xj —xj—1) der minimale Gitterabstand.
J: 7"'7n

Wir sind nun am Verhalten des Fehlers f — s fiir n — oo interessiert.

Satz 2.27. Essei f € C*4([a,b]) mit f"(a) = f"(b) = 0. Es sei weiter s der kubische natiirliche
Spline, der f auf der Zerlequng X interpoliert. Dann gilt die Fehlerabschitzung

1f = slloofas] < AN o fan-
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Beweis. Sei 0 < k <n—1und p(f — s|ak, zkt+1)(z) € P das lineare Polynom, das f — s
an den Knoten zj, und xj interpoliert. Wegen

0=p(f — s|lzg, rt1)(wr) = p(f — slzk, Tot1) (Tr41)

gilt dann aber p(f — s|xg, zx41)(z) = 0. Somit liefert Satz 2.12 auf [z, xx+1] den Fehler
1(f = 5) = p(f = 8|2k, 2rg1) oo = 1f = lloo

1
< (& —ap)(z - $k+1)\|oo§|!f” — 5"l
1
SRl = 5 e )
Wir wollen || f” — 5|/ 2, ,,,] Weiter abschétzen. Dazu sei py, = p(f"|wg, Tx41)(z) € Py
das lineare Polynom, das f” an den Knoten z;, und zj; interpoliert. Dann gilt unter
erneuter Anwendung von Satz 2.12 und der Tatsache, dass p; und s” linear sind, die
Abschitzung

IN

”f” — S”||OO,[Z‘k733k+l] < ||f” - pk||007[1’k7xk+1] + |lpx — S”||007[33k7$k+1]

1 2 4
< Pl F Voo fop ) + 12 [F7(@) =" @) @)

Wir setzen nun M; = s”(z;). Dann bleibt noch max, |f" (x1) — M| abzuschitzen. Es sei
=k,k+

2 A
H2 2 Ao
A= eR(nfl)X(nfl)’ ZeRnfl.
Hn—2 2 An—2
Hn—1 2
Dann gilt nach Lemma 2.24 (mit ¢ := 2 — ¢ — A = 1) gerade
[2lloe < [ Az]|oo-

Dies wenden wir nun auf f”(x;) — M; an. Mit f”(a) = f"(b) = 0 gilt

1" _ " _
Olgla;;’f (z1) — M| = 1§I}1§X—1’f (1) — M|

< | Jmax lpaf" (w1-1) + 2" (1) + N f " (2g1) — My — 2My — N My |

= max | f"(zi—1) + 2" (z1) + NS (wig1) — 6lzi—1, 2, 2] f
1<I<n—1

Bei der letzten Gleichung wurde die Darstellung der rechten Seite des linearen Glei-
chungssystems zur Berechnung natiirlicher Splines genutzt. Wir berechnen die vor-
kommenen dividierten Differenzen und betrachten im Folgenden den Ausdruck

6 <f(9fl+1) —fl@)  flz) - f(l’l—l)>
hy + higa ( )

prf" (1) + 2" (20) + Mof" (141) —

hi41 hy

53



Wir fithren nun Taylor-Entwicklung um z; durch und erhalten die Gleichungen

£ Ga) = ) + P ) (k) + 5 fO - O,

P Gn) = )+ " @b + 55O+ Oohis)h,
Floi-1) = Far) + ) (—he) + 30"l = 8" g + 57 o — Ol
f@er) = f@) + f' (@) b + %f”(fvz)hzzﬂ + éflll(xl)h?+l + 2*14f(4)(331 +Ouhii1) iy

hit1
hi+hiy1

Weiterhin erhalten wir dann mit y; = ~—%— und \; =

T die beiden Gleichungen

pf" (@r—1) + 2" (@) + N f" (2141)

h2
= 3" (1) + (—prhy + Nhoy) " (wr) + 2

/\lh2
Tlf(4)($z — O1hy) + %f@l)(ﬂ?l + O2hy41)

sowie

6 <f(fﬂl+1) = flz)  flm) — f(J?Z—l))

TR hyg1 - hy

= =3f"(x1) — (—phy + Nhiga) £ (1)

- ! i F® (@ + O4hi1) + hi)fw (x; — O3hy) | .
hip+hip \ 4 4

Addieren wir die letzten beiden Gleichungen und setzen diese in (x) ein, so erhalten
wir die Abschdtzung

I+ hl+1 9 l l 9 l I+1
@fu)( O.h M 40 (2, — 04
- T+ Oshyy ) + 4f (z1 — Oshi)
3
< §h2‘|f(4)”oo,[mzf1,rz+ﬂ

und damit insgesamt

" M " M § 21 £(4)
Jmac (1 () =" (@)| < | max 17 (@) = " @)] < SRV gon O
Aus den Abschitzungen (1), (2) und (3) folgt dann die Behauptung. O
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3 Numerische Integration

Sei f : I — R eine stetige Funktion auf I = [a,b] und f habe eine Stammfunktion F.
Dann gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
1(f) = / f(z) dz = F(b) - F(a).

Diese Formel lasst sich aber nicht ohne Weiteres anwenden, denn
1) Die Stammfunktion F'ist im Allgemeinen nicht bekannt.

2) Haufig kennt man den Integranden f und eventuell einige seiner Ableitungen
nur an einzelnen Punkten des Intervalls I.

Daraus folgt die Notwendigkeit, das Integral ndherungsweise zu bestimmen.

Eine Approximation des Integrals ist zum Beispiel tiber Riemannsche Summen mog-
lich, vergl. Abb. 3.1. Fiir Punkte z; = a +ih, i =0,...,n — 1 mith = I’_T“ gilt

Riemannsche Summe Riemannsche Summe

L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 3.1: Riemannsche Summen definieren einfache Naherungsformeln zur Berechnung von bestimmten Inte-
gralen.
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Es gilt S, (f) — I(f) fir n — oo, aber im Allgemeinen ist die Konvergenz langsam.
Daher wollen wir in diesem Abschnitt besser geeignete Verfahren zur ndhrungsweisen
Berechnung bestimmter Integrale kennenlernen.

3.1 Einfache Integrationsformeln (Quadraturformeln)

Im folgenden Abschnitt werden wir zwei einfache Integrationsformeln zur ndherungs-
weisen Berechnung von

b
1(f) = / f(2)da

kennenlernen.

1. Trapezregel

Trapezregel

Die Trapezregel hat die Form

3

b—a

() =5

(f(a) + f(b)) -

Man wiéhlt als Ndherungswert fiir den
Wert des Integrals die Fliache des Trape-
zes mit den Ecken (a,0), (b,0), (b, f(b),
(a, f(a)).

0 o1 02 03 04 o5 o8 o7 o8 In nebenstehendem Beispiel ist a = 0 und
b=0.8.

Alternativ konnen wir die Trapezregel wie folgt herleiten: Es sei p; € P; das lineare
Polynom, das f in den Knoten @ und b interpoliert, d.h.

pi(e) = p(fla, b))
_ b—0)f(@) + (@ - a)f(b)

N b—a
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Dann gilt

b
1) = [r)ar=[1O Ja w2 - L0 0y

Fiir das zu berechnende Integral gilt somit

I(f) =T(f) + R(f)

mit einem Fehler R(f). Dieser Fehler berechnet sich fiir f € C?([a, b]) mit der Formel
aus Satz 2.12 und dem Mittelwertsatz der Integralrechnung zu

b
R(f) = I(f) — T(f) / (@) - pi(2)) de

91
/ b

- "te) [

= 50— P (&)

wobei & € [a, b].

2. Simpsonregel

Es sei nun py € P, das quadratische Polynom, das die Funktion f in den Knoten q, ‘%b

und b interpoliert, d.h. pa(x) = p(fl|a, (a+b)/2,b)(x). Durch Integration von p, erhalten
wir (ausfiihrliche Rechnung siehe Ubung) die Simpsonregel

51 = [ mwyir =3 (s ar (“5) + 1),

mit h = =2,
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Si 1 N
PUHPSORTegel Die Fliche unter der blauen Kurve ent-

spricht dem Néahrungswert. Die schwar-
ze Kurve beschreibt die zu integrierende
Funktion.

Man kann zeigen (siehe Ubung), dass die Simpsonregel nicht nur Polynome 2. Grades,
sondern auch Polynome 3. Grades exakt integriert. Daraus folgt, @hnlich wie bei der
Trapezregel, die Fehlerabschitzung

R() = 1(1) = S() =~ 11 D(€), € €lal],

falls f € C*([a, b]).

Das Vorgehen fiir die Trapez- und Simpsonregel ldsst sich fiir beliebige Interpolations-
polynome von f verallgemeinern, siehe auch Abschnitt 3.2.1. Dabei ersetzt man den
Integranden durch ein Interpolationspolynom p,, € P, mit den Knoten a < zy <
T1,...,< Ty < bund setzt

b n
Q(f) = / pn(z) do = Z cif(xs). (Interpolatorische Integrationsformel)

2 i=0

Diese Formeln erben allerdings die schlechten Eigenschaften der Interpolation mit Po-
lynomen hohen Grades. Eine Ausnahme bilden hier die sogenannten Gaufi-Quadratur-
formeln, die wir in Abschnitt 3.4 kennenlernen werden.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, das Intervall I = [a, b] in Teilintervalle I, ..., I,
zu zerlegen und in jedem Teilintervall J; eine einfache Integrationsformel (zum Beispiel
die Trapezregel) anzuwenden. Dieser Vorgang dhnelt dem Ubergang von der Interpo-
lation mit Polynomen zur Spline-Interpolation. Als wichtiges Beispiel werden wir in
Abschnitt 3.3 die iterierte Trapezregel genauer untersuchen.
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3.2 Grundlegende Definitionen

Definition 3.1. Es seien a < 29 < --- < =z, < b. Ein auf CJa, b] definiertes lineares
Funktional der Form

Qn(f):=> aif(z;), a;€R
=0

heifst Quadraturformel (Integrationsformel) n-ter Ordnung auf dem Grundintervall [a, b].
Die z; heiflen Stiitzstellen der Quadraturformel, die a; heifSfen Gewichte der Quadra-
turformel.

Die Quadraturformel heifst abgeschlossen, wenn a = o und z,, = b. Im Falle a < x( und
b > x,, heifit die Quadraturformel offen.

Definition 3.2. Ein Quadraturverfahren ist eine Folge von Quadraturformeln wachsen-
der Ordnung zum gleichen Grundintervall.

Kommt es auf die Unterscheidung der Gewichte der verschiedenen Quadraturformeln
eines Quadraturverfahrens an, dann schreibt man a;,, an Stelle von «;, analog bei den
Stiitzstellen.

Definition 3.3. Der Rest einer Quadraturformel @, ist das lineare Funktional R, =
I — Q,.Hierbeiist I(f) := f; f(z)dz.

Definition 3.4. Ein Quadraturverfahren @),, n = 1,2,... heifst konvergent fiir eine
Funktion f, wenn

Jim Qn(f) = I(f)
gilt
Konvergenz bedeutet also immer Konvergenz gegen den richtigen Wert I(f).

Eine einfache Beziehung zwischen Quadraturformeln auf verschiedenen Grundinter-
vallen wird durch die folgende Transformation beschrieben.

Transformationsformel: Es sei eine Quadraturformel zum Grundintervall [a, b] gege-
ben, also

b n
[ @) 4o =3 aif @)+ Rl
o =0
aber die zu integrierende Funktion g sei aus [d, b]. Dann gilt

(o) de = Y ang(E) + 2Rl
=0

Dx\@x
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mit a; = g:gai und Z; = a + (x; — a) (2‘2) (siehe Ubung).

3.2.1 Interpolationsquadratur

Definition 3.5. Eine Quadraturformelformel heifSen Interpolationsquadraturformel, wenn
fiir ihren Rest
R,(p)=0 VpeP,

gilt.

Ein Interpolationsquadraturverfahren ist ein Quadraturverfahren, dessen Quadratur-
formeln samtlich Interpolationsquadraturformeln sind.

Newton-Cotes-Formeln sind Interpolationsquadraturformeln mit dquidistanten Sttitzstel-
len.

Fiir Interpolationsquadraturformeln gilt

Satz 3.6. Zu jedem System a < xo < x1 < ... < x, < b paarweise verschiedener Stiitzstellen
gibt es genau eine Interpolationsquadraturformel mit diesen Stiitztstellen.

Beweis. @, ist offenbar dann und nur dann eine Interpolationsquadraturformel, wenn
pitl _ gitl
1+ 1

gilt. Wir erhalten also ein lineares Gleichungssystem fiir die Gewichte, ndmlich

Qn(pi) = . i=0,1,...,n, pi(z) = z°

n . .
; bz—l—l _az—i-l .

E ajmj:T, ’LZO,...,TL,

Jj=0

dessen Koeffizientenmatrix die Vandermondesche Matrix ist. Also ist das System ein-
deutig losbar. O

Der Beweis liefert uns zugleich eine Methode zur expliziten Konstruktion von Interpo-
lationsquadraturformeln. Alternativ konnen wir Interpolationsquadraturformeln her-
leiten, indem wir die zu integrierende Funktion f durch ein Interpolationspolynom
ersetzen und dieses exakt integrieren.

Es sei p, € P, mit p,(x;) = f; fiir j = 0,...,n. Die Lagrange-Darstellung von p,, ist
gegeben durch

pa(@) =3 filin(@), ln(@) = [ —-.
Jj=0

T —
i=0,i5 "7
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Dann gilt

Diese Herleitung kann man alternativ zur Definition von Interpolationsquadraturfor-
meln nutzen.

Der einfachste Fall einer Interpolationsquadraturformel mit genau einer Stiitzstelle
liefert die Quadraturformel
Qo(f) = (b—a)f(zo).

Nach Definition ist klar, dass diese Formel Polynome des Grades Null exakt integriert.
Man kann jedoch leicht nachpriifen, dass die spezielle Wahl 2y = (a+b)/2 eine Interpo-
lationsquadraturformel liefert, die sogar Polynome ersten Grades exakt integriert. Die
Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes spielt bei der Betrachtung von Quadraturver-
fahren eine grofie Rolle.

Firn =2, [a,b] = [~1, 1] und bei Verwendung der Knoten
—c,0,c (0<ec<1)

ergibt sich nach kurzer Rechnung

Q) = 5z =0+ (2= ) FO + 5210

32

Im Spezialfall ¢ = 1/+/3 verschwindet das mittlere Gewicht. Es entsteht also eine Qua-
draturformel mit zwei Knoten, die aber nach Konstruktion alle Polynome p € P, exakt
integriert. Ahnlich sind alle Falle von Graderhohungen zu erkléaren, die uns in spéteren
Abschnitten begegnen werden.

Wir geben nun noch einige klassische Quadraturformeln an.

Klassische Quadraturformeln auf [0, 1]:

Stiitzstellen  Gewichte a;
Rechteckregel 0 1
Mittelpunktregel % 1
Trapezregel 0,1 %, %
Simpsonregel 0, %, 1 %, %, %
3/8 — Regel O,%,%,l %,%,%,%
Milne — Regel 0,%,%,%,1 %,%,%,%,%
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Fiir n > 6 und &dquidistante Stiitzstellen treten negative Gewichte auf, so dass die
Formeln numerisch unbrauchbar werden. Stattdessen benutzt man zusammengesetzte
Quadraturformeln oder nich dquidistante Knoten (Gauss Quadratur, siehe Abschnitt
3.4).

3.2.2 Zusammengesetzte Quadraturverfahren

Definition 3.7. Es sei @), eine Quadraturformel auf dem Grundintervall [0, 1] und es
sei H = ¢ Thre auf [a + (r — 1)H, a + r H] Transformierte werde mit Q' bezeichnet.
Dann heifst:

Qumy = QW + QP +...Q"

die durch m-fache Anwendung der Elementarformel @,, entstandene zusammengesetz-
te Quadraturformel. Ein zusammengesetztes Quadraturverfahren erhalten wir durch m =
1,2,...-fache Anwendnung einer festen Elementarformel, zum Beispiel die iterierte
Trapezregel oder das iterierte Simpson-Verfahren.

Zusammengesetzte Quadraturverfahren haben also eine sehr einfache Struktur. Ins-
besondere haben die einzelnen Formeln nur wenige verschiedene Gewichte und sind
daher leicht auszuwerten. Das einfachste Beispiel eines zusammengesetzten Quadra-
turverfahrens ist das Mittelpunktverfahren

Qmy () :H;f@«"z’)a H=(b-a)/m, zi=a+/(i- %)H.

es entsteht aus der Elementarformel Qo(f) = f(3).

Weitere bekannte zusammengesetzte Quadraturverfahren sind das Trapezverfahren

m—1
QU (f) = H @f(a) 3 S+ ;ﬂb)) C H=(b—a)m, @ —atill

i=1

und das Simpsonverfahren

m m—1
Qi () = g (f(a) +4> flwa) +2 ) flwain) + f(b)>
=1 i=1

h=(b-a)/(2m), =z =a+ (i—1)h.

Satz 3.8. Ein zusammengesetztes Quadraturverfahren ist genau dann fiir alle stetigen Funk-
tionen konvergent, wenn seine Elementarformeln Konstanten exakt integrieren.
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Beweis. Es sei

Q) = aif(x)
=0
eine Elementarformel auf [0, 1] und
QV(f)=> aiHf(a+ (r—1)H + a;H)
i=0

sei die transformierte Elementarformel auf [a + (r — 1)H,a + rH]. Dann gilt fiir das
zusammengesetzte Quadraturverfahren

Quy(N =" aHf(a+(r—1+a)H), m=12,...

r=1 =0
= Zai [HZf(a—i—(r— 1—|—£L‘Z‘)H)] .
i=0 r=1

Riemannsche Summe fiir das Integral

In den eckigen Klammern stehen Riemannsche Summen, also gilt

n b
i Quu(H) =Y ai [ £(a) do
=0

a

Hieraus folgt sofort die Behauptung, denn

n
Zai =1
=0

ist dquivalent mit R (pg) = 0 fiir alle py € Py. O

3.3 Die iterierte Trapezregel

Wir werden nun die iterierte Trapezregel genauer untersuchen. Wir betrachten Teilin-
tervalle der Lange h = =%, n € N. Dann gilt

2 fla+ih) + fla+ (i + 1)h)
2

S
=
I
=

0
:h(;f(a)+f(a+h)+f(a+2h)+"'+f(b_h)+;f(b)>
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und fiir das Integral somit

I(f) = Tw(f) + Ru(f)
fiir einen von h abhangigen Fehler Ry, (f). (Zur Vereinfachung der Notation bezeichnen
wir in diesem Abschnitt die iterierte Trapezregel mit 7},(f).)

iterierte Trapezregel iterierte Trapezregel

3

3

05 1 05 =
0 . . . . 0 I :

t
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Abbildung 3.2: Illustration der iterierten Trapezregel mitn = 4 und n = 8.

Satz 3.9. Es gilt

1) Ist f € C([a, b)), so gilt Ry (f) — 0, das heifit Ty,(f) — I(f) fiir h — 0.

2) Gilt sogar f € C*([a,b]), so folgt die Fehlerabschiitzung Ry,(f) = O(h?).
Beweis. Die erste Aussage folgt aus Satz 3.8, da die Trapezregel Konstanten exakt inte-
griert.

Die zweite Aussage folgt direkt aus der Fehlerabschiatzung der Trapezregel, denn

n

3 (—éh%“(&))

=1

| Bi(f)]

, &€ Tz, x)

1
< ﬁhSan”Hoo,[a,b}

b—a, o
T 1" oo, a0]

= O(h?). O

Wir wollen uns nun den Fehler der iterierten Trapezregel genauer ansehen, d.h. wir
mochten den Term O(h?) genauer beschreiben. Diese genauere Darstellung des Fehlers
der iterierten Trapezregel werden wir in Abschnitt 3.3.3 nutzen, um Quadraturverfah-
ren hoherer Genauigkeit herzuleiten. In Abschnitt 3.3.1 stellen wir zunédchst Hilfsmittel
bereit, die wir in Abschnitt 3.3.2 fiir den Beweis der genaueren Darstellung des Fehlers
der iterierten Trapezregel nutzen.
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3.3.1 Bernoulli-Polynome

Definition 3.10. Das durch die folgende Rekursionsvorschrift festgelegte System von
Polynomen B, heifit das System der Bernoulli-Polynome.

(i) Bo(z) =1,
(i) B, i(z) = (r+1)B,(z),r=0,1,2,...,
(ii)) [y Br(x) da = 0.
Die ersten Bernoulli-Polynome sind

L BQ(IL’) = 1,

° Bl(a?) =T — %,

o By(z) =2t — 223 + 22 — L.
Offensichtlich gilt B, € P,.
Satz 3.11. (i) Es gilt B,(z) = (—1)"B,(1 — z).
(ii) Fiir r > 2 gilt B,(1) = B,(0).

(lll) Fiir alle r >1 gllt B2T+1(O) = B2r+1(%) = B2r+1(1) = 0.

Beweis. Teil (i) wird in den Ubungen bewiesen.

Aus der definierenden Bedingung Def. 3.10 (ii) folgt

/ By (x)de — TilBTH(a;).

Wegen Def. 3.10 (iii) gilt dann

1

0= r+1 (Br41(1) = Byr41(0)) furr>1

und somit folgt die 2. Aussage.
Die 3. Aussage folgt direkt aus (i). O

Definition 3.12. Die Konstanten B,,(0) := B, heiflen Bernoulli-Zahlen.
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Wir erhalten aus den Polynomen sofort die Bernoulli-Zahlen By = 1, By = —%, By =
B3 =0,Bs = —

7

o=

1
% .
Bemerkung 3.13. Im folgenden Abschnitt verwenden wir skalierte Bernoulli-Polynome

be(z) = %Br(x).

Offensichtlich gilt Satz 3.11 analog fiir die Polynome b,.

3.3.2 Die Eulersche Summenformel

In diesem Abschnitt wollen wir eine genauere Darstellung der Struktur des Fehlers der
iterierten Trapezregel betrachten, das heifit eine Entwicklung nach Potenzen von hZ.
Dazu sei f : [a,b] — R geniigend oft differenzierbar, h := =%, s = a + th fiir t € [0,n).
Weiter sei g(t) = f(a + th) fir t € [0,n] und es gelte ds = hdt. Fiir gentigend oft
differenzierbares f gilt folglich

g (t) = D (a+ th)h

und
b n
/f(s) ds = h/f(a+th) dt
a 0
=h [g(t)dt
/
=h g(t) dt
1r—/l
= h(Th(g) + Rn(g))
Um R}, (g) zu berechnen, betrachten wir fiir r = 1,. .., n die Integrale
T ' 1 r ' 1
t)dt = t)y-1dt=|g(t)(t—(r— = - t—(r—= '(t) dt,
r_/lgu T_/g<> s (- (-3))| /< (r-3)) s

wobei wir bei der partiellen Integration die Stammfunktion von F' "= 1s0 gewdhlt

haben, dass

/F(t) dt =0

r—1

66



gilt. Weiterhin konnen wir

F(t)zt—(?"-é) zt—(r—l)—*zt—w—%» telr—1r)

schreiben, um uns vom Index r zu losen. Hier bezeichnet [t]| die grofite ganze Zahl
m € Z mit m < t. Insgesamt erhalten wir dann

n

/g(t) dt = TZZT/Zg(t) dt

0

=> lgt)-FOlI_, = > /F(t)g’(t) de

=Trn(9) L/_/
=Rnu(9)

Wenden wir nun partielle Integration auf Rj,(g) an und benutzen die Darstellung der
skalierten Bernoulli-Polynome, so erhalten wir
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In der 4. Zeile wird {iiber die Integrale summiert; das Minus-Zeichen vor der Summe
geht fiir das gesamte Integral ab der 6. Zeile in den Vor-Faktor (—1)" ein. Ferner folgt
die letzte Gleichung aufgrund der Tatsache, dass nach Satz 3.11 (ii) b;(1) = b;(0) gilt
und somit die inneren Terme der Summe iiber r verschwinden. Wenden wir jetzt Satz
3.11 (iii), also bo,+1(1) = bay+1(0), an, so bekommen wir

K + [bar (t = [t]) g®F) (1) dt, m = 2k,
-> (bQi(l)g(QFl)(n) - bQi(U)g(Q%l)(OD‘F %
=1 — [bogs1 (t — [t]) g®FFV() dt, m =2k + 1.
0
Der obere Integralterm liefert dann (fiir m = 2k + 2 statt m = 2k):
b n

/f(s) ds = h/nf(a - th) dt = h/g(t)dt
0

a 0

[

n—1 k+1
= [29«» £3700) + 59n) — 3 b(0) (9" m) — D (0))
i=1

r=1

+ / bopro(t — [t]))g@F 2 (2) dt]
0

n—1 k+1
=h [;ﬂa) £ Flat i)+ 5 50) = SR bu(0) (FE0) - £ (a)
r=1 i=1

b
o s (52 |5 £

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen.
Satz 3.14. Fiir f € C?**2([a, b)) gilt

b k1

Tf) = [ 1(5)ds+ Y cih® = 12 ()

i i=1
mit ¢; = by (0) (f@V(b) — f*=Y(a)) und
b

Dogo(f) = /b2k+2 <S ; ° - {TJ) FE(s) ds € R.

a

Folglich besitzt der Fehler

eine Entwicklung nach Potenzen von h?.
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Bemerkung. 1) Insbesondere gilt fiir periodische Funktionen f € C?™(R) mit Periode
b — a die Gleichung
Ru(f) = h*" Lo (f),  Tom(f) € R

Unter Verwendung der Bernoulli-Zahlen erhalten wir ¢; = % (fE=D(b) — fE-D(a)).

3.3.3 Das Romberg-Verfahren

Wir werden nun eine andere Art von Integrationsverfahren kennenlernen, die auf der
Trapezsumme basieren. Die bisher besprochenen Quadraturformeln bezogen sich alle
auf ein festes Gitter %, ...,t, von Knoten, an denen die Funktion ausgewertet wurde.
Im Gegensatz dazu benutzen wir bei der Romberg-Quadratur eine Folge von Gittern
und versuchen aus den dazu gehorenden Trapezsummen eine bessere Approximation
des Integrals zu konstruieren.

Essei h = b_T“ und 0 < ¢ < 1 mit b;—h“ € N. Es gilt T;,(f) = I(f) — Rn(f). Seien weiter
T3 (f) und Ty, (f) berechnet. Dann folgt

Ti(f) =I(f) + c1h® + coh* + ...
Ton(f) = I(f) + c1(qh)? +CQ(qh)4 + ...

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit ¢> und subtrahieren die zweite Gleichung
von der ersten Gleichung. Somit erhalten wir

(QQ - DI(f) = QQTh(f) —Ton(f) — 02((]2 — q4)h4 — c;:,(q2 — q6)h6 +...
Folglich ist

2 J—
() =1 Th(;) — 1th(f) + co®ht + e3P+ PR + ...

und wir sehen, dass die Fehlerentwicklung bei h* beginnt. Dieses Vorgehen kann man
weiter wiederholen.

Extrapolation

Wir werden nun noch eine alternative Herleitung des Romberg-Verfahrens betrachten.

Es seien hg > hy > --- > h, > 0 Schrittweiten mit b,:—“ € Nfiiri =0, ...,n. Dann lautet
das Vorgehen wie folgt:

1) Berechne T}, (f) furallei =0,...,n.

69



2) Interpoliere (h2,Ty,(f)) fir i = 0,...,n mit einem Polynom p € P, in k%, das
heifdt
p(h?) = ap + a1h® + agh® + - - - + a,h*"

mit
p(h?) =Ty, (f), i=0,...,n.

3) Betrachte p(0) als neue Néaherung fiir I(f) (Extrapolation auf = 0).

Berechnung von p(0) nach dem Schema von Aitken-Neville

Sei p; 1, € Py, fiir k < j dasjenige Polynom in h?, mit

pik(h?) = Ty, (f) fiuri=j —k,...,j.

Fir k = 0 sei
pio(h®) =Ty, (f) j=0,...,n.

Unter Verwendung von Lemma 2.7 erhalten wir fiir & > 0:

Pi—1 k-1 (R*)(h* = h3) +pjk—1(h?) (R, — h?)
2 2
Rk =

pik(h?) =

Daraus folgt:

5 10) Pik—1(0)h%_y = pj—15-1(0)h]
J,k\V) = 2 2
hi_w —hj

b\ 2
pj,k—l(o)( r ) —pj—1,k-1(0)

h?2
J—k_l
()

o 0) = pi1 1 (0
:pj,k—l(o)—f‘p]’k 1( ) Pj—1,k 1( )

h2
J*k_]_
(%)

Wir verwenden im Folgenden die Notation 7 ;, := p; 1(0). Dann gilt:

Tik—1—Tj 161
1—.‘]'7]6 = T77k_1 + : 2 :
G

Schematische Darstellung des Romberg Verfahrens
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T
T Top

151 T33
Tap T32

T3

Es gibt zwei typische Moglichkeiten, die Folge der Schrittweiten zu wéahlen:

ho ho
;

* Romberg-Folge: hg = b —a, 5,7, ...,

ho ho

* Bulirsch-Folge: hg = b —a, 3, %, ...

Dabei wichst die Anzahl der Funktionsauswertungen bei der Bulirsch-Folge weniger
schnell, aber man erhilt eine langsamere Konvergenz.

Allgemein gilt: Die Berechnung der Groflen Tp o, . . . , T5, o kann vergleichsweise viel Zeit
in Anspruch nehmen, wéahrend die Berechnung der anderen Grofsen T;; fiir j > @ nicht
ins Gewicht fdllt, aber im Allgemeinen einen grofien Gewinn bringt.

Bemerkung 3.15. (1) Fiir hg = (b —a), und hy = % folgt

Ty = bga <f(a)+4f <a—2|—b> +f(b)>-

Dies ist gerade die Simpson-Formel, was sich leicht durch Nachrechnen tiberpriifen
lasst (Ubung).

(2) Abbruchkriterium: Setze Uj; := 2Tj41 — Tj . Dann ldsst sich zeigen (Bulirsch/-
Stoer), dass asymptotisch
Uik = I(f) = I(f) = Ty
gilt. Daraus folgt
Uik = T =~ 2(1(f) = Tj)
und
2Ttk — Tjk) = Ujr — Ty = 2(1(f) — Tjp)-
Damit lasst sich dann

i = Tiul <€

als geeignetes Abbruchkriterium festlegen, denn dann gilt

|I(f) _E,k| ~E,
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das heifst der Fehler ist etwa von der Grofienordnung ¢. In der Praxis geht man typi-
scherweise wie folgt vor: Falls T} . dieses Kriterium erfiillt, berechne auch noch T ;41
und verwende diesen Wert als endgiiltige Naherung.

(3) Fiir die Ordnung des Verfahrens gilt

J
T —I(HI=0| [] ni].

i=j—k

das heifst die j-te Spalte des Romberg-Dreiecks (iterierte Trapezregel) konvergiert mit
h¥+2 gegen I(f).

Beispiel. Betrachte

1
/et dt ~ 1,718 281 828 459.
0

Weiter sei hg = b — aund h; = hiz’ L (Romberg-Folge). Dann gilt

Tik—1—Tj-1k-1 Tik-1—Tj—1p-1  ATjr1 —Tj_1p-1
T‘ — T _ Js J ) — S Js J ) — Js J ) .
J:k jk—17F hyr )2 ) k=1 4k —q 4k — 1
( i ) -
Das Romberg-Dreieck sieht dann wie folgt aus:
k=0 1 2 3
j=0 1,8591
1 1,7539 1,718 861
2 1,7272 1,718318 1,718 282687
3 1,7205 1,718284 1,718281842 1,718281829
12 | 1,718281837

3.4 Gaufische Quadraturformeln
Die interpolatorischen Quadraturformeln
Qu(f) = aif (i)
i=0

zu den Stiitzstellen x, ..., z, € [a,b] sind nach Konstruktion exakt fiir alle Polynome
n-ten Grades, das heifst fiir ihr Restglied gilt

Ry(p) =1(p) —Qu(p) =0, firalle peP,.
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Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, die Stiitzstellen x, . . . , z, und Gewichte ay, . . ., a,
so zu wahlen, dass der Exaktheitsgrad der Quadraturformel moglichst hoch wird.

Lemma 3.16. Eine obere Grenze fiir den Exaktheitsgrad der Quadraturformel Q,(f) ist 2n+1,
das heifit es konnen hochstens alle Polynome p € Poy, 41 exakt integriert werden.

Beweis. Es sei @, exakt fiir Polynome p € Py, 2. Dann gilt

n

Qulp) = 1(p) fir p(e)=[](x - :)? € Popsa.
1=0

Daraus ergibt sich aber der Widerspruch

b

0< /p(x) dz = Qn(p) = 0. O

a

Nun wollen wir zeigen, dass es tatsdchlich Quadraturformeln zu n+ 1 Stiitzstellen gibt,
die den maximalen Exaktheitsgrad 2n + 1 haben.

Dazu seien p,, € P, und p2,+1 € Pay41 die Interpolationspolynome einer Funktion f &
C(la, b)) zu den n + 1 beziehungsweise 2n + 2 Stiitzstellen xo, . . ., T, Tny1, .. ., Tant1 €
[a, b]. Fiir die zugehorigen Quadraturformeln @, und Q2,1 gilt dann

bont1 i1
1) = Quua($) = 1(5) = [ 3 law- vl [[(w =) da
=0 j=0
2n+1 bi 1
=I(f)— Z[mo...,xi]f/H(af—:cj)dx
i=0 Y =0
2n+1 bi 1
~ 1= Qulf) = 3 oo ailf [[e =2 do
i=n+1 v =0
Fiuri=n+1,...,2n + 1 schreiben wir nun
b1 by i—1
/H(:c—xj)dx:/H(:c—xj) H (x — ;) da.
v =0 v =0 j=n-+1
Beachte, dass die n + 1 Polynome
2n
1L,z — ny1, (T — Tng1) (T — Tnga)y - - -y H (x —zj)
j=n+1
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eine Basis von P, bilden. Wéhle nun die ersten n + 1 Stiitzstellen o, ..., z, € [a,b] so,
dass

/Hx—wj der =0 fiuralle ¢ge€P,. (%)

Dann folgt
I(p) = Qun(p) = I(p) — Q2n+1(p) =0 Vp € Poyy1.

Das heifst, die interpolatorische Quadraturformel @, ist exakt fiir Polynome aus P;, 1.

3.4.1 Konstruktion von Quadraturformeln mit maximalem Exaktheitsgrad

Auf dem Funktionenraum C([a, b]) sei

b
~ [1@gta) dz, fll2 = VT
das Ly-Skalarprodukt und die zugehorige Norm. Dann besagt (), dass das Polynom
H r—x;)=2" " 4 r(z), r(@)EP,

beziiglich des Ly-Skalarprodukts orthogonal zum Teilraum P,[a,b] C C([a,b]) sein
muss.

Zur Konstruktion von p(z) wenden wir das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren

auf die Monombasis {1, z, ..., 2" "'} an. Dann gilt
1 (k)
po(r) =1, pr(z Z "7 k=1,...,n+1
2 Tl "

und {po, . .., pn+1} bildet ein Orthogonalsystem in P, 1[a, b]. Offensichtlich gilt
Pog1(z) = 2" £ r(x), r(z)€P,.
Setze also p(x) := ppyi1(x). Die n + 1 Nullstellen A, ..., A, von p,yi(x) sind dann

mogliche Kandidaten fiir ,,optimale” Stiitzstellen der Integrationsformel.

In Abschnitt 3.4.2 diskutieren wir grundlegende Eigenschaften von Orthogonalpolyno-
men. Insbesondere wird gezeigt, dass das oben beschriebene Polynom p,, ;1 nur reelle,
einfache Nullstellen besitzt, die alle im Inneren des Intervalls [a, b] liegen (siehe Satz
3.19).

Desweiteren werden wir zeigen, dass fiir [, b] = [—1, 1| die Polynome p,, Vielfache der
Legendre-Polynome sind. Es gibt verschiedene Darstellungen dieser Polynome:
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(i) Rodrigues-Formel:

n! d" n
pn(z) = w@( 1",
wobei hier wie tiblich 0! = 1 gilt.
(ii) Rekursionsformel:
n2
po() =1, pi(e) =2, pat1(2) = 2pa(@) = g P-1(z), n21.

Die Nullstellen werden fiir n > 3 numerisch bestimmt und konnen Tabellen entnom-
men werden. Zum Beispiel gilt

1
pa(z) = 2* - 3 \/> AL = f
3 3
po(e) == = 5o Af):ﬁ’ n=on=yp

Die Nullstellen Ao, . . ., A, des (n+1)-ten Legendre-Polynoms p,, ;1 konnen wir als Stiitz-
stellen einer interpolatorischen Quadraturformel auf dem Intervall [-1, 1] verwenden
und erhalten

= T — Aj
_Zazf()\,), az—/ Swy dx.

Beispiel. Fiir die Stiitzstellen 79 = — \/g, x| = \/g erhalten wir die Gewichte

oo [ e [ e e (e )L -
/Hf o

) =1/H+s/3

integriert auf dem Intervall [-1, 1] Polynome vom Grad drei exakt.

al =

Die Quadraturformel

Beispiel. Fiir die Stiitzstellen

3 3
360——\/;961—0,302— 3

erhalten wir die Gewichte
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Die Quadraturformel

@ = 2= /D+ B0+ 25 [

integriert auf dem Intervall [—1, 1] Polynome vom Grad fiinf exakt.

3.4.2 Theorie der Orthogonalpolynome

In diesem Abschnitt betrachten wir Aussagen iiber Orthogonalpolynome, die fiir das
Verstindnis von Quadraturverfahren hilfreich sind.

Satz 3.17. Es sei w : (a,b) — R eine nichtnegative Funktion mit f; w(z)dx > 0.

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes System von Polynomen p,, v = 0,1,2..., das den
folgenden Bedingungen geniigt:

(i) DPv ¢ P,_1,p, €P,
(i) [* pu()pu(cyule)de =0 firv+ 4
(iii) ffp?,(m)w(m)d:z: =1

(iv) p, hat einen positiven Hauptkoeffizienten.

Definition 3.18. Das System aus Satz 3.17 heifit Orthogonalpolynomsystem zur Ge-
wichtsfunktion w.

Beweis. (Satz 3.17) Im Raum der Polynome fithre man durch

b
(. 9)w = / (@) g(@)w(z)da (3.1)

ein inneres Produkt ein. Orthogonalisiert man nun (mit Gram-Schmidt) die Folge 1, z,

22,23, ..., so erhilt man ein Funktionensystem des beschriebenen Typs.

Es bleibt zu zeigen, dass p, durch die Forderungen (i)-(iv) eindeutig bestimmt ist.

Hatte man nun zwei Systeme p, und p}, die beide (i)-(iv) gentigen, so wire bei passend
gewihltem o,

DPv — azzpi eP,1.
Somit wire wegen (3.1)

”2 = - al/pzivpzl - @Vp;)w

”pl/ - azzp; (pu
(pu - al/plt?pl/)w - (pu - Oéup§7 aupz)w
0,
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also p, = a,pj.

(iii) zeigt, dass fiir o, nur die Werte +1 in Frage kommen, und (iv) zeigt dann schliefSlich
Py = p;' 0

Der folgende Satz macht eine Aussage tiber Nullstellen von Orthogonalpolynomen.

Satz 3.19. Die beziiglich des Skalarprodukts (-, -),, orthogonalen Polynome p,, besitzen lauter
reelle, einfache Nullstellen, die alle im Inneren des Intervalls [a, b] liegen.

Beweis. Es sei N,, := {A € (a,b) | A Nullstelle ungerader Vielfachheit von p, }. Setze
q(z) =1 fir N, = 0 und

m

g(z) =[x = N) fir Ny={\,...,\n}.
=1

Dann ist p,q € Py 4, und p,q hat in (a, b) keinen Vorzeichenwechsel. Es gilt

b

(pnaQ)w = /pn(lL')CI(IL‘)w(ZL‘) dz > 0.

a

Fiir m < n ist dies im Widerspruch zu p,, L P,,_;. Also gilt m = n. ]

Der Zusammenhang zur Quadraturverfahren wird durch den folgenden Satz herge-
stellt.

Satz 3.20. Es seien xg, 1, .. ., xy, die Nullstellen von p,,1. Es gibt ein System von positiven
Zahlen ay, . . ., ay, derart, dass fiir jedes h € Poy, 4 gilt

b n
/ h(z)w(x)dz = Z a;h(z;). (3.2)
a i=0

Beweis. Es seip = p(h|zg...,z,) das Interpolationspolynom von h beziiglich der Kno-
ten xg, . .., r,. Offenbar ist

p(hlxo,...,xn)— _h  =7Tppy1 1 EP,.
eP,, €P2 11

Wegen (3.1) folgt hieraus

b b b
/ p(hlzo, ..., zn)(z)w(z)dr — / h(z)w(z)dz = / r(z)ppt1(z)w(z)dz = 0.
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Schreibt man jetzt das Interpolytionspolynom in der Lagrangeschen Darstellung

p(hlzo, ... zn)(2) = h(wi)lin(2)
=0

so erkennt man sofort die Giiltigkeit von (3.2).

Um noch zu zeigen, dass die a; > 0 sind, setzt man in (3.2) h = (2, € Py,. Dann erhilt
man

b
a; = / 12, (z)w(z)dz > 0.
U

Der Spezialfall w = 1 dieses Satzes liefert ein Interpolationsquadraturverfahren von
besonderem Interesse, da man gegeniiber eines beliebigen Interpolationsquadraturver-
fahren eine optimale Graderh6hung erhailt.

Der folgende Satz zeigt, dass man Orthogonalpolynome mit Hilfe einer Dreitermrekur-
sionsformel berechnen kann.

Satz 3.21. Sei pg, p1, . . . ein Orthonormalpolynomsystem zur Gewichtsfunktion w. Dann gilt
pn(x) = (Apz + Bp)pp—1(x) — Cppp—2(x) n=2,3,...

mit gewissen Konstanten A,,, By, Cy,. Ist o, der Hauptkoeffizient von py, so gilt

An: any Cn:

An—1 [0

QpnQp—2

2
n—1

Beweis. Mit dem gegebenen A,, ist p, — Apzp,—1 € Pp—1 und es gilt

pn(x) — Apxppn— 1 Zﬂypy , Bi € R.

Multiplikation mit p;(z)w(z) und Integration ergibt

b
[ ul) = Auieps@) i) = Zﬁu / )pi(@)w(a)de = i

Es gilt
b b
8; = / po(2)pi(z)w(z)dz —A, / Pr—1(x) zpi(2) w(z)dz

EPit1

0 sofern i<n
0 sofern i+1<n—1(i<n—2)
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Also kénnen nur 3,—1 und 3,,—2 ungleich Null sein.

b
—Cp = Bns = An/ Prn—1() Tpp—2(x) w(z)dx

n—2

Qp_1x? 4.
an_1 n—1

gz 14..=

d

Definition 3.22. Das nicht normierte Orthogonalpolynomsystem zur Gewichtsfunktion
w(z) = (1 —2)%(1 + )% auf [-1,1] mit @ > —1, 3 > —1, dessen freier Faktor durch
pn(1) = ("1?) festgelegt ist, heifit das System der Jacobi-Polynome. Diese Polynome
bezeichnet man mit 2%,

Definition 3.23. Fiir « = 8 = 0 erhdlt man die Legendre-Polynome, die man mit P,
bezeichnet.

Definition 3.24. Das (nicht normierte) Orthogonalpolynomsystem zur Gewichtsfunk-
tion w(z) = (1 — 1'2)_% auf [—1, 1], dessen freier Faktor durch p, (1) = 1 festgelegt ist,
heifit das System der Tschebyscheff-Polynome erster Art.

Die fiir die Numerik wichtigsten Orthogonalpolynomsysteme sind die Legendre und
die Tschebyscheff Polynome.
Satz 3.25. (Formel von Rodrigues)

Sy
2nn! dz™

PR (@) = (1—2) (1 +2)" (1= @) o (14 ym)

fiirx e (—1,1).

Wir benutzen die Leibnizsche Formel

(19 =3 ()N e) (0= 1)

= dx

Auflerdem gilt:

v

DY ((1 = z)") = (—1)" (” * O‘) V(1 — g
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Beweis. (Satz 3.25)

(1—2)"%(1+2)" D" ((1 — )1 4 x)W)
_ Z;% (Z) (—1)” <” y O‘) (1 = 2)" <Z * f) (n— )1 +2) (Leibniz)
-3 <" y O‘) <Z * f) (1= )" (14 2)nl(~1)"
Einsetzen von x = 1 liefert:
(nZO‘)z”n!(—l)"

ist ein Polynom n-ten Grades, das bei z = 1 den Wert ("7

n

Péavﬁ)

Es gilt also: ) annimmt.

Es bleibt zu beweisen, dass dieses Polynom zu p € P,,_; orthogonal ist, d.h.
1
/ D" ((1 — )"l + x)”JFB) p(z)dz = 0.
-1

Dies zeigt man durch n-fache partielle Integration. Dabei verschwinden alle ausinte-
grierten Terme, da D* ((1 — 2)"**(1 4 2)" ") fiir A = 0,...,n—1bei £1 eine Nullstelle
hat. O

Aus dem Beweis kann man auch ablesen, dass Péa’ﬁ ) den Hauptkoeffizienten

=2 (00w ()
2n v n—v) 2 n
v=0
besitzt. Die letzte Gleichung folgt aus der Vandermonde-Identitat
T+Y\ [z ‘ Y
()= 0) (2) vewes

Fiir die Legendre-Polynome (d.h. &« = 8 = 0) kann man den Normierungsfaktor ele-
mentar berechnen und erhalt

/ ' (Pa(a))da = 2

Die normierten Orthogonalpolynome zur Gewichtsfunktion 1 haben also die Form

2n+1
/%Pn-

Fiir die Legendre-Polynome lautet die Formel von Rodrigues

L 4% 2y

- 2nn! dxm

P, (x)
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Beachten Sie den unterschiedlichen Faktor im Vergleich zur Formel auf Seite 75. Die-
ser kommt dadurch zustande, dass dort Polynome mit Haupkoeffizient 1 betrachtet
wurden.

Mit Hilfe des Hauptkoeffizienten ldsst sich nun auch die Rekursionsformel aus Satz
3.21 fiir die Legendre-Polynome explizit angeben. Sie lautet

(n+1)Pyy1(z) = 2n+ DaP,y(x) — nPp_1(z).

3.4.3 Gaufdsche Quadraturformeln

Nun kénnen wir das Hauptresultat tiber Gaufische Quadraturformeln angeben.

Satz 3.26 (Gaufische Quadraturformel). Es gibt genau eine interpolatorische Quadraturfor-
mel zu n+1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen iiber dem Intervall [—1, 1] mit Exaktheitsgrad
2n+ 1 (das heifSt exakt fiir alle Polynome p € Pay,1). Ihre Stiitzstellen sind gerade die Nullstel-
len \o, ..., A\, € [—1,1] des (n + 1)-ten Legendre-Polynoms P, 1 € Py, und ihre Gewichte
geniigen der Beziehung a; > 0 fiiri = 0,...,n. Fiir f € C*"*2([—1,1]) besitzt das Restglied
die Darstellung

n

[[@-x)dz, ¢e(-11).

17=0

Ro(f) =105

RIGH,
(2n—|—2)._/

Beweis. (i) Zundchstist p,,1 orthogonal zu P,,[—1, 1] und hat die Nullstellen A, ..., A\, €
(—1,1). Es gilt also

n

prr(@) =[x = x) = 2" 4.
i=0
Aufgrund der obigen Betrachtungen hat die zugehorige interpolatorische Quadratur-
formel den Exaktheitsgrad 2n + 1. Die typische Berechnung der Gewichte einer inter-
polatorischen Quadraturformel liefert

1
L l‘—>\i .
aj:/ljn(ac)dx, Lin(x) = H SVESW j=0,...n.
el i=0,i#5 7

Es gilt I, € P, und damit l?n € Py,,. Also wird auch l]zn von der Quadraturformel exakt
integriert und es folgt

1

0< /(zjn(x))Q de =3 ai2,(\) = a,
=0

-1
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da lf-n()\i) = 0;;. Dies liefert a; > O fiiralle j = 0,...,n.

(ii) Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass es eine zweite Quadraturfor-
mel

Qu(f) =Y aif(N)
=0

gibt, die exakt fiir Polynome p € Py,,41 ist. Mit den analog gebildeten Polynomen l jn €
[P, folgt dann wie oben a; > 0,7 = 0, ..., n. Mit der Orthogonalitdt von p, 41 zu P, [—1, 1]
folgt damit

1- Qr~ ~ - -
0= /d in(T)pnt1(7) do = flin(Ak)pn+1(Ak) = Pnt1( ).
_1 Q =g Y
Also sind auch ); fiir i = 0,...,n Nullstellen von p,11 1~1nd wegen der eindeutigen
Bestimmtheit dieser gilt fiiar ¢ = 0,...,n folglich \; = A; und somit auch a; = a;,

womit die Eindeutigkeit gezeigt ist.

(iii) Schlief3lich bleibt die Fehlerabschédtzung der Gaufi-Quadraturformel zu zeigen. Da-
zu benutzen wir ein Hilfsresultat der Hermite-Interpolation.

gegeben: Knoten o< T1 < 0 < Ty, M >0,

Werte ygk)ER, 1=0,....mk=0,...,pu,
i >0 fir0 <i<m,

m
gesucht: pePn,n:erZui, mitp(k)(xi):ygk), i=0,....mk=0,..., 1.
i=0

Nach Satz 2.18 besitzt die Hermite-Interpolationsaufgabe eine eindeutige Losung und
nach Satz 2.19 gilt fiir den Fehler der Hermite-Interpolation fiir eine Funktion f €
C"([xo, 2] die Gleichung

F@) = (@) = g €D [ =20, @) € oozl
i=0

7

Also gibt es ein Polynom h € Py, 1, das die Hermite-Interpolationsaufgabe

16st und fiir f € C?"*2([—1,1]) die Restglieddarstellung

n

L e e [ - AP &) e [-L1)

f(z) — h(z) = m n
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hat. Anwendung der Gaufischen Quadraturformel auf h(z) ergibt wegen Q,,(h) = I(h)
dann

n n

1
- / <2nl+z>vf<2”+2> (@) [T =) dzv =3 ai(f(\) = h(X))
) : i=0 =0

Im letzten Schritt wurde der Mittelwertsatzes der Integralrechnung genutzt. O
Ohne Beweis geben wir nun noch zwei Sitze zu verwandten Interpolationsquadratur-
verfahren an. Die Beweise findet man in H. Brafs, Quadraturverfahren, 1977.

Satz 3.27. Es Qibt auf dem Grundintervall [—1, 1] genau eine interpolatorische Quadraturfor-
mel zu n + 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen und x, = 1 mit Exaktheitsgrad 2n (d.h.
exakt fiir alle Polynome p € Pay,). Es ist diejenige Interpolationsquadraturformel, bei der die
Stiitzstellen die Nullstellen von P, 1 — P, sind.

Definition 3.28. Das entsprechend konstruierte Interpolationsquadraturverfahren heifst
Radau-Verfahren.

Satz 3.29. Es gibt auf dem Grundintervall [—1,1] genau eine interpolatorische Quadraturfor-
mel zu n + 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen und xo = —1,x, = 1 mit Exaktheitsgrad
2n—1 (d.h. exakt fiir alle Polynome p € Pa,,_1). Es ist diejenige Interpolationsquadraturformel,
bei der die Stiitzstellen die Nullstellen von P, y1 — P,,_1 sind.

Definition 3.30. Das entsprechend konstruierte Interpolationsquadraturverfahren heift
Lobatto-Verfahren.

3.4.4 Berechnung der Knoten und Gewichte von Gauss Quadraturformeln

Wir betrachten nun noch eine Methode, mit der sich die Gewichte und Stiitzstellen von
Gaufischen Quadraturformeln numerisch stabil berechnen lassen.

Der Ausgangspunkt zur Beschreibung dieser Methode ist der folgende Satz.

Satz 3.31. Das Legendre-Polynom Py, (x), m > 1 lisst sich als die folgende Determinante
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berechnen:
aix b
b1 C~L2$ b2
b2 dg.%' b3

bn—2 am-1T bp—1
bmfl ngl‘

mit aj, == %é,kzl,...,mundbk ::\/ki_ﬂ,kzl,...,m—l.

Beweis. Die Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile liefert
Py (z) = amzPr—1(x) — bgn_le_g(x), m > 3.
Nach Indexverschiebung erhalten wir

Pri1(2) = @my12Pp(z) — b2 Pp_1(z), m>2

mit @y, = 27;”111 und b2, = s also

(m+1)Ppyi(z) = (2m+ 1)zPy(x) — mPy—1(x).

Das ist gerade die Dreitermrekursionsformel der Legendre-Ploynome. Mit Py(z) = 1
gilt der Satz auch fiir m = 1. O
Wir dividieren nun fiir £ = 1,...,m die k-te Zeile und Spalte der Determinante durch

vay, und kompensieren diese Umformungen durch entsprechende Faktoren. Wir erhal-

ten
r C

cl X C2
Co x C3

Pm(x) = H &k .
k=1

Cm—2 € Cm—1
Cm—1 Xz

by _ k&
Varar 1 VAR2-1"

mit ¢, =

Die Nullstellen des m-ten Legendre-Polynoms sind die Eigenwerte der Tridiagonalma-
trix
0 Cc1
c1 0 c¢o
C9 0 C3
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Auch die Gewichte der Gauf Quadraturformel lassen sich mit Hilfe der Matrix P,
berechnen. Sei P,,, = VAV”, A = diag(\1, ..., \p), und V = (D[] ... |50™)) die (or-
thogonale) Matrix der rechten Eigenvektoren. Der Eigenvektor von P,, zum Eigenwert
Mey1 = o (fir k =0, ..., m — 1) lasst sich schreiben als (siehe Ubung)

dov/a1 Po(xy,)
B d1V/a Py (zy)

dm—1 V &mpm—l(xk)

mitdy :=1,d; := ﬁ,j =1,...,m—1sodass v%k) =1.Setze V = (vW[v@] ... (™),
i=1"7

Die Legendre-Polynome Py, P, ..., Py,—1 werden durch die Gaufische Quadraturfor-
mel mit m Stiitzstellen exakt integriert. Unter Ausnutzung der Orthogonalitdtseigen-
schaft erhalten wir

1 1 m 2 1=0
Py(z)P;(z)dx = P(x)dx = P = )
/—1 o(z) Pi(z)dz /_1 (x)dz ;ak () { 0 : i=1,...,m—-1.

Das ist ein lineares Gleichungssystem zur Berechnung der Gewichte a = (ag, . . . , am—1)".
Wir multiplizieren nun noch die j-te Zeile des Gleichungssystems mit d;_i\/a;j, j =
1,...,m.

Dann hat das resultierende lineare Gleichungssystem die Form
Va=2e,

d.h. die Koeffizientenmatrix stimmt mit der oben angegebenen orthogonalen Matrix
der Eigenvektoren {iberein. Wir multiplizieren nun die Gleichung von links mit (v(®))”

und erhalten
(v(k))TU(k)ak = 2(v(k))T61 = 21}%16) = 2.

Bezeichnen wir wie oben die normierten Eigenvektoren mit 7*), dann gilt

ap =202 k=1,....m.
Wir fassen nun noch einmal die Berechnung der Stiitzstellen und Gewischte in der fiir
Quadraturformeln tiblichen Indizierung zusammen.

Stiitzstellen und Gewichte der Gaufi Quadraturformel: Die Knoten zy,...,z, der
Gauf3-Quadraturformel, also die Nullstellen der Legendre-Polynome, sowie die zuge-
horigen Gewichte, konnen durch die Losung eines tridiagonalen Eigenwertproblems
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berechnet werden. Die Nullstellen des n 4 1-ten Legendre-Polynoms sind Eigenwerte
von

0 C1
C1 0 C2
(6] O C3 k‘
Pn+l: . . X s Cp = —F/——7———, /{3:1,...,71.

Essei P11 = VDV eine orthogonale Diagonalisierung von P, ;1 mit V = [v(}) ... p(+1)]
und D = diag(xo, ..., z,). Die Gewichte ao, . . ., a,, der Gauf-Quadraturformel ergeben
sich aus den Gleichungen

ar =2@0%FN2 . k=0,...,n

Hier ist (9(**1)); die erste Komponente des normierten Eigenvektors von P, ; zum
Eigenwert z;, k = 0,...,n.

Testrechnungen: Wir wenden nun die Gaufischen Quadraturformeln auf drei Testpro-
bleme an. In allen drei Testproblemen konnen wir den exakten Wert des Integrals leicht
analytisch berechnen. In den Abbildungen 3.3 stellen wir den Fehler |Q,,(f) — I(f)] als
Funktion von n graphisch dar.

In Abbildung 3.3 (a) betrachten wir die Berechnung von

1
2
20
doe = —.
/196 YT

Fiir n > 10 liefert die Gaufs QF, wie erwartet, die exakte Losung.

In Abbildung 3.3 (b) betrachten wir die Berechnung von

1
/ dr =e' —e L.
—1

Hier liefert die Gaufd QF bereits fiir n = 5 sehr genaue Resultate.

In Abbildung 3.3 (c) betrachten wir die Berechnung von

1
1
/ |lz3de = =.
. 2

Der Fehler verringert sich mit zunehmendem n. Allerdings nicht so schnell wie in den
ersten beiden Testproblemen.
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Fehler der Gauss QF vs. Anzahl der Knoten Fehler der Gauss QF vs. Anzahl der Knoten Fehler der Gauss QF vs. Anzahl der Knoten

10° 10° 10
10° .
10 10"
107
10°
0 o
o 0"
107
0" e
107 10
1079
107"
s
. w0
N ‘\/\ \/\\
. o
a)e" b)- C)w
5 0 % % % » ; % % % % % + 3 5 % % E]

Abbildung 3.3: Fehler der GauB-Quadratur vs. n fiir die Integration von a) f(z) = 220, b) f(z) = €® und ¢) f(z) =
||,
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4 Direkte Losung linearer
Gleichungssysteme

Die numerischen Losung linearer Gleichungssysteme spielt eine zentrale Rolle inner-
halb der Numerik.

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit direkten Losungsverfahren fiir lineare Glei-
chungssysteme. Dazu zédhlen die LR-, Cholesky- und die QR-Zerlegung. Direkte Ver-
fahren ermitteln, bei Vernachldssigung von Rundungsfehlern, die exakte Losung des
linearen Gleichungssystems in endlich vielen Schritten.

Bei den direkten Verfahren setzen wir zunidchst voraus, dass die Koeffizientenmatrix
reguldr ist. Ist die Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems nicht regular
oder liegt ein iiber- oder unterbestimmtes System vor, bei dem die Koeffizientenma-
trix nicht quadratisch ist, so verwendet man in der Praxis die Methode der kleinsten
Quadrate. Auch mit dieser Methode werden wir uns beschéftigen.

Ein weiterer Spezialfall sind sehr grofie Gleichungssysteme, deren Koeffizientenmatrix
viele Nullen enthilt. Solche Matrizen nennt man schwach besetzt. Fiir derartige Glei-
chungssysteme verwendet man in der Praxis typischerweise iterative Verfahren, wie
sie in der Numerik 2 behandelt.

Zu Vereinfachung der Notation beschranken wir uns in dieser Vorlesung auf reellwer-
tige Matrizen. Die Betrachtungen lassen sich auf komplexwertige Matrizen tibertragen.

4.1 Das Gaufische Eliminationsverfahren und die
LR-Zerlegung

Gegeben seien eine Matrix A € R"*" und ein Vektor b € R". Wir suchen einen Vektor
x € R" mit Az = b. Aus der linearen Algebra ist bekannt:

Satz 4.1. Essei A € R™*" mit det A # 0 und b € R™. Dann existiert genau ein x € R™ mit
Az =b.
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Es sei also det A # 0. Dann gibt es folgende Situationen, in denen wir das lineare Glei-
chungssystem einfach 16sen koénnen.

1) A hat Diagonalform, das heifst a;; = 0 fiir alle i # j. Wegen det A # 0 ist a;; # O fiir
alle 7. Aus Az = b folgt a;;z; = b; und damit

xr; = — furalle i.
ag;

2) A ist obere Dreiecksmatrix, das heifit a;; = 0 fiir alle 7 > j. Auch hier folgt aus
det A # 0, dass a;; # 0 fiir alle 7. Zu losen ist das gestaffelte System

a1121 + a12r2 + - - - + a1pxy = by,

a22x2 + -+ - + A2,y = bo,

ApnTy = by.
Analog fiir untere Dreiecksmatrizen.

Algorithmus 4.2.

e Berechne zunichst

Listing 5: Python Routinen

#Lose Rx = b
def SolveR(R,Db):
import numpy as np

n = len (b)
X = np.zeros(n)

x[-1] = b[-1]/R[-1,-1]
for k in range(n-2,-1,-1):

x[k] = (b[k]l-np.sum(R[k,k+1:]xx[k+1:]))/R[k,k]
return x
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# Lose Lx = b
def Solvel(L,Db):
import numpy as np

n = len (b)
X = np.zeros (n)

x[0] = b[0]/L[0,0]
for k in range(l,n):

x[k] = (b[k]l-np.sum(L[k, :k]*x[:k]))/L[k,k]
return x

Lemma 4.3. Es sei A eine nichtsingulire obere bzw. untere Dreiecksmatrix. Dann ist A~
ebenfalls eine obere bzw. untere Dreiecksmatrix.

Beweis. Es sei A eine nichtsingulire obere Dreiecksmatrix. Weiter sei #(*) die eindeutige
Losung von Az®) = e;, wobei e, der k-te Einheitsvektor ist. Dann gilt «¥ ==

27 = 0 nach obiger Formel. Es folgt A~! = (zW]2@)]...|]z™) und damit ist A~! eine
obere Dreiecksmatrix.

Analog fiir untere Dreiecksmatrizen. O
3) Es sei A = LR mit einer unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix
R. Dann ist Az = b gleichbedeutend mit LRz = b.

(i) Lose Ly = b wie in Fall 2.

(ii) Lose Rz = y wie in Fall 2.

Bemerkung. Wegen det A # 0 gilt nach dem Multiplikationstheorem fiir Determinanten
auch det L # 0 und det R # 0. Ohne Einschrankung sei L € R™*" so normiert, dass
li; = 1 gilt fur alle 7.

Definition 4.4. Die Zerlegung einer Matrix A € R™*" in ein Produkt A = LR aus
einer linken unteren Dreiecksmatrix L € R™*™ und einer rechten oberen Dreiecksmatrix
R € R™™", heifit L R-Zerlegung.

4.1.1 Bestimmung der LR-Zerlegung

Bemerkung. Nicht jede nichtsinguldre (n x n)-Matrix besitzt eine LR-Zerlegung, denn

es gilt beispielsweise
0 1 * 0 ok
( 10 ) 7 ( k% ) ( 0 =x > )
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Aus lj1r11 = 0 folgt det L = 0 oder det R = 0. Dies ist ein Widerspruch. Allerdings
existiert eine Permutationsmatrix P, so dass PA eine LR-Zerlegung besitzt.

Im Folgenden nehmen wir an, dass alle auftretenden Divisionen durchgefiihrt werden
konnen, das heifst, es tritt keine Division durch Null auf. Das lineare Gleichungssystem
lautet

anxy + -+ apey = by,

a1 x1 + - -+ + a2y = bo,

Ap1T1 + -+ ATy = by

Wir fithren auch noch die folgende Definition ein:

Definition 4.5. Eine Matrix, deren Diagonale ausschliefSlich Einsen aufweist und die
zusitzlich nur in einer Spalte unterhalb der Diagonale Werte ungleich null besitzt, wird
als Frobenius-Matrix bezeichnet.

1. Schritt: Wir elimineren 1 aus den Zeilen 2, ..., n. Dazu substrahiere wir das Z—ﬁ-fache
der 1. Zeile von der Zeile i und erhalten

a1 ail il
Ox1+ (aip — — *xa12 |22+ ...+ | @i — —a1pn | Tn = b; — —b1.
arl ary all
Wir setzen dann
arl ‘ a2 -+ Qi
0
A2 —
: A
0

mit A € R(v=Dx(n=1) wobei A die gerade neu berechneten Elemente enthalt.
Dann ist Az = b dquivalent zu Az = () mit b®) = L,b, wobei
1
lop 1
w1
Hierbei ist I;; := —% firi=2,...,n.

Insgesamt erhalten wir mit A1) := A und b") := b die Beziehungen A?) = L; A1) und
b2 = 1,60,
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2. Schritt: Gehe genauso mit A vor. Das heifit wir wihlen L € R=1D*(n=1) g5 dass

gilt. Wir setzen dann

110 0
1
Ly = = l32
0] l2 1
. a? .
mit o := ——&; firi=3,...,n.

Qg2

Jetzt ist Az = b gleichbedeutend mit A®)z = b3) mit A®) = L,A®?) = Ly, AM) und
b(3) = Lyb?), Fithren wir diese Idee nun weiter fort, so erhalten wir schlieflich

aii T aln
A = A R
.
Es gilt
R=L, A"

= Lnfanf2A(n_2)

=Ly 1Lp_o-- L1A(1).

Also ist Az = b gleichbedeutend mit Rz = b und wir konnen dieses System nach
Fall 2 I6sen. Setze L = (L, 1L, 2---L1)~! = Lfngl . -L;il. Dann ist L eine untere
Dreiecksmatrix nach Lemma 4.3.

Lemma 4.6. Es gilt:
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1)

1 1
1 . 1
L; = , L=
liy1; 1 ! —liy1; 1
In,i 1 Ini 1
2)
1
L=Lp1Ln_s...L1) ' = —{2,1
_ln,l to _ln,n—l 1
Beweis. Nachrechnen (Ubung, siehe auch VL13). O

4.1.2 Pivotisierung

Partielle Pivotisierung bei det A # 0.

Bisher haben wir angenommen, dass alle Divisionen durchgefiihrt werden kénnen, das
heifit eine Division durch Null tritt nicht auf. Jetzt wollen wir geeignete MafiSnahmen
finden, falls solche Fille doch auftreten.

Man kann zeigen, dass die Gaufs-Eliminierung auf Rundungsfehler nicht so empfind-
lich reagiert, falls |l;;| < 1 gilt (siehe Abschnitt 4.3). Daher empfiehlt sich das folgende
Vorgehen:

1) Es sei a;; = 0. Wegen det A # 0 existiert ein a;; # 0 fir i € {2,...,n}. Allgemein
(auch fiir a1 # 0) bestimmen wir [ € {1,...,n} mit |a;;| > |a;| fur alle 7.

Wir vertauschen nun Zeile 1 mit Zeile [. Dies entspricht einer Linksmultiplikation mit
der Permutationsmatrix P, = (e, ea,...,€-1,€1,€141,--.,€,). Mit AW .= A erhalten
wir dann A® = L, P, A Das neue ay; heifdt Pivotelement.

2) Es sei
ok " "
11
A — 1, P - L P LAY = :
(k)
Op_1k—1 | *
0 0 A
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a ok
A= :

Es gilt 0 # det A = det A®) = a%’i) . -a,g’?l . det A. Also gibt es ein agllz) # 0 fiir

i€{k,...n}.Esseil € {k,...,n} mit ]al(,l:)| > |a§,’§)] furi € {k,...,n}. Nun vertauschen
wir die Zeilen £ und [ und es ergibt sich P;.

3)Esgilt R = A = [ 1P, 1 LyPyL1PLAM . Unser Ziel ist es nun, alle Permutati-
onsmatrizen P; nach rechts zu verschieben. Dazu betrachten wir P;L; mit j > i. Dabei
vertausche P; die Zeilen [ und m mit ¢ < j <1 < m. Es gilt

1 0 1 0
PiL; = ;
Li—1-1 | 0 Li—1-1) | O
0 0 P 0 0 L
mit
1
1
i 0 1 ~ . 1
P = : . L=
1 0 * 1
1

Es ist leicht einzusehen, dass eine Linksmultiplikation mit der Permutationsmatrix die
Zeilen vertauscht und eine Rechtsmultiplikation mit dieser Permutationsmatrix ver-
tauscht die Spalten. Insgesamt gilt

Lemma 4.7. Es sei Pj eine (n x n)-Permutationsmatrix, die zwei Zeilen l,m € {j,...,n}
vertauscht und es sei L; eine Frobenius-Matrix aus dem Gaufischen Eliminationsprozess mit
i < j. Dann gibt es eine Frobenius-Matrix L} mit

PjL; = L P;.
Die Matrizen L; und L unterscheiden sich hochstens dadurch, dass die Elemente an den Posi-
tionen (1,4) und (m, i) vertauscht sind.
Das Lemma liefert uns nun

R=A" =L P, 1 - LoP,L P AY
= Ly1lpo---L1Pyy--- PLAD,
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mit

Li= Py 1Py ... Py L;P} ... PP
Die Matrix L; erhilt man (gemafs Lemma 4.7) durch mehrfachen Tausch innerhalb der
i-ten Spalte.

Somit gibt es eine Permutationsmatrix P = P,_ - - - P;, so dass PA eine LR-Zerlegung
besitzt mit L' = L,,_1L,,—2--- L.

Zum genaueren Verstindnis der Berechnung von L; betrachten wir ein Beispiel. Ange-
nommen wir haben fiir eine 4 x 4 Matrix A eine Zerlegung der Form

LsP3LoPy L1 PLA =R
berechnet. Setze
Ly:=P3Llo Pyt Ly:=PPLi Pyt Pyt
~—~ —~—
Ps P, P
Dann gilt
L3LoLy PsPyPy A = Ly(P3LoPy V) (PsPaLy Py ' Py )Py PP A
N N
L=t p
= L3P3LoPy L1 P A
=R

Die Permutationsmatrix wird wahrend der Rechnung gefunden. Sie ist im Allgemeinen
nicht eindeutig.

Listing 6: Python Programm

# LR Zerlegung mit Zeilentausch

def PLR(A):
import numpy as np

n = A.shape[0]
L = np.eye(n)
P = np.eye(n)
R = A.astype('float')
for k in range(n - 1):
p = np.argmax (abs(R[k:n,k])) # finde Pivotelement
# Tausche Zeilen von R, L, P
R[[k,p+tk]] = R[I[ptk, k]]
P[[k,ptk]] = P[Iptk,k]]
L{[k,ptk]] = L[[ptk,k]]

# Tausche Spalten von L
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L.T[[k,ptk]] = L.T[[pt+k,k]]
for j in range(k+1l,n):
L3, k] = R[J, k1/RIk, k]
R[jlk:] = R[j,k!]—L[j,k]*R[k,k:]

return (P,L,R)

Wir fassen die obigen Resultate in den folgenden Satzen nochmal zusammen.

Satz 4.8 (Existenz). Es sei A € R™*" mit det A # 0. Dann gibt es eine Permutationsmatrix
P, s0 dass P A eine LR-Zerlegung besitzt, das heifit PA = LR.

Satz 4.9 (Eindeutigkeit). Es sei det A # 0 und seien PA = LR = LR zwei LR-Zerlegungen
von PA mit normierten Matrizen L und L. Dann gilt L = L und R = R, das heifit die
LR-Zerlegung ist eindeutig.

Beweis. Aus LR = LR folgt R = L"'LRbzw. RR~! = L™'L. Danun RR~" eine obere
Dreiecksmatrix ist und L~ 1L eine normierte untere Dreiecksmatrix ist, muss RR~! =
L7'L = I sein und damit L = L bzw. R = R. O

Bemerkung. Ausfiihrliche Beispielrechnungen zur Bestimmung der Zerlegungen A =
LRund PA = LR wurden in der online Vorlesung durchgefiihrt, siehe VL15.pdf.

Wir wollen nun die Frage beantworten, fiir welche Matrizen A mit det A # 0 eine LR-
Zerlegung mit A = LR existiert.

Definition 4.10. Die Hauptabschnittsmatrix (kurz: HA-Matrix) k-ten Grades einer Matrix
A e R™*" ist die Matrix

Alk] == : : , ke{l,...,n}

akr -+ gk
und det A[k] ist die HA-Determinante k-ten Grades.
Satz 4.11. Es sei A € R™*"™ mit det A # 0. Dann besitzt A genau dann eine LR-Zerlegung
(ohne Permutationsmatrix), wenn alle HA-Determinanten von A ungleich Null sind.
Beweis. Wir zeigen zunéchst: A besitzt LR-Zerlequng = HA-Determinante # 0
Sei A = LR. Aus det A # 0 folgt det L # 0 und det R # 0.

Auflerdem gilt A[k] = LR[k| = L[k]R[k], da zur Bildung von A[k] aufgrund der Struk-
tur von L und R nur Elemente aus L[k] und R[k]| benotigt werden.
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Daraus folgt

det A[k] = det L[k]- detR[k] #0 furk=1,...,n
—_——  —\—
=1 =711 TRk F0

Nun zeigen wir die Riickrichtung, HA-Determinante # 0 = A besitzt LR-Zerlegung, uner
Verwendung der vollstindigen Induktion nach k.

Induktionsanfang: Fiir k = 1 gilt a;; = det A[1] # 0, d.h. L; ist ohne Permutationsma-
trix P; bildbar.

Induktionsschritt £ — k + 1: (1 < k < n) Es gelte

ARHD) — 1 LA =

Auflerdem sei (nach Vor.) det A[k + 1] # 0. Daraus folgt

0 # det A[k + 1] = det Ly [k + 1] ...det L[k + 1] det Ak + 1]

=1 =1
= det(Lk - LlA)[k + 1]
1) (2 k) (k+1
= a§1)ag2) X 'alik)al(c—i-l,lzz-‘rl
Folglich ist a,(g]fllk 4 #0,dh ,(Jfll,l 4 ist als Pivotelement verwendbar. O

4.2 Die Cholesky-Zerlegung

Ist A € R™ " symmetrisch und positiv definit, das heifit A = AT und 7 Az > 0 fiir alle
x € R™\ {0}. Dann kann man auf die Pivotisierung verzichten und die Berechnung der
LR-Zerlegung vereinfacht sich.

Satz4.12. Essei A € R"*" symmetrisch und positiv definit. Dann besitzt A eine LR-Zerlegung
der Form A = LL" mit einer im Allgemeinen nicht normierten unteren Dreiecksmatrix L. Mit
einer normierten unteren Dreiecksmatrix L kann die Zerlequng auch in der Form

A=LDLY = (LVD)(LVD)T = LI

mit einer positiv definiten Diagonalmatrix D geschrieben werden.

97



Beweis. Da A positiv definitist, sind alle HA-Determinanten positiv. Aus Satz 4.11 folgt,
dass A eine LR-Zerlegung besitzt mit normiertem L. Aus A = A” folgt

LR=A=A"=R"L".
Diese Zerlegung kann man auch schreiben als
A=LR=(R"D Y (DL")
fiir jedes invertierbare D € R"*", speziell auch fiir die Diagonalmatrix

T11
D=

rnn

wobei die r; # 0 die Diagonalelemente von R sind. Also ist RTD-! eine normierte
untere Dreiecksmatrix. Aus der Eindeutigkeit der LR-Zerlegung folgt

L=R'D™', R=DL".

Dies beweist die Existenz einer Zerlegung A = LDL” mit einer normierten unteren
Dreiecksmatrix L.

Da A positiv definit ist, sind alle A[k] positiv definit und somit det A[k] > 0 fiir alle .
Es gilt

det A[k] = det(LR[K]) = det(L[k]R[k]) = det L[k] det R[k] = r11 - - - rnp > O.

Daraus folgt r;; > 0 fiir allei = 1,...,n. Es sei
V71
VD =

T'nn

Dann folgt vVDv/D = D und
A= (LVD)(VDLT) = LLT
mit L = Lv/D. O

Die Konsequenz dieser Zerlegung ist, dass nur der halbe Speicherplatz und ein gerin-
gerer Rechenaufwand benétigt wird.

Bemerkung. Symmetrische und positiv definite Matrizen kommen héufig in Anwen-
dungen vor, zum Beispiel bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen.

Eine Beispielrechnung zur Bestimmung der Cholesky Zerlegung finden Sie im pdf-File
der online Vorlesung VL16.pdf.
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4.3 Stabilitatsuntersuchungen der Gauf3-Elimination

Bei der Untersuchung der Genauigkeit von numerischen Verfahren betrachtet man ty-
pischerweise zundchst die Kondition der mathematischen Aufgabe und anschliefSend
die Stabilitdt des gewdhlten numerischen Verfahrens. Falls die mathematische Aufga-
be gut konditioniert ist, dann besteht die Hoffnung, dass sich ein stabiler Algorithmus
finden ldsst.

Bei der Losung von linearen Gleichungssystemen gibt es zwei Fehlerquellen. Auf der
einen Seite konnen Fehler in den Eingangsdaten auftreten, d.h. Fehler in den Kompo-
nenten von A und b. Andererseits treten Fehler aufgrund von Rundungsfehlern bei der
Ausfiihrung des Losungsverfahrens auf. Um die Genauigkeit eines numerischen Ver-
fahrens zu diskutieren, benotigt man zunéchst erst einmal eine Methode um den Fehler
zu messen. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Fehler zu messen, die teilweise un-
terschiedliche Eindriicke tiber die Qualitdt der Losung vermitteln.

4.3.1 Grundlagen der Fehleranalyse

Die folgenden Definitionen und Satze sind sicherlich bereits aus den Grundvorlesun-
gen bekannt und sollen hier nur noch einmal erwdhnt werden. Wir haben uns bereits
haufiger mit dem Fehler einer durch ein numerisches Verfahren berechneten Gro I sse
beschiftigt. Bei der Losung linearer Gleichungssysteme mochten wir den Fehler einer
vektorwertigen Grofle beschreiben.

Fehler in skalaren Grofien

Beispiel. Berechne die Nullstellen einer Funktion f : R — R. Gesucht ist also Z mit
f(2) = 0.Es sei z die approximative Losung. Dann gilt fiir den Fehler e := z — 2. Der
absolute Fehler ist |e| = |z — Z| und der relative Fehler ist ‘Z—;Z} .

Fehler in vektorwertigen Grofien

Beispiel. Es sei z € R® Losung eines linearen Gleichungssystems und z € R® eine ap-
proximative Losung. In diesem Fall konnen wir den Fehler mit Hilfe einer Vektornorm
messen. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine Vektornorm zu definieren.

Definition 4.13. Eine Abbildung || - || : K" — R} mit K € {R, C} heifst Norm, wenn sie
die folgenden Eigenschaften besitzt:
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(N1) [[z[| >0, =eK"\{0}.
N2) [oz|| = |afflz], zeK" ackK

(N3) [z +yll <[l +lyll, 2yeK"

Beispiel. ¢ Maximum-Norm
lefloo = max fe;],
1<i<s
¢ 1-Norm i
lells = ledl,
i=1
¢ 2-Norm
S
lellz= | > leil?,
i=1
¢ p-Norm

1

S P

llellp = (Zleilp> :
=1

Es stellt sich die Frage: Hingen Konvergenzaussagen eines numerischen Verfahrens
von der speziellen Wahl der verwendeten Norm ab?

Definition 4.14. Es sei X ein K-Vektorraum und || - ||, || - ||« seien zwei Normen auf X.
Diese Normen heifien dquivalent, wenn Konstanten 0 < ¢ < C' < oo existieren mit

clz| < |lzll« < C|lz||, furalle z e X.

Ein wichtiges Resultat aus der Analysis liefert der folgende Satz.

Satz 4.15. Alle Normen auf R™ sind dquivalent.

Dieser Satz besagt: Falls wir |e(h)| = O(h9) in einer Norm zeigen konnen, so gilt
die gleiche Fehlerabschidtzung in jeder anderen Norm. Fiir z € R® gilt beispielswei-
se (Ubung)

[2]loo < [lfl1 < sll#[loo, ((©)
[zl < llzll2 < Vsl ((i1))
lzll2 < [lzflx < Vsllzl2. ((iii))

Beachte: Diese Aussage ist im Allgemeinen nicht in unendlich-dimensionalen Rdumen

glltig.
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Matrixnormen

Fiir jede Vektornorm || - || konnen wir eine korrespondierende Matrixnorm definieren.
Es ist C = ||A|| die kleinste Zahl, so dass | Az| < C|z| fir alle z € R®* und A € R5*®
gilt.

Definition 4.16. Die durch die Vektornorm || - || induzierte Matrixnorm ist definiert
durch Az
x
|A] == = max |Az].
veR a0 ||z wcRs|jzll=1
Es gilt
S
|Allx = [max <§; \az‘j|> ; (max. Spaltensumme)
1=
S
[ Alloc = max (; \aji|> ; (max. Zeilensumme)

[Alls = \/p (ATA) = max{\/|\| | A € R, AT Az = Az, z € R"\ {0}}.
Dabei bezeichnet p(AT A) den Spektralradius von AT A.
Bemerkung. Essei A = AT. Dann gilt || A2 = p(A).

Definition 4.17. Die Konditionszahl einer Matrix A in einer gegebenen Norm ist x(A4) =
| A||||A~Y||, falls A invertierbar ist. Falls A nicht invertierbar ist, so sei x(A) = occ.

Bemerkung. Falls A symmetrisch und positiv definit ist, so gilt fiir die Konditionszahl
in der 2-Norm
A’77"110,1'(14')

)\mzn(A) ’
wobei A\paz.min(A) der grofite beziehungsweise kleinste Eigenwert von A ist.

k(A) =

4.3.2 Konditionsuntersuchung fiir die Losung linearer Gleichungssysteme

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Ar =0, AeK"™" invertierbar.
Die Daten A und b seien fehlerbehaftet. Wir erhalten ein gestortes System
Az =0

mit A= A+ 6A4,b=>b+dbund & = x + dx. Unser Ziel ist es nun, eine Abschitzung
von 7 in Abhédngigkeit von A und b zu finden.
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Lemma 4.18. Die Matrix B € K"*™ habe die Norm || B|| < 1. Dann ist I + B requliir und es
qilt

I+ B) 7 <
1Bl

Beweis. Es sei x € K". Es gilt
I+ B)zl| = [l — [ Bz[| = (1 = [[B])[l«]| >0

fir  # 0, danach Voraussetzung 1 — || B|| > 0 gilt. Also hat (/ + B)x = 0 nur die triviale
Losung = = 0. Damit ist I + B reguldr. Aufserdem gilt

L= |1l = |I(Z +B)(I +B)~"||
= I+ B)"'+BI+B)"!|
> I(1+B)~H = 1Bl + B)~|
=7 +B)~" - BI)
> 0.
Umformen liefert die Behauptung. O
Satz 4.19 (Storungssatz). Die Matrix A € K"*" sei requlir und es sei |0 A|| < ”Tl,lH. Dann

ist die gestorte Matrix A = A 4 6 A ebenfalls requldr und fiir den relativen Fehler der Losung

gilt
o]} . w(A) (||5b|| N HMII).

T 1- USAILA 16 A
o = 1w EE\ T Al

Beweis. Es gilt nach Voraussetzung
lA71sA] < [[ATHloA] < 1, ()

alsoist A+ A = A(Id + A716A) nach Lemma 4.18 regular. Betrachte

Az =1b
VN (A+6A)(x +6x) =b+ b
& (A4 0A)0x =b+ 6b— (A+ 6A)x = 6b — 6Ax
& 6z = (A4 0A)" (6b — 0 Az)
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Damit folgt

162 < (A +5A)|(|16b] + 1A |])
= | (A (1 +A7164)) 7 | ([lov] + 84|l
= (I + AT SA) LAY (|15b]| + ISA[|])
< |[(T+ A7SSA)HIIAY (166 + 1A |])

A1
< el (o + toalaly
A ALz ( jooll_ ||5AH>
1= Ta164] \TAlel [
) w(A)]a] ( b +HMH)
T A TS ATATTATT \TATel ™ 4]
© w(A) ( b +||6Au>|l,”
S T (A |SATTATT \ ATl 4]
i<l Allal K(A) <||6b|| \6A||>
< + T O
e EAN R AL

Ist k(A)||5A||||A]~* < 1, so erhalten wir in erster Naherung

6z (Habn ||5AH>
— < g(A) —— +—r .
el =AUl A

Die Konditionszahl der Matrix A gibt an wie stark sich Stérungen in der Matrix A und
/ oder der rechten Seite b auf den relativen Fehler im Ergebnis auswirken.

Beispiel. Betrachten wir noch einmal die schlecht konditionierte Aufgabe aus Abschnitt

1.3 mit
1,2069 0,8648 (0,8642
A= <0,2161 0,1441) und b= <0,1440> ‘

Die Losung von Az = bist z = (2, —2)7. Es sei

b:b+5<1

) mit e =0,0001

Dann ist die Losung von Az = b gegeben durch = = (0,9911, —0,4870)”". Es gilt

0,1441 —0,8648
-1 _ 8 ’ )
AT =10 (—0,2161 1,2969 )

Daraus folgt
Foo(A) = [|A]lool] A oo = 2,1617 - 10% - 1,1513 ~ 3,27 - 10°

Das System ist also sehr schlecht konditioniert.
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4.3.3 Instabilitit der Gaufi-Elimination

Wir betrachten fiir 0 < e < 1 die Losung des linearen Gleichungssystem

()0
D Tt e

Dieses Gleichungssystem hat die exakte Losung 21 = 1/(1 —¢€), z2 = (1 — 2¢) /(1 — ¢).
Die Koeffizientenmatrix ist fiir 0 < € < 1 gut konditioniert und somit ist, mit Satz
4.19 und Definition 1.2, die Losung dieses Gleichungssystems ein gut konditioniertes
mathematisches Problem.

Die Koeffizientenmatrix besitzt die L R-Zerlegung

(11)=(A 1))

L R
Nun kann man die Systeme

Ly=5b

Rr=y

durch Vorwirts- bzw. Riickwirtssubstitution 16sen. Fiir € < 10~17 erhilt man (bei Ver-
wendung eines Computers) die falsche Losung x; = 0, z2 = 1, d.h. der Algorithmus ist
instabil.

Fiir kleine Werte von e haben die Matrizen L und R Eintrdge mit betragsméfiig sehr
grofien Werten. Die Konditionszahl der Matrizen L und R ist fiir kleine e sehr grofs.

Die Teilprobleme Ly = b und Rz = y sind schlecht konditionierte mathematische Auf-
gaben und der beschriebene Algorithmus ist im Allgemeinen instabil.

Zur Vermeidung von Instabilititen fiihrt man einen Zeilentausch ein. Dabei mochte
man betragsgrofse Elemente in der Matrix L nach Moglichkeit vermeiden. In der k-ten
Spalte sucht man p € {k,...,n} mit

(k)| _ (k)
lapil = max la; x|

und verstauscht anschliefSend die Zeilen p und k.

In unserem Testbeispiel (4.1) betrachten wir nach einem Zeilentausch das System
11 x2 [ 2
e 1 x ) \1)°
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Die Koeffizientenmatrix hat nun die L R-Zerlegung

(i i)z(i ?)((1) 1le>'

In den Matrizen L und R tauchen keine betragsmafSig grofien Eintrage mehr auf und
der Algorithmus liefert eine sehr genaue Losung.

Es gibt Matrizen, bei denen sich ein Anwachsen der Matrixelemente in R nicht vermei-
den l4sst. Betrachte dazu

1 0 0 1 1 0 0 O 1 0 0 0 1
-1 1 0 0 1 -1 1 0 0 O 01 0 0 2
-1 -1 1 0 1 = -1 -1 1 0 O 0 01 0 4
-1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 0 0 0 01 8
-1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1 0 0 0 0 16

A L R

Fiir eine analog gebildete m x m Matrix A gilt r,,,,, = 2™~!. Dies fiihrt zu instabi-
len Resultaten bei der Losung linearer Gleichungssysteme unter Verwendung der LR-
Zerlegung. Bei dieser speziellen Matrix hilft uns auch ein Zeilentausch nicht weiter.

Kann es sein, dass ein so weit verbreiteter Algorithmus zur Losung linearer Gleichungs-
systeme instabil ist? Bei diesem Beispiel handelt es sich tatsdchlich um eine Instabilitit,
die in praktischen Anwendungen bisher nicht beobachtet wurde. Trefethen und Bau!
schreiben, daf$ innerhalb der letzten 50 Jahre in keinem fiir Anwender relevanten Glei-
chungssystem Matrizen aufgetreten sind, fiir die die GaufSelimination mit Pivotisie-
rung instabile Resultate lieferte. Es scheint, dass derartige Matrizen sehr selten sind.

1Lloyd N. Trefethen, David Bau, Numerical Linear Algebra, Lecture 22, SIAM 1997
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5 Die QR-Zerlegung und die Losung
linearer Ausgleichsprobleme

Wir betrachten nun Zerlegungen der Form A = QR mit einer orthogonalen Matrix @
und einer oberen Dreiecksmatrix R. Wir beschranken unsere Betrachtungen in diesem
Kapitel auf reellwertige Matrizen, obwohl eine Verallgemeinerung fiir komplexwertige
Matrizen ohne grofiere Schwierigkeiten moglich ist.

Die QR Zerlegung ist ein wichtiger Teilschritt bei der Losung fundamentaler Probleme
der angewandten Mathematik. Mit Hilfe der ()R Zerlegungen einer reguldren quadra-
tischen Matrix kann man einfach lineare Gleichungssysteme losen. Aufierdem kénnen
tiberbestimmte lineare Gleichungssysteme als sogenannte Ausgleichsprobleme gelost
werden.

In der Numerik 2 werden Algorithmen zur Berechnung von Eigenwerten und Eigen-
vektoren betrachtet, die ebenfalls auf () R-Zerlegungen basieren.

Betrachten wir nun allgemein rechteckige Matrizen A € R™*" mit m > n und schreiben
A = (ai]az|...|an), d.h. a; bezeichne die ite Spalte von A. Es gilt

(a1) C (a1, a2) C (ay,az,a3) C ...,

wobei (...) den durch die Vektoren innerhalb der Klammern aufgespannten Teilraum
bezeichne.

Unser Ziel ist es, eine Folge von orthonormalen Vektoren ¢, g2, . . . zu konstruieren, die
diese Unterrdaume aufspannen, also fiir A € R”*" mit m > n und rank(A) = n soll

(qi,...,q5) =(a1,...,a;), j=1,...,n

erfiillt sein. Weiterhin soll

e Tin
(arlaz. .. lan) = (@1lq2]. - - lgn)
T'nn
mit ry, # Oftirallek = 1,. .., n gelten. Damit erhalten wir die reduzierte QR-Zerlegung

A = QR mit einer orthogonalen (1 xn)-Matrix Q und einer oberen (nxn)-Dreiecksmatrix
R.
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Bei der vollstindigen QR-Zerlegung A = QR ist ) € R™*" orthogonal und die Spal-
ten ¢; mit j > n sind orthogonal zu (ay,...,a,). Es gilt R € R™*", wobei r;; = 0 fiir
alle ¢ > n und alle j gilt.

Wir fassen die eingefiihrte Zerlegung noch einmal in der folgenden Definition zusam-
men.

Definition 5.1. Die Zerlegung einer Matrix A € R™*", m > n in ein Produkt
A=QR

aus einer orthogonalen Matrix € R™*™ und einer rechten oberen Dreiecksmatrix
R € R™*™ heifst vollstindige () R-Zerlegung.

Eine Zerlegung der gleichen Matrix A in ein Produkt
A=0QR

mit einer in den Spalten orthogonalen Matrix Q € R™*" und einer rechte obere Drei-
ecksmatrix R € R"*" heifit reduzierte () R-Zerlegung.

Aus der linearen Algebra wissen wir: Eine Matrix ¢ € R™*™ heifst orthogonal, wenn

QTQ = I gilt.

5.1 Die QR-Zerlegung mittels Gram-Schmidt

Der aus der linearen Algebra bekannte Gram-Schmidt Algorithmus berechnet zu linear
unabhéngigen Vektoren orthogonale Vektoren, die den gleichen Raum aufspannen. Im
Pseudocode lasst sich dieser Algorithmus wie folgt ausdriicken:

for j=1ton do
'Uj = aj

fori=1toj-1do
rij = 4} a;
Vj = V5 — Tijdi
end
rij = llvill2
qj = vj/7jj
end
Algorithm: Der klassische Gram Schmidt Algorithmus im Pseudocode

Alle Matrizen A € R™*", m > n besitzen eine QR Zerlegung. Diese ist unter einer
zusétzlichen Bedingung eindeutig.
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Satz 5.2. Jede Matrix A € R™*"™, m > n besitzt eine vollstindige Q R-Zerlegung und somit
auch eine reduzierte Q R-Zerlegung.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass A vollen Rang hat, d.h. rank(A) = n. Die Exis-
tenz einer reduzierten () R-Zerlegung folgt dann aus dem Gram-Schmidt Algorithmus.
Der Algorithmus generiert die orthogonalen Spalten von Q und die Eintrige der oberen
Dreiecksmatrix R. Probleme bei der Anwendung des Algorithmus kénnen nur auftre-
ten, falls v; der Nullvektor ist und somit die Normalisierung zu einer Division durch
Null fiihrt. Dies wiirde bedeuten, dass

aj € {q1,...,q-1) = (a1,...,aj_1)
gilt, ein Widerspruch zu rank(A) = n.

Nun nehmen wir an, dass rank(A) < n gilt. In einem oder in mehreren Schritten liefert
der Gram-Schmidt Algorithmus nun einen Nullvektor v; = 0. Falls diese Situation
eintritt, dann wahlt man fiir ¢; irgendeinen normalisierten Vektor , der orthogonal zu
(q1,--.,qj—1) steht und setzt mit diesem Vektor den Algorithmus fort.

Die vollstindige () R-Zerlegung einer m x n Matrix konstruiert man, indem analog zu-
satzliche orthonormale Vektoren eingefiihrt werden. O

Satz 5.3. Die reduzierte Q R-Zerlequng einer Matrix A € R™*", mit m > n, rank(A) = n
undrj; >0,j =1,...,n,ist eindeutig.
Beweis. Seien A = Qlf%l = QQRQ zwei reduzierte () R-Zerlegungen von A. Dann gilt:
Qng = RQ}?II, QA{QQ = RIRQ_I-
Die Matrizen Rg ]%1_1 und };’,1 R2_ ! sind rechte obere Dreiecksmatrizen. Auferdem ist
AT A A T
Q=Q5Q1 = (QTQ)

als Produkt von orthogonalen Matrizen eine orthogonale Matrix, d.h. Q! = Q. We-
gen Q71 = QT und Q = R2R1_1 muss () eine Diagonalmatrix sein. Aus

QR = QIR = QFA= Ry
folgt fiir den j-ten Einheitsvektor e;:
8?@1?{16]‘ = qjjrjl-j = szj >0,
also g;; > 0 und wegen der Orthogonalitdt Q = I. D.h.:
Rl :RQ = Ql ZARfl :Aégl :QQ.
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Bemerkung. Ein Rechenbeispiel zur Bestimmung der vollstindigen und reduzierten
QR-Zerlegung unter Verwendung des Gram-Schmidt Algorithmus finden Sie im pdf-
File der online Vorlesung VL17.pdf.

Aufgrund von Ausloschungseffekten ist das Gram-Schmidt-Verfahren zur Berechnung
der QR-Zerlegung numerisch instabil, falls die Spaltenvektoren von A nahezu parallel
sind. Dies wollen wir uns anhand eines Beispiels veranschaulichen. Wir verwenden
dazu die Python Implementation des Gram-Schmidt Algorithmus aus Listing 7 und
wenden diese auf die Matrix

1

1078 0
0 1078
0 0

1
0
A =
0
1078
an. Anschliefend benutzen wir die berechnete Matrix Q und bestimmen Q7 Q. Wir er-

halten

1 —7.071...-1079 —7.071...-1079
QTQ=1| -7071...-107° 1 0.5 ,
—7.071...-107? 0.5 1

und somit eine deutliche Abweichung von der Einheitsmatrix.

Listing 7: QR Zerlegung nach Gram-Schmidt

# Berechne reduzierte QR Zerlegung unter Verwendung von Gram-Schmidt
def GramSchmidt (A) :

import numpy as np

import numpy.linalg as npl

m, n = A.shape;

Q = np.zeros([m,n]) # Null-Array der GroBe mxn
R = np.zeros([n,n]) # Null-Array der GrdBe nxn
for j in range(n):

Ql:,31 = Al:, 315

# Orthogonalisiere A[:,j] gegen Q[:,1], ...,Q[:,7-1]

for i in range(7j):
R[i,3]=Q[:,1].TRA[:, 7]
Ol:,31=0[:,3]1-R[1,3]x0Q[:,1]
# Normiere Q[:, 7]
R[j,jl=npl.norm(Ql:, 31)
Qf[:,31=0Q[:,31/R[],]]
return Q, R

Daher werden wir andere Verfahren kennenlernen um die ) R-Zerlegung numerisch
stabil zu berechnen.
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Fiir unsere Anwendungen benétigen wir die reduzierten () R-Zerlegung. Wir werden
daher in den nidchsten Abschnitten die Matrizen stets mit () und R bezeichnen und auf
den Zusatz reduziert bzw. vollstandig verzichten.

5.2 Berechnung der QR-Zerlegung mittels Housholder
Reflektion

Bei der Householder Reflektion erzeugt man die Matrix R, indem man A von links
mit einer Folge orthogonaler Matrizen multipliziert. Die Basis des Algorithmus ist die
folgende geometrische Betrachtung.

Bemerkung 5.4. 1) Esseiw € R" mit w’w = 1. Dann ist I — 2ww” eine symmetrische
orthognale Matrix.

2) Die Matrix Q = I — 2ww” mit w”w = 1 beschreibt eine Spiegelung an der Hyper-
ebene
H:={z e R" | wlz =0}.
Der Beweis wurde in der online Vorlesung ausgefiihrt, sieche VL18.pdf.
Definition 5.5. Eine Matrix der Form I — 2ww! mit w?w = 1 heiflt Housholdermatrix.
Wir konnen nun die nach Satz 5.2 existierende () R-Zerlegung auch mittels Householder

Spiegelungen konstruieren. Dabei geht man wie folgt vor:

1. Schritt: Finde eine Housholdermatrix Q; = I — 2ww” mit w’w = 1 und

QA=

das heifdt die erste Spalte ist ein Vielfaches von e;. Spiegele den ersten Spaltenvektor y
von A in ke; nach Bemerkung 5.4 2).

Durch die Winkelhalbierende ist w bestimmt. Alle weiteren Schritte werden dann ana-
log auf die Teilmatrizen angewendet und wir erhalten

Qm--QA=R.

Aufgrund der Symmetrie der @; kénnen wir somit Q = (Qp - Q1)1 = Q1+ Qm
setzen.
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Berechnung von k: Es ist ke; = (I — 2ww’)y = Qy. Daraus folgt
k2 = [lker]|3 = Qul3 = (@) (Qy) =y" Q" Qy =y"y = |lyl5.
Also [k] = [ly]3.
Berechnung von w: Es sei L := w’y. Dann gilt
Qy= (I - 2wwh)y =y —2wwly =y — 2Lw = ke;.
Daraus folgt 2Lw = y — ke;. Nun gilt nach Voraussetzung w?w = 1 und wir erhalten

4L = 4L%wTw = (2Lw)T (2Lw)
= (y — kel )(y — ke1)
=yly — 2ky + k*
=2(k? — ky1)
= 2|k[(|k| — sign(k)y1).

Zur Festlegung von |L|: Fiir y; # 0 gibt es zwei mogliche Spiegelungen.
1. Fall: sign(k) = — sign(y1).
Es folgt

2L% = [k|(|k| + sign(yn)y1) = [kI(IK] + [y2)) = lyll2(lyll2 + y1])-

2. Fall: sign(k) = sign(y).

Es folgt
2L = |lyll2(llyll2 = ll).

Aufgrund von Rundungsfehlern ist es besser, sign(k) = —sign(y1) zu wéhlen, da dann
der Betrag von L am grofiten ist. Aus Griinden der numerischen Stabilitdt wahlt man
die Spiegelung so, dass der gespiegelte Punkt weiter von y entfernt ist.

Zusammenfassung:

lyll2(llyll2 + ly1])
Il ::\/ 2 ’

L sl w0,
e, g =0,

1
w

= M(y — kel).
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In der CompLA Vorlesung haben wir bereits den folgenden Pseudocode der QR-Zerlegung
mittels Housholder-Reflektion als Python Funktion implementiert.

A € R™" m > n,rank(A) =n
R = copy(A)
Q = 1(m)
for k=1 ton do
x = R[k :m, k]
v[k] = sign(z[1])[|z[[2 €1 + «
vlk] = v[k]/[[v[K][l2
R[k:m,k:n] = R[k:m,k:n] — 2v[k](v[k]* R[k : m, k : n])
Qk:m,1:m]=Qlk:m,1:m]—2v[k](v[k]TQ[k : m,1:m)])
end

return Q7, R
Algorithm: Householder QR-Zerlegung im Pseudocode

Wir betrachten nun noch ein Beispiel zur Berechnung der QR-Zerlegung einer 3 x 3
Matrix mittels Householder-Reflektion. Im pdf-File der online Vorlesung finden Sie ein
Beispiel zur Berechnung der QR-Zerlegung einer 4 x 3 Matrix.

0 —4 2
A=|6 -3 -2]|.
g8 1 -1

0
Yy = (6) , vl = V02 + 62 + 82 = V100 = 10.

Beispiel. Betrachte

1. Spalte: Es ist

Qo

Weiter ist k = —||y||2 = —10 und

I— \/!yH2(Hyll2+ i) _ llyllz _ 10
2

=5 -7

Es folgt

1 1 10
w:m(y—kel):m g

0 -06 —08
Q1 =1-2wuw! = (0,6 0,64 0,48) .

-0,8 —0,48 0,36

und damit
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Es ist
-10 1 2
Q1A= 0O 0 —-21.
0 5 -1

0
= :5.
v=(3). Ik

2. Spalte: Es ist
Es folgt

Wir erhalten
und damit

Dies liefert uns insgesamt
-0 1 2 0 08 06
QA= 0 -5 1|=R, Q=QTQl=|(-06 048 —064],
0 0 2 —0,8 —0,36 0,48

wobei

5.3 Die Berechnung der QR-Zerlegung mittels Givens Rotation

Der Householder Algorithmus benutzt Spiegelungen zur Berechnung der @ R-Zerlegung.
Alternativ kann man auch unter Verwendung von Rotationsmatrizen die ) R-Zerlegung
berechnen. Mit solch einem Ansatz wollen wir uns nun beschaftigen.

Definition 5.6. Sei i < j. Eine Givens-Rotation mit Winkel § zwischen den Koordinaten
i und j wird durch eine Matrix G(i, 7, 0) € R™*™ der Form

G(i,7,0)=1—-(1— COS(9)6Z'6,LT — sin(@)eie? + sin(G)ejeiT - (1- COS(H))eje;‘-F
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bzw. (ausgeschriebener)

L, 0 0 0 0
0 cos(h) 0 —sin(f) 0
GG, 5,0)=| o 0 Iy O 0
0 sin(h) 0 cos(6) 0
0 0 0 0 I

beschrieben. Dabei ist e¢; der i-te Einheitsvektor und I, die k x k Einheitsmatrix.

Es gilt (einfaches Nachrechnen):

o T AN T
G(i,7,0) | + | =14 wicos(d) —x;sin(0) : k=i
T x;sin(f) + x; cos(f) k=j

D.h., die Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer Givens-Rotationsmatrix d@ndert nur
zwei Komponenten des Vektors. Multipliziert man eine Matrix von Links mit einer
Givens-Rotationsmatrix, so dndern sich nur zwei Zeilen der Matrix.

Wir werde auch die folgenden Eigenschaften der Givens-Rotationsmatrizen nutzen.

Bemerkung 5.7. Es gilt
(i) G(i,5,0)G(i, j,0) = G(i, 5,0 + ¢)
(i) G(4,5,0)" = G(i,j, —0)
(iii)) G(4,7,0) ist orthonormal

Beweis. Wir kdnnen uns darauf beschranken die Eigenschaften fiir 2 x 2 Matrizen nach-
zuweisen.

zu (i):
cos(f) —sin(6) cos(¢) —sin(¢)
< sin(d)  cos() > < sin(¢)  cos(¢) >
_ ( cos(0) cos(¢) — sin(f) sin(¢) — cos(#) sin(p) — sin(6) cos(¢) >
sin(f) cos(¢) + cos(0) sin(¢p) —sin(f) sin(¢) + cos(0) cos(¢)
_ < cos(0 + ¢) —sin(6 + ¢) >
sin(f +¢)  cos( + ¢)
zu (ii): folgt aus sin(«) = — sin(—a) und cos(a) = cos(—a)
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zu (iii): mit (ii) und (i) gilt
G(Lj? 9>G(27 .jv G)T = G<Z7j7 H)G(Z, .ja _9)
= G(i,4,0)
=1
U

Bei der Q R-Zerlegung mittels Givens-Rotationen transformiert man die Matrix A wie-
der schrittweise in eine obere rechte Dreiecksmatrix R. Durch Anwendung einer Gi-
vensrotation kann jedoch nur ein einzelnes Unterdiagonalelement eliminiert werden
und nicht eine gesamte Spalte (wie bei der Householder-Spiegelung).

Schematisch ldsst sich das Verfahren wie folgt darstellen:

* ok ok ok * % k% * ok k% * ok ok %
* ok ok ok * %k ok * % ok ok 0 * * x*
— — —

*  k k% * k% % % 0 *x *x = 0 *x *x

* ok ok ok 0 *x % x 0 *x *x = 0 *x *x =%
* ok ok ok ¥k k% * ok ok %
0 * * =x 0 * % x 0 * %
_>0***_>00**_>00**
0 0 x =% 0 0 % =x 0 0 0 =

Wir wollen nun konkret die Givens-Rotation G(i, j, §) zur Elimination von a;; angeben.
Es gilt
(G(i,,0)A);; = sin(0)ai; + cos(0)aj;.

Wir suchen also einen Winkel 6, so dass
sin(6)ai; + cos(@)aj; =0 (5.1)
gilt. Wir wéhlen

Qi aji

cos(6) i= —T_ gin(f) = ——Y__ (5.2)
\/ ag + a?i \/ ag; + ajzi

Es ist einfacher direkt sin(f) und cos(f) (statt §) anzugeben. Man kann leicht tiberprii-
fern, dass mit der Wahl (5.2) sowohl (5.1) als auch cos?(6) + sin?(#) = 1 erfiillt ist.

Fiir unseren schematisch dargestellten Fall einer 4 x 4 Matrix berechnet man
G(3,4,06)G(2,3,605)(2,4,04)G(1,2,03)G(1,3,02)G(1,4,6,) A = R.
Qr
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Einmal erzeugte Nulleintrdge werden in spéteren Schritten nicht durch andere Werte
tiberschrieben.

Bemerkung 5.8. Die Berechnung der () R-Zerlegung mittels Givens-Rotation ist aufwen-

diger als die Berechnung mittels Householder-Transformation.

Die QQ R-Zerlegung nach Givens gewinnt aber an Bedeutung, wenn die Matrix A bereits
diinn besetzt ist. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn man die () R-Zerlegung einer
Hessenberg-Matrix berechnen mochte.

Wir fiihren nun noch anhand eines konkreten Beispiels die () R-Zerlegung mittels Givens-
Rotation durch.

Beispiel 5.9. Wir bestimmen die () R-Zerlegung der 3 x 3 Hessenberg-Matrix

1 1 1
A=1 001 0 0.01
0 0.01 0.01

¢ Elimination von as; durch Multiplikation mit

c —s 0
ar az1
G(1,2,00)=| s ¢ 0 |, ¢c=—FmF—,—e, 5= —————
0o 0 1 Vai, + a3 Vaty + a3,
A% =Ga,2,0)A
0.99995000 0.00999950 O 1 1 1
= —0.00999950 0.99995000 O 0.01 0 0.01
0 0 1 0 0.01 0.01
1.00004999  0.99995000 1.00004999
= 0 —0.00999950 0
0 0.01 0.01

¢ Elimination von a?f% durch Multiplikation mit

1 0 0 ) @
a a
G(2,3,02) = 0 ¢ —s , c = 22 Ry 32
2 2 2 2
0 s ¢ \/(aé2))2 + (a:(gQ))Q \/(agQ))z i (aéQ))Q
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AB) = (G(2,3,0,)A?

0 1.00004999  0.99995000  1.00004999
= —0. 70708910 0.70712445 0 —0.00999950 0
—0.70712445 —0.70708910 0 0.01 0.01

1. 00004999 0.99995000  1.00004999
0.01414178  0.00707124
0 —0.00707089

=R

® Berechnung von Q:

Q= (G(2,3,00)G(1,2,00)" = Q(1,2,00)7G(2,3,0)T

0.99995000 0.00707053  0.00707089
0.00999950 —0.70705375 —0.70708910
0 0.70712445 —0.70708910

5.4 Losung linearer Gleichungssysteme unter Verwendung der
()R-Zerlegung

Die QR-Zerlegung einer reguldren Matrix A € R™*" kann genutzt werden um lineare
Gleichungssysteme effizient zu 1osen:

Ax =D
< QRx=0b
& Rx=Q".

Das Gleichungssystem Rz = QTb kann einfach durch Riickwértssubstitution gelost
werden.

Es gilt
ﬁQ(R) = ’%2(‘4%

d.h. die Matrix R = QT A hat die gleiche Konditionszahl wie die Matrix A . Daher ist
die Losung linearer Gleichungssysteme mittels () R-Zerlegung stabiler als die Losung
mittels LR-Zerlegung. Andererseits erfordert die (Q R-Zerlegung etwa doppelt so viele
Operationen und die Félle in denen L R-Zerlegung mit Pivotisierung instabil wird sind
extrem selten. In der Praxis 16st man daher dichtbesetzte Gleichungssysteme typischer-
weise mittels Gaufselimination (L R-Zerlegung).
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5.5 Lineare Ausgleichsrechnung

In mehreren naturwissenschaftlichen Fachern (z.B. Experimentalphysik und Biologie)
stellt sich die Aufgabe, unbekannte Parameter einer Funktion, die entweder auf Grund
von Naturgesetzen oder Modellannahmen gegeben sind, durch eine Reihe von Mes-
sungen oder Beobachtungen zu bestimmen. Die Anzahl der Messungen ist typischer-
weise sehr viel grofier als die Anzahl der zu bestimmenden Parameter. Auf diese Weise
verringert man den Einflufs von Beobachtungsfehlern und Messungenauigkeiten. Man
bekommt ein {iberbestimmtes System von linearen oder nichtlinearen Gleichungen fiir
die unbekannten Parameter, das im Allgemeinen nicht exakt 16sbar ist.

Hier beschranken wir uns auf den Fall iiberbestimmter linearer Gleichungssysteme.
Diese haben die Form Az = b mit A € R™*"™, m > nund b € R™.

In diesem Abschnitt betrachten wir die von Gaufi entwickelte Methode der kleinen
Quadrate zur Bestimmung einer (in einem noch zu spezifizierenden Sinn optimalen)
Losung.

Wir werden zwei verschiedene Algorithmen zur Losung des linearen Ausgleichspro-
blems kennenlernen. Wie wir es in dieser Vorlesung schon haufiger erlebt haben, ist
eine dieser Methoden anfilliger gegeniiber Rundungsfehlern und daher fiir grofiere
Rechnungen (auf Computern) ungeeignet.

5.5.1 Die Normalengleichung

Wir betrachten das tiberbestimmte lineare Gleichungssystem

Ar=0b, AcR™" m>n,beR™
Es sei r := Az — b das Residuum. Die i-te Komponente von r hat die Form

n
ri:Zaikxk—bi, i=1,...m.
k=1

Die Unbekannten z, ..., z, sollen so bestimmt werden, dass die Summe der Quadrate

der Residuen Y_™" | 7? minimal ist.

Definition 5.10. Durch A € R™*", m > nund b € R™ wird das Ausgleichsproblem
| Az — b]j> = min

definiert.
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Fiir x € R™ heifst r := Ax — b das Residuum von z.

Wir moéchten nun den Vektor € R™ so bestimmen, dass das Quadrat der euklidischen
Norm des Residuenvektors » minimal wird. Dabei nehmen wir zusitzlich an, dass die
Matrix A maximalen Rang hat, d.h. rank(A) = n. Es gilt:

T
7|3 =r"r

= (Az — b)T(Az —b)

=aT AT Az — 2T ATh — pTA =4+ 0"
~~
(ATB)T

= 2T AT Az — 2(ATD) Tz + b7

Da A maximalen Rang hat, ist die symmetrische Matrix AT A positiv definit, denn
2T AT Ax = (Az)T (Az) > 0 fiirz € R™

und
2TATAz =0 & Az=0 < z2=0.

Wir mochten nun also die quadratische Funktion
F(x) :=1rTr = 2T AT Az — 2(AT0)Tx + b7b

minimieren. Zur Vereinfachung der Notation definieren wir C' := ATA und d := ATb
und erhalten F(z) = 27 Cx — 2d"z + bT.

Die notwendige Bedingung dafiir, dass F'(z) ein Minimum annimmt, lautet
VF(x)=0.

In Komponentenschreibweise erhalten wir

OF (z " )
a:iz-) =2 cpwp—2d;, i=1,....n,
k=1
wobei ¢;j, i,j = 1,...,n die Komponenten der Matrix C' und d; die Komponenten des

Vektors d beschreibt.

Als notwendige Bedingung fiir ein Minimum von F'(z) erhalten wir das lineare Glei-

chungssystem
n

E cikxk:di izl,...,n
k=1

(also Cx = d) bzw.
AT Az = ATb. (5.3)
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Man nennt (5.3) die Normalengleichungen zu der Fehlergleichung » = Ax — b.

Da AT A positiv definit ist, besitzt die Normalengleichung eine eindeutige Losung. Die-
se Losung konnen wir mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung (vergleiche Abschnitt 4.2) be-
rechnen.

Die Funktion F'(z) wird durch die Losung der Normalengleichung auch tatsdchlich
minimiert, denn die Hessematrix, gebildet aus den zweiten partiellen Ableitungen, ist
die positiv definite Matrix 2A7 A.

Wir konnen somit das lineare Ausgleichsproblem Az = b, A € R™*", b € R™, m > n,
rank(A) = n wie folgt 19sen:

1. Berechne C = ATA,d = ATp
2. Bestimme die Cholesky-Zerlegung C' = LL”
3. Lose die gestaffelten Probleme
Ly=d
Mo =y
Der Vektor x ist Losung des Ausgleichsproblems.

Das Ausgleichsproblem wird aufgrund der verwendeten || - ||2-Norm auch als Methode
der kleinsten Quadrate oder Methode der kleinsten Fehlerquadrate bezeichnet.

Etwas allgemeiner gilt der folgende Satz.

Satz 5.11. Die Losung des Ausgleichsproblems sind genau die Losungen der Normalenglei-
chung
AT Az = ATb.

Insbesondere existiert eine Losung x € R™. Ist z € R" eine weitere Losung, so gilt Az = Az.

Bemerkung. In der Definition des Ausgleichsproblems und in obigem Satz muss A nicht
maximalen Rang haben.

Wir wollen Satz 5.11 nun mit Hilfe algebraischer Argumente beweisen. Daher fassen
wir zunédchst noch einmal ein paar Grundlagen der linearen Algebra zusammen.

Fiir eine Matrix A € R™*" bzw. die damit identifizierte lineare Abbildung sind ihr Bild
und Kern definiert durch

ImA :={w e R™: Jv € R",w = Av}
KerA :={v e R" : Av =0}
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Es gilt
R™ = ImA + KerA”, R" =ImA” + KerA.

Die Zerlegungen sind orthogonal, d.h. fiir w € Av € ImA und u € KerA7 gilt
w-u=wlu=(Av)Tu = vl ATu =0vT0=0.
Damit ist ImA das orthogonale Komplement von ker AT (Bezeichnung ImA = (kerAT)1).
Analog gilt fiir w = ATu € ImA” und v € Ker4
w-v=wlv=(ATu)Tv=ul Av =uT0=0.
Auflerdem gilt rank(A) = dim ImA, d.h. der Rang entspricht der Anzahl der linear

unabhéngigen Spaltenvektoren.

Nach dieser kurzen Wiederholung kénnen wir nun Satz 5.11 beweisen.

Beweis. Es gilt R™ = ImA + kerA” und diese Zerlegung ist orthogonal.

Damit existieren zu b € R™ eindeutig bestimmte Vektoren y € ImA und r € KerAT mit
y-r=0und b=y + r. Aullerdem existiert ein x € R" mit y = Ax.

Damit folgt
ATh = AT (y+7r) = AT Az + ATr = AT Az,
=0
d.h. z 16st die Normalengleichung.
Wir wollen nun noch zeigen, dass z Losung des Ausgleichsproblems ist. Sei z € R"
beliebig, r = b — Az und ATr = 0, dann gilt
Ib— Az||3 = (b — Az) + Az — 2)|3
= ((b— Az) + Az — 2))" ((b— Az) + Az — 2))
= (b~ Ax)" (b — Az) + (Alz — 2))" (A(z — 2))
+ (b= Ax)T (A(z — 2)) + (A(z — 2))" (b — Ax)
= [Ib — Az3 + | A(z = 2)[5 + 1T Alx — 2) +(z — )T ATy
—_—
(z—2)T ATy
= [lb — All3 + [ A(z = 2) 3 +2 (A7) (2 — 2)
=0
= [Ib — Az5 + [ A(z — 2)|3
> [|b - Az|3

Also 16st  das Ausgleichsproblem. Gleichheit liegt genau dann vor, wenn A(z —z) = 0
gilt. In diesem Fall ist z weitere Losung des Ausgleichsproblems. O
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5.5.2 Losung des Ausgleichsproblems unter Verwendung der QR-Zerlegung

Die Losung des Ausgleichsproblems unter Verwendung der Normalengleichung ist an-
tallig gegentiber Rundungsfehler. In diesem Abschnitt lernen wir eine andere Moglich-
keit kennen, mit der das Ausgleichsproblem geldst werden kann. Diese Methode ist
weniger anfillig gegeniiber Rundungsfehlern und sollte daher verwendet werden um
Ausgleichsprobleme unter Verwendung von Computern zu losen.

Satz 5.12. Es sei A € R™*"™ mit m > n. Weiter sei der Rang von A maximal, also rank(A) =
n. AufSerdem besitze A die QR-Zerlequng A = QR mit Q € R™*™ orthogonal und R € R™*"
obere Dreiecksmatrix. Es seien

A~

R= <§> , ReR™™ QTb= (1;1) , L ERY g eR™T
2

Dann lost x* das lineare Ausgleichsproblem || Az — b||3 = min fiir alle x € R™ genau dann,
wenn Rx* =y, erfiillt ist.

Beweis. Fiir z € R™ gilt
1Q213 = (Q2)7(Q2) = 2"QTQz = 2"z = ||2[5. ()
Fir xz € R" gilt

Az — b3 = |QRx — QQTb||3
= |Q(Rz — Q"b)|I3
(%)
= |[Rz — Q"b||3
= ||Rz — 1[5 + |l2l3-

Also gilt fiir alle x € R" gerade

[ Az = bll2 = [ly2]l2
und Gleichheit wird genau dann angenommen, wenn Ry = yy erfullt ist. O
Aus Satz 5.12 ergibt sich der folgende Algorithmus zur Losung linearer Ausgleichspro-
bleme.

Unter Verwendung der QR-Zerlegung konnen wir das Ausgleichsproblem Ax = b,
A e R™" beR, m>n, rank(A) = n wie folgt 16sen:

1. Berechne die reduzierte QR-Zerlegung A = QR.
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2. Berechne den Vektor QTb.
3. Lose das lineare Gleichungssystem
Rz =Q"b nach x.

Der Vektor z ist die Losung des Ausgleichsproblems.

Beispiel 5.13. Wir betrachten das Modell g(¢) = acost + (sint. Gegeben seien die fol-
genden Messwerte:

t| 0 w/2 «  3n/2

y|025 08 —0,1 —0,75

Mit
cos(0) sin(0) 1 0 0,25
_ cos (g) Si'n (%) _ 0 1 - 0,8
cos(m)  sin(m) -1 0 -0,1
cos (%77) sin (%ﬂ') 0 -1 —0,75

folgt als Losung o = 0,175 und 3 = 0,775.

Loesungskurve und Daten

Abbildung 5.1: Losungskurve und Daten fiir Beispiel 5.13

Beispiel 5.14. Bei einem physikalischen Gesetz gelte zwischen der Zeit t und dem ge-
messenen Ergebnis £ = E(t) ein linearer Zusammenhang E(t) = c+d-t mit unbekann-
ten Konstanten ¢, d € R. Zu den Zeiten t; < t3 < --- < t,, liegen Messwerte E; = E(t;)
fir ¢ = 1,...,m vor. Im Allgemeinen erhélt man nicht F;, sondern E; + ¢; = ¢; mit
betragsmaéfig kleinem Fehler ¢;.
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Zur Bestimmung von ¢ und d wahlen wir g(t) = ¢+ d - t, so dass

Z(Q(tz‘) —¢)’
i=1
minimal wird. Definieren wir nun
1 #H €1
1 to I €2
A = = =
3 (d) ! |
1 tn, em
so gilt
> (g(t) — e)? = || Az — b|j3.
i=1

Gesucht ist also ein z* € R? mit

|Az* —bl|y < ||Az —b||; fiiralle = € RZ

Im linken Bild von Abbildung 5.2 ist eine Ausgleichsgerade zu gegebenen Datenpunk-
ten zu sehen.

Ausgleichsgerade und Datenpunkte

Ausgleichspolynom und Datenpunkte

L L L L L L L L L L L L L L L L L
0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5 55 -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

Abbildung 5.2: Ausgleichsgerade (links) und Ausgleichspolynom 2. Grades (rechts) zu gegebenen Datenpunkten.

Es sei allgemeiner p(t) = co + it +--- + cnit" ! ein Polynom vom Grad n — 1. Dann
setzen wir

1 tl s t?_l c €1
1ty - 37! 0 €2

A= eR™" gz:=| : |[|€R" b:= e R™
1ty -t n—1 em
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Es gilt typischerweise m >> n. Auch hier liegt die Aufgabe darin, ein x zu finden, so
dass || Az — b||3 minimal wird.

Im rechten Bild von Abbildung 5.2 ist ein Polynom 2. Grades zu sehen, dass das Aus-
gleichsproblem zu den gegebenen Datenpunkten 16st.

Weitere Beispiele fiir lineare Ausgleichsprobleme wurden in VL19 diskutiert, siehe VL19.pdf
und das zugeghorige Python File.
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6 Nichtlineare Gleichungen

Eine weitere grundlegende Problemstellung der Mathematik, fiir deren Losung nume-
rische Verfahren benétigt werden werden, ist die Bestimmung von Nullstellen einer
gegebenen Funktion. Dies entspricht der Losung einer nichtlinearen Gleichung bzw.
der Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems.

In Anwendungen ist die Losung einer nichtlinearen Gleichung oder eines Systems von
nichtlinearen Gleichungen oft eine Teilaufgabe einer komplexeren Problemstellung. Ei-
ne exakte analytische Losung nichtlinearer Gleihungen ist nur fiir relativ einfache Glei-
chungen moglich. Daher verwendet man im Allgemeinen iterative Verfahren, die eine
Losung als Grenzwert einer Folge von Ndherungen liefern. Als theoretische Grundlage
nutzen wir den Banachschen Fixpunktsatz.

6.1 Theoretische Grundlagen

Gegeben sei eine stetige Funktion f :  — R” mit Q2 C R" nichtleer und abgeschlossen.
Gesucht ist eine Nullstelle von f(z), d.h. ein Vektor z* € R" mit

f(z®) =0.

Um dieses Problem der iterativen Losung zugénglich zu machen betrachtet man ein
dquivalentes Fixpunktproblem

tiir das gilt

Wir werden Iterationsverfahren der Form
Th+1 = F(.%'k), k= 0, 1, 2, ce (61)

betrachten. Diese Verfahren benétigen einen Startwert z¢ und liefern dann eine Folge
von Iterierten. Die Iterationsvorschrift (6.1) nennt man Fixpunktiteration.

Als mathematisches Werkzeug bei der Untersuchung von Fixpunktiterationen dient
uns der Banachsche Fixpunktsatz.
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Definition 6.1. Eine Abbildung F' : R" — R™ heifit Kontraktion beztiglich einer Norm
|| - || auf R™, wenn es eine Zahl « < 1 gibt, sodass fiir alle z,y € R" gilt

|1F(z) = Fy)ll < &llz =yl

Satz 6.2 (Banachscher Fixpunktsatz). Es sei (X, ||-||) ein normierter, linearer Raum und Y C
X vollstindig. Weiter sei F' : Y — Y eine kontrahierende Abbildung mit Kontraktionszahl
k < 1, das heifst

[F(z) = F(y)ll < &l —yll, firalle z,y Y.

Dann gibt es genau einen Fixpunkt y* € Y, das heifit y* = F(y*). Dieser Fixpunkt kann
iterativ beliebig genau approximiert werden. Dazu sei yo € Y ein beliebiger Startwert und
(yi)ien, die durch y;+1 = F(y;) definierte Folge. Dann konvergiert (y;) gegen den Fixpunkt y*
und es gelten die Abschitzungen

/{’L

ly* — il < llyo — w1l (a-priori Abschétzung)

1-x
ly* — il < ﬁ llvi — yi1- (a-posteriori Abschdtzung)

Der Beweis ist Thnen sicherlich aus der Analysis bekannt. Er wurde in der Vorlesung
ausgefiihrt, siehe VL20.pdf.

Aus der a-priori Abschidtzung lédsst sich bestimmen, wie viele Iterationen hdchstens
benotigt werden, um eine vorgegebene Fehlertoleranz zu erreichen.

Je kleiner die Kontraktionszahl ist, desto besser ist die Konvergenz der Folge der Itera-
tionen gegen den Fixpunkt.

Mit der a-posteriori Fehlerabschidtzung kann nach ¢ ausgefiihrten Iterationen die Ab-
weichung von y; gegenitiber y* abgeschatzt werden.

Die Aussage von Satz 6.2 hat in vielen praktischen Anwendungen nur lokalen Charak-
ter, denn die abgeschlossene Teilmenge Y kann sehr klein sein. Auflerdem ist es hdufig
schwierig die Menge Y quantitativ zu beschreiben und man muss sich mit der Existenz
zufrieden geben.

Zur Beurteilung der Konvergenzgeschwindigkeit einer Fixpunktiteration definieren wir
den Begriff der Konvergenzordnung einer Folge.

Definition 6.3. Die Folge (zj)ren mit dem Grenzwert z* hat mindestens die Konver-
genzordnung p > 1, wenn es eine von ¢ unabhingige Konstante C' > 0 gibt, so dass

i — || < Cllag — "7 Vi >0

mit C' < 1, falls p = 1 und C' < oo sonst. C' wird Fehlerkonstante genannt.
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Im Fall p = 1 sprechen wir von linearer Konvergenz, fiir p = 2 von quadratischer Konver-
genz. Die Folge heif3t superlinear konvergent, falls es eine nichtnegative Nullfolge ¢; > 0
mit klim ¢; = 0 gibt, so dass

—00

i1 — 2™ < ef|wi — 27|

fur i — oo gilt.
Bemerkung. Manchmal definiert man die Konvergenzordnung p aus Griinden einer ein-
tacheren Analysis alternativ durch die analogen Ungleichungen fiir die Iterierten

[@it1 — z3]| < Cllzi — 2 ||?

bzw.
zip1 — il < cillws — xi—a]|P.

Wir verwenden Definition 6.3.

6.2 Nichtlineare Gleichungen in einer Unbekannten

Wir mochten zu einer nichtlinearen Funktion f(z) mit f : R — R Losungen der Glei-
chung

fla)=0 62)

berechnen. Wir behandeln den Fall reeller Losungen.

6.2.1 Das Bisektionsverfahren

Das einfachste Verfahren zur Berechnung der Nullstelle einer stetigen Funktion f : R —
R ist die Bisektion. Dabei bestimmt man systematisch kleiner werdende Intervalle, in
denen eine reelle Nullstelle von (6.2) liegt. Ausgangspunkt ist ein Intervall I = [a, b],
so dass f(a) - f(b) < 0 gilt. Aus Stetigkeitsgriinden existiert eine Losung z* € (a,b)
mit f(z*) = 0. Fir den Mittelpunkt m = (a + b)/2 wird nun der Funktionswert f(m)
berechnet. Ist f(m) # 0, entscheidet das Vorzeichen in welchem der beiden Teilinter-
valle [a, m] oder [m, b] die gesuchte Losung z* liegt. Die Lage der Losung z* ist auf das
Innere eines gegeniiber I halb so langen Intervalls eingeschrankt. Das Verfahren wird
so lange fortgefiihrt, bis 2* im Inneren eines hinreichend kleinen Intervalls liegt oder
bis eine Nullstelle gefunden wurde. Der Mittelpunkt z; des Intervalls nach 7 Intervall-
halbierungen stellt fiir * eine Nadhrung dar. Es gilt die a-priori Fehlerabschédtzung

b_
\;Ui—x*\STHa, i=0,1,2,....
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Da diese Fehlerabschitzung wie eine geometrische Folge mit dem Quatienten 3 ab-
nimmt, ist die Konvergenzordnung p = 1.

Waihrend das Bisektionsverfahren nur in einer Dimension sinnvoll ist, wollen wir uns
nun mit der Herleitung von Verfahren beschiftigen, fiir die Verallgemeinerungen auf
den mehrdimensionalen Fall moglich sind. Trotzdem beschréanken wir uns zunachst
weiterhin auf die Betrachtung nichtlinearer Funktionen f : R — R.

6.2.2 Moglichkeiten zur Bestimmung von Iterationsfunktionen

Es sei I C R ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R eine stetige, eventuell
mehrmals stetig differenzierbare Funktion. Wir setzen voraus, dass es ein z* gibt mit
f(z*) = 0. Gesucht ist dann eine kontrahierende Funktion F' : J — J, J C I, mit Fix-
punkt z*. Die Iteration mit dieser Funktion konvergiert dann nach dem Banachschen
Fixpunktsatz gegen z*. Der Fixpunkt wir durch Iteration mittels F' bestimmt, das heifst
durch die Folge x;+1 = F(z;) mit z* = llircr}o T;.

Fiir stetig differenzierbare Funktionen F' : J — R konnen wir die Lipschitzkonstante /
Kontraktionszahl leicht berechnen.

Satz 6.4. Ist F' eine stetig differenzierbare reellwertige Funktion auf einem abgeschlossenen
Intervall [a, b], so ist F' genau dann kontrahierend in [a, b], wenn die Ableitung von F in [a, b]
dem Betrag nach kleiner als 1 ist.

Beweis. Folgt aus dem Mittelwertsatz. O

Wir betrachten nun zwei Moglichkeiten zur Bestimmung einer geeigneten Funktion F.

1) Es gilt f(z*) = 0. Das ist gleichbedeutend mit «* = z* — ¢ f(z*) fiir ¢ # 0. Wir konnen
also
F(z) =z —cf(z)

betrachten. Falls f stetig differenzierbar ist, so ist auch F stetig differenzierbar und F
ist genau dann kontrahierend in einem abgeschlossenen Intervall J C I, wenn

@ F:J—J,
(b) |F'(z)| <k <1firallex € Jfirein0 < x < 1.

Die zweite Bedingung bedeutet |1 — ¢f’(z)| < & fiir alle z € J und das ist erfiillbar,
wenn 0 < ¢f’(z) < 2 fur alle z € J gilt.
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Zur Ermittlung der Nullstelle wird dann die Iterationsfunktion F' verwendet. Wir set-
zen

1
Tip1 = F(x;) = 2 — cf (x;) & f(x;) + E(%’H —z;) =0,
das heifst z;1 ist Nullstelle der Geradengleichung
1
o) = f(g) + - o — 1),

2) Anstelle einer festen Konstante ¢ zur Bestimmung von F' wie im obigen Verfahren,
wird eine stetig differenzierbare Funktion ¢(z) verwendet. Wir nehmen auch an, dass
f stetig differenzierbar in I ist mit f'(z) # 0 fir alle 2 € I. Dann ist analog zu oben
F(z) =z — ¢(x) f(x). Wir setzen erneut

Ti+1 = F(IZ) = Ty — C(.’L’Z)f(fl,‘l)

Esgilt F'(z) = 1-d (x) f(x) —c(z) f'(x). Wir wahlen ¢(z) nun so, dass F'(z*) = 0 (kleine
Kontraktionskonstante in der Ndhe von z*, das heifst die Iteration mit /' konvergiert in
der Ndhe von z* schnell). Es folgt also

0=F'(z") =1 - (@")f(@") = c(a") f(2") = 1 = c(a") f'(z"),

da f(z*) = 0 nach Voraussetzung. Damit folgt

. 1
c(x™) =
= )
Insgesamt erhalten wir damit
f(z)
F(z — ,
D= )
also
Tia) = i — f(z;) .
7

Diese Iterationsvorschrift wird auch als Newton-Verfahren bezeichnet.

6.2.3 Das Newton-Verfahren in einer Dimension

Geometrische Interpretation, vergl. mit Abb. 6.1:
Die Tangente von f im Punkt z; ist gegeben durch

T(x) = f'(zi)(x — i) + f(zi).
Nun sei ;11 die Nullstelle der Tangente, das heifst es gilt

0= f’($i)(l‘i+1 — l‘l) + f(xz)v
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Illustration der Newtoniteration Tllustration der Newtoniteration (Zoom)

0.4

Abbildung 6.1: Darstellung der Newton Iteration.

also
f(z:)
f(xi)

Tit1 = Tj —

Satz 6.5. Es sei I ein offenes und nicht leeres Intervall. Weiter sei f : I — R zweimal stetig
differenzierbar mit f'(x) # O fiir alle x € 1. Auflerdem erfiille x* € I die Gleichung f(x*) = 0.
Dann gibt es ein abgeschlossenes Intervall J C I mit x* € J, so dass fiir das Newton-Verfahren

F(z)=x— J{/((a;)), zxeJ

die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt sind. Folglich konvergiert jede
Folge (x;)ien, mit g € J gegen x*.

Beweis. Es gilt

(@)= S @)
Flw=1 ()2
@) (@)

(f'(2))?

Aus f(z*) = 0 folgt F'(z*) = 0.

Weiterhin folgt aus der Stetigkeitsannahme von f die Stetigkeit von F’. D.h., es existiert
eind > 0,sodassin J := [z* — §,2* 4+ 0] C I gilt

|[Fl(z)| <k<1l VzelJ

zu zeigen: F' : J — J (selbstabbildend)
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Sei x € J, dann gilt

|F(x) = 27| = [F(z) = F(27)]

MWS\pl(e)| - |z —a*|  fiirein & € J

< klz — x|
< Kkd < 0.

Also folgt F(x) € J furallex € J.
zu zeigen: F' ist kontrahierend in J

Fir z,y € J gilt

|F(z) — F(y)| "2 |F'(¢)] - v — y| < K]z — ]

mit & = ¢(x,y) € J.

Da J ein abgeschlossenes Intervall in R ist, ist J vollstandig. Also sind alle Vorausset-
zungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

Jede Folge (z;)icn, mit zg € J konvergiert also gegen z*, den eindeutigen Fixpunkt von
Fin J. ]

Bemerkung. Das Newton-Verfahren konvergiert gut, wenn der Startwert 2y nahe an z*
liegt. Man spricht hier auch von lokaler Konvergenz. Andernfalls konvergiert das Verfah-
ren im Allgemeinen schlecht oder gar nicht. Das Newton-Verfahren ist somit ein lokal
konvergentes Verfahren.

In Abbildung 6.2 zeigen wir ein Beispiel bei dem das Newton Verfahren nicht Konver-
giert. Das Verfahren springt zwischen zwei Werten hin und her. Welche Voraussetzung
aus Satz 6.5 ist verletzt?

Keine Konvergenz des Newton Verfahrens

Abbildung 6.2: Keine Konvergenz beim Newton Verfahren
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Beispiel 6.6. Wir wollen z* = {/a > 0 mit @ > 0 berechnen. Das heifit wir suchen eine
Nullstelle von f(z) = 2™ — a. Es gilt f/(z) = nz"~!. Das Newton-Verfahren hat also die
Iterationsvorschrift

n
' —a 1 a
Titl = T T ((n Daz; + m”_1> .
i i

Fiir n = 2 erhalten wir exemplarisch

1 a
Ti+1 = 5 T+ JZ .
Fiir Startwerte xo > /2 folgt

Tiy1 — f—*(iﬂ +a—2z/a) =

das heifst die Folge der x; monoton fallend, denn

..
35 fur xp >0

und damit
Tiv1 —Va <z — .

Auflerdem gilt z; > \/a fiir i > 1. Daraus ergibt sich insgesamt
Ti1 —Va < 2f( —Va)?,
also quadratische Konvergenz (vergl. mit Definition 6.3).

Als kleines Rechenbeispiel sei z* = v/2. Dann gilt

xo = 2,

xr1 = 1,9,

xo = 1,416, lzg — V2| < 5-1073,
x5 = 1,41421568, lzs — V2| <5-107°,
x4 = 1,414213561374609, lzg — V2| < 510712

Wir werden nun noch ein Kriterium zur Bestimmung der Konvergenzordnung kennen-
lernen.

Satz 6.7. Sei I C R ein Intervall und F eine reellwertige p-mal stetig differenzierbare Iterati-
onsfunktion mit dem Fixpunkt x*. Gilt

IF'(a*)| <1 fiirp=1

und
Fl(z*) =...= FP D (*) = 0, FO) (2*) £ 0 fiir p > 1,

so ist das Iterationsverfahren x;1 = F(x;) lokal konvergent gegen x* und hat die Ordnung p.
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Beweis. Taylorentwicklung von F' um z* mit Lagrange-Restglied liefert:

Tip1 = F(x;)

_ z* ! 2z — 1 (p—1) 2V — ¥ p—1
= F)+E =)+ o B =)

T* 0

1
@) @ -y

mit & zwischen z* und x;.

Daraus folgt
Bt =" = PO @~ ")
sowie i
e I
F(®) ist nach Voraussetzung in einer kompakten Umgebung von z* beschrénkt. O

Korollar 6.8. Ist x* eine einfache Nullstelle einer Funktion f € C3(I,R), so ist das Newton-
Verfahren lokal gegen x* konvergent und hat mindestens die Ordnung 2.

Beweis. Es gilt F(z) =z — %, F e C*(I,R),

(f'(2))? = f"(x) [ (x)

Fl(z)=1- ) f'(z*) # 0 (einfache Nullstelle)
@)@
(f'(2))*
Aus f(z*) = 0 folgt F'(z*) = 0 und mit Satz 6.7 folgt die Behauptung. O

6.2.4 Konstruktion eines Fixpunktverfahrens 3. Ordnung

Wir konstruieren ein Fixpunktverfahren 3. Ordnung. Das heifst nach Satz 6.7 muss
F'(x*) = F"(z*) = 0 sein.

Wir machen dazu den Ansatz

Es gilt r(z*) = 0 und
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und somit F’(z*) = 0. Wir konstruieren s(z) nun so, dass F”(z*) = 0 gilt. Dazu kénnen
wir etwa

wihlen.

Beispiel 6.9. Wir wenden das Verfahren an um z* = /2 als Nullstelle von f(z) = 2% — 2
zu berechnen. Bei Verwendung des Startwertes z( = 2 erhalten wir die Werte

xo = 2,

1 = 1,444444444444444, 21 — V2|~ 3,1-1072
g = 1,414220287227105 lwy — V2| ~ 6,7-107F,
z3 = 1,414213562373095 |z — V2| = 0.

6.2.5 Mehrfache Nullstellen

Sei f € C?(I,R) und sei z* zweifache Nullstelle der Funktion f, d.h.
fl@®) = f'(a") =0, [f"(z")#0.

Die Voraussetzung f’(z) # 0 Vx € I aus Satz 6.5 ist also nicht erfiillt.

Dann gilt:
(i)
Tit1 = T — f/(.%'z)
_,, J@) - fl
b)) = f(a)
mws &)
tf(m)

mit Zwischenstellen &;, n; zwischen x; und z*. D.h., J{,((:;ii)) bleibt fiir x; — x* wohl defi-

niert.

Sei z* p-fache Nullstelle der Funktion f € CP*!(I,R), also

fa) = fat) == @) =0, S £
Dann gilt (Taylor)
% 1 1), . oo (z — x*)P
fla)=f@")+...+ =1 FPY (@) (z — 2*)P 1+Tf(p)(§)
0 0 ~

(z—2*)PQ(z*;)
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und
f'(z) = p(x — x*)ple(:c*; 7))+ (z — 2")PQ (2 ).
Also erhalten wir fiir f'(z) # 0:

f@) (@ -2)Qha)
@) Q(z%z)(x —a*) + pQ(a*; )
¥ 1( k.
:(x x)_}(x_m*)Q - Q(I’,l‘)
p p Q' (z*;x)(z — %) + pQ(a*; x)
Fiir den Iterationsansatz
i) = i — f(;)
f' (@)
folgt
iy — 2 = i — 2" EAC))
f'(3)
* « *\ 2 OZQ/(.%'*; xl)
e (125) e e s g
Fiir o = p erhdlt man das quadratisch konvergente Verfahren
o f@)
Titl1l = T4 pf/(mi) .

6.2.6 Die Sekantenmethode

Soll die Berechnung der Ableitung der Funktion f vermieden werden, so kann man
statt der Nullstelle der Tangente, die das Newton-Verfahren verwendet, die Nullstelle
einer Sekante berechnen. Dazu werden zwei Startwerte zp und x; benétigt, die aber
nicht wie bei der Bisektion die gesuchte Nullstelle einschlieffen miissen. Der iterierte
Wert ;1 ist die Nullstelle der Sekante durch die Punkte (z;, f(x;)) und (z;—1, f(xi—1)).
Die Sekante hat die Form

s(x) = f(x;) + (z — xi)f(wz‘) - f(ﬂfi—1).

Ty — Tj—1

Aus der Forderung s(x;4+1) = 0 erhélt man die Sekantenmethode
Li — Ti—1
Tiv1 = x; — [ .
o ' ( l)f(xz') — fwi-1)
Die Sekantenmethode ist ein zweistufiges Iterationsverfahren. In jedem Iterationsschritt

muss f(z;) — f(xi—1) # 0 erfiillt sein. Abbildung 6.3 zeigt eine graphische Darstellung
dieser Methode.

Man kann zeigen, dass fiir f(z*) # 0 und f”(z*) # 0 die Sekantenmethode lokal kon-
vergiert und die Konvergenzordnung p = (1 + 1/5)/2 ~ 1,618 besitzt.
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Illustration der Sekantenmethode

K L L L I
0 0.5 1 15 2 25

05

Tllustration der Sekantenmethode (Zoom)

Abbildung 6.3: Darstellung der Sekantenmethode.

Beispiel 6.10. Wir wenden nun auch die Sekantenmethode an, um z* = /2 als Nullstelle
von f(z) = 2% — 2 zu berechnen. Bei Verwendung des Startwertes 29 = 2, 1 = 1.5

erhalten wir die Werte

zo =2,

x1 = 1,5,

To = 1,428571428571429
r3 = 1,414634146341463
x4 = 1,414215686274510
x5 = 1,414213562688870
re = 1,414213562373095

lzo — V2| ~ 1431072,
|23 — V2| ~4.2-1074
|24 — V2| = 2.12-107°
lzs — V2| ~ 3.15- 10710
lze — V2| = 0

Bemerkung. In der Praxis kombiniert man die Sekantenmethode mit der Bisektion. Man
verwendet auch Kombinationen aus Sekantenmethode, Bisektion und der inversen qua-
dratischen Interpolation, bei der eine Parabel P(y) durch drei Punkte berechnet wird.
P(0) ist dann die neue Iterierte. All diese Methoden benétigen keine Kenntnis der Ab-
leitung f'(x).

Auf ein explizites Uberpriifen der Kontraktionsbedingung wird in der Praxis verzich-
tet. Stattdessen iiberpriift man, ob die neue Iterierte innerhalb eines zuvor festgelegten
Intervalls liegt. Falls dies nicht der Fall ist, so verwendet man Bisektion.
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6.3 Das Newton Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme

Wir betrachten nun nichtlineare Gleichungssysteme der allgemeinen Form
f(x) =0
mit f : R" — R" stetig differenzierbar.

Notation:
f=(fi, for- s fu)', x=(21,20,...,2,)"

In Komponentenschreibweise betrachten wir also ein System der Form

fl(xl,acg, . ,a:n) =0

fz(xl,xg, . ,$n) =0

fo(z1,29,...,20) =0

Bemerkung. Das Newton-Verfahren fiir reellwertige Funktionen einer Variablen f : R —
R kann man auch wie folgt herleiten: Fiir gentigend glatte Funktionen liefert Taylorent-
wicklung

1
0=f(a") = flai+ (@ =) = fl2i) + (@ = z) /(i) + 5@ = 2)* f" (o) + ..
Bei Vernachldssigung hoherer Potenzen von (z* —x;) betrachtet man als Approximation
an z* nur die ersten beiden Terme auf der rechten Seite, d.h.
0= f(@i) + (@it1 — i) f'(xs).

Diese so erhaltene Ndhrung an z* bezeichnet man mit z;,;. Umstellung obiger Glei-
chung liefert das bereits bekannte Newton-Verfahren. Diesen Ansatz werden wir nun
zur Herleitung des Newton-Verfahrens fiir Systeme nutzen.

Taylorentwicklung der multivariaten Funktion f um den Nahrungswert x; € R" liefert:

0 =f(x") =f(x; + (x* — x;)) = £(x;) + Df(x;) (x* — x;) +o(||x* — x;]|) fuir x; — x*
=:f(x)
Die in obiger Gleichung eingefiihrte Funktion f(x) ist eine lineare Ersatzabbildung.

Df(x;) ist die Jacobimatrix von f ausgewertet an der Stelle x;. Die Jacobimatrix hat die
Form

of1(x)  9f1(¥) 9f1(%)
oz oz OTn
0h) ohk - opb
Dfx)= | 7 O o
Ofn(x)  Ofn(x) Afn(¥)
Ox1 Oxo e Oxn
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Wir approximieren nun den Vektor x* durch die Nullstelle der linearen Ersatzabbil-
dung. Die Nullstelle der Ersatzabbildung ist die nichste Iterierte:

0 = f(xi+1)
& 0 = f(x;) + Df(x;)(Xi4+1 — x;)
& X1 =X — (DE(x;)) T (x;)

Auf die Berechnung der Inversen der Jacobimatrix (ausgewertet an der Iterierten x;)
kann man verzichten. Stattdessen 16st man in jedem Iterationsschritt ein lineares Glei-
chungssystem. Das Newton-Verfahren zur iterativen Losung nichtlinearer Gleichungs-
systeme unter Verwendung der Anfangsnihrung xo € R™ hat dann die Form:

Df(xl)AxZ = —f(Xi)
Xiv1 =X +Ax; i=0,1,....
In jedem Iterationsschritt wird die Newton-Korrektur Ax; := x;41 — x; berechnet.

Wir haben somit die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems auf die Losung
einer Folge von linearen Gleichungssystemen zuriickgefiihrt.

Beispiel 6.11. Wir werden nun das Newton Verfahren anwenden um eine Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems

> +y*—6=0

B 6.3)

zu berechnen. Wir nutzen als Startwert xo = (z9,%0)? = (1,1)7. Es gilt also

fl(%y)> <fv2+y2—6>

f X) = = .

> ( fa(@,y) a® —y?

Abbildung 6.4 zeigt die Funktionen f(z, y) und f2(x,y) zusammen mit der Null-Ebene.
In Abbildung 6.5 zeigen wir die Kurven fi(z,y) = 0 und fo(x,y) = 0. Man erkennt,

dass es zwei Schnittpunkte gibt, also zwei Losungen von (6.3). Im linken Bild ist auch
der Startwert der Iteration, d.h. der Punkt (1, 1) markiert.

Zur Durchfiihrung des Newton-Verfahrens benotigen wir die Jacobimatrix
i - % 3 —< o )
% %—; 322 -2y )’

Nun betrachten wir den ersten Iterationsschritt. Dabei benttigen wir
2 2 —4
Df(XD)—<3 2>7 f(Xo)—< 0 >

139



777 7
K% i,
i
B,
iy
ety
ety
R
e
"
%

”
II

Abbildung 6.5: Die Kurven fi(z,y) = 0 und f2(x,y) = 0. Beachte, dass es zwei Schnittpunkte gibt. Das "+’-Symbol
im linken Bild zeigt den Startwert xo = (1,1)7, Die +"-Symbole im rechten Bild zeigen die berechneten
Néhrungen an x*.

Nun l6sen wir das Gleichungssystem

2 2 AJJO 4

3 -2 Ay /) \ 0

und erhalten
Ax 0 . 0.8

Ayo /] 1.2

sowie
xo + Axg o 1.8

Yo + Ayo - 2.2
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Die weiteren Iterierten kann man der folgenden Tabelle entnehmen:

i i Yi max (| f1(zi, i), | f2(zi,93)|)
1 1.8 2.2 2.08

2 1.569369369369369 1.915970515970516 1.9428 - 1071

3 1.538198456516616 1.906569044603901 4.4558 - 1073

4 1.537656333960022 1.906728433189744 1.3306 - 1076

5 1.537656171698436 1.906728480313266 1.2034 - 10713

Auch fiir nichtlineare Systeme ist das Newton-Verfahren lokal quadratisch konvergent.

Satz 6.12. Sei f € C?(U,R™) und x* € U eine Nullstelle von fin U, sodass Df(x*) reguliir ist.
Dann existiert ein € > 0, sodass fiir jeden Startwert xy € B.(x*) N U das Newton-Verfahren
durchfiihrbar und konvergent ist. Fiir die Iterierten (xy)k=0,1.... gilt

" — x| < efl —

mit einer Konstante ¢ > 0.

Beweis. Da nach Voraussetzung det Df(x*) # 0 gilt und die Abbildung = — det Df(x)
stetig ist, existiert ein & > 0, sodass det Df(x) # 0 und || Df(x)"!|| < ¢ fiir alle x €
Bg(x*) cU gﬂt.

Es sei nun x;, € Bz(x*) fiir ein k£ > 0. Taylorentwicklung liefert uns
0 = f(x*) = f(xz) + Df(x;.)(x* — xz) + O(||x* — xz||?),
d.h., es gibt eine Konstante c; > 0 mit
1£066) + DE(xi) (X — i) | < eallx” — %
Mit der Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens erhalten wir
X" — X1 = DE(x) ™" (£(xx) + DE() (X" = X)) -
Damit folgt

Ix* = X1 ]| = [[DE(xi) ™ (£0x) + DE(x) (X" = xi)) ||
< || DE(xe) 7| - [1£(xak) + DEOG) (X" = xi) |
< erea||xt — xi |2

Mite < min{ﬁ, ¢} folgt fiir x, € B-(x*)
X" = Xpp1 || < creoe|x” —xpf| < [IX°— x| <e <€
und somit xx 1 € Be(x*).

Die Iteration ist somit wohldefiniert und konvergiert, sofern xo € B (x*) gilt. O
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