Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

(K. Steffen, Heinrich-Heine-Universitst Diisseldorf, WS 2006/07)

Kapitel 1: Zahlen und Rechnen |

1.1 Die Zahlbereiche und die Grundrechenarten

Die fiir die Wirtchaftswissenschaft relevanten Zahlbereiche sind:

N={1,2,3,...} die Menge der natiirliche Zahlen (chne Null},
Z={.,-2,-1,0,1,2,...} die Menge der ganze Zahlen,

Q die Menge der rationalen Zahlen Z mit m € Zund n €N,

R die Menge der reellen Zahlen (Punkte auf der Zahlengeraden).

Jeder dieser Zahlbereiche erweitert den vorangehenden,
NCZcQcR.

Die Erweiterungen sind jeweils nétig, weil gewisse Operationen in den kleineren Berei-
chen nicht ausfihrbar sind: Subtraktion nicht in N, Division nicht in Z, Wurzelziehen
und Grenzwertbildung nicht in @. {Auch in R kann man nicht alle Rechenoperationen
ausfithren, z B. nicht das Quadratwurzelzichen aus negativen Zahlen. Daher wird in der
Mathematik noch ein gréferer Zahlbereich eingefithrt, der Bereich der sog. komplezen
Zahlen C D R, in dem auch die Zahl 1 = /—1 existiert; aber dieser Zahlbereich is¢ fiir
die Wirtschaftswissenschaft von geringer Bedeutung.}

BEISPIELE: 1) Zahlen aus Q:

%, L, 22, alle abbrechenden Dezimalbriiche wie 12.394 = 1288 = 128 lle periodischen
Dezimalbriiche wie 0.23 = 0.2333... = £ und —9.00 = —9.090909... = —120,

2) Zahlen aus R\ Q (sog. irrationale Zahlen):
\/_5 = 1.4142 ..., die natirliche Basis e = 2.7182..., die Kreiszahl m = 3.1415... und
dberhaupt alle nichtabbrechenden und nichtperiodischen Dezimalbriiche. "

Konkrete Zahlen in der Wirtschaftswissenschaft sind immer abbrechende Dezimalbriiche,
also rational. Fiir die mathematische Theorie aber sind irrationale Zahlen unverzichtbar,
— sonst kénnte man z.B. nicht einmal quadratische Gleichungen lésen, und sehr einfache
Funktionen hétter keine Extremstellen mehr. Mit einer solch unbefriedigenden Theorie
kénnte man auch in der Wirtschaftswissenschaft nichts anfangen.

Fiir Teilbereiche der Zahlbereiche sind Notationen wie die folgenden praktisch: -
Ny = Zso = {0,1,2,3,...} {natirliche Zahlen mit Null),
Qu ={reQ:r#0} (rationale Zahlen ungleich Nult},
Roo={z €R:z >0} (positive reelle Zahlen).
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Die Grundrechenarten Addition und Multiplikation kann man mit je zwei Zahlen a,b
innerhalb jedes Zahlbereichs ausfithren. Das Ergebnis heifit die Sumnme @ + b der Sum-
manden a,b bzw. das Produkt a - b (oft einfach ab notiert) der Fuktoren a, b. Dabei gilt
0+a—aundi-a=a fir alle Zahlen a, d.h. in einer Summe darf men Summanden mit
Wert Null weglassen und in einem Produkt Faktoren mit Werl Fins, ohne das Ergebnis zu
sndern. Man kann such mehr als zwei Zahlen addieren und multiplizieren. Die wichtigste
Rechenregel dafiir ist:

o Die Summe 15t unabhéngig von der Reihenfolge und von der Art der Zusammenfas-
sung (Klammerung) der Summanden;

o dus Produkt ist unabhingig von der Reihenfolge und von der Art der Zusammenfas-
sung {(Klammerung) der Faktoren.

BEISPIEL: Was ist giinstiger: Erst ein Rabatt aul den Preis und danach die MwSt
aufschlagen, oder nach Aufschlag der MwSt den prozentual gleichen Rabatt abzichen?

Was ist giinstiger: Sparen mit wachsendem Zins 3%, 4%, 5% oder Sparen mit fallendem
Zins 5%, 4%, 3%7

Die Antwort ist sofort klar, wenn man das tut, was bei vielen dhnlichen Fragestellungen
angeraten ist, nédmlich

o multiplikativ denken!

Den Rabattabzug von % berechnet man namlich durch Multiplikation des Preises mit
dem “Verbillignungsfaktor” 1 - &=, den Mehrwertsteuerzuschlag durch Multiplikation mit
dem “Verteuerungsfaktor” 1.16 (sur Zeit noch), den jihrlichen Zinszuschlag bei Verzin-
sung mit p% durch Multiplikation des Kapitals mit dem sog. Aufzinsungsfaktor q = 14+,
Die Alternativen sind daher jeweils gleichwertig, keine ist giinstiger; denn die Reibenfoige
bei der Multiplikation des Preises bzw. Anfangskapitals mit den diversen Faktoren ist ja
egall B

Fiir Summen und Produkte von n Zahlen ay, as. . . ., a, sind folgende Notationen mit dem
Summenzeichen bzw. Produktzeichen tiblich und praktisch:

I n
E ;= Q1+ Ao+ .o gy Halzﬂla‘z'---'an-
i=1 i=1

Dabei ist der sog. Laufindes i ein Buchstabensymbol fiir die Nummern, mit denen die
Summanden oder Faktoren numeriert werden; a; ist der Summand / Faktor mit Nummer

i. Der angegebene Indexlaufbereich ¢ = 1 bis n zeigt an, dass hier die Zahlen 1,2,...,n als
Nummern verwendet werden. Die Wahl des Buchstaben fiir den Laufindex ist dabei irre-
levant, und als Laufbereich kann auch eine ander Nummernmenge wie etwa 0,1,...,n—1

verwendet werden. Also ist die obige Summe bzw. das obige Produkt gleich

n—1 n—1
ij:bo“f“bl"-i—.--‘i‘bn—l ku::bobl'---'bn—lz
j=1 k=0

wenn immer die Zahlen by, by, .. ., b, dieselben sind wie a1, as,. .., a, in irgendeiner Rei-
henfolge (wobei mehrfach auftretende Zahlen unter den a; und b; gleich oft vorkomrmen).
In welcher Reihenfolge man die einzelnen Additionen / Multiplikationen beim Ausrechnen
durchfithrt, ist egal; man darf (und sollte) also moglichst geschickt zusammenfassen.
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BEISPIELE: (Berechnung endlicher Summen)
5

1) > i=1+2+3+4+5=15;

1=x]

4
2) Zf:ﬁ+22+3‘2+49:1+4+9+16$30;

=1
100

3) Z 1 1 +_L+___%_LW;VL.+_1+1+ ,_+_.1.._+__1.._—[}
k——lOOk —100 - 99 -2 ~—1 1 2 99 100 '
k=0

4) bei lauter gleichen Summanden o, = a gilt E a=go+4+a+...+a=n-a,dh man
h\m/
i=1 n
kann n gleiche Summanden mit Wert ¢ zu einem Produkt - ¢ zusammenfassen. -]

Summen, deren Summanden nach einem einfachen Bildungsgesetz gebildet sind, lassen
sich unter Umstdnden durch eine “geschlossene Formel” berechnen, in der kein Sum-
menzeichen mehr vorkommst. Ein einfaches Beispiel fiir diese Situation, das auch fiir die
Wirtschaftswissenschaft wichtig ist (vgl. Kap. 2} ist folgendes:

BEISPIEL: Die Zahlen a, bilden eine arithmetische Progression (oder: arithmetische
Folge), wenn die Differenz aufeinander folgender Glieder stets dieselbe ist, a;.; — a; = d.
Dann gilt die

T

e arithmetische Summenformel: Z (; = 10 - g-l—%r-gﬂ
i=1

in Worten: Die Summe einer arithmetischen Progression ist der Mittelwert von
erstem und letztem Glied multipliziert mit der Anzahl der Summanden.

(Das gilt auch bei anderer Nummerierung etwarbeginnend mit ¢ = 0. Aber Achtung,
bet Nummerierung mit ¢ = 0,1,...,n hat man n + 1 Summanden, also ist der Wert der
Summe dann §(n-+1)(ag +a,) .) Man erkennt die Giiltigkeit dieser Summenformel sofort,
wenn man dieselbe Summe mit umgekehrter Reithenfolge der Summanden addiert:

451 + as + ...+ p.l + n
+ Qy - Q1 + ...+ Qg =+ a1

= (@ +an)+ (a2t ans)+ ... +(ang+ag)+(an+ a1} =n-(a+a,)

Die letzte Gleichung gilt, weil in der letzten Zeile lauter gleiche Summanden (a;4+a,01-;) =
(a1 +ay) stehen; denn wenn man in einer arithmetischen Progression von 7 zu i+1 iibergeht,
so verdndert sich a; um d, aber a,,; ; um —d, die Summe (a; + a,.;.;) also tiberhaupt
nicht. Das Doppelte der zu berechnenden arithmetischen Summe ist also n(a; + a, ), und
die arithmetische Summenformel folgt mit Division durch 2. Hier noch einige konkrete
arithmetische Summen:

100

Zé =100 - L +2100 = 100-50.5 = 5050 (GauB),

21

allgemeiner 1424 ... +n= Zinl—:gﬁ =in{n+1),
=1

100
-2
Z(%j—z):101-————}5%-%:101-23:2323. =

=0
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BEISPIELE: (endliche Produkte)
5

1) [[i=1-2-3-4.5 = 120;
i=1 7
allgemein heifit H@ = 1-2-...-n die Fakultit von n € N, notiert n!;
1 i=1

2) J[#=1"2-3-4 =(1-2.3.4° = 24° = 576;

=1
100

3) JJ(k—50)(k+50) = 0, weil der Faktor zu k = 50 null ist und es gilt:
k=0

o FEin Produkt hat den Wert Null, genau wenn einer seiner Fokloren Null ist.

i
4)  Bei lauter gleichen Faktoren a; = a heifit Ha =a-a-... o die Potenz der Basis
ie=1 n

a mit dem Ezponenten n € N. Dafiir gelten dann die Potenzrechenregeln:

a™tt = a-a-...-qa = (a-....a)-{g-...-a) =a”-a",
m+n m n

a™" a-G-...rq ={a-....a)...-(a-...-a)= (@™)",
Tre-rt m ki

(ab)”=gab)-(ab)v-----(ab)lz (@ ...ca)-(b-...-B) =a"-b", ]
Produkte o, a*¥, a*b'¢™, ...von Potenzen von Zahlen oder Variablen a,b,¢,... nennt

man Potenzprodukte. Addiert man Potenzen oder Potenzprodukte, die evtl. zuvor noch
mit gegebenen Zahlen multipliziert wurden, so spricht man von einer Linearkombina-
tion von Potenzen bzw. Potenzprodukien mit den gegebenen Zahlen als Koeffizienten.
Solche Terme kommen oft vor, 2.B. sog. Polynomausdriicke wie 3 — 2z + z° — 5x*. (Dies
steht fiir 34(—2)z+0z>+1234+(=5)z*, die Koeffizienten bei z° = 1,z, 2%, 2%, z* sind also
der Reihe nach 3, —2,0, 1, —5. Beachte, dass der nicht aufgeschriebene Summand mit z* als
Null interpretiert werden muss. Dagegen ist der nicht aufgeschriebene Koeffizient von 2°
als 1 zu interpretieren und nicht etwa als 0. Wire er 0, so wiirde man den z* Term gar nicht
aufschreiben!) Ein Polynomausdruck in drei Variablen ist z.B. 22%yz® — Tay* -+ 1y?2% —2*
(mit den Koeflizienten 2, -7, %, —1 vor den aufgefithrien Potenzprodukten).

Die Grundrechenart Subtraktion kann man im Bereich N nicht uneingeschrinkt aus-
fithren, wohl aber innerhalb von Z, @ und R. In diesen Bereichen gibt es zu jeder Zahl
b genau eine Zahl ¢ mit b+ ¢ = 0. Man nennt ¢ das additive Inverse, das Negalive oder
die Gegenzahl zu b und bezeichnet diese Zahl mit —b. (Auf der Zahlengeraden wird —b
gegeniiber von b in gleicher Entfernung vom Nullpunkt gezeichnet. Achtung: —b muss
nicht unbedingt eine positive Zahl sein, auch wenn das vorangestelite Minuszeichen dies
suggeriert; wenn b negativ ist, also links vom Nullpunkt liegt, so liegt —b rechts von Null,
ist also positivl! Zur deutlichen Unterscheidung von b und seiner Gegenzahl - schreibt
man manchmal auch -+b fiir b; dann muss natiirlich +b auch nicht unbedingt eine positive
Zahl sein.) Allgemein ist —b das Produkt von b mit der Gegenzahl zu 1, also —b == {—1)-b.
Daraus folgen mit 1-(—1) = —1 und (—1)-{—1) = 41 die bekannten Vorzeichenregeln
(—a) b= ~(ab) = a- (~b) (“Minus mal Plus gleich Minus”) und (—a) - (=b) = +(ab)
(“Minus mal Minus gleich Plus™). Die Differenz o — b von zwei Zahlen a, b wird nun
erklart als die Summe von a und der Gegenzahl zu b, also a—b = a+{=b) = a+(-1)-b;
dann ist = a — b die eindeutige Losung der Gleichung 2 + b = «a.
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Ganz analog erkldrt man die Grundrechenart Division, die man in N und Z nur einge-
schrankt ausfuhren kann, in @ und R aber ohne Einschrankungen (aufler der einen, dass
nicht durch Null dividiert werden darf). In @ und R gibt es zu jeder Zahl & # 0 genau
eine Zahl ¢ mit bec = 1. Man nennt diese Zahl ¢ das multiplikative Inverse, das Reziproke
oder den Kelrwert von b und schreibt dafir 1, 1/6, 1:b oder 7. Der Quotient von zwei
Zahlen a und b # 0 wird nun definiert als das Produkt « - —é— von ¢ mit dem Kehrwert von
b und er wird £, a/b, a:b oder ab™! notiert. Der Quotient & = £ ist dann die eindeutige
Losung der Gleichung bz = a. Beachte, dass dies nur fiir b s 0 gilt; denn Division durch
Null ist nicht erklirt und daher nicht erlaubt. (Fir b = 0, o # 0 hat die Gleichung bz = «
keine Losung, fur b = 0, a = 0 ist jede Zahl 2 eine Lésung.)

Im Unterschied zu Addition und Multiplikation gilt:

e Dei Subtrakiion und Division kommt es auf die Reihenfolge der Zahlen an, bei mehr
als zwei Zahlen auch auf die Art der Zusammenfessung (Klammerung). Wenn das
Rechenergebnis von der Klammerung abhingt, so muss man auch Klammern setzen!

Also Vorsicht! Es ist @ — b # b — a und a/b # b/« (aufer wenn ¢ = b); und (a — b) + ¢ +#£
a— (b+ ¢) (auBer wenn ¢ = 0) sowie (a/b) - ¢ # a/(b-¢) und (a/b)/c # a/(b/c) (auber
wenn ¢ = 1). Man darf also z.B. nicht a/b/c ohne Klammern schreiben, weil dieser Term
je nach Klammerung verschiedene Werte haben kann. Fiir die Ubersichtlichkeit ist es
gut, Vereinbarungen zum Einsparen von Klammern zu treffen. Z.B. vereinbart man iiher
Summen mit wechselnden Vorzeichen

a—btc—d—e+[+.. . —z=a+ (b +e+(-d)+(-e)+f+...+{-2),

d.h. man “arbeitet die Summe von links nach rechts ab”. Weitere Vereinbarungen zum
Klammernsparen sind: Punktrechnung (-, 1) geht vor Strichrechnung {+, —), also z.B.
a+tbec=a+(b-c) (nicht etwa = (a + b) - ¢) und a/b—c = § - ¢ (nicht etwa = %), und
Multiplikation geht vor Division, also z.B. a/bc = & ( nicht etwa = ¢ - c}. Aber “a/b/c”
darf man nicht schreiben, weil es als (a/b)/c = & oder als a/(b/c) = % interpretiert
werden kénnte, was verschieden ist (aufler fiir ¢ = 1).

Oft wird ein Quotient £ als “Bruch” bezeichnet. Genau genommen ist ein Bruch aber
ein Paar von Zahlen a und b, genannt Zdhler und Nenner des Bruchs, und wenn b £ 0
ist, so ordnet man einem solchen Bruch eine Zahl als Wert des Bruches zu, namlich das

Ergebnis ¢ der Division des Zahlers durch den Nenner. Briiche mit verschiedenen Zdhlern

und Nennern kénnen durchaus denselben Wert haben, z.B. ist % = % = ESG%% = % = %.
(Wir beschréinken uns keineswegs darauf, dass Zéhler und Nenner immer ganze Zahlen
sein sollen, wie man hier sieht.) Fiir das Umgehen mit Briichen gelten dann die bekannten
Bruchrechenregeln, die das Ergebnis von Rechenoperationen mit Bruchwerten wieder

als Wert eines Bruchs darstellen (wobei selbstverstindlich alle Nenner # 0 sein miissen):

% = %—:—g, % = —g—j ( Brweitern und Kirzen),

% o= EL—bE % . 5 — g; ( Multiplikation von Briichen),

1 _d ji_ a-d (Kehrwert und Quotient von

}Cj o Ef' S bec Briichen; “Doppelbruchregeln”) 7

-3 + a,q o i ?C (Addition/Subtraktion “gleichnamiger” Briiche)
aic_ad be_adxbhe (Addition/Subtraktion beliebiger Briiche

b>d b.d " b-d b-d durch “gleichnamig machen”)
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Noch eine Warnung vor der (in der Schule {iblichen) Schreibweise I fiir sog. gemischie
Briiche. Damit ist namlich nicht das Produkt { - 2 gemeint, sondern die Summe { + 2,
wobei I, m, n natiirliche Zahlen mit m < n sind (“I Ganze und m n-tel”). Also bedeutet
21 in dieser Schreibweise £ und nicht 2. Da das zu Missverstindnissen fithren kann, sollie
man die Schreibweise der gemischten Briiche vermeiden.

Briiche mit Nenner 100 kommen in der Wirtschaftswissenschaft besonders oft vor, weil
sie Grundlage der Prozentrechnung sind. p% (p Prozent) ist ndmlich eine Abkiirzung
fiir & Diese Zahl kann man dezimal darstellen, indem man in der (von links mit Nullen
aufgefillten) Dezimalbruchdarstellung von p den Dezimalpunkt um zwei Stellen nach links
verschiebt. Also ist 12% = 0.12, 5% = 0.05, 2.5% = 0.025 etc. (Mehr zur Prozentrechnung

sagen wir in Kap. 2.

Die Dezimalbruchschreibweise reeiler Zahlen ist eine Darstellung als Linearkombination
von Potenzen der “Basis” 10 mit “Ziffern” 0,1,...,8 oder 9 als Koeffizienten. Bei nicht-
ganzen Zahlen treten dabei auch Potenzen von 10 mit negativem Exponenten auf, d.h.
Potenzen von - Allgemein erkldrt man die Potenzen mit ganzen Exponenten zu

einer Basis b # 0 durch b" := b-b-...- & fir natiirliche Zahlen n € N wie Iriiher, durch
10 :— 1, wenn der Exponent Null ist, und durch b " 1= 2.2 ... 3 = (3)* = 1/b", wenn
N

(]

T
der Exponent eine negative ganze Zahl —n € Z.g ist (also n € N). (“0% bleibt undefi-
niert.) Man kann sich dann leicht davon iiberzeugen, dass die drei Potenzgesetze fiir
beliebige ganze Exponenten genau so gelten, wie wir sie frither aufgefithrt haben, und
dass auBerdem auch noch das weitere Potenzgesetz (a/b)" = a”/b* = a"b™" fiir beliebige
n € Z giiltig ist (vorausgesetzt natiirlich die Basen ,b sind nicht Null).

BEISPIEL: Die Potenzen der Zahl 10 mit positiven und negativen Exponenten spielen
eine besondere Rolle bei der Darstellung von positiven Zahlen als Dezimalbruch.

a=d,,...dydidy mit Ziffern d; € {0,1,...,9}

ist namlich die Dezimalschreibweise fiir die natirliche Zahl
a=dpl07 4. 4 dy10° 4 10 dp = Y 10,
=0

b= 0.2125...2, mit Ziffern z; € {0,1,...,9}
ist die dezimale Darstellung der rationalen Zahl

b= 2107 4+ 21077 F L H 2,10 "= #1077,

<=1

und ein aligemeiner abbrechender Dezimalbruch (endlicher Dezimalbruch)

A - .. didgozi2y ...z, mit Ziffern  d;, 2; € {0,1,...,9}

ist nichts anderes als der dezimale Code fiir die Sumine von a und b. In dieser Form kann
man genau die rationalen Zahlen schreiben, die als Bruch darstelibar sind mit Zéhler aus
Ny und mit einer natiirlichen Zahl als Nenner, die nur von den Primzahlen 2 und 5 geteilt
wird; denn durch Erweitern kann man dann auch eine Zehnerpotenz als Nenner erreichen.
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Alle anderen positiven reellen Zahlen, auch so einfache rationale Zahlen wie 1, 1, 338

106
sind nur als unendlicher Dezimalbruch

r = dm e dldg.leQ e Bl e

darstellbar, mit endlich vielen Ziffern d; vor und und unendlich vielen Ziffern z; hinter
dem Dealmaipunkt Diese Darsteilung ist eine Abkurzung ist fiir

3 7
r= ;d 100 + JlgOZzJ]O
d.h. fiir den Grenzwert bei n — oo des Dezxmalbruchs, der durch Abbrechen mit der n-ten
Stelle nach dem Dezimalpunkt entsteht. (Dieser unterscheidet sich von » héchstens noch
um 167", Da 107 mit wachsendem n beliebig klein wird, approximiert der abgebrochene
Dezimalbruch die Zahl r beliebig genau, wenn n grofl genug gewidhlt wird. Mehr dber
Grenzwerte muss man hier nicht wissen.)

Rationale Zahlen kann man tibrigens daran erkennen, dass sie eine periodische Dezimal-
bruchdarstellung haben, d.h. ab einer gewissen Stelle nach dem Dezimalpunkt wiederholt
sich eine endliche Ziffernfolge (die oft durch Uberstreichung gekennzeichnet wird) immer
wieder. Zum Beispiel gilt 1 =0.3=0.333..., = 0.T42857 = 0.142857142857142857 ...
und %%% = 1.2345 = 1.23454545 ... . Irrationale Zahlen wie /2, e, 7 haben dagegen ei-
ne unendliche Dezimalbruchdarstellung ohne Periodizitdt (auch wenn der Taschenrechner
bzw. Computer nur endlich viele Stellen zeigt}.

Alles, was hier gesagt wurde, gilt iibrigens ganz analog, wenn man statt 10 eine andere
Zahl aus Nuy als “Basis des Zahlsystems” nimmt, wobei als “Ziffern” dann die Zahlen
aus Ny verwendet werden, die kleiner als die gewihlte Basis sind. Eine Rolle spielen hier,
besonders in der Informatik, vor allem die Basen 2 (dyedische Zahldarstellung, Ziffern 0,1)
und 16 (hezadezimale Zahldarstellung; Ziffern 0,1,...,15: statt der letzten sechs “Ziffern”
10,11,12,13,14,15 verwendet man dabei die Grofbuchstaben AB,C,D,E,F). =

Ein wichtiges Rechengesetz, das Addition und Multiplikation verbindet, miissen wir noch
ansprechen. Das Distributivgesetz besagt in seiner einfachsten Form:

o Man multipliziert eine Summe mit einem Faktor, indem man jeden Summanden
damit multipliziert und die entstehenden Produkte aufsummiert.

Also: a(b+ ¢) = ab + ac und allgemeiner

a- Zb—Zab,j, a-(bhh+...4+b,) =ab +...+ab,.
g1
Dies ist nichss anderes als die Rege! iiber das Ausklammern: Faktoren, die allen Sum-

manden gemeinsam sind, kann man vor die Klammer (vor die Summe) zichen. Ein Spe-
zialfall ist die Regel tiber die Vorzeicheniinderung bei Summen: Das Negative einer
Summe bildet man, indem man jeden einzelnen Summanden durch sein Negatives ersetzt,
also bei allen Summanden das Vorzeichen dndert:

—(a—btc—e—f+...~2)=—a+b—ctet+f—.. . +2.

(Beachte, dass das links nicht aufgeschriebene Vorzeichen zu a ein “47 ist und auch
gedndert werden muss. Es wire aber ein krasser Fehler, allein bei diesem ersten Sum-
manden a das Vorzeichen umzukehren! Das Minuszeichen vor der Klammer bedeutet ja,
die Multiplikation mit —1, und nach dem Distributivgesetz muss dann zur Auflésung der
Klammer jeder Summand mit —1 multipliziert werden.)
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Eine allgemeinere Version des Distributivgesetzes ist folgende:

o Man multipliziert Summen miteinander, indem man die Produkte aufoddiert, die
entstehen, wenn man auf alle mdglichen Arten aus jeder Sumime jeweils einen Sum-
manden herausgreift und die herausgegriffenen Zahlen miteinander multipliziert.

Also: (a+b)(c+d) = ac+ad+bebd,

(a+b)(ctd+e) = ac+ad+ae+be+bd+be,
(a+b)c+de+ f) = ace + acf + ade + adf + bee + bef + bde + bdf .

BEISPIEL: Eine Folge von Zahlen a; # 0 bildet eine geometrische Progression (oder:
geometrische Folge), wenn der Quotient aufeinander folgender Zahlen stets derselbe ist,
aip1/6; = g, also ay = a1q, a3 = g, ag = a1¢°, ... Die Summe aus den Gliedern einer
solchen geometrischen Folge kann man berechnen, wenn g # 1 ist {im Fall ¢ = 1 hat man
lauter gleiche Summanden, also kein Problem), und zwar mit folgendem Trick, der das
Distributivgesetz und die Potenzgesetze verwendet:

(i—q)-(a1+a2+a3+...+an)

= (1 mq).(al—i—alqwkalqz b ag™h
a-(1-q)-(L+g+g +...+¢")

= a-(ltg+d+.. ¢ —g-¢~—.. =)
a1-(1—¢") = a1 —a1g" = a; ~ Gny1-

Also gilt die (auch in 6konomischen Anwendungeh wichtige; siche Kap. 2)

. a3 — Q41
s geometrische Summenformel: E a; = —1—“-331——
, —q
=1

in Worten: Die Summe einer geometrischen Progression zum Quotienten g # 1 ist
die mit 1 — q dividierte Differenz des ersten Summanden und des ersten nicht mehr
beriicksichtigten Gliedes.

Konkret ist z.B.

}+2+4+8+16+32:ll—:_—%4:63 (¢g=2),

z ko 32__3n+] . Sn-l-l _32 _ 3an -
;3 - 1-=-3 2 *2(3 3) {g=3),

eTWwTE Tyl 2565 6
Wenn ¢ echt zwischen —1 und 1 liegt, so wird 41 = a;¢" mit wachsendem n dem
Betrag nach beliebig klein, d.h. die geometrische Summe strebt dann mit n oo gegen
den Grenzwert $#-. In der Mathematik schreibt man dafiir symbolisch

1— b sr A R
1—1,1_ L 356 _ 205-4 51 (q:—;};).

o] o0 a
o; = i1 @
22Ty
und nennt g‘%}; den Wert der unendlichen Reihe a1+ as + az + . ... Konkret ist z.B.
1/2

1 i 1 1
§+Z+§+"1'€+"'

[ M3

il 0T

Das bedeutet natiirlich nicht, dass man unendlich viele Summanden addieren kanm, son-
dern nur, dass die Summen, die man durch Addition der ersten n Glieder erhilt, den
angegebenen Werten beliebig nahe kommen, wenn n grofi genug ist. a
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Ein anderes Beispiel fiir die Anwendung des allgemeinen Distributivgesetzes liefern die
binomischen Formeln:

BEISPIEL: Die bekannten binomischen Formeln

(a+b)=(a+b)-(a+by=a-ata-b+b-atb-b=a+2ab+b
und entsprechend (mit —b statt b)

(a — b)Y =a* —2ab + V°
sowie
(at+b)-(a—b)=a-a—a-b+b-a—-b-b=a* -V

sind einfache Anwendungen des Distributivgesetzes. Auch
(a+b)® = (a+b)-(a+bd) (a+b)
= g aata-a-bta-b-atra-b-b

+ ba-at+b-a-b+b-batb-b-b
a® + 3a%h + 3ab® + &

"
i

kann man (mit etwas Geduld) noch durch direktes Ausmultiplizieren berechnen. Bei Po-
tenzen eines “Binoms” (damit ist eine Summe von zwei Summanden gemeint) mit gréeren
Exponenten n € N,

(atb)*=(atb)-(a+b)...(ath),

T

ist das Ausmultiplizieren problematisch. Klar ist aber nach dem Distributivgesetz, dass
das Ergebnis eine Summe von Potenzprodukten der Form a0 sein wird. Dabei erhalt
man jedes Potenzprodukt a®*b* gerade so oft, wie man aus den n Klammern i-mal den
zweiten Summanden b auswihlen kann (und aus den restlichen n — ¢ Klammern dann den
ersten Summanden ). Eine Zahlung ergibt den sog. Binomialkoeffizienten

(n) no(n—1)-...-(n—i+1)

i) i Gi—1)-...-1 ~ il — )

als Anzahl der Méglichkeiten, aus n Objekten (Klammern} ¢ Stiick ohne Beriicksichtigung
der Reihenfolge auszuwahlen (mit (7) := 1 fiir # = 0 oder ¢ = r). Daher gilt der

e Binomialsatz: (a+b)" = Z (n) o
g
i=0

= a4 ()T (e L+ ([ )ab b

(In dieser Formel sind evtl. auftauchende 1

Terme der Form 0° als 1 zu interpretieren.) o

Die Binomialkoeffizienten sind natiirliche ; ! 5 2 3 ! ]
Zahlen und kinnen angeordnet werden im 1 4 & 4 1
sog. Pascalschen Dreieck, in dem jede Zaht 1 5 10 10 51

die Summe der zwei damber stehenden ist. - ' :
In der binomischen Fomel zum Exponenten n treten gerade die Z ahlen als Bmomlalkoef-

fizienten auf, die in der n-ten Zeile des Dreicks stehen. [ |
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Es gibt (seltener gebrauchte) Veraligemeinerungen fiir Potenzen von “Multinomen” (Sum-
men von mehr als zwei Summanden) a +b+¢, a+b+ect+d, ar+az+... an Zum
Beispiel ist

no_ n! 157 .k
{a+b+c) —Zﬂj!k!ab?c .
wobei iiber alle Wahlen von i,j,k aus {0,1,...,n} mit ¢ + j + & = n zu summieren

ist, und der allgemeine Multinomialsatz besagt fiir n-te Potenzen von Summen mit m
Swnmanden:

nl i, i i
ay+ e+ ...+ a ”mz_ - — iy ... A
( m) h!-’bg!-..."lm! 1re i
wo iiber alle Wahlen der Exponenten #y,4s,. .. %4, aus {0,1,...,n} mit 43+ia+ ... +ip=1

zu summiert wird. All dies ist nichts weiter als das allgemeine Distributivgesetz zusam-
men mit einer Abzdhlung, auf wieviele verschiedene Arten dasselbe Potenzprodukt von
a1, 0s, . . ., m entstehen kann, wenn man sich aus den n Klammern (a1 + 62 + ... + )
jeweils einen Summanden herausgreift und die herausgegriffenen Zahlen miteinander mul-
tipliziert. Die so bestimmten Anzahlen

) 7l o .
e N — (iitigt ... Fipy = 1)
T1ta... %y LRI 273 BRI 2¥og

sind die Koeffizienten, die im Multinomialsatz auftreten, und heifien dementsprechend
Multinomialkoeffizienten. (Das sind natiirliche Zahlen; die Faktoren der Fekultaten im
Nenner lassen sich also allesamt gegen Teiler der Fakultit im Zihter kiirzen.)



1.2 Auflésung von Gleichungen

Masthematische Modelle der Finanz- und Wirtschaftswissenschatft stellen das Ergebnis ei-
nes ckonomischen Vorgangs oft durch einen “Rechenterm® dar, in den viele diesen Vorgang
charakterisierenden Parameter / Variablen eingehen. In der Finanzmathematik (s. Kap. 2}
wird z.B. der Endkapitalstand K, nach Ablauf der Zeitspanne ¢ (Jahre) bei einem Ra-
tensparvorgang mit Zinseszins im einfachsten Fall (Zinsperioden = Ratenperioden, z.B.
Monate, Quartale oder Jahre) dargestellt durch K, = Kg-q”—i-R-ﬂff—"l—l-, und die rechte Seite
héngt von den Parametern K, (Anfangskapital}, R (Ratenhéhe), n (Anzahl der Zins- und
Ratenperioden im Zeitraum £} und g = 1 + &= (Aufzinsungsfaktor fir eine Ratenperi-
ode zum Zinstufl p%) ab. Auf das Problem der Auflésung einer solchen Gleichung nach
einer der darin vorkommenden Variablen st68t man immer dann, wenn ein bestimmtes
Ergebnis gewiinscht ist und gefragt wird, welchen Wert man fiir eine bestimmte Variable
zu wihlen hat, damit dieses Ergebnis auch genau herauskommt. Diese Variable wird dann
die Unbekannte der Gleichung genannt, und jeden Wert der Unbekannten, fiir den die
Gleichung richtig ist, nennt man eine Lésung der Gleichung. Von den anderen in der
Gleichung auftauchenden Variablen hingt die Gleichung und ihre Losung(en) natiirlich
auch ab, aber fiir diese Variablen kennt man entweder aus dem dkonomischen Kontext die
Zahlenwerte oder man stellt sich bei der Behandlung der Gleichung auf den Standpunkt,
dass diese Werte als bekannt anzusehen sind; diese anderen Variablen werden Parameter
in der Gleichung genannt.

Fragt man z.B. danach, wie obiger Ratensparvorgang verzinst sein muss, um ein be-
stimmtes Endkapital zu produzieren, so ist g die Unbekannte in der Rentengleichung und
Ky, Ko, R, n sind Parameter. In einer parameterabhéngigen Situation hat man gewisser-
mafen nicht nur eine Gleichung, sondern eine ganze Schar von Gleichungen — fiir jede
mogliche Wahl der Parameterwerte eine. Dann héngt auch die Lésung von den jeweiligen
Parameterwerten ab, kann also nicht als Zahlenwert angegeben werden, sondern allenfalls
mit einer Losungsformel, einem “Rechenterm”, der die Werte der Losung{en) in Abhéngig-
keit von den jeweiligen Parameterwerten angibt. Unter der expliziten Aufldsung der
Gleichung nach der Unbekannten versteht man die Angabe eines solchen Rechenterms,
der die Losungen der Gleichung parametrisiert. Allerdings ist das schon bei relativ einfa-
cher Gleichungen, wie z.B. bei der Rentengleichung oben mit der Unbekannten g, nicht
moglich. Man kann dann allenfalls fiir konkrete Parameterwerte durch geeignete mathe-
matische Verfahren die Lésung(en) ndherungsweise berechnen.

Es gibt auch 8konomische Situationen, in denen man mehrere Variablen als gleichberech-
tigte Unbekannte betrachten méchte, ohne eine von ihnen als (beliebiger Werte fihige)
Unbekannte auszuzeichen und die andern als (auf feste Werte fixierte) Parameter anzuse-
hen. Wenn man dann nur eine Gleichung hat, welche die Unbekannten verbindet, so wird
diese im Allgemeinen eine ganze Schar von Lésungen haben: Man kann z.B. alle Unbe-
kannten aufer einer auf beliebige Werte festsetzen und dann mit der Gleichung dazu einen
Wert der letzten Unbekannten so bestimmen, dass die Gleichung erfiillt ist. Eine Situati-
on, bei der man aufgrund skonomischer Uberlegungen genau eine Lisung erwartet (etwa
genau eine optimale Wahl der Variablen), kann von einer solchen Gleichung fiir mehrere
Unbekannte also nicht mathematisch modelliert werden; vielmehr braucht man weitere
Gleichungen {tkonomische Gesetze), welche die Unbekannten in Beziehung setzen und so
die Vieifalt der Losungen reduzieren. Bei einer sinnvollen Problemstellung ist dabei (von
Ausnahmen abgesehen) die Anzahl der Gleichungen gleich der Anzahl der Unbekannien.
Hat man weniger Gleichungen als Unbekannte, so gibt es im allgemeinen “zu viele” Lésun-
gen, ndmlich ganze Losungsscharen, hat man aber mehr Gleichungen als Unbekannte, so
gibt es im Allgemeinen “zu wenige” Losungen, namlich gar keine.

11
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I diesemn Abschnitt betrachten wir aber nur eine Gleichung fiir eine Unbekannte, die
wir, wie in der Mathematik allgemein tiblich, oft mit “z” bezeichnen und die Werte in
Bereich der reellen Zahlen R annehmen kann oder auch in einer vorgegebenen Teilmenge
G ¢ R, der Grundmenge fixr die Gleichung. Fiir skonomische Variablen sind 2.B. oft nur
positive Werte sinnvoll, und wenn z eine solche Variable ist, so wird man die Menge R.q
der positiven reellen Zahlen als Grundmenge wihlen. Eine Gleichung fiir die Unbekannte
2 hat nun die aligemeine Form

T(:L) =0 oder Tlinks(m) = Trechts(m) (w = G) )

wobei Tiinks(2) und Treents () reellwertige “Rechenterme” sind, genannt die linke Seite
bzw. rechte Seite der Gleichung. Die kiirzere evste Form T(z) = 0 ldsst sich immer
herstellen, indem man den Term T'(z)} als Differenz Tjjs(2) — Trechis (%) definiert; doch
taucht bei vielen Gleichungen die Unbekannte zunichst auf beiden Seiten auf, daher ist die
zweite Form vielleicht vorzuziehen. In den Termen kénnen dabei neben der Unbekannten
z auch noch die Parameter a, b, ¢, ... der Gleichung vorkommen; das kann man durch die
genauere Schreibweise T'(x;a,b, ¢, . ..) ausdricken, wenn es erforderlich ist. Andererseits
braucht die Variable 2 in den Termen iiberhaupt nicht aufzutreten, auch wenn die Notation
Abhéngigkeit von @ suggeriert, sondern es kann sich auch um sog. Konstanten handeln,
d.h. relle Zahlen oder Ausdriicke, die nur von den Parameterwerten abhéngen, nicht vom
Wert der Unbekannten . (Das ist sinnvoll; denn man kenn ja eine Konstante ¢ immer
auch als Term ¢ — z -+ x schreiben, in dem z formal vorkommt.)

Losungen der Gleichung sind diejenigen reellen Zahlen (in der Grundmenge), die bei
Einsetzen fir die Unbekannte 2 auf der linken und auf der rechten Seite der Gleichung
dieselbe reelle Zahl ergeben, fiir die also die Gleichung tatséichlich “gilt”. Dazu gehort
auch die Bedingung, dass sich diese Werte in die Terme tiberhaupt einsetzen lassen, also
zum Definitionsbereich der Terme auf beiden Seiten gehéren. Nicht einsetzen kann man
z.B. Werte von z, fiir die ein in den Termen vorkommender Nenner Null wird; denn durch
Null darf man ja nicht dividieren. Nicht einsetzen kann man weiter Werte von z, die
einen vorkommenden Radikanden, also einen Ausdruck, aus dem die Quadratwurzel zu
ziehen ist, negativ machen; denn Quadratwurzeln haben nur nichtnegative Zahlen. Nicht
einsetzen kann man schlieBlich Werte von z, die einen Ausdruck nichipositiv machen,
der zu logarithmieren ist; denn nur positive Zahlen haben Logarithmen. Das sind die
wichtigsten Restriktionen fiir das Einsetzen von Werten der Variablen in Rechenterme.

Die Gesamtheit aller Losungen heift die Losungsmenge der Gleichung. Wenn eine
Grundmenge spegifiziert ist, so gehdren zur Losungsmenge nur die Losungen, die auch
in der Grundmenge liegen; es gibt dann vielleicht noch weitere Losungen aufierhaib der
Grundmenge, aber die sind fiir die ins Auge gefasste Problemstellung eben nicht inter-
essant oder unsinnig (etwa eine negative Zahl als Losung fiir ein Problem, in dem eine
unbekannte Laufzeit zu bestimmen ist). Im Prinzip kann als Lésungsmenge jede Teilmen-
ge der Grundmenge auftreten: Die Losungsmenge kann leer sein, d.h. die Gleichung hat
iiberhaupt keine Losung (wie z.B3. die nicht erfiitlbare Gleichung =z = z + 1), sie kann
genau eine Zahl enthalten, d.h. die Gleichung hat genau eine Losung {das ist eine giinsti-
ge Situation und gerade bei sinnvollen Skonomischen Fragestellungen erwartet, die eine
eindeutige Antwort haben sollten), sie kann aus zwei, drei oder einer beliebigen endlichen
Anzahl von Losungen bestehen, sie kann auch unendlich viele Liésungen enthalten, und
iiberhaupt kann jede Teilmenge der Grundmenge im Prinzip als Losungsmenge auftreten,
auch die ganze Grundmenge selbst {wie z.B. bei der allgemeingiiltigen Gleichung = = x}.
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Wie findet man nun die Lésung ~— oder die Losungen — einer Gleichung? Ziel ist die
Auflésung nach der Unbekannten, d.h. die Transformation der gegebenen Gleichung
durch eine Rethe von Umformungen, welche die Lisungsmenge nicht veréndern oder je-
denfalls nicht verkleinern, in eine Gleichung der “nach z aufgeldsten Form™ z = K wobei
auf der rechten Seite eine Konstante K steht, also einer Zahl oder einem Term, der von
den Parametern der Gleichung abhéingt, nicht aber von der Unbekannten. Die eindeutige
Losung der Gleichung = = K ist dann natirlich A, und einzig diese Zahl kommt als
Losung der urspriinglichen Gleichung in Frage; durch Einsetzen des Wertes K fiir z in
der urspriinglichen Gleichung priift man dann leicht nach, ob K tatsichlich Losung ist.
Leider ist die Auflésung der Gleichung nach der Unbekannten nur in sehr einfachen —
aber gerade in der Wirtschaftsmathematik héaufig auftretenden — Fillen moglich; in den
anderen Féllen ist man auf mathematische Verfahren zur naherungsweisen Berechnung
der Losungen angewiesen. Auch enden die Umformungen der urspriinglichen Gleichung
nicht immer mit einer Gleichung der aufgeltsten Form, sondern man kann auf eine nicht
erfilllbare Gleichung stofien (wie 2 + 1 = z), in welchem Fall die urspriingliche Gleichung
gar keine Ldsung hat, oder auf eine allgemeingiiltige Gleichung {wie z = z), in welchem
Fall evil. auch die urspriingliche Gleichung von jeder Zahl gelést wird. Manchmal sind
auch Fallunterscheidungen notwendig, die zu N > 2 verschiedenen nach z aufgeldsten
Gleichungen fithren; dann hat auch die urspriingliche Gleichung unter Umstinden N ver-
schiedene Ldsungen.

Eine zuléssige Umformung einer Gleichung hesteht in der Anwendung derselben Re-
chenoperation auf beide Seiten der Gleichung. Dabei gehen offenbar keine Lésungen verlo-
ren, d.h. die umgeformte Gleichung hat mindestens dieselben Lisungen wie die urspriing-
liche ~— unter Umsténden aber mehr (z.B. wenn man beide Seiten der urspriinglichen Glei-
chung mit Null multipliziert). Kommt man nach einer Serie von Umformungen auf eine
Gleichung, deren Lésungen man alle bestimmen kann, so muss man durch sog. “Riickwiirt-
seinsetzen” in die urspriingliche Gleichung also noch iiberpriifen, welche davon auch die
urspriingliche Gleichung lésen. Damit hat man dann alle Losungen der urspriinglichen
Gleichung gefunden. Das Riickwértseinsetzen kann man sich sparen (obwohl es als Probe
immer sinnvall ist), wenn man nur Aquivalenzumformungen vorgenommen hat, d.h.
zuldssige Umformungen, die durch eine weitere zulissige Umformung wieder riickgingig
gemacht werden kénnen. Die durch Aquivalenzumformungeri entstandene Gleichung hat
némlich dieselbe Lésungsmenge wie die urspriingliche. Hier eine (unvollstdndige) Liste der
Rechenoperationen, die beim Umformen von Gleichungen vorgenommen werden kénnen:

° Addition oder Subtraktion derselben Zahl oder desselben Terms auf beiden Seiten
(Aquivalenzumformung);

¢ Multiplikation mit derselben Zahl oder mit demselben Term {Aquivalenzumfor-
mung, wenn die Zahi bzw. der Term +# 0 ist; aber Nullstellen des Terms sind Lésun-
gen der neuen Gleichung, nicht unbedingt der alten);

e Division mit derselben Zahl oder mit demselben Term # 0 (Aquivalenzumformung,
wo der Term nicht Null ist; Nullstellen des Terms sind nicht im Definitionsbereich
der neven Gleichung, kénnen aber Lisungen der urspriinglichen sein);

o Bildung des Kehrwertes von beiden Seiten (Aquivalenzumformung, wo beide Seiten
# (0 sind; Losungen der urspriinglichen Gleichung sind aber auch die Werte von z,
fiir die beide Seiten == 0 sind); "

e Quadrieren beider Seiten oder Erhebung zur Potenz mit demselben Exponenten
n € N (fiir gerade n keine Aquivalenzumformung, z.B. hat z = 1 nur eine, 2% = 1%
aber zwel Losungen +1, —1).
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Im Vorgriff auf Abschnitt 1.3 (Wurzeln und Logarithmen) erwihnen wir noch folgende
Operationen zur zuldssigen Umfoemung von Gleichungen:

o Zichen der nichtnegativen Wurzel suf beiden Seiten (wenn die Seiten nichtnegative
Werte haben, sonst erst beide Seiten mit —1 multiplizieren, das erfordert also eine
Fallunterscheidung; suBerdem darf man natilich nicht etwa auf einer Seite die
positive, auf der anderen die negative Quadratwurzel zichen — es muss ja dieselbe
Rechenoperation ausgefithrt werden!);

e Logarithmieren beider Seiten (wenn die Seiten positiv sind, sonst erst mit —1 mul-
tiplizieren und Fallunterscheidung; die urspriingliche Gleichung kann auch noch
Losungen haben, fir die beide Seiten = 0 sind).

Zu der Frage, welche Umformungen bei einer gegebenen Gleichung man denn vornehmen
miisse, um sie aufzuldsen, gibt es kein allgemeines Rezept als Antwort. Ziel der Umfor-
mungen ist in jedem Fall, dass die Unbekannte rechts nicht mehr vorkommt und links
nur in einem moglichst einfachen Term, wie eben “z” in der aufgeldsten Form. Es ist eine
Sache der Erfahrung und des Geschicks bei Termumformungen, einen Weg zu finden, der
zum Ziel fithrt. Und einen solchen Weg gibt es ja auch nicht immer; denn schon recht
einfach aussehende Gleichungen sind, wie gesagt, durch Umformungen nicht auflésbar.

BEISPIELE (zum Auflésen von Gleichungen):
1) Ein sehr einfacher Gleichungstyp fiir eine Unbekannte x ist die

lineare Gleichung: ar =b |,

wobei die sog. Koeffizienten a,b konkrete Zahlen sind (etwa 2z = 3 oder 1T = v2) oder
reelle Parameter. Der Normaelfoll ist a # 0; dann dividiert man beide Seiten der Gleichung
durch @ und erhilt die dquivalente aufgeloste Form z = 2. Also ist

b

z = g die eindeulige Lisung zu  ax = b, wenn a# 0.

Im Ausnahmefall a = 0 sind dagegen alle reellen Zahlen Lésungen der linearen Gleichung,
niamlich wenn auch b = 0 ist, oder es gibt {iberhaupt keine Lisung, nimlich wenn & # On.

Lineare Cleichungen resultieren oft aus Proportionalitéten (Dreisatz), d.h. aus einem
(z.B. tkonomischen) Gesetz, demzufolge eine Grofie b zu einer anderen GréBe a in dem-
selben Verhaltnis steht wie die Unbekannie x zu einer dritte Grofe ¢, also b:a =z 1 ¢
oder (nach Multipiikation mit a % 0 und ¢ # 0) az =be, z = be/a.

Bine ganze Reihe 8konomischer Fragestellungen fithrt auf eine lineare Gleichung: Die
Aufzinsungsformel und die Rentenformel bei einfacher Verzinsung (siche Kap. 2)

K= (1r B K, K= g —mR+ BE (Ko - - mtlg)
sind z.B. lineare Gleichungen fiir jede der darin vorkommenden Variablen Ky, Ky, p, 1,
R, m, wenn man die anderen Variablen jeweils als Parameter auffasst. (Bei der zweiten
Gleichung muss man rechts erst die Terme mit dem Faktor Ky und die Terme mit dem
Faktor R jeweils zusammenfassen, um das zu sehen.) Die Gleichungen sind also nach
jeder der vorkommenden Variablen auflosbar. Der Ausnahmefall, dass der Koeffizient vor
der Unbekannten Null ist, kommt zwar formal auch vor, hat aber keine Skonomische
Bedeutung. Z.B. hat die erste Gleichung, wenn Ky = 0 ist und p oder ¢ die Unbekannte,
entweder keine Losung {bei K, # 0) oder alle Zahlen als Losungen (K; = 0} — aus einem
Anfangskapital Null kann man eben aufier dem Endkapital Null nichts machen, und dabei
sind Zinsfuf und Laufzeit ganz egall
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2) Zu den Gleichungstypen, die sich auf lineare zuriickfithren lassen, gehort z.B. die

a:c-%b_T
cr +d

gebrochen-lineare Gleichung:

Dabei nehmen wir ¢ % 0 an, sonst hat man ja einfach eine lineare Gleichung %2 + 2 =,
also 2z =r — % (wenn auch d = 0 ist, so ist die Gleichung sinnlos, da die linke Seite fiir
kein z definiert ist). Multiplikation beider Seiten mit dem Term cz + d (der fiir Losungen
# 0 ist) gibt az + b = rcx + rd, oder (a — rcjz = rd — b, und dies ist eine &quivalente
lineare Gleichung, die im Normalfall {a — rc) # 0 genau eine Lisung = = %ﬁ%ﬁ hat, im
Ausnahmefall @ — rc == 0 aber alle Zahlen als Lasung oder keine. Was die urspriingliche
gebrochen-lineare Gleichung angeht, so muss man noch iiberpriifen, b fiir die gefundenen
Lésungen z der Nenner ca+d # 0 ist; dann und nur dann ist  auch Lésung der gebrochen-
linearen Gleichung. Diese hat also genau eine Losung, wenn a ~ r¢ # 0 und ad — be # 0
ist, sie hat alle Zahlen z # —¢ als Losung, wenn @ —rc = 0 = rd — b ist, und in allen
anderen Fallen hat sie itberhaupt keine Lisung. Hier einige konkrete Beispiele:

%{—%:2 = 2+1=2x-1) wd 241 <= =3,

—ﬁj—'—% =1 <<= z+l=zx-—1 und z#1, hatkeine Losung,

2;3:1.2. =2 < 22-2=2z-1) und z#1, hatallez# 1 als Losungen.

Bei der letzten Gleichung hidtte man das Ergebnis natiirlich sofort sehen kénnen: Wenn
der Zahler das Doppelte des Nenners ist, so hat der Bruch immer den Wert 2 {aufler der
Nenner ist Null und der Bruchwert nicht definiert). Ebenso bei der mittleren Gleichung:
Wenn der Zahler um 2 gréfer ist als der Nenner, so kann der Bruchwert nie 1 sein.

3) Kompliziertere Gleichungen, in denen gebrochen-lineare Terme auftreten, wie etwa

ar+b kx4l
cr+d  mztn

konnen unter Umstdnden in lineare Gleichungen umgeformt werden. Losungen konnen
natiirlich hochstens solche Zahlen x sein, fiir die beide auftretenden Nenner # 0 sind.
Multipliziert man dann beide Seiten der Gleichung mit dem Produkt der Nenner, so
entsteht (az+b)(mx+n) = (kr+l)(cr+d)+r(cz+d). Hier treten beim Ausmultiplizieren
zwar Quadrate von z auf, aber wenn man Gliick hat, so ist der Koeffizient von 2* auf
~ beiden Seiten derselbe, am = k¢, und dann kann man die Quadrate durch Subtrahieren
von ama® = kex® auf beiden Seiten entfernen und hat eine lineare Gleichung fiir z tibrig,
deren Lésung(en) auch die Losung(en) der urspriinglichen Gleichung ist (sind), soweit
dafiir nicht ein Nenner Null wird. Hier ein konkretes Beispiel:

ij%wgijiﬂ e (22-1)(z+1) = (@-1)2z+1)+(=—1)r und 1;4:,:?&%

= (r—2)z=7r und 1 #£z# % e = wenn 7 # =2, sonst keine Losung.

_r
r—-2"7
Wenn sich allerdings die quadratischen Terme nicht herausheben, so bleibt nach Multipli-
kation mit den Nennern eine quadratische Gleichung iiber, keine lineare. Diese kann mit
Quadratwurzelziehen gelost werden (s. 1.3).
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4) Bei einer Doppelbruch-Gleichung wie

liegt es nahe, auf beiden Seiten den Kehrwert zu bilden, um die Gleichung zu vereinfachen.
Wenn r # 0 ist (sonst hat die Gleichung keine Lésung, weil ja die linke Seite nie Null
werden kann), so ergibt sich die &quivalente Gleichung 1 + -1—}5 = =. Nach Subtraktion
von 1 auf beiden Seiten ist dies eine gebrochen-lineare Gleichung wie in 2). Man kann
aber, wenn r # 1 ist {sonst hat auch diese Gleichung keine Losung), durch nochmaligen
Uibergang zu Kehrwerten gleich die dquivalente Form 14z = ($—1)~" herstelien. Frgebnis:
Fiir » = 0 oder » = 1 hat die Gleichung keine Lésung {(das héatte man von vorneherein

gleich sehen kinnen), ansonsten ist = = (2 —1)7! — 1 = #=1 die eindeutige Losung. H

Unter einer algebraischen Gleichung (oder Polynomgleichung) vom Grad n € N (man
sagt auch Ordnung statt Grad) versteht man eine Gleichung der Form

anZ™ + 2 A asz® + a1z + ag = 0

mit gegebenen Zahlen a, # 0 und ag, a3, az, ..., G, als sog. Koeffizienten der Gleichung.
Nach Division mit dem fithrenden Koeffizienten a, kann man ohne Finschrinkung an-
nehmen, dass dieser gleich 1 ist; die Gleichung beginnt dann 2™ + ... = 0. Obwohl es
sich hier noch um einen relativ einfachen Gleichungstyp handelt, kann man eine soiche
Gleichung im nichtlinearen Fall n > 2 nicht mehr mit den Grundrechenarten auflésen.
Fiir quadratische Gleichungen (n = 2} gibt es noch Lésungsformeln, welche die héhere
Rechenoperation des Wurzelziehens verwenden (s. 1.3), auch bei Grad n =3 und n =4
gibt es noch Lésungsformeln mit “verschachteiten Wurzelausdriicken”, die aber weniger
niitzlich sind als die bekannte Losungsformel fiir quadratische Gleichungen. Fiir Ordnun-
gen n > 5 gibt es aber — das ist mathematisch bewiesen — keine Losungsformeln mehr,
die nur Grundrechenarten und Wurzelziehen beinhalten. Man muss sich also damit ab-
finden, dass algebraische Gleichungen im Aligemeinen nicht auflésbar sind, auch solche
nicht, die in 8konomischem Zusammenhang auftauchen.

7.B. ist die Effektivzinsgleichung fiir Annuitéitsdarlehen (siehe Kap.2; man sucht hier den
unbekannten effektiven Aufzinsungsfaktor ¢, > 1 und a, 8 sind Parameter)

4 —

durch Multiplikation mit g, — 1 > 0 &quivalent zu der algebraischen Gleichung (n+1)-ter
Ordnung

gt —(a+1)g; — Bg. o+ B =0

fiir die Unbekannte g,. Obwoh! hier die Potenzen ¢, ...,q} " der Unbekannten nicht
auftreten, ist diese Gleichung fiir n > 4 nicht mehr durch eine Losungsformel nach g,
auflosbar.

Es gibt eine mathematische Theorie der Polynomgleichungen, aus der wir zur Information
die folgenden Fakten mitteilen:
o [Line algebraische Gleichung hat hichstens so viele reellen Losungen wie ihr Grad n;
o bei ungerader Ordnung n gibt es stets mindestens eine reelle Lisung;

o bei gerader Ordnung n aber existiert unter Umstinden keine reelle Lésung.
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So hat zum Beispiet 2™ 4+ 1 = 0 fir gerade n = 2m € N keine reelle Losung, weil
2™ = (2™)® > 0 ist, die linke Seite der Gleichung also immer > 1. Dass bei ungerader
Ordnung n = 2m+1 immer mindestens eine reelle Losung existiert, liegt daran, dass die
linke Seite 2*™ ! + g, 2?™ 4. .. dann fiir grofe Werte des Betrags |z| dasselbe Vorzeichen
wie = hat, also positiv ist fiir grofe positive Werte von z und negativ fiir absolut grofie
negative Werte (die Potenzen niederer Ordnung von z fallen im Vergleich zur fithrenden
Potenz 2™ nicht ins Gewicht). Nach dem “Zwischenwertsatz” gibt es dann auch einen
Wert von x (oder mehrere solche Werte), fiir den die linke Seite der Gleichung Null
wird. Eine Gleichung n-ter Ordnung, die n gegebene Zahlen z;, z3,..., 2, als Ldsungen
hat, erhilt man durch Ausmultiplizieren des Produkts {z — 1) - (& —xa) - ... - (z — z,,)
und Zusammenfassen der Potenzen von x mit gleichen Exponenten. Es entsteht dann ein
polynomialer Term 2% + a, 12" % 4 ... + a1z -+ ag, der genau dann = 0 wird, wenn z
eine der Zahlen 2, z, ..., 2, ist; denn ein Produkt hat genau dann den Wert Null, wenn
mindestens einer seiner Faktoren, hier also ein Faktor 2 — z;, den Wert Null hat.

Die letzte Bemerkung ist auch die Grundlage fiir ein Reduktionsverfahren, das man anwen-
den kann, wenn man eine Losung £ der algebraischen Gleichung a2 +...+ a;2 +aq =0
geraten hat (indem man einige Zahlen ausprobiert hat oder aus dem Kontext der Aufga-
benstellung schon eine Lésung kennt). Man kann dann die linke Seite der Gleichung in der
Form (z—&) - (by—12™"! + ...+ by 4 by) faktorisieren. Diese Prozedur nennt man Abspal-
ten des Linearfaktors z—¢ oder Polynomdivision durch den Linearfaktor. Die
Koeffizienten b,,_;, b,_g, ..., bestimmt man dabei in dieser Reihenfolge so, dass nach Aus-
multiplizieren des Produkts (2 —£€)-(b,_ 12" +.. .+ bz +by) und Sammeln der Terme mit
gleichen Potenzen von z gerade die Koeflizienten a,, a,_1,... vor 2, "1, ... entstehen.
Da. die linke Seite dey Gleichung nun in der Produktform (z —&)-{(b,_12" 1 .. .+ byz + by)
geschrieben ist, sieht man, dass sie den Wert Null genau dann annimmt, wenn z = £ ist
oder wenn  eine Losung der Polynomgleichung b,_;2™™ ! + ... + byz + by = 0 ist. Die
Reduktion besteht darin, dass der Grad der letzten Gleichung um 1 niedriger ist als bei
der urspriinglichen Gleichung. Wenn die neue Gleichung keine reelle Lasung besitzt, so
war « = & die einzige Lésung der Ausgangsgleichung. Wenn man andererseits zu dieser
neuen Gleichung wieder eine Losung raten kann, so ldsst sich das Verfahren erneut an-
wenden, und mit Gliick kommt man so fortfahrend vielleicht bis zu einer Gleichung vom
Grad 1, also zu einer linearen Gleichung, und hat dann alle Losungen der urspriinglichen
algebraischen Gleichung gefunden. Hier zwei konkrete

BEISPIELE (zur Lisung algebraischer Gleichungen mit dem Reduktionsverfohren):
1) 2tz —-2=0.

Bei dieser quadratischen Gleichung erkennt man die Lésung 2 = 2 und findet die Fak-
toristerung @* —x — 2 = (z — 2) - (z + 1). (Der erste Koeffizient im letzten Linearfaktor
muss 1 sein, damit beim Ausmuitiplizieren 1. z* entsteht, der zweite muss +1 sein, damit

beim Ausmultiplizieren der konstante Term —2 entsteht). Also sind 2 = 2 und z = —1
die Losungen der quadratischen Gleichung,
2) -2t ~1=0,

Bei dieser kubischen {(d.h. Grad 3) Gleichung erkennt man sofort die Losung z = 1 und
findet die Faktorisierung der linken Seite (z —1) - (z* + 1) {die man hier z.B. sieht, indem
man 2 — 2% = (x — 1) - 2% schreibt; man kann fiir den zweiten Faktor der Zerlegung
auch az® + bz + ¢ ansetzen und dann a,b, ¢ der Reihe nach so bestimmen, dass beim
Ausmultiplizieren die linke Seite der Gleichung entsteht). Da z* + 1 fiir reelle  nie Null
wird, ist folglich « = 1 auch die einzige Lésung der kubischen Gleichung. [ |
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Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir zur Warnung noch drei Beispiele von Fehlern,
die beim Losen von Gleichungen nicht selten gemacht werden:

z+3
Bei dieser Gleichung multipliziert man mit « +3 und erhélt 2z +6 = z+3, also 2 = -3 als
eindeutige Losung?7?? — Aber fiir z = —3 ist der Nenner in der urspriinglichen Gleichung

Null, also handelt es sich hier nicht wmn eine Ldsung, und die Gleichung ist berhaupt
nicht losbar! (Der Fehler war, das Riickwirtseinsetzen zu unterlassen; Multiplikation mit
einem Term, der Null werden kann, ist keine Aquivalenzumformung, sondern kann zu
einer Gleichung mit mehr Lisungen fithren als die Ausgangsgleichung.)

Bei der Gleichung
Pl =2"+2c+1,

wird man als Kenner der binomischen und trinomischen Formeln sofort sehen, dass die
rechte Seite (z 4+ 1)? ist und der Faktor z + 1 auch auf der linken Seite (z -+ D(z?—z+1)
ausgeklammert werden kann. Nach Kiirzen dieses Faktors erhilt man dann die Gleichung
g+ l=x+1also2?—2c=0bzw. z-(z—2) =0, dh z=0und z = 2sind
die Losungen??? — Aber = = ~1 ist auch eine Lésung der urspriinglichen Gleichung, die
hier iibersehen wurde! (Der Fehler war hier, zu vergessen, dass Division mit einem Term,
der Null werden kann, keine Aquivalenzumformung ist, sondern zu einer neuen Gleichung
fithren kann, die weniger Losungen hat als die urspriingliche.)

Bei der dritten Gleichung
(2 +1)° = (& — 1)?

liegt es nahe, aus beiden Seiten die Quadratwurzel zu ziehen. Man erhalt dann die lineare
Gleichung z+1 = z—1, die keine Losung hat, also besitzt auch die urspriingliche Gleichung
keine Losung??? — Aber z = 0 ist offenbar doch eine Lésung! (Der Fehler war hier,
dass man auf beiden Seiten nicht dieselbe Rechenoperation angewendet hat; denn fiir
—1 <z <1istz+1 die positive Quadratwurzel aus (z + 1)?, aber 2 — 1 die negative
Quadratwurzel aus (z — 1)2. Dieser Fehler bei der Rechnung mit Quadratwurzeln wird
drastisch durch die unkorrekte Gleichungskette —1 = /{~1)% = /1% = 1 demonstriert.)
Wurzelziehen auf beiden Seiten einer Gleichung ist nur dann zuldssig, wenn man auf beiden
Seiten die positive Wurzel zieht (oder auf beiden Seiten die negative Wurzel, sofern beide
Seiten nicht Null sind). Fiir den Bereich —1 < x < 1 der Unbekannten z hétte man die
radizierte Gleichung in der dquivalenten Form z + 1 = —(x — 1) schreiben miissen und
dann die Losung z = 0 auch gefunden. (Fiir die Bereiche z > 1 und = < —1 ist dagegen
2+ 1 =z — 1 #quivalent, daher gibt es in diesen Bereichen keine weitere Losung der
urspriinglichen Gleichung und z = 0 ist die einzige.) Korrekt wire es auch gewesen, fiir
alle Werte von z die nichtnegativen Wurzeln in Form von Betréigen zu schreiben und dann
die Gleichung |z + 1} = |z — 1| durch Fallunterscheidungen zu losen {vgl. 1.4).
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1.3 Wurzeln, Potenzen mit beliebigen Exponenten, Logarithmen

DISKUSSION {Wurzelrechnung):

1) Es ist eine fundamentale Tatsache, dass jede Potenzgleichung z™ = a mit natiirlichem
Exponenten # > 2 und mit positiver rechter Seite a € R.q genau eine positive reelle
Losung 2 > 0 hat. Man kann dies so verstehen: Fir einen kleinen positiven Wert von z ist
z™ so klein wie man will, also auch kieiner als a; fiir einen grofien Wert von x ist aber 2™ so
grofl wie man will, also groBer als a. Daher muss es irgendwo dazwischen einen Wert von
x geben, fiir den ™ genau so grof ist wie a, eben eine Losung der Potenzgleichung. (Dass
dieses “Zwischenwertargument” giiltig ist, liegt an einer fundamentalen Vollstéindigkeits-
eigenschaft des Bereichs der reellen Zahlen R; es gibt darin eben “alle Zahlen, die man
braucht”. Im Bereich der rationalen Zahlen hat dagegen schon eine so einfache Gleichung
wie 2% = 2 keine Lisung.) Weil nun 2™ hei VergtBerung von z gréer wird und bei Verklei-
nerung von & kleiner (siehe 1.4), kann es auch keine weiteren positiven Losungen geben.
Fiir 2 = 0 ist natiirlich z = 0 die eindeutige Losung.

o Die eindeutige positive reelle Lésung der Potenzgleichung x™ = a mit Ezponent
2 < n € N und rechter Seite a > O heifit die n—te Wurzel aus a und wird {/a
oder al/™ notiert; aufferdem setzt man noch Y0 = 0. Im Fall n = 2 spricht man
auch von der Quadratwurzel aus ¢ und schreibt dafiir einfach \/a = a/2.

Demnach gilt (/a)” = a fiir a > 0 und {/a ist die einzige nichtnegative Zahl mit n-ter
Potenz a. Fiir' a = 6™ mit b > 0 hat auch b diese Eigenschaften (nichtnegativ mit n-ter
Potenz a), daher gilt auch /& = b, wenn b > 0 ist. Der Name “Wurzeln” wird manch-
mal auch fiir Losungen von allgemeineren Gleichungen als der obigen Potenzgleichung
gebraucht, z.B. fiir Lésungen von algebraischen Gleichungen.

2) Um mit Wurzel richtig wmzugehen, ist es ganz wichtig, folgendes zu beachten:

o Wurzeln a werden niemals aus negativen Zohlen a gezogen und haben niemals
negative Werte.

Die Potenzgleichung ™ = a kann zwar auch negative Losungen haben und auch fiir
negative rechte Seiten losbar sein, aber in diesem Fall bezeichnen wir die Lésungen nicht
mit dem Symbol {/a . Das ist sinnvoll, weil sonst die Wurzelrechengesetze wie Vab =
#/a /b falsch werden. (Das Beispiel —1 = +/(—1)2 = V12 = 1 haben wir ja schon gesehen;
die Rechnung ist ungiltig, weil im ersten Schritt eine negative Quadratwurzel gezogen
wird!}) AuBerdem machen negative Wurzeln gerade in der Okonomie, wo die relevanten
Grofen oft positiv sind, meist gar keinen Simm.

Im Ubrigen kann man auch die negativen Lésungen der Potenzgleichung durch positive
Wurzeln aus positiven Zahlen ausdriicken. Fir gerade n = 2m z.B. hat 2™ = a keine
Lissung, wenn a < 0, genau die Losung = = 0, wenn ¢ = 0, und genaun die zwei Losungen

19
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W@ > 0 und —¢/a < 0, wenn a > 0 ist. (Das erkennt man sofort aus ™ —a = (2™)° -
(Va)? = (a™ — a}{a™ + /a).) Fir ungerade n = 2m + 1 hat zwar 2" = o genau eine
Losung fiir jede rechte Seite a € R, aber diese Lésung ist negativ fiir a < 0 (weil Potenzen
nichtnegativer Zahlen wieder nichtnegativ sind) und sie kann mit der positiven n-ten.

Wurzel aus der (positiven) Gegenzahl |a| = —a in der Form — {/|a] < 0 ausgedriickt
werden {wie man aus (—z)® = (—1)"z" = —a fir 2* = a und ungerade n abliest.)
Obwohl beispielsweise 2° = —8 genau eine reelle Lésung hat, namlich z = -2, bezeichnen

wir diese Losung also nicht mit /8, sondern mit —+/8. ( Warnung: Das handhaben nicht
alle Autoren so und schreiben durchaus ¥/—8. Das Wurzelrechengesetz ¥//a = ¥/a gilt
dann aber fir a = —8& nicht mehr, weil —8 {iberhaupt keine 6-te Wurzel hat. Daher ist es
besser, unserer Konvention zu folgen und {/a immer nur fir die nichinegativen Wurzeln
aus nichtnegativen Zahlen o zu schreiben.}

3) Rechenregeln fiir Wurzeln lassen sich aus ihrer Definition in 1) und aus den
Potenzgesetzen herleiten fiir nichtnegative(!) Zahlen a und b

Yo =0, Y1 = 1,
(Ya)y" = a = Yo,
(Ya)™ = Vam,

Va-b = Ya- b,
Valb = /a/ b,

wobei zuletzt natiirlich b > 0 sein muss. Insbesondere ist die n-te Wurzel des Kehrwertes
gleich dem Kehrwert aus der n-ten Wurzel, {/1/b = 1/%b, und dafiir wird auch b=2/"
geschrieben. Die ersten beiden Regeln haben wir schon gesehen, die dritte gilt, weil beide
Seiten die n-te Potenz a™ haben, die vierte, weil alle drei Terme die (m - n)-te Potenz
a hesitzen, die fiinfte und sechste schlieBlich, weil beide Seiten n—te Potenz ab bzw. a/b
haben. Die Wurzelrechengesetze sind Spezialfille der Rechengesetze fiir Potenzen mit
gebrochenen Exponenten, man braucht sie sich daher nicht zu merken, wenn man alle
Wurzelausdriicke sytematisch als Potenzen umschreibt. Die ganze Wurzelrechnung ist im
Grunde Teil der allgemeineren Potenzrechnung, die wir anschlieBend behandeln. |

BEISPIELE: (zur Wurzelrechnung:)

1) Die allgemeine quadratische Gleichung
az +br+c=0 (mit a,b,ce R und a#0)

l6st man durch sog. quadratische Erginzung und Wurzelziehen so:

_a? _ I A ( b\ _b? - dac
0=az —Hm—i—cfa(a:—&%) te- e = a:+2a) =T
Fall 1 ¥ — 4ac < 0: Dann gibt es keine reelle Losung (weil die linke Seite der
letzten Gleichung immer nichtnegativ ist),

b
Fall 2 b —4ac = 0: Dann gibt es genau eine Losung z = 50
Fall 3 b —4ac > 0: Dann gibt es genau zwei Losungen, ndmlich die beiden Zahlen

L . s . . , 2 e s
z, fiir die z + —2% die positive bzw. die negative Quadratwurzel aus 2 4;‘“ ist, also

b 1
N /P2 =
Ty, %2 = =5 + 5 b? — 4ac
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Das ist die bekannte Losungsformel fiir quadratische Gleichungen; sie gilt auch im zweiten
Fall, liefert dann jedoch nur eine Losung z; = z = __2_3;_ . Schreibt man die quadratische
Gleichung mit Division durch den fithrenden Koeffizienten a um, so erhdlt man die sog.
“p—g—Formel”

PP hprtg=0 <= 1,22 = —ip = \/ip? —q, wenn p* > 4q.

Das Erste, was man bei einer vorgelegten quadratischen Gleichung zu tun hat, ist, das
Vorzeichen der Diskriminante bV —4ac bzw. p* —4q festzustellen; denn dieses Vorzeichen
entscheidet dariiber, ob die Gleichung zwei, eine oder keine Losung besitzt. Geometrisch
kann man die verschiedenen Félle darstellen, indem man den Graphen der Funktion von
z zeichnet, die durch die linke Seite der Gleichung gegeben ist. Man erhilt dann nach
oben (a > 0) bzw. unten {(a < 0) gedfinete Parabeln, welche die horizontale z-Achse nicht
treffen {Fall 1), in einem Punkt berithren (Fall2), oder in zwei Punkten schneiden, die den
Nullstellen entsprechen (Fall 3).

art +br + ¢
b < dae
a>0

B > dac
a >0

\_/ m
b?>dac W < dac / = dac
a <0 a << { a <0

2) Fiir algebraische Gleichungen vom Grad 3 oder 4 gibt es, wie schon gesagt, auch noch
Losungsformeln, in denen ineinander verschachtelte Wurzelausdriicke vorkommen; diese
Formeln sind aber zu kompliziert, um von praktischem Nutzen zu sein. Fir Gleichungen
von noch gréBerem Grad n > 5 gibt es aber (beweisbar) auch keine solchen Losungsformeln
mehr. Man ist dann auf Verfahren der numerischen Mathematik zur niherungsweisen
Berechnung der Ldsungen {wenn es welche gibt!) angewiesen. Das schliefit natiirlich nicht
aus, dass man in spezieilen Fiallen doch alle Losungen einer algebraischen Gleichung von
héherem Grad bestimmen kann. Bei einer kubischen Gleichung (Grad 3) z.B., bei der
man eine Lisung schon kennt, fithrt das in 1.2 beschriebene Reduktionsverfahren auf eine
quadratische Gleichung, aus der man dann die weiteren Lésungen berechnen kann (bzw.
erkennt, dass es keine weiteren gibt). Ein explizit losbarer Typ von Gleichungen vierten
Grades, der gelegentlich vorkammt, ist die sog. biquadratische Gleichung

art + bz 4+ ¢c=0.

Dies kann man als quadratische Gleichung ay® + by + ¢ = 0 fiir die Variable y = 2*

auffassen. Von deren nichtnegativen Lésungen y (Quadrate y = z* von reellen Zahlen
sind ja nie negativ) nimmt man dann die Wurzeln /7 und —,/7 und erhélt damit alle der
maximal 4 Lésungen der biquadratischen Gleichung. (Wenn die quadratische Gleichung
fiir y keine, oder nur negative Lisungen hat, so besitzt die biquadratische Gleichung keine
Lésungen.)
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3) Die Aufldésung von Gleichungen, die Wurzelterme enthalten ist unter Umstinden
moglich, indem man die Wurzeln durch (Quadrieren bzw. Potenzieren beseitigt. Beispiel:

:U-!-m:
= V2r+3=-2
= 2z+3=2z", alsoc 22 —=2% —3=0
&3 =1+ +3=142.

Im zweiten Schritt haben wir quadriert; das ist aber keine Aquivaienzumformung, also
missen wir durch Einsetzen in dije urspriinglich Gleichung noch nachpriifen, ob die ge-
fundenen Werte Lésungen sind: Fir z — —1 ist dje Ausgangsgleichung erfiillt, fir 2 — 3
aber nicht, also ist 2 = —1 ihre einzige Losung. (x = 3 lgst die Gleichung z — /22 F 3,
also die urspriingliche Gleichung mit der negativen Wurzel aus 2z + 3; wir bezeichnen
mit /- aber immer nur nichtnegative Zahlen! Man hiitte in der obigen Rechnung daher
gleich mit notieren kénnen, dass —z > 0 sein muss, und damit r = 3 ausgeschiossen.) In
komplizierteren Fillen hilft manchma)l mehrfaches (Quadrieren:

VIEVEFB-VET8=0 <« i4vaTi=viT3
= (Ve+Vz 13?2 =248 = z+2/evr+34+24+3=248

= 2VavVr+3=5-z == da(z+3) = (5—x)
= 307 +222-25-0 = r=-R VT30 =-2+28

Von den beiden gefundenen Werten fir z ist nur z = ! Lésung der urspriinglichen Glei-
chung, der andere Wert z — __% nicht. (Man hétte von vorneherein bemerken kénnen,
dass z > 0 sein muss, da sonst V& nicht definiert ist.) Wenn vier Wurzelausdriicke auf-
treten, so kann man sie im Allgemeinen nicht mehr durch mehrfaches Quadrieren weg-
schaffen. In der Algeba aber wird bewiesen, dass sich eine “Wurzelgleichung” immer (auf
kompliziertere Weise) in eine algebraische Gleichung wmformen lasst,

4) Anwendungen der Losungsformeln fiir quadratische Gleichungen und der Wurzelrech-
nung in der Wirtschaftswissenschaft behandeln wir in Kap. 2. Allgemeine n—te Wurzeln
bendtigt man 2.B. fir die Berechnung des Effektivzinssatzes vor fir einen Vorgang, bei
dem ein Anfangskapital K, durch Verzinsung zu evtl. wechselnden Zinstiiflen, wie z.B.
beim Sparen mit wachsendem Zins, in einer gegebenen Anzahl n von Jahren auf einen
Kapitalendwert K, anwiichst. Der Effektivzinssatz fiir diesen Vorgang ist derjenige Zins-
fubf p,, bei dem n-fache jahrliche Aufzinsung dasselbe Ergebnis lefert. Fiir den zu D
gehérenden Aufzinsungsfaktor G =1+ lé—ep* bedeutet das

%
Das ist eine Potenzgleichung n-ter Ordnung fiir die Unbekannte ¢,, und die einzige positive
Lésung (Aufzinsungsfaktoren sind Ja stets positiv) ist

e _ o HKn
Qeff = E also Peft = 100 - ( Eo— - 1) (Prozent) .

In komplizierteren Fallen fiihrt die Effektivzinsberechnung aber auf eine algebraische Glei-
chung, die nicht mehr durch Wurzelzichen auflosbar ist. Das haben wir ja schon zur Ef-
fektivzinsgleichung fiir Annuititendarlehen qr — afﬁ—:—ll = bemerkt. |

[(71 = Q:JKO bzw. Q’:}
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Potenzen a® mit belicbigen reellen Ezponenten s treten in mathematischen Modellen fiir
tlkonomische Vorginge hiufig auf, insbesondere deswegen, weil Vorgénge uneingeschrénk-
ten Wachstums (oder Verfalls) durch Ezponentialfunkiionen f(z) = a” von einer reellen
Variablen z beschrieben werden. Dabel will man die Funktionswerte selbstverstindlich
nicht nur fiir ganze Zahlen x berechnen kénnen, sondern eben fiir alle reellen Zahlen.
Wenn man eine sinnvoiie und niitzliche Potenzrechnung fiir Potenzen mit beliebigen reel-
len Exponenten erkldren will, so miissen natiirlich die iiblichen Potenzrechengesetze gelten,
die wir fiir ganze Exponenten in Abschnitt 1.1 wiederholt haben. Aus dieser Forderung
ergibt sich aber schon zwangsliufig, wie man die allgemeinen Potenzen zu definieren hat.
Betrachten wir zum Beispiel einen Stammbruch s=1/n als Exponent {mit n€N), so
sollte fiir die zu erklarende Zahl o™ gelten (a'/™)* = /™)™ = ol = a, also miissen wir
festsetzen al/™ = {/@ (wobei natiirlich &/a := a zu verstehen ist; die Notation a'/™ fiir {/a
haben wir ja auch schon bei der Wurzelrechnung angegeben). Wegen der Schwierigkeiten
beim Wurzelziehen aus negativen Zahlen sind wir an dieser Stelle {ibrigens gezwungen,
uns auf das Potenzieren von positiven Basen a > 0 zu beschréanken.

Im néchsten Schritt wollen wir nun a™/™ mit einer rationalen Zahl m/n als Exponenten
erkldren (mit m € Z und n € N). Dafiir sollte dann (a™/™)* = al™/™'" = g™ gelten, also
haben wir ™" = {a™ = ({/a)™ festzusetzen. ier gibt es ein kleines Problem, weil
man dieselbe rationale Zahl r ja (durch Erweitern buw. Kiirzen) auf verschiedene Weise
als Bruch % = & schreiben kann (mit ganzen Zahlern &,m und nattrlichen Nennern I, n},
und der Wert der Potenz mit diesem Exponenten darf natiirlich nicht davon abhéngen, wie
man den Exponenten als Bruch geschrieben hat. Mit m -1 = & - n und den Rechenregeln
fiir das Potenmeren mit ganzen Exponenten findet man aber ({/a™)'™ = ((¥a™)")! =
(@™ = ™ = g*" = (ak)” = ((Va®))™ = (VaF)™, dh. sowohl ¥/a™ als auch vak
sind die (l-n)wte Wurzel aus o™ und damit glelch. Das Problem ist also zum Gliick nicht

vorhanden und unsere Definition von a" fiir » € @ unabhéingig von der Darstellung von r
als Bruch.

Im letzten Schritt missen wir jetzt noch «® fir irrationale Zahlen s erkldren. Da man
jede reelle Zahl s beliebig gut zwischen rationale Zahlen r,t einschachteln kann, z.B.
indem man die Dezimalbruchentwicklung von s erst sehr weit nach dem Dezimalpunkt
abbricht (um r zu erhalten) und dann die letzte Dezimale um 1 erhoht (um ¢ zu erhalten),
werden wir das natiirlich so machen wollen, dass die zu definierende Zahl a® zwischen den
schon definierten Potenzen o" und a* liegt, wenn r < s < ¢ ist. Es lésst sich zeigen
— allerdings mit einigem mathematischem Aufwand —, dass durch diese Bedingung die
Zahl a® schon eindeutig festgelegt ist. Wir brauchen das nicht néher zu erkldren, weil man
fiir praktische Zwecke doch immer nur mit rationalen Exponenten rechnet (wie auch die
allgemeine Potenzfunktion in einem Taschenrechner). Statt a® genan zu kennen, gentigt
es eben einen guten Ndherungswert a” mit rationalem Exponenten r zu wissen, und der
Unterschied zwischen a® und a” ist so kiein, wie man will, wenn man nur die rationale Zahl
r nahe genug bei der reellen Zahl s gewiihlt hat. Wir fassen die Definition der Potenzen mit
allgemeinen Exponenten zusammen und besprechen die Rechenregeln dafiir in folgender

DISKUSSION (Potenzrechnung mit beliebigen reellen Exponenten):

1) o Fiir positive Zahlen a > 0 und rationele Zahlen r = m/n mit m € Z und n € N wird
die Potenz a” der Basis ¢ mit dem gebrochenen Exponenten r erkldrt durch

a’ =a% = Yam = ({‘/E)m
Fir beliebige reelle Zahlen s € R ist dann die Potenz a® der Basis a mit dem

reellen Exponenten s erklirt als die eindeutige reelle Zohl, die zwischen o™ und
a* liegt, wenn immer der Ezponent s zwischen den rationalen Zahlen v und t ist.
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Fiir einen irrationalen Exponenten wie etwa /2 = 1.4142... bedeutet diese Definition
also, dass a¥? zwischen o' = ¢™/% = (¥a)” und a'® = &*?* = (/a)® liegt, genauer
zwischen a4 = @!#1/190 = ( 199/g)*! und o' = o™/ = (/@)™ noch genauer zwischen
alAl = QTOT/E00 (a0 TOT ypd glA1S = P83/200 — (2993)2 usw.; je besser man v/2
durch rationale Zahlen r wie 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, ... approximiert hat, desto besser
approximieren die Potenzen der Basis a mit diesen rationalen Exponenten (also Potenzen,
die man mit Wurzelzichen berechnen kann) auch die Potenz a2,

2) e Polenzen mit allgemeinen Exponenten s sind nur fir positiven Basen a > 0 erkldrt
und haben stets positive Werte a°.

Das muss betont werden; denn sonst kémnen die Potenzrechengesetze nicht gelten. (Z.B.
kann fiir ¢ > 0 dann —a = (—a)***¥/2 = {(—a)/?)? nicht richtig sein, weil Quadrate
nie negativ sind, und aus demselben Grund kénnte b° = b°/ . b*/% nicht gelten, wenn
b* < () wire.) Eine Ausnahme hiervon machen wir nur bei ganzzahligen Exponenten, wo
wir a® = a-a-...-a (n Faktoren) fir beliebige reelle Basen definiert haben, wenn n € N
ist, sowie a™" 1= 1/a” fiir reelle Basen a # 0. Es ist auch sinnvoll, noch 0° 1= 0 zu setzen,
allerdings nur fiir positive Exponenten s > 0. Die Potenz “0"” bleibt undefiniert, weil
es genau so gute Griinde gibt, diesem Ausdruck den Wert 0 zuzuweisen (es ist namlich
0° = 0 fiir s > 0), wie es Argumente fiir den Wert 1 gibt (ndmlich a® = 1 fiir Basen
a # 0). Man sagt: “0°” ist ein “unbestimmter Ausdruck”™. Fir negative Exponenten
—s < 0 kann man 0~° auch nicht sinnvoll erklaren, weil es das Reziproke zu 0° sein
milsste, wenn die Potenzrechenregeln gelten sollen, aber der Kehrwert von 0° = 0 kann
nicht gebildet werden. Die Ausnahmen &ndern aber nichts am Grundsatz: Sobald in einer

Rechnung nichtganze Exponenten auftauchen, miissen die Basen positiv sein, sonst kann
Unfug entstehen wie eben —1 = (=1)! = (=1)V/#1/2 = (- )V2.(—1)12 = ((=1)}/%)? > 0.

3) Die Rechenregeln fiir den Umgang mit Potenzen von positiver Basen ¢ > 0 und b > 0
zu beliebigen reetlen Exponenten s, sind folgende Potenzgesetze:

o Potenzen mit Frponent O und Potenzen von 1 mit beliebigem Exponenten haben den
Wert 1.
=1, 1°=1;
o man multipliziert / dividiert Potenzen derselben Basis, indem man die Exponenten
addiert / subtrahiert:

a® - at = ot a*fot = et

e man bildet den Kehrwert einer Potenz, indem man das Vorzeichen des Exponenten
umkehrt:
lja*=a*;
e man potenzierl eine Potenz, indem man die Exponenten multipliziert:
( as)t — as-t .

o man multipliziert / dividiert zwei Potenzen mit demselben Erponenten, indem man
das Produkt /den Quotienten der Basen mit diesem Ezponenten potenziert:

@b = (a-b)®, a’ /b = {a/b)°.

All dies muss man nur filr rationale Exponenten zeigen, fiir reelle Exponenten folgt es
dann aufgrund der Definition der Potenz durch Approximation mit Potenzen zu rationalen
Exponenten automatisch. Fiir rationale Exponenten s = % und ¢t = = {mit k,m € Z und
I,n € N} aber sind die angegebenen Potenzgesetze unmitielbare Folgerungen aus den
(Gesetzen der Wurzelrechnung und den bereits bekannten Potenzrechenregein bei ganzen
Exponenten. Zum ersten Gesetz a® = 1 und 1° = 1 brauchen wir nichts mehr zu sagen,
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und die andern Potenzgesetze ergeben sich dann so:

a® - b¥ = (Yay - (Vo) = (Va- V)" = (Ve )" = (a-b)¥,
N7 () = (8= ()"
oo =B af = (YO (Ya)™ = (§a)nTm w TR = o TR

und dieselben Rechnungen sind auch giiltig fiir Division statt Multiplikation. Das Gesetz
iiber den Kehrwert einer Potenz ist ein Spezialfall der Division, ndmlich 1/a® = 1°/¢® =

(1/a)* = (¢~ 1)* = a™,

4) Wurzeln /o hatten wir definiert als eindentige positive Losung der Potenzgleichung
z™ = a. Nun konnen wir solche Gleichungen auch fiir beliebige reelle Exponenten s # 0
betrachten und losen:

TS

=3

+
33

a

e Die eindeutige positive Lisung der Polenzgleichung x° = a zu gegebenem Ezponenten
3 € Rq und rechter Seite a € Ry ist z = a'/?; hierfir schreibt man auch {/a.

Auf Taschenrechnern sind diese Wurzeln zu nichtganzen Exponenten s {mit der Funk-
tionsbezeichnung “ &7 ") meistens vorhanden und alle frither angegebenen Wurzelrechen-
gesetze gelten fiir solche allgemeineren Wurzeln {/a, bei denen s nicht mehr eine nattirli-
che Zahl sein muss. Diese Gesetze fiir das Wurzelrechnen braucht man sich aber nicht
zu merken; denn es handelt sich einfach um Spezialfille der Potenzgesetze, bei denen die
Exponenten in der Form 2 geschrieben sind:

(Vo) =a=Vo = (aF) =a'= (as)”s !
(Va)' = ot = () =a = ()",
va- iy c/‘ . (aw)”‘ afet = ()"
Va-b= = alf{s‘bl/sx(a-b)lfs,

und entsprechend fiir Division statt Multiplikation. Sogar “neue” Wurzelrechengesetze, auf
die man nicht ohne Weiteres kommt, lassen sich aus den Potenzrechengesetzen ableiten:

L] i,1 3
Va-{a= Vet =(a)"" e algl/t = gst = o5
Statt mit solchen komplizierten Wurzelrechengesetzen zu operieren, sollte man aber besser

o immer alle Wurzeln /a als Potenzen a'/® umschreiben und dann die einfacheren
und leicht zu merkenden Rechenregeln fiir Potenzen verwenden. [

Es liegt auf der Hand, dass die Basen 10 (Dezimalsystem) und 2 (dyadisches System, wird
fiir die Zahlendarstellung in Computern benutzt ebenso wie das Hexadezimalsystem, also
die Basis 16) von besonderer Bedeutung sind. Keineswegs offensichtlich und eine bemer-
kenswerte mathematische Entdeckung ist, dass eine andere Basis fir die Potenzrechnung
besonders giinstig ist, ndmlich die Eulersche Zahl e = 2.71828182. ... Diese Zahl ist nicht
rational und auch nicht mit wiederholtemm Wurzelziehen aus einer rationalen Zahl zu er-
halten; es ist vielmehr bekannt, dass sie transzendent ist, d.h. sie 16st keine algebraische
Gleichung a,z"™ + a,_12" " +...4+ a1z +ag = 0 mit rationalen Koeffizienten a; . Wie kann
es sein, dass eine so “abgelegene” reelle Zahl in gewisser Weise die beste Basis fur die
Potenzrechnung ist, so dass sie als “natiirliche Basis” bezeichnet wird? Bemerkenswerter-
weise hangt die Anwort mit Finanzmathematik zusammen, ndmlich mit dem Problem der
kontinuierlichen Verzinsung. Dazu greifen wir in der folgenden Diskussion auf Kap. 2 vor.
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DISKUSSION (kontinuierliche Verzinsung und die natiirliche Basis):

1) Wir betrachten die Verzinsung eines Kapitals in einem Zeitraum ¢ Jahre zu einem
gegebenen Zinsfull p% . Bei einfacher Verzinsung ist der Aufzinsungsfaktor dann 1 + &= 100
Teilen wir den Zeitraum in n gleich lange Zinsperioden ein und schlagen die Zinsen am
Ende jeder Periode dem Kapital zu, so ist der Aufzinsungsfaktor (1 + Z=)" natiirlich
groBer. Das ist 6konomisch klar wegen des Zinseszinseffekts und mathematisch anch leicht
beweisbar; z.B. ergibt sich aus der binomischen Formel, wenn man nur die ersten beiden
Summanden berticksichtigt, sofort (1 + t&=)" > 1+ (7 )Tg'e? =1+ &.

Nun kann man sich auf den Standpunkt stellen, dass die Einteilung in endlich viele Zin-
sperioden, z.B. in Quartale oder Monate, “ungerecht” ist — vielmehr miisste man, um die
anfallenden Zinsen “gerecht” mitzuverzinsen, die Laufzeit in Tage, Stunden, Sekunden, ja
eigentlich in beliebig kurze Zinsperioden einteilen. Das bedeutet, dass die Zahl n der Zin-
sperioden immer gréBer gemacht werden muss und schilieflich iiber alle Grenzen wichst.
Es ist ckonomisch klar und mathematisch auch beweisbar, dass die Aufzinsungsfaktoren
g = (1+ =)™ gréBer werden, wenn man die Zahl n der Zinsperioden (innerhalb dersel-
ben Laufzeit t) vergréBert; denn dabei wirkt sich der Zinseszinseffekt ja stéirker aus. Die
Frage ist nun: Wie grofl werden diese Aufzinsungsfaktoren? Etwa beliebig groB, so dass
der Zinsertrag bei “gerechter” Verzinsung ebenfalls beliebig grof wird? Okonomisch be-
trachtet erscheint das zumindest unwahrscheinlich, und ein Test, etwa mit p% = 5% und
t = 1 (Jahr), gibt fir n = 1,2,10,100,1000, ... die Aufzinsungsfaktoren 1.05, 1.025° =
1.050625, 1.005" = 1.051135, 1.0005'0 ~ 1.051258, 1.000051%%° ~ 1.0512695, ..., was
auch nicht gerade auf ein Anwachsen tiber alle Schranken hindeutet.

Tatséchlich bleiben die g, beschrankt, und auch dies kann man mit einer 6kenomischen
Uberiecrung einsehen. Dazu betrachten wir fiir n > 1%% die Abzinsungsfaktoren g, =
(1-+& 23" fiir die vorschiissige Abzinsung eines Kapitals in n gleich langen Zinsperioden
der Gesamtdauer t. Es ist konomisch klar und wiederum mathematisch beweisbar, dass
auch diese Faktoren mit wachsendem n grofier werden, weil die abzuziehenden Zinsen
nach jeder Zinsperiode von einem verkleinerten Kapital berechnet werden, ein Effekt, der
sich bei mehr Zinsperioden frither und starker auswirkt, Nun gilt hier aber g, - @, =
(1 + ﬁ) (1— 25 = 1= (F=) < 1, dh. ¢, < 1/G,. Weil hier die Zahlen g,
und ¢, mit wachsendem n anwachsen die Reziproken 1/g, also abnehmen, kénnen die g,
mit wachsendem n nicht beliebig groB werden. Nun ist es eine fundamentale Eigenschaft
des Bereichs der reellen Zahlen, dass jede wachsende Folge ¢, < g2 < g3 < ... von reellen
Zahlen, die von oben beschrinkt ist (d.h. alle ¢, liegen unterhalb einer festen Zahl) einen
Grenzwert g besitzt, was hier bedeutet, dass die g, dieser Zahl g so nahe kommen wie
man will (aber stets kleiner bleiben), wenn man nur n gentigend groB wahlt. Diese Zahl
wird ¢ := lim, .. g, bezeichnet (“Limes von g, bei n gegen Unendlich”) und hat die
skonomische Bedeutung des Aufzinsungsfaktors zum ZinsfuB p% in der Laufzeit ¢ Jahre
bei Zinszuschlag nach beliebig kurzen Zinsperioden, also gewissermaBen bei sténdigem
Zinszuschlag. Sie heifit daher

o Aufzinsungsfaktor bei kontinuierlicher Verzinsung zu p% in der Laufzeit ¢:
i (14 2L
9 T}EEO(H 007/

2) Die Eulersche Zahl e erhalten wir nun, wenn wir oben p und ¢ so wahlen, dass £ 10@ =1
ist, also z.B. die kontinuierliche Verzmsuncr firr 100 Jahre zu 1% betrachten oder fiir 20
Jahre zu 5%. Es ergibt sich dann die sogenannte
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e natiirliche Basis (Eulersche Zahl):

e lim (1+1) = 2718281828450, ..
n— 00
An dieser Stelle ist noch nicht einzusehen, warum diese Zahl eine “gute Basis” fiir die
Potenzbildung sein soll. Aber wenn wir annehmen, dass 1%% = & ratjonal ist mit k,l € N
und fiir n Vielfache n = m - k des Zéhlers k einsetzen, so ergibt sich ¢! = [(1 + p2=)"™]*.
Hier strebt mit wachsendem m nun der Term [...] gegen die Eulerschen Zahl e, weil
[ - m natiirliche Zahlen durchliuft und beliebig groff wird, und man iiberlegt sich leicht,
dass die Potenzen [...]* dann der entsprechenden Potenz e* beliebig nahe kommen fiir
hinreichend groBe m. Auf der anderen Seite strebt ¢, mit wachsendem % = m - k gegen
den kontinuierlichen Aufsinsungsfaktor g aus 1) und die Potenz ¢, damit gegen ¢'. Das

Resultat ist, dass ¢! = e* sein muss, also ¢ = e*/* = &?*/1%0 Mit Worten:

o Der Aufrinsungsfakior bei kontinuierlicher Verzinsung ist die Potenz der Fulerschen
Zahl mit dem Laufzeit-anteiligen Zinsfuff als Erponenten,

-
o p-t )”: &
tim (14 55 ) = el

Das haben wir zwar nur fiir rationale Werte von i%% vorgerechnet, es gilt aber fiir be-
liebige positive reelle Werte z des Laufzeit-anteiligen ZinsfuBes, weil der dazu gehdrende
Aufzinsungsfaktor offenbar zwischen den Aufzinsungsfaktoren zu rationalen Werten von

£ liegt, die kleiner bzw. grofer als = sind.

AuBerdem gilt eine entsprechende Aussage fiir das vorschiissige kontinuierliche Abzin-
sen. Wir haben in 1) schon gesehen, dass die zugehdrigen Abzinsungsfaktoren ¢, < 1
mit n anwachsen, wobei ¢, - §, < 1 gilt. Daraus folgt, dass auch die Folge q1, ¢2,43, ...
einen Grenzwert § hat, wobei ¢ § < 1 ist. Fiir groe n haben wir andererseits auch
G Gn = [1=(E)" > 1 — 1(&5)?, was man erkennt, wenn man den vorletzten Term als
vorschiissigen kontinuierlichen Abzinsungsfaktor zu p% fiir n Zinsperioden in der Lauf-
zeit pt?/100n auffasst und mit dem aus tkonomischen Griinden offensichtlich kleineren
vorschiissigen Diskontierungsfaktor bei einfacher Verzinsung vergleicht. Da < beliebig klein
wird mit wachsendem ., muss daher auch ¢-§ > 1 sein, d.h. es gilt sogar § = g~ ! = e #*/1%C,
Da dies das Reziproke des Aufzinsungsfaktors e”/1% ist, sind also bei kontinuierlicher Ver-
zinsung die vor- und die nachschiissigen Aufzinsungsfaktoren gleich, und wir kénnen die
erhaltenen Ergebnisse wie folgt zusammenfassen: :
o Aufrinsungsfoktor bzw. Abzinsungsfaktor zum Laufzeit-anteiligen Zinsfufd x = %—% >0
sind bei kontinuierlicher (nach- oder vorschissiger) Verzinsung gegeben durch die
Potenzen der natiirlichen Basis mit Exponent x bzw. —x,

() e (o3
Es versteht sich, dass zu einem strengen Beweis der obigen Grenzwertformeln fiir die
Potenzen von e mathematische Grenzwerttheorie erforderlich ist, um die Rechnungen mit
Grenzwerten, die wir angedeutet haben, zu rechtfertigen. Diese Grenzwerttheorie stellt
die Mathematik auch zur Verfiigung, d.h. man kann alle obigen Argumente zu exakten
mathematischen Beweisen ausarbeiten. Das brauchen wir aber hier nicht zu tun; denn
fiir die Mathematik in der Wirtschaftswissenschaft geniigt eine intuitive Vorstellung von
Grenzwerten und Grenziibergéingen, und damit kann man auch den Zusammenhang von
kontinuierlicher Verzinsung mit den Potenzen der Eulerschen Zahl schon gut verstehen.
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3) Mit der Interpretation der Potenzen von e als Aufzinsungsfaktoren fiir das Anwach-
sen eines Kapitals bei kontinuierlicher Verzinsung ist nur eine von vielen Eigenschaften
beschrieben, welche die natiirliche Basis gegeniiber anderen Basen auszeichnet. Dieselbe
Eigenschaft ist tibrigens auch die Ursache fiir das Auftauchen der Potenzen dieser Zahl in
vielen Gesetzen der Naturwissenschaften; denn wenn man einen Prozess unbeschriankten
Wachstums oder Zerfalls hat {wie z.B. radioaktiver Zerfall), so lasst sich genau dieselbe
Argumentation anwenden wie cben beim Anwachsen eines Kapitals durch kontinuierliche
Aufzinsung bzw. beim Abnehmen des Kapitalstands durch kentinuierfiche Abzinsung,
d.h. man erhédlt als Wachstums- bzw. Zerfallsfaktoren fur die Laufzeit ¢ die Potenzen
e = ¢’ mit einer gewissen fiir den Prozess charakteristischen Wachstumsrate k > 0
und ¢ = ¢**. Ein solches “Exponentialgesetz” ist auch deswegen zu erwarten, weil bei
demselben kontinuierlichem Wachstum in n aufeinander folgenden Zeitspannen ¢4, ...,1%,
der Wachstumsfaktor flir die Gesamtlaufzeit ¢ = ¢; 4 ... + £, gleich dem Produkt der
Wachstumsfaktoren fiir die einzelnen Zeitabschnitte ¢, sein sollte, und in der Tat ist ja

auch gemif Potenzgesetzen

ty ts ; in fiHta+ e

a't-a® - oat=ma
4) Ein besonderer Vorteil der natiirlichen Basis e ist, dass man die Potenzen e* mit
beliebigen reellen Exponenten z sehr gut und schnell ndherungsweise berechnen kann,
viel besser als die Potenzen anderer Basen wie 2 oder 10. Die Darstellung von e* als
Grenzwert der Ausdriicke (1 + £)* bei n — oo ist dagu allerdings wenig geeignet; fiir
x = 1 etwa ist der Fehler e* — (14 £)™ etwa so groff wie <+, was bedeutet, dass man n sehr
groB wihlen muss (z.B. 10°), um durch Berechnung von (1 + £)™ den Wert von &* auf
einige Dezimalen {z.B. 6 Dezimalen) genau zu erhalten. Mit der binomischen Entwicklung
n his k
z\" _ AW
(1+5) =2 (@)
kann man eine fiir die Berechnung von e besser geeignete Darstellung erhalten. Dazu

iiberlegt man, dass die Faktoren (7)(2)F = L. 2.2=l. . 2=kl fiir grofie n ungefahr

- E L ks
gleich 4 sind, wobei die Ubereinstimmung um so besser ist, je gréBer n gewshlt wird. Mit
wachsendem n strebt daher die linke Seite der binomischen Entwickiung gegen e® und die
rechte gegen die Summe der Summanden £z*, d.h. man erhalt die fiir alle 2 € R giiltige

Darstellung der Potenz ¢* durch die sog. Exponentialreihe
o0

e‘”zz_% :1+—11—!:c+%3;2 + %mg + %ﬁ?‘iﬂ- e
k=0

Dies ist wie bei der in Abschnitt 1.1 erwéhnten unendlichen geometrischen Reihe so zu
verstehen, dass die Summe der ersten n Summanden rechts ein Ndherungswert fiir e® ist,
wobei der Fehler kleiner ist als jede vorgegebene Fehlerschranke (z.B. 107°), wenn man
nur n gross genug wéhlt. Weil die Fakultdten k! der natiirlichen Zahlen k& sehr schnell
anwachsen mit wachsendem & — viel schneller als die Potenzen 2* jeder festen Zahl z,
selbst wenn z grof ist —, werden die Glieder der Exponentialreihe sehr schnell klein. Man
braucht daher nur wenige Summanden der Reihe zu berticksichtigen, um e* schon mit sehr
grofier Genauigkeit durch die Summe dieser Glieder annshern zu kénnen. Eine genauere
Analyse zeigt, dass der Fehler, den man bei Abbruch der Exponentialreihe mit dem n-
ten Summanden macht, nicht gréfer ist als mjminﬂe'm‘; fur |z} < 1 gentigen daher
die ersten 10 Summanden der Reihe, um ¢® bis auf 6 Dezimalstellen genau zu erhalten.
Die natiirliche Basis e ist dadurch ausgezeichnet, dass man mit der Ezponentialreihe ein
exzellentes Verfahren zur Berechnung ihrer Potenzen e zur Verfigung hat — ein derart
einfaches und genaues Verfahren zur Berechnung von Potenzen o® gibt es fiir andere Basen
a nicht!
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5) Die sog. natiirliche Exponentialfunktion exp(z) = e® zur Basis e hat weitere
besondere Eigenschaften, die sie vor den Exponentialfunktionen exp,(z) := a® zu anderen
Basen a auszeichnet. Zum Beispiel ist sie die einzige Exponentialfunktion, die Steigung 1
an der Stelle z = 0 hat, d.h. es gilt e® & 1 + z fiir kleine Werte des Betrags |z|, wobei
der Fehler im Verhltnis zur GréBe von |z| beliebig klein wird, wenn {z| klein genug ist.
Daraus folgt, dass die natiirliche Exponentialfunktion die einzige Exponentiaifunktion —
und bis auf einen Faktor sogar die einzige Funktion {iberhaupt — ist, deren Ableitung die
Funktion selbst ist (wir kommen darauf in der Differentialrechnung zuriick). Die Fulersche
Zahl e tritt ferner in vielen sehr verschiedenen Zusammenhingen in der Mathematik auf,
es handelt sich in diesem Sinne wirklich um ein fundamentale “N aturkonstante”, wie z.B.
auch die Kreiszahl 7, und zwischen beiden Zahlen gibt es tiefe Zusammenhinge. Wir
erwihnen die Stirlingsche Formel

T
n! ~/2mn -g;,

die fiir groBe natiirliche Zahlen n die GrisBe der Fakultdten n! sehr genau beschreibt. Fiir
grofie Zahlen n sind die Fakultaten, eben weil sie riesig groB sind, schwer in den Griff zu
bekommen; ein gewshnlicher Taschenrechner kommt z.B. nur bis (69}, weil (70)! schon
grofer ist als die auf dem Rechner nicht mehy darstellbare Zahl 10'%°. Die Stirligsche
Formel gibt Néherungswerte fiir die Fakultdten in dem Sinne, dass der relative Fehler,
das ist der Quotient aus linker und rechter Seite minus 1, sehr klein ist fiir grofie n,
und zwar sogar kleiner als eine beliebig klein gegebene Fehlerschranke, wenn nur n grof
genug ist. (Genauer ist der relative Fohler grofier als Null und kieiner als el/12r _ 1)
Die Naherungsformel fir die Werte der Fakultiten n! wird also gewissermafien um so
besser, je gréfer n ist! Eine gute ndherungsweise Kenntnis der Fakultiten grofier Zahlen
n und der hierdurch ausdriickbaren Binomialkoeffizienten () = m’%c-)h, ist wichtig in der
Statistik bei groBen Fallzahlen. Dies ist ein durchaus auch fiir die Wirtschaftswissenschaft
relevantes mathematisches Fachgebiet, und insofern ist auch die Stirlingsche Formel fiir die
Okonomie von Bedeutung. Statistik gehért aber nicht mehr zum Lehrstoff dieses Kurses,

sondern ist ein eigener spezieller Kurs im Studium der Wirtschaftswissenschaft,

Ein anderer tiefer Zusammenhang zwischen e und = zeigh sich, wenn man den Bereich
der reellen Zahlen R zum Bereich der komplexen Zahlen C erweitert, in dem auch eine
Quadratwurzel aus —1 vorhanden ist, die sog. “imagindre Einheit” §. Man kann dann
auch die Potenzen a® von positiven Basen a € R.q mit komplexen Zahlen z € € als
Exponenten sinnvoll erkliren, und Euler hat eine tiefe Beziehung der Potenzen von e mit
Vielfachen it der imaginiren Einheit als Exponenten (# € R) zu den Kreisfunktionen
Sinus und Kosinus und damit zur Kreiszahl = gefunden, nimlich die Eulersche Formel

a9
=2 .
e = cost + fsint,

speziell

/2 _ ool o ~1, el _ ~5, ol g

In der Wirtschaftsmathematik kommen freilich komplexe Zahlen nicht (oder selten) vor,
daher ist auch die bemerkenswerte Eulersche Formel dort nicht von Bedeutung. Wir haben
sie nur erwahnt, um die besondere Rolle der natiirlichen Basis e zu unterstreichen, die sich
— wie oben gesehen — schon bei der mathermatischen Modellierung bestimmter “ideajer”
tkonomischer Vorgénge wie der kontinuierlichen Verzinsung zeigt, mehr aber noch, wenn
man in andere Bereiche der Mathematilk hineinschaut. =
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Wir kommen nun zum letzten Thema dieses Abschnittes, den Logarithmen. Auf diesen
Begriff st68t man, wenn man die Losung von Erponentialgleichungen o® =y untersucht,
d.h. zu gegebener Basis a und rechter Seite y ist der Exponent z gesucht, fiir den die
Potenz o den Wert y hat. (Natiirlich muss, wie immer, @ > 0 und y > 0 sein, damit die
Fragestellung sinnvoll ist; die Basis a = 1 ist ebenfalls ein auszuschlieBender Sonderfall,
weil ja 17 = 1 ist fiir alle z, so dass die Exponentialgleichung dann fir y £ 1 keine
und fiir y = 1 alle Zahlen = als Losung hat.) Betrachten wir eine Basis a > 1, so wird
a® beliebig groB fiir grofie Werte von z, also gréBer als y. Das erkennt man daran, dass
fir die néchstkleinere ganze Zahl n := |z| die Ungleichung &® = o™ . g" > q* =
(1 4+ (a=1))" > 1 + n(a~1) gilt (wobei wir im letzten Schritt nur die beiden ersten
Summanden der binomischen Entwicklung beriicksichtigt haben; aufierdem ist a™" > 1,
weil die Basis > 1 ist und der Exponent nichtnegativ, siehe 1.4). Fiir negative Werte von
z mit selr groflem Betrag |x| = —z ist andererseits a® das Reziproke der sehr groBen Zahl
al™ und damit sehr klein, also auch kleiner als y > 0. Mit der Zwischenwerteigenschaft
der reellen Zahlen folgt daher, dass es einen Wert z des Exponenten geben muss, fiir
den a” genau gleich y ist. (Der exakte mathematische Beweis benutzt die Stetigkeit der
Expenentialfunktion, d.h. a® und a* unterscheiden sich beliebig wenig, wenm s und ¢ in R
nahe genug beieinander liegen. Das ergibt sich z.B. aus der fir n € Nyzund0 <t—s< s
gltigen Abschiitzung o = a"* - a® < o™ ¢* = YT+ (a—1) ¢ < [1 + i{a-1)] - a*;
siehe 1.4.) Es kann auch nur einen einzigen solchen Wert geben; denn ist o® = y = &,
so folgt a® % = 1 und damit = = 7, weil Potenzen von Basen # 0 mit Exponenten s 0
nicht den Wert 1 haben kénnen (fiir @ > 1 ist der Wert > 1, wenn der Exponent positiv
ist, und < 1, wenn der Exponent negativ ist; siehe 1.4). Damit haben wir also fiir Basen
a > 1 gefunden, dass die Exponentialgleichung a® = y fiir alle y > 0 genau eine Losung
hat. Diese Feststellung ist die Grundlage der folgenden Definition der Logarithmen. Fiir
Basen 0 < a < 1 gilt iibrigens wegen a® = (1/a) " mit 1/a > 1 dieselbe Aussage.

DISKUSSION (Logarithmenrechnung):

1} Zunichst erméglichen uns die obigen Vortiberlegungen folgende Definition:

e Fir eine gegebene Basis 1#a€ Ry und eine gegebene Zohl y € Rog heifit die ein-
deutige Lisung © € R der Ezponentialgleichung of = y der Logarithmus des
Numerus y zur Basis a und wird log,y notiert. Bei Wahl der Basis ¢ — 10
schreibt man einfach logy statt log,qy und nennt diese Zahi den dekadischen
Logarithmus von y (auch: Briggscher Logarithmus und gelegentlich lgy notiert).
Bei Wahl der natiirlichen Busis a = e schreibt man Iny  fir log,y und nennt dies
den natiirlichen Logarithmus des Numerus y (“In” fiir “logarihmus naturalis” .

Als Logarithmus wird also immer ein gesuchter Frponent bezeichnet, und der Numerus
ist der Wert der Potenz der Basis zu diesem Exponenten. Dabei muss der Numerus stets
positiv sein; fir y < 0 ist log, y nicht definiert, weil a® nur positive Werte annehmen kann.
AuBerdem muss die Basis positiv und verschieden von 1 sein, weil sonst die Potenzen a®
tiberhaupt nicht definiert sind bzw. nur den Wert 1 annehmen kénnen. Ublicherweise
werden nur Zahlen a>1 als Basis gewihlt, mit Basen O<a<1 arbeitet man besser nichs.

2} Aus der Definition der Logarithmen und den Potenzgesetzen ergeben sich sofort Re-
chenregeln fiir Logarithmen, die nur eine Ubersetzung der Potenzgesetze in die Logarith-
mensprache” sind. Dabei nehmen wir natiirlich an, dass alle Numeri und die Basis positiv
sind und dass die Basis auBerdem von 1 verschieden ist. Dann haben wir die folgenden
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Logarithmusgesetze:

o die Potenz eines Logarithmus zu derselben Basis ist der Numerus, der Logarithmus
einer Potenz zu derselben Basis ist der Ezponent:

a8y — Y 1Oga(a$) =T
e Der Logarithmus von | ist stets O, der Logarithmus der Busis zu sich selbst ist 1 :
log,1 =0, log,a=1;

e der Logarithmus eines Produkts / Quotienten ist die Summe / Differenz der Logarith-
men der Foktoren zur gleichen Basis:

log, (y - 2) = log, y + log, 2, log, % = log,y —log, z;
o der Logarithmus einer Potenz des Numerus ist das Produkt des Ezponenten mit dem
Logarithmus des Numerus zur gleichen Basis:

log,(y*) = s log, v ;
o der Logarithmus des Kehrwertes eines Numerus ist das Negative, der Logarithmus
der n—ten Wurzel des Numerus ist das % ~Fache des Logarithmus vom Numerus:

10ga-;;= —log,y,  log, ¥y = %logay-

Die erste Gleichung ist nichts anderes als die Definition des Logarithmus, log, v ist schliefi-
lich gerade der Exponent, mit dem man a potenzieren muss, um das Ergebnis y zu er-
halten. Und die zweite Gleichung besagt nichts anderes, als dass man eben a mit dem
Exponenten z potenzieren muss, wenn man das Ergebnis o* erhalten will. Diese beiden
(esetze kann man auch so zusamrenfassen:

e Das Logarithmieren zur Basis o ist die Umkehroperation des Exponentiierens zur
Basis a,

d.h. wenn man erst den Logarithmus zu einer positiven Zahl bildet und anschlieflend die
Potenz der Basis mit diesem Exponenten, so erhdlt man die Ausgangszahl zuriick, und
wenn man umgekehrt erst zu einem reellen Exponenten die Potenz der Basis bildet und
anschlieBend davon den Logarithmus, so erhilt man den Ausgangsexponenten zurlck. Fiir
die speziellen Basen 10 und e gilt also

10]0gy — y iog(loz) =, ehly fued ’y’ hl(ez) =T.

Das zweite Logarithmusgesetz ist ein Spezialfall des ersten (z = 0 bzw. 2 = 1 wihlen). Das
dritte und vierte angegebene Gesetz ist die Entsprechung der Potenzgesetze a*% = a®.a®
(entsprechend bei Subtraktion der Exponenten links und Division rechts) und (a®)® = a®*;
setzt man hier £ = log,y und T == log, z ein, so erhélt man sofort die behaupteten
Gleichungen. Das letzte Gesetz schlieflich ist ein Spezialfall des vorletzten (# = —1 bzw.
z = < einsetzen).

3) Die Logarithmusgesetze bezogen sich auf das Logarithmieren zu einer festen Basis a.
Hier diskutieren wir Rechenregeln fiir den Wechsel der Basis. Wir betrachten dazu zwei
von 1 verschiedene Basen a,b € R.o. Aus

z
Y= - (aloga b) _ ax-iog;ab

lesen wir dann unmittelbar die folgenden Regeln fir den Basiswechsel ab.
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Umrechnen von Logarithmen und Potenzen bei Wechsel der Basis:

o Die Potenz einer neuen Basis mit einem Ezponenten erhdlt man, indem man in der
Potenz der alten Basis diesen Frxponenten mit dem Logarithmus der neuen Basis
multipliziert:

B — ar-iogab .

e der Logarithmus eines Numerus bzgl. einer neuen Basis ist der Quotient des alten

Logarithmus dieses Numerus und des alten Logarithmus der neven Basis:

_ log,y
~log, b’

log,

Es versteht sich, dass hier der Logarithmus der neuen Basis b bzgl. der alten Basis a
gemeint ist; denn der Logarithimus von b bzgl. b ist Ja gleich 1. Statt mit dem Logarithmus
der neuen Basis bzgl. der alten zu dividieren, kann man auch mit dem Logarithmus der
alten Basis bzgl. der neuen multiplizieren; denn mit der speziellen Wah! Y = a erhélt man
aus der letzten Gleichung

log,a = oz b
Fiir das héiufig benétigte Umrechnen auf die natiirliche Basis gilt insbesondere:
1 ;
a® = eg"ne hy = IZS:”Z = (log,u) - (Ina).

Beim Wechsel der Basis verindern sich die Logarithmen aller (positiven) Zahlen stets um
denselben, nur von den beteiligten Basen abhiingigen Faktor, daher gilt:

s Der Quotient 2weier Logarithmen zu derselben Basis, ist von der Wahl der Basis
unabhdngig, .
log,y _logyy logy Iny
log,z logyz logz Inz’

Aus dieser leicht zu merkenden Aussage kann man sich die Umrechnungsformeln fir Lo-
garithmen bei Basiswechsel immer schnell herleiten; man braucht dazu fiir 2 nur eine der
Basen zu nehmen und log, z = 1 zu beachten. Da log,a™! = —log,a = —1 ist, zeigt
die Umrechnungsformel fiir den Ubergang zur reziproken Basis (was auch aufgrund der
Logarithmusdefinition klar ist: Man nuss | /a mit —zx potenzieren, wm dasselbe Ergebnis
zu erhalten wie bei der Potenzierung von a mit = )

logy, 4y = —log,y.

Deshalb ist es keine Einschrénkung sich nur mit Basen a > 1 zu befassen: Die Logarithmen
bzgl. einer Basis @ mit 0 < a < 1 erhélt man einfach durch Vorzeichenumkehr bei den
Logarithmen zur reziproken Basis 1/a>1.

4) Auf jedem wissenschaftlichen Taschenrechner sind die dekadische und die natiirliche
Logarithmusfunktion verfiighar sowie die natiirliche Exponentialfunktion und die Expo-
nentialfunktionen zu allgemeinen Basen. Wir wollen abschliefend noch einige Worte dazu
sagen, wie man Logarithmen und Potenzen mit allgemeinen Exponenten gut (ndherungs-
weise) berechnen kann. Wie die natiirliche Exponentialfunktion so hat auch die Loga-
rithmusfunktion zur natiirlichen Basis besondere Eigenschaften, die sie vor allen andern
Logarithmusfunktionen auszeichnet und sie leichter berechenbar macht. Zu erwihnen ist
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hier vor allem die fiir 0 < y < 2 giiltige Logarithmusreihe
x (_1)#1 .

= (1) - %(y—l)2 + %(y—l)3 - gli(yml)“ +—

Wie generell bei unendlichen Reihen ist dies so zu verstehen, dass die Teilsumme der ersten
n Summanden rechts ein Naherungswert fur die Zahl Iny links ist, wobei die Abweichung
kleiner ist als eine beliebig klein gegebene Fehlerschranke, wenn man nur die Anzahl n
der erfassten Summanden grod genug macht. Fiir y nahe bei 0 oder bei 2 ist die Reihe zur
Berechnung von Iny nicht gut geeignet, man braucht sehr viele Surnmanden (etwa 10°),
um Iny mit akzeptabler Genauigkeit (etwa 107%) zu erhalten. Fir y > 2 ist die Reihe
iiberhaupt nicht mehr brauchbar, die Summanden werden mit wachsendem £ immer grofier
und die Teilsummen néhern sich mit wachsender Summandenzahl n keiner reeilen Zahl
mehr an; man sagt, dass die Reihe fiir y > 2 “divergiert”. Fiir y zwischen £ und £ aber ist
die Logarithmusreihe ganz brauchbar; mit » Summanden erhilt man dann den Wert Iny
schon mit einem Fehler kleiner als ;1;2"”. Und die Berechnung der Logarithmen anderer
Zahlen z kann man mit den Logarithmusgesetzen auf die Berechnung der Logarithmen
zi Zahlen zwischen %- und % zuriickfithren, z.B. mit In2 = In(% 5) = ln% +In4 und
Inz=m-In2+In(z-27™), wobel m € Z so gewshlt wird, dass 2 <z-27™ < 3 ist.

Eine andere Formel, mit der man den natiirlichen Logarithmus von ¢y > 0 durch Ziehen
von Wurzeln aus y approximieren kann, ist

lny = lim n (fy—1),

was bedeutet, dass der Ausdruck rechts ein Naherungswert fiir Iny ist, wobei der Fehler
kleiner ist als jede gegebene Fehlerschranke, wenn man n grofi genug wahit. Die For-
mel kann man verstehen, wenn man ¢ = y'/" = ell/WI¥ schreibt und mit der Ex-
ponentialrethe 1 + $2Iny + %(2Iny)* + ... berechnet. Fiir groBe Werte von n ma-
chen wir hier einen Fehler von der Gréfienordnung (1)*, wenn wir die Summanden nach
den ersten beiden weglassen, daher ist 2 - ({/J — 1) ~ Iny bis auf einen Fehler der
GroBenordnung % Lisst man n nur Zweierpotenzen n = 2™ durchlaufen, so kann man
VI VT = VU 5 = /YU, durch fortgesetztes Quadratwurzelziehen berechnen
und erhélt so ein einfaches Verfahren fiir die ndherungsweise Berechnung von Iny durch
2™( 20/ 1), das nur das Ziehen von Quadratwurzeln und die Potenzen von 2 mit natiirli-
chen Exponenten bendtigt.

Nachdem man Verfahren zur Berechnung natiirlicher Logarithmen Iny hat, kann man
mit 2} natiirlich auch Logarithmen log,y = Iny/Ina zu beliebigen Basen 1 # a > 0
berechnen und mit der Exponentialreihe auch aligemeine Potenzen a® = e*!"% solcher
Basen. In der Mathematik sind Verfahren entwickelt (und in Taschenrechnern und Re-
chenprogrammen implementiert) worden, die viel besser und genauer sind als das, was
wir hier angedeutet haben. Es ging uns lediglich darum, deutlich zu machen, dass man
allgemeine Potenzen o” und Logarithmen log, v nicht nur wie oben sinnvoll definieren -
kann, sondern dass sich diese Potenzen und Logarithmen bei konkreten Vorgaben der
Parameter a,z,y auch praktisch und effektiv berechnen lassen (selbst in Bereichen der
Variablen, die von einem normalen Taschenrechner nicht mehr erfasst werden). B
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Wir schlieen diesen Abschnitt mit zwei Beispielen zur Anwndung der Logarithmenrech-
nung, einer mathematischen und einer 8konomischen, die zeigt, dass einfache 6konomische
Fragestellungen durchaus auf Exponentialgleichungen fithren kénnen, deren Losung das
Logarithmieren erfordert.

BEISPIELE (Anwendungen der Logarithmenrechnung):

1) Der dekadische Logarithmus logy bestimmt die Anzahl der Stellen vor bzw. der Nullen
nach dem Dezimalpunkt in der Dezimaldarstellung der Zahl y € Ryg. Ist ndmlich m =
logy| die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich logy, so gilt m < logy < m+1 und daher
0™ <y < 10™71. (Wir benutzen hier, dass die Potenzen von 10 bei Vergréflerung des
Exponenten grofier werden; siehe 1.4.) Ist m eine natiirliche Zahl oder Null, so bedeutet
dies, dass die Dezimaldarstellung der Zahl y vor dem Dezimalpunkt m + 1 Stellen hat mit
fithrender Ziffer +# 0. Ist aber m = —n eine negative ganze Zahl, so bedeutet es, dass die
Dezimaldarstellung von y mit einer Null vor dem Dezimalpunkt beginnt und nach dem
Dezimalpunkt » — 1 Nullen hat gefolgt von einer Ziffer # 0. (Dabei sollen abbrechende
Dezimalbriiche stets so dargestellt sein, dass sie mit 000... enden, nicht mit 999... .)
Dieselben Aussagen gelten flir andere Basen, z.B. gibt |log, y| die Anzahl der Steilen vor
bzw. der Nullen nach dem Punkt in der dyadischen Zahldarstellung von y € R an.

2} Laufzeitberechnungen bei Zinsesverzinsung erfordern die Bestimmung unbekannter
Exponenten, also das Logarithmieren. Sind etwa ein Anfangskapital £y > 0 und ein Auf-
zinsungsfaktor ¢ > 1 filr eine Zinsperiode gegeben und ist gefragt, nach weicher Anzahl
von Zinsperioden ein vorgegebener Zielwert Kz, > Ky erreicht oder erstmals iiberschrit-
ten ist, so hat man

Ko
q"Ky = Kz hzw. q" = ——-j?el
0

nach n aufzuldsen. Logarithmieren gibt n = log,(Kz;/Ko) = Eélog(KZiel/KO)- (Zu-
letzt haben wir den dekadischen Logarithmus verwendet; die Wahl der Basis spielt aber
bei Quotienten von Logarithmen zu derselben Basis keine Rolle, also hétten wir genau
so gut die natiirlichen Logarithmen nehmen kénnen.) Nun wird der Exponent n, zu dem
die Potenz von ¢ genau den Wert K/ Ky erreicht, im Allgemeinen keine ganze Zahl
sein. Gehen wir dann zu der nichstgréferen ganzen Zahl itber, die mit [n] bezeichnet
wird, so iiberschreitet die Potenz von ¢ mit diesem ganzen Exponenten erstmals den Wert
Ko/ Ko (weil die Potenzen von ¢ > 1 mit wachsendem Exponenten gréfier werden, siehe

1.4). Ergebnis ist (wenn wir wieder n fiir [n] schreiben) die

o Laufzeitformel bei Zinsesverzinsung:

B log K7;e1 — log K
n = 024 ]

Etwas komplizierter ist die Sache, wenn auch noch in jeder Zinsperiode eine positive
Rate (Rente) R vom Kapital ausgezahlt werden soll. Der Kapitalstand nach n Zins- und
Ratenperioden ist dann durch eine “Rentenformel” gegeben, die wir in Kap. 2 herleiten.
Eine typische Fragestellung ist hier, wie lange die Rente gezahlt werden kann, bis das
Kapital aufgebraucht ist. Man hat hier also Ky = 0 zu wihlen. Die Formel kann dann
wieder nach ¢* aufgeldst werden, und durch Logarithmieren erhalt man n. Da dies im
Allgemeinen keire ganze Zahl ist, muss man hier die néchstkleinere ganze Zahl bilden,
um die Anzahl der Rentenperioden zu erhalten, nach denen das Kapital gerade noch
positiv ist, so dass es mit Zahlung einer kleineren “Restrente” auf Null gesetzt wird.
(Genaueres sagen wir in Kap.2.) |
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1.4 Die Ordnung der Zahlen, Rechnen mit Ungleichungen

Der Bereich R der reellen Zahien hat neben seiner durch die Grundrechenarten gegebenen
algebraischen Grundstruktur noch eine weitere fundamentale Struktur, die den Grdfen-
vergleich von Zahlen ermoglicht. Das ist naturgemif fir die Okonomie von gréfBter Be-
deutung: Alle konomischen Beurteilungen und Entscheidungen sind letztlich auf den
Groflenvergleich vwischen Zahlen (Kosten, Umsitze, Gewinne,. .. ) gegriindet!

DISKUSSION (die Ordnung auf dem Zahlbereich R ):

1) Der Bereich der reellen Zahlen ist mit einer Ordnungsstruktur versehen, die in der
Mathematik totale Ordnung genannt wird. Das bedeutet folgendes:

o [Yir je zwei reelle Zahlen x,y ist erkldri, ob @ kleiner als y isi, notiert ¢ < y,
oder nicht, und es gelten dabei fir alle z,y, 2 € R die folgenden Ordnungsgesetze :

entweder x <y oder y<x oder =y,

und :
wenn © <y und y <z s, s0 gilt auch x <z,

Fiir z < y sagt man auch, dass y grofier als @ ist, und schreibt dafiir y > @. Gelegentlich
wird hierfiir auch formuliert, dass 2 (im Sinne der Ordnung) vor ¥ kommt und y nach .
Auflerdem fithrt man die Notation < y ein, gelesen @ kleiner oder gleich y, sowie
y = z, gelesen y gréfler oder gleich @, um auszudriicken, dass z < y oder 2 = g gilt.
Eine Aussage der Form z < y oder y > x wird auch schwache Ungleichung genannt,
im Unterschied zu einer starken Ungleichung = < y oder y > z oder x # y, bet der
Gleichheit ausgeschlossen ist (auch strenge oder strikte Ungleichung genannt).

Die entscheidende Eigenschaft einer totalen Ordnung auf einer Menge ist die Vergleich-
barkeit aller FElemente; das ist das crste oben angegebene Ordnungsgesctz: Von zwel ver-
schiedenen Elementen ist stets eines im Sinne der Ordnung kleiner als das andere. (Es gibt
sog. partielle Ordnungen, bei denen das anders ist. Man kann z.B. an eine Einteilung der
Menge in verschiedene “Hierarchieklassen” denken, wobei Elemente in niedrigeren Hierar-
chieklassen kleiner sind als solche in héheren Klassen, aber Elemente innerhalb derselben
Klasse nicht vergleichbar sind, d.h. keines ist kleiner als das andere.) Das zweite oben
angegebene Ordnungsgesetz, die sog. Transitivitdt, ist fir jeden Ordnungsbegriff unver-
zichtbar: Wenn = vor y kommt und y vor 2, so komms cben z vor z. (Wenn das nicht
gilt, wie etwa bei der Anordnung der Elemente auf einer Kreislinie, so liegt kein sinnvoller
Ordnungsbegriff vor.) Bei einer totalen Ordnung kann man gewissermaBen alle Eiemente
in einer Linie aufreihen, so dass kleinere immer weiter links stehen als gréfiere; deshalb
sprichit man hier auch von einer “linearen Ordnung”.

Bei der Veranschaulichung der reellen Zahlen als Punkte auf dem Zahlenstrahl entsprechen
die kleineren Zahlen z Punkten, die weiter links liegen als die Punkte, die zu gréfieren
Zahlen y gehoren. Fiir ganze Zahlen bedeutet m < 7, dass man n aus m durch Addition
einer patiirlichen Zahl (nimlich n — m) erhilt; auf dem Zahlenstrahl gelangt man dann
von 1 aus durch ein- oder mehrfaches Abtragen einer Einheitslinge nach rechts zu n. Fiir

35
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rationale Zahlen r = % und ¢ = % mit natiirlichen Nennern erfolgt der Groflenvergleich

dadurch, dass man die Briiche gleichnaimig macht und die Zihler vergleicht; also ist von
den beiden Zahlen r = %—? und ¢ = %— diejenige die kleinere, die den kleineren Zihler
hat (sofern 7 # t). Von zwei verschiedenen reellen Zahlen x > 0 und y > 0 ist diejenige
die grofere, die eine lexikographisch grifere Ziffernfolge hat, d.h. an der ersten Stelle
von links, bel der ein Unterschied auftritt, hat sie die groflere Ziffer. {Dabei sind die
Dezimaldarsteilungen nach links durch unendlich vicle vorangestellte Nullen aufzufiillen
und bei abbrechenden Dezimalbriichen auch nach rechts; ein Dezimalbruch, der mit lauter
Ziffern 9 endet, muss also so umgeschrieben werden, dass er am Ende lauter Nullen hat.) Fs
ist gerade der Vorteil der Dezimaldarstellung, dess man den Grofenvergleich fiir Zahien

dirckt an den Ziffernfolgen ublesen kann!

2) Reelle Zahlen, die gréfler als Null sind, nennt man positiv, solche die kleiner als
Null sind, negativ. Im Fall 2 > 0, wenn also x positiv oder Null scin kann, aber nichg
negativ, nennen wir die Zahl  nichtnegativ, im Fall z < 0 entsprechend nichtpositiv.
Die Menge der positiven, nichinegativen, negativen bzw. nichtpositiven reellen Zahlen
notieren wir mit Rug, Rsg = RuoU {0}, Rep, bzw. Reg = Reo U {0}, Auf dem
Zahlenstrahl liegen dic positiven Zahlen rechts von Null, die negativen links davon. Die
Gegenzahlen zu positiven Zahlen sind negativ und umgekehrt. Alle natiirlichen Zahlen
sind positiv.

3) In einer total geordneten Menge wie R existiert nicht nur zu je zwei Elementen ein
grifites, sondern auch zu endlich vielen gegebenen Elementen z4,...,#,. Dazu nimmi
man die gréflere Zahl yo von z; und z; (wenn x; = 24 ist, so setze y, 1= xq), dann die
groflere Zahl y; von yy und z3 und so fort, bis man nach endlich viclen Schritten mit der
grofiten Zahl y, von zy,..., 2, endet. Diese Zahl heifit das Maximum von zy,...,2, .
Entsprechend erkldrt man das Minimum von endlich vielen Zahlen. Als Notationen dafiir
verwendet man

max(ry,...,z,) = die grofte Zahl von zi,...,2,.
min{z,,...,z,) := die kleinste Zahl von zy,...,2,.

4) Fiir unendliche Mengen von Zahlen sicht die Sache im Allgemeinen anders aus: Zwar
hat jede nichtleere Menge von natirlichen Zahlen ein Eleinstes Element (das ist eine fun-
damentale Eigenschaft der Ordnung anf N), aber nicht unbedingt ein grofites, z.B. offen-
bar N = {1,2,3,...} selbst nicht. Und die Menge der Stammbriiche {1,3,1,...} hat ein
grofites Element, aber kein kleinstes, und es gibt natiirlich auch Teilmengen von R wie
etwa Z oder @ oder R selbst, die weder ein grofites, noch ein kleinstes Element besitzen.
Wir sagen, dass eine Menge M von reellen Zahlen von oben beschrinkt ist, wenn es
darin nicht beliebig grofie Zahlen gibt, d.h, wenn ein Zahl s € R existiert, eine sog. obere
Schranke fiir M, mit & < s fiir alle z € M. Entsprechend erklirt man eine untere
Schranke fiir A und nennt M von unten beschrinkt, wenn es eine untere Schranke
gibt. Die Menge M heifit beschrénkt, wenn sie von oben und unten beschrinkt ist. Bs ist
nun eine fundamentale sog. Vollstindigkeitseigenschaft der reellen Zahlen, cdass es zu jeder
{nichtleeren) von oben beschrinkten Menge M C R eine kleinste obere Schranke s* gibt,
die obere Grenze oder das Supremum der Menge M genannt wird. Dies bedeutet,
dass alle Zahlen v € A kleiner oder gleich ¢* sind, dass aber jeder kleinere Wert s < s*
durch Zahlen x aus M {bertroffen wird. Entsprechend hat eine von unten beschrénkte
nichtleere Teilmange 3 von R eine gréfite untere Schranke s,, die untere Grenze oder
Infimum von M heifit. Gebrduchliche Notationen fiir Supremmum bzw. Infimum ven M
sind

supM oder supx bzw. infM oder infx.
zEM zEM
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Wenn eine Menge in R ein Maximum hat, ein grofites Element, so ist dieses auch das
Supremum, und wenn sie ein Minimum besitzt, ein kleinstes Element, so ist dies auch
das Infimum. Das Umgekehrte gilt aber nicht, weil Supremum bzw. Infimum nicht zur
fraglichen Menge geh6ren miissen. Zum Beispiel ist 0 das Infimum der Menge der Stamm-
briiche, die kein Minimum hat; denn alle Stammbriiche sind positiv, und zu jeder positiven
Zahl s gibt es Stammbriiche , die kleiner als s sind. Man hat dazu die natiirliche Zahl n
groBer als = zu withlen; das geht, weil ¢s beliebig grofle natiirliche Zahlen in R gibt.
Dies ist eine weitere fundamentale Eigenschaft der Ordnung der reellen Zahlen, genannt
die Archimedische Eigenschaft. (Man kann sie auch aus der Volistindigkeitseigenschaft
folgern, indem man bemerkt, dass N keine obere Grenze in R haben kann.)

5} Fiir die Messung der “Gréfie” von negativen reellen Zahlen wird oft deren positive
Gegenzahl verwendet. Z.B. stellt man cine Schuld auf cinem iiberzogenen Konto oft als ne-
gativen Kontostand — K dar, spricht aber von etner Schuld der (positiven) Grifle K. Diese
Sichtweise wird formalisiert durch die Einfiihrung der Grofie [z, genannt Absolutbetrag
oder Betrag der reellen Zahl z und definiert durch

- =
|z| = [—z] = max(z, —z) = { z, wemn 20,

~x, wenn x <0.

Der Betrag |z| von z ist positiv, aufler |z| = 0 im Falle z = 0, und er misst gewissermafen
dic absolute Grifie der Zahl . Wir sagen daher, dass cine Zahl z absolut gréfierist als cine
andere Zahl y wenn [z] > ly| gilt. Wenn man von “grofien” oder “kleinen” reellen Zahlen
spricht, so meint man dies meist im absoluten Sinn. Eine Zahl wie —10° = —1 000000, die
sehr viel kleiner als Null ist, wird man in diesem Sinne nicht “klein” nennen, sondern besser
“negativ und absolut grof”, weil ihr Betrag 10° = 1000000 eben eine groBe positive Zah!
ist. Der Betrag der Differenz |z—y| heifit der Abstand von z zu y auf der Zahlengeraden,
und gibt die Lange der Strecke von z nach y an (in der Lingeneinheit, die dem Ahstand
von 0 zu 1 entspricht).

Als Rechenregel fiir den Betrag vermerken wir neben || = |—z| > 0 die

R

] wenn y # 0.
Dicse Regel ergibt sich sofort, indem man links |z} oder —{z| fiir = einsetzt und |y| oder
—ly| fiir y , jenachdem ob die Zahlen positiv sind oder nicht. Ungleichungen fiir den Betrag
und den Abstand diskutieren wir weiter unten. Weil schon die Definition des Betrags |z|
auf einer Fallunterscheidung beruht (z > 0 oder z < 0), muss man beim Rechnen mit
Absolutbetrigen sehr oft Fallunterscheidungen vornehmen.

xr

Multiplikativitiit: lz -yl = lz|- |y und )
Y

6) Wir sagen von drei reellen Zahlen z,y, 2, dass ¢ € R zwischen y und z liegt, wenn
v <z < zoder z <o < ygilt. Soll dabei noch Gleichheit © = 3 oder y = z ausgeschlossen
werden, so nennen wir z echt (oder strikt) zwischen y und z liegend. Fine Teilmenge I von
R mit der Eigenschaft, dass I mit je zwei Zahlen y und z auch aile dazwischen liegenden
Zahlen z enthélt, heifit ein Intervall. Die Intervalle in R sind wichtig, weil sie hiufig
als sinnvoller Definitionsbereich fiir (6konomische) Funktionen verwendet werden. Wir
beschreiben im Folgenden alle Intervalle, die es gibt:

Man unterscheidet beschriankte und unbeschrinkte Intervalle. Jedes nichtleere beschrink-
te Intervall hat zwei (evtl. zusammenfallende) Randpunkte o < b {auch Endpunkte des
Intervalls genannt; a heift auch sein Anfangspunkt) und enthilt alle Zahlen z die echt
zwischen a und b liegen; es ist bestimmt durch die Festlegung, ob die Randpunkie zu dem
Intervall gehdren sollen oder nicht. Es gibt also folgende Typen:
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offen la,b={zeR o<z <b},

halboffen e b={zeR:a<z<b},
beschrinkte Intervalle:

halboffen labl={z € R:a <z <h},

abgeschlossen la,b={zeR:a<z<b}.

Die abgeschlossenen beschréankten Intervalle [a, b} nennt man auch kompakt. Der Fall a = b
ist dabei nicht ausgeschlossen; dann besteht [, 8] = {a} aus einem einzigen Punkt a und
die anderen Intervalle ]a, b], la, 0], [a, b] enthalten gar keine Punkte, sie beschreiben dann
also das leere Intervall §. Der Abstand |a — b = b — a der Randpunkte wird die Liinge
des Intervalls genannt. (Statt der “gespiegelten” eckigen Klammern in obiger suggestiver
Notation, dic anzeigen, dass dic betreffenden Endpunkte aus dem Intervall ausgeschlossen
sind, werden oft auch runde Klammern geschrieben, also z.B. [a,b) statt [a,b]. Bei den
offenen Intervallen {a,4) kann das aber zur Verwechselung mit dem Paar der Zahlen a
und b fithren, das iblicherweise auch mit (a,b) bezeichnet wird. Deshalb ziehen wir die
Schreibweise mit den eckigen Klammern vor.)

Die unbeschrinkten Intervalle haben keine endliche Linge und nur einen Endpunkt o oder
b in R oder gar keinen Endpunkt in R; die in B nicht vorhandenen Endpunkte werden
dabei mit dem Symbol co = 400 oder —oo bezeichnet. Es gibt folgende

offen lo,0{={zeR:a<z} =R,,,
0 —oo,bl={reR:z < b} =R,
halbbheschrinkte Intervalle: fen o0, b=t ) <t
abgeschlossen a,0[={z€R:a <z} =R,,,
abgeschlossen |—e0, b= {z e R:z < b} =Ry,

und aufierdem noch das beidseitig unbeschrinkte Intervall

|—00,0[=R. [ |

Bisher haben wir die Ordnung der reellen Zahlen diskutiert, ohne einen Bezug zu den
Rechenoperationen in R herzustellen. Aber natiirlich muss man wissen, wie es sich mit dem
Gréflenvergleich von Zahlen verhilt, wenn man mit ihnen Recheroperationen ausfithrt. Bei
weichen Rechenoperationen, die man auf beide Seiten einer Ungleichung 2 < y anwendet,
bleibt die Ungleichung erhalten? (Das heifit natiirlich, dass fiir die aus z,y durch die
Operation hervorgegangenen neuen Zahlen Z,y dieselbe Ungleichung 7 < # gilt.) Bei
welchen Rechenoperationen kehrt sich die Ungleichung um? (D.k. ¥ < Z.) Die Antwort
auf soiche Fragen geben die Rechenregeln fir Ungleichungen, welche die Ordnung mit den
Grundrechenarten verbinden. Eine verwandte Frage ist die Monotoniediskussion fir einen
gegebenen Rechenterm T(x); wird der Term bei Vergréferung von z groBer oder kleiner?
Hs ist klar, dass derartige Fragen von fundamentaler Bedeutung fiir die mathematische
Modellierung von Wirtschaftsvorgéngen sind. Man stelle sich etwa vor, dass T(z) den
Gewinn aus einem Produktions- und Vermarktungsvergang in Abhingigkeit von einem
dafiir relevanten Parameter z angibt (etwa die Menge der produzierten Einheiten oder
der Marktpreis); danr will man natiirlich wissen, ob der Gewinn gréfer oder kleiner wird,
wonn man diesen Parameter in eine bestimmte Richtung verdnders. Bei der Beantwortung
derartiger Fragen helfen ebenfalls die Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen, die wir
nun besprechen.
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DISKUSSION (Rechnen mit Ungleichungen):

1) Es gibt zwei einfache Grundregeln, welche die totale Ordnung auf R mit Addition
und Multiplikation verbinden und aus denen alle weiteren Rechenregeln fiir Unleichungen
folgen. Diese Grundgesetze sind:

a<b e eo+e<hb+e,
a<b, c¢>0 = a-c<b-c.

In Worten: Eine strenge Ungleichung bleibt erhalten, wenn man zu beiden Seiten dieselbe
Zahl addiert oder beide Seiten mit derselben positiven {!) Zahl multipliziert. Diese Regeln
gelten fiir alle reellen Zahlen a,b,c {mit ¢ > 0 in der zweiten Regel) und sind als Axio-
me, also nicht zu beweisende Grundannahmen anzusehen (die man in der Mathematik
rechtfertigen kann). Sie gelten offenbar auch fiir schwache Ungleichungen o < b links und
entsprechend rechts und ebenso fiic Ungleichungen “>" oder “>” im umgekehrten Sinne.
Da Subtraktion einer Zahl die Addition der Gegenzahl ist, gilt die erste Regel analog fiir
die Subtraktion. Auflerdem ist mit ¢ auch der Kehrwert 1/c positiv (s.u.), so dass die
zweite Regel auch fiir Division mit einer positiven Zahl ¢ gilt; denn das lauft ja auf Mul-
tiplikation mit 1/c hinaus. Wir kénnen also folgende etwas allgemeinere Grundgesetze
formulieren:

o Line Ungleichung bleibt erhalten, wenn man auf beiden Seiten dieselbe Zahl addiert
oder subtrahiert;

¢ Eine Ungleichung bleibt erhalten, wenn man beide Seiten mit derselben positiven (1)
Zahl multipliziert oder dividiert.

Was ist bei Multiplikation mit einer negativen Zahl c? Ist a < b, alsob—ag >a—a = 0,
so folgt durch Muitiplikation der Ungleichung ¢ < 0 mit der positiven Zahl b—a nun
chb—ca = c- (b~a) < 0-(b—a) = 0, also nach beidseitiger Addition von ca die umgekehrte
Ungleichung ¢b < ca bzw. ac > be.

o Bei Multiplikation oder Division beider Seiten mit einer negativen Zahl kehrt sich
dagegen die Ungleichung um.

Das heifit also, dass fir @ < b (oder ¢ < b) und ¢ < 0 nun ac > be (bzw. ac > be}
gilt; die Art der Ungleichung (stark ader schwach) wird nicht veriandert. Warnung: der
hdufigste Fehler beim Rechnen mit Ungleichungen besteht darin, dass beide Seiten mit
einer negativen Zahl multipliziert werden, ohne die Ungleichung umzukehren. Das passiert
insbesondere dann, wenn die negative Zahl ein “positiv aussehender” Term ist wie etwa “¢”
oder “z +1”. Ein Beispiel: Es ist falsch zu argumentieren, dass die Ungleichung 2% > 1
keine Ldsung habe, weil nach Multiplikation mit «+1 die nicht erfiilibare Ungleichung
z > x+1 entstehe. So sieht die entstehende Ungleichung nur aus, wenn z+1 > 0 ist; im
Fall 2+ 1 < 0 entsteht aber die umgekehrte Ungleichung < z + 1, die immer richtig ist!
Also sind die Losungen der Ungleichung genau die Zahlen = < ~1. {z = —1 kommt nicht
in Frage, weil dafiir der Term auf der linken Seite der Ungleichung nicht definiert ist.)
Fehler dieser Art beim Umformen einer Ungleichung durch beidseitige Multiplikation mit
demseiben Faktor vermeidet man durch sorgfiltige Fallunterscheidung: Ist der Faktor
positiv, oder ist er negativ, oder ist er Null? (Multiplikation mit Null zerstort strikte
Ungleichungen und erhélt schwache, weil dadurch ja die Gleichung “0 = 07 entsteht.)

2) Wir ziehen einige einfache Folgerungen: Ist a > 0, so auch e = a-a > a-0=0;: ist
aber u < 0, so folgt auch v* =a-a > a - 0= 0, weil sich die Ungleichung ja umkehrt.

o Quadrate von reellen Zahlen ungleich Null sind stets positiv,
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(Das Umgekehrte gilt wegen der Existenz von Quadratwurzeln aus positiven Zahlen auch:
Jede positive Zahl ist ein Quadrat.) Eine banale Folgerung, die wir der Vollstindigkeit
halber festhalten, ist

1>0 und -1 < 0

letzteres, weil aus —1 > 0 der Widerspruch 0 = 1 4+ {~1) > 1 + 0 = 1 folgte. Fiir a > ¥
ist dann —a = (~1}.a < (~1)-0 = 0 und 1/a > 0, weil andernfalls der Widerspruch
l=a-+<a-0=0 folgte. Fiir a < 0 ist entsprechend —a > @ und 1/a <0.

o Dic Gegenzahl —a zu einer positiven Zahl a ist negativ, die Gegenzahl zu einer
negativen Zohl ist positiv,

o das Reziproke einer positiven Zahl ist wieder positiv, das Reziproke einer negativen
Zahl st wieder negativ.

Eine weitere Folgerung aus 1) sind folgende Vorzeichenregeln:

o Der Bereich R.q der positiven reellen Zahlen ist additiv und multiplikativ abgeschlos-
sen; d.h. Summen und Produkte von positiven Zahlen sind wieder positiv,

e Summen von negativen Zohlen sind negativ; Produkte von negativen Zahlen sind
positiv und Produkte von einer positiven mit einer negativen Zahl sind negativ.

Insbesondere sind alle Zahlen positiv, dic man durch fortgesctzie Addition von 1 zu 1
erhiilt, also sind alle natiirlichen Zahlen positiv. Dieser wohlbekannte Sachverhalt bedarf
eigentlich keiner Begriindung; die Herleitung sollte eher als Bestitigung dafiir gesehen
werden, dass die angegebenen Grundgesetze der Ordnung wirklich sinnvoll sind. Uber
die Summe einer positiven und einer negativen Zahl kann man natiirlich keine generelle
Aussage machen: Die Summe kann negativ, Null oder positiv sein; es kommt auf die
absolute Grofle der Summanden an,

Eine Konsequenz der obigen Uberlegungen ist iibrigens, dass es im Bereich C der komple-
xent Zahlen keine totale Ordnung geben kann, fiir welche dieselben Grundgesctze wic in
1) gelten; denn dann miissten Quadrate komplexer Zahlen positiv sein. Aber man hat die
komplexen Zahlen ja gerade eingefithrt, um eine Quadratwurzel 1 aus —1 zur Verfiljgung
zu haben, also ist —1 = &° ein Quadrat einer Zahl aus Cqg, kann aber nicht positiv sein.
Das ist der Preis, den man fitrr die Konstruktion eines Zahlbereichs zahlen muss, in dem
—1 eine Quadratwurzel hat: Es kann in einem soichen Bereich keinen sinnvollen Gréfien-
vergleich fiir Zahlen geben. (Und deshalb ist C auch fiir die Okonomie uninteressant.)

3) Fiir den Grofenvergleich bei Summen beliebig vieler Zahlen gilt folgendes:

e Eine Summe wird gréfier, wenn man mindestens einen Summanden vergrifert und
die anderen nicht verkleinert.

Das folgt aus 1) sofort, indem man sukzessive jeweils genau einen Summanden vergréfiert.
Man kann das so formalisieren:

ap < b, fir k=1...n == CL1+CL2+...+CLnSb1+b2+...+bn,

wobel rechts strenge Ungleichung “<" gilt, wenn auch links in mindestens einem Fall g; <
b, war. Man sagt dazu: Gleichsinnige Ungleichungen darf man addieren. Insbesondere ist
eine Summe von nichtnegativen Zahlen positiv, wenn mindestens ein Summand positiv
ist, und gleich Null nur, wenn schon alle Summanden Null sind. Natiirlich kann man
ans gegensinnigen Ungleichungen a; < b; und ay > by nichts iiber den Gréfienvergleich
zwischen a; + by und ay -+ by folgern.
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4) Fir den Griflenvergleich bei Produkten beliebig vieler positiver Zahlen gilt:

o Fin Produkt positiver Zahlen wird grifler, wenn man mindestens einen Faktor ver-
griflert und die anderen nicht verkleinert.

Das folgt aus 1} und 3) unmittelbar, indem man jeweils genau einen Faktor vergrofiert.
Man sagt auch: Gleichsinnige Ungleichungen zwischen positiven Zehlen darf man multi-
plizieren, d.h.

O<ap<by, firk=1...n == a-ag-...-ayp <by-by-...-b,,

wobei rechts strenge Ungleichung “<” gilt, wenn ay < by ist fiir mindestens ein k. Bei
gegensinnigen Ungleichungen 0 < @y < ; und ay > by > 0 kann man fiir den Gréflenver-
gleich der Produkt a1 und apby natiirlich nichts folgern. Auf die Positivitdtsbedingung
fiir die Faktoren kann man iibrigens nicht verzichten: Z.B. ist —2 < 1 und -1 < 1, aber
(~2)-(=1) =2>1=1-1. Auch bleibt ein Produkt von nichtnegativen Zahlen Null,
wenn man einen Faktor vergrofiert und ein anderer Faktor noch Null ist; das Produkt wird
also in dieser Situation nicht gréBer. Sind Produkte ohne Nullfaktoren zu vergleichen, die
negative Faktoren enthalten, so muss man die negativen Faktoren zahlen. Ist eine Anzahl
gerade, die andere ungerade, so liegt ein Produkt mit negativern und eines mit positivem
Wert vor, und der Vergleich ist klar. Andernfalls ersetzt man die negativen Faktoren durch
ihre positiven Gegenzahlen (evtl. unter Umkehrung der Ungleichung). Mafigebend ist die
aus 2) und 3) abgeleitete Vorzeichenregel:

o Fin Produkt ohne Nullfaktoren ist positiv, wenn die Anzahl seiner negativen Faktoren
gerade 1st, und negotiv, wenn die Anzahl seiner negativen Foktoren ungerade ist.

5) Fiir den Grofienvergleich von Kehrwerten gilt:

e Jwischen den Kehrwerten von zwei positiven oder zwei negativen Zahlen besteht die
entgegengesetzte Ungleichung wie zwischen diesen Zahlen.

Das heiflt also £ > 1 fiir 0 < a < b. Zum Beweis multipliziert man dic Ungleichung a < b
mit der gemdf 1} und 2) positiven Zahl — und erhiilt + = & < & = L Day Argument
gilt auch, wenn a,} beide negativ sind, weil auch dann % > 0 ist. Aber wenn eine Zahl
negativ, die andere positiv ist, also @ < 0 < b, so besteht zwischen den Kehrwerten die
Ungleichung ¢+ < 0 < § in derselben Richtung, weil ja £ wie o negativ ist und 1 wie b
positiv. Bei Ubergang zu Reziproken in ciner Ungleichung ist also cine Fallunterscheidung
erforderlich. Beispielsweise ist die Ungleichung — > £ #quivalent mit der umgekehrten
Ungleichung fiir die Kehrwerte © + 1 < =, wenn > 0 oder z < —1 ist (weil dann x
und z -+ 1 beide positiv oder beide negativ sind), aber dquivalent mit der gleichsinnigen
Ungleichung =+ 1 > = fiir —1 < & < 0, und genau diese Zahlen x sind auch die Lésungen
der Ungleichung, "

6 ) Fir den Groflenvergleich bei Briichen folgt aus 5), 1} und 2) nun sofort:
o der Wert eines Bruchs ist positiv, genau wenn Zihler und Nenner beide positiv oder
beide negativ sind,

‘o der Wert eines Bruchs mit positivem Nenner wird vergrofiert, wenn der Zihler ver-
griflert wird;

e der Wert eines Bruchs mit positivem Zihler und Nenner wird vergréfert, wenn der
Nenner verkleinert wird, aber noch positiv bleibt,
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Das alles gilt nicht nur, wenn Z#hler und Nenner ganze Zahlen sind, sondern auch fiir
beliebige reelle Zdhler und Nenner, Was beim Vergrofern bzw. Verkleinern von Zihler und
Nenner passiert, wenn diese nicht beide positiv sind, kann man sich dann sofort iberlegen,
indem man mit —1 multipliziert. Wichtig ist, dass der Nenner beim Verkleinern die Null
nicht “iberschreitet”. Z.B. ist ~1 kleiner als 2, aber - = —1 nicht grofer als 3. Zum
Gréfienvergleich van zwei Briichen g, § muss man diese gleichnamig machen, also in der
Form %Z—:— und -g-& schreiben; danach braucht man nur noch die Zahler zu vergleichen und

das Vorzeichen des Nenners zu beachten. Es gilt also:

ad < be im Fall &d >0,

< ad > be im Fall bd < 0.

=

o 2
=¥ ot

7) Beim GroBenvergleich von Potenzen ist stets zu unterscheiden, ob dic Basis grofier
oder kleiner als 1 ist (aber positiv) und ob der Exponent positiv oder negativ ist. Zun#chst
bemerken wir:

o Der Wert einer Potenz mit Bosis > 1 ist grifler als 1, wenn der Exponent positiv
ist und Eleiner als 1, wenn er negativ ist; bei Basen echt zwischen 0 und 1 verhdlt
es sich umgekehrt,

5w 1 fi { a>1 und s>0 oder

¢ o 0<a<l und 5 <0;

o<1 fir { a>1 und s <0 oder
0<a<l und s> 0;

Fir @ > 1, und m € N folgt ndmlich aus 4) ¢™ > 1 und /e > 1 {sonst wire ja
a = (¥a)* < 1), also auch ™" = a™ > 1, das ist die erste Behauptung fiir rationale
Exponenten > 0, und fiir reelle Exponenten s folgt sie dann auch, da o® zwischen a” und
a' liegt fiir rationale 7,¢ mit 0 < 7 < 5 < t. Die Félle mit 0 < a < 1 oder s < 0 ergeben
sich dann mit Ubergang zu Reziproken gem#B 5), da a™ = (1/a)® ist. Fiir Basen o = 1
oder Exponenten s = 0 (und a > 0) ist natiirlich ¢* = 1. Mit den Potenzgesetzen folgt
jetzt sofort, indem wir b* = (%)Sa” und a’ = a'~*a® schreiben:
o Der Wert einer Potenz mit positivern Ezponenten vergrifiert sich, wenn man die
(positive) Basis vergrofiert; bei negativern Frponenten verkleinert er sich dugegen;

e Der Wert einer Potenz mit Basis > 1 vergrdfert sich, wenn man den Erponenten
vergrdfiert, bei Basen cchi zwischen O und 1 verkleinert er sich dagegen;

af < b° fiir 0<a<b und s>0,
a® > b° fir 0<ae<b und s<0;

a® < at fiir s<t¢ und a>1,
a®>a fir s<t und O<a<l.

Wenn der Exponent Null ist, so passiert bei Basisvergrofierung natiirlich gar nichts, eben-
sowenig bei Exponentenvergroflerung im Fall der Basis 1; die Potenz ist und bleibt 1.

Ein Spezialfall ist der Grofienvergleich bei Wurzeln {/a = ¢*/" mit n € Ns,. Die
Waurzel wird grofier, wenn man den Radikanden @ in Ry vergréfert. Hilt man andererseits
a > 1 fest und vergroBert die Ordnung n der Wurzel, so wird ihr Wert kleiner, weil ja der
Exponent + kleiner wird; bei 0 < @ < 1 wird dagegen /a grofier mit wachsendem n. (Bel
n — co strebt die Folge /o iibrigens in beiden Féllen gegen den Grenzwert 1.)
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Wenn wir nur ganze Exponenten n betrachten, so sind Potenzen auch fiir negative Basen
—a < (} defiiert. Am besten formt man diese mittels (—a)" = (—1)"¢" in Potenzen von
positiven Basen um, bevor man einen Grofenvergleich vornimmt. Dabei ist zu unterschei-
den, ob n gerade oder ungerade ist; denn fiir gerade n ist a* = (a™2)? stets positiv (wenn
a # 0), fiir ungerade n aber hat o® dasselbe Vorzeichen wie o (d.h. a und a” sind beide
positiv oder beide negativ, wenn a # 0). Eine Folgerung ist

a’ <V == a<b, wenn ¢, bR und n €N ungerade;
a" < b = a<b, wenn a,b€ Ry

@ < b® <= a>b, wenn ﬂ-,bERga} und n € N gerade

Also Vorsicht beim Gréfienvergleich von Potenzen mit negativen Basen!

8) Fiir den Grofienvergleich von Logarithmen zur gleichen Basis a > 1 folgt sofort:

e Der Wert eines Logarithmus zu einer Basis > 1 wird grdfer, wenn man den Nume-
rus in Ryg vergrdfert; der Wert ist positiv, genou wenn der Numerus grifler als 1
st und negativ, wenn der Numerus zwischen 0 und 1 liegt.

log,y <log,z <= 0<y<2z, wenn a>1.

Das ist klar, weil aus log,y > log,z ja y = @'Y > g% ? = 7z folgt gemiB 7). Bei
Basen zwischen 0 und 1 verhélt sich alles umgekehrt wegen log, ,, ¥ = — log, ; aber mit
solchen Basen arbeitet man besser nicht in der Logarithmenrechnung, wie gesagt. Der
Vergleich von Logarithmen zu verschiedenen Basen a, & erfolgt mit der Umrechnungsformel
log, y - log, b = log, v {wenn a, b positiv und # 1 sowie y > 0). [

Fiir den Groflenvergleich von Termen ist es wichtig, einige fundamentale Ungleichungen
zul kennen, mit denen man kompliziertere Terme, deren Grofie schwer za beurteilen ist,
durch cinfachere Terme abschiitzen kann, die fiir den betrachteten Bereich der Variablen
stets einen kleineren Wert haben (Abschidtzung nach unten) oder stets einen gréBeren
(Abschiitzung nach oben).

DISKUSSION (fundamentale Ungleichungen);

1) Die sog. Bernoulli-Ungleichung zum Abschiitzen von Potenzen lautet:

(T4+2z)* >1+sz, wenn 5>1 _
' _ } und = 2 —1 mit x £ 0.
(I+z)*<l+sz, wenn 0<s<]l1

Die zweite Ungleichung mit Exponenten 0 < s < 1 heifit auch wmgekehrie Bernoulli-
Ungleichung, weil sie im umgekehrter Richtung gilt wie die Bernoulli-Ungleichung mit
Exponent s > 1.

Die Bernoulli-Ungleichung hat iibrigens einen dkonomischen Hintergrund. Betrachten wic
zunéchst Exponenten n € N3y und z > 0. Dann kann 14z als Aufzinsungsfaktor fiir
eine Zinsperiode aufgefasst werden, und (1+x)" ist der Aufzinsungsfaktor fiir n gleiche
Perioden bei Zinsesverzinsung, 1+nx der entsprechende Aufzinsungsfaktor bei einfacher
Verzinsung. Also ist (1+z)" > 1 + na Skonomisch klar {und mathematisch auch: Mul-
tiplikation mit 142 vergrdflert {1+x)* um z(1+z)}* > x ). Fir -1 € —z < 0 kann -
man 1—z als vorschilssigen Abzinsungsfaktor auffassen, und dann ist die Ungleichung
dkonomisch {und mathematisch) auch klar, weil Abzinsen fiir eine weitere Periode, also
Multiplikation mit 1—z den Abzinsungsfaktor um z(1-z)" < z verkleinert. Damit ist die
Bernoulli-Ungleichung fiir ganze Exponenten n > 2 schon bewiesen.
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Fir n < m € N ist weiter Gkonomisch klar, dass (1 £ 22)" < (14 )™ ist; denn der
Auf- oder Abzinsungsfaktor wird grofer, wenn man den Verzinsungszeitraum in mehr
Zinsperioden einteilt. (Mathematisch sieht man das wie folgt: {1 + 2)"FH{1 + 2}~
= (1= o725 )" 1+ 2) > (1= )1+ &) = 1 fiir 0 # 2 > —n.) Wenn wir hier nun z
durch max ersetzen mit 0 ;é z > —1 und die n-te Wurzel ziehen, so folgt 1+ %z < (1+z)™/™,
und das ist die (oﬂ'enbar auch noch fiir z = —1 giiltige) Bernoulli-Ungleichung fiir rationale
Exponenten s = % > 1. Fiir reelle Exponenten s > 1 folgt sie dann durch Approximation
mit rationalen Exponenten (wobei man zunéichst eine schwache Ungleichung erhilt, mit
einer kleinen Zusatziiberlegung aber dann auch wieder die strenge Ungleichung beweist},
fir Exponenten 0 < 1/s < 1 ergibt sich schliefilich die Ungleichung in umgekehrter
Richtung, indem man in der Bernoulli-Ungleichung mit s > 1 zuerst @ durch 1z ersetzt
und dann beide Seiten mit Exponent £ potenziert.

Die Bernoulli-Unleichung hat eine einfache geometrische Interpretation, die in der Dif-
ferentialrechnung klar wird: Die Graphen von Potenzfunktionen mit Exponent s > 1
verlaufen oberhalb ihrer Tangenten, die von “Wurzelfunktionen”, d.h. Potenzfunktionen
mit Exponent 0 < s < 1 verlaufen unter ihren Tangenten. Die Bernoulli-Ungleichung
besagt das fiir die (um 1 nach links verschobenen) Potenzfunktion (14x)° und die Gra-
phentangente iiber dem Punkt z = 0. Mit {a+z)® = ¢°(1 + £)* > o*(14s2) fiir s > 1
bzw. < a’(1+s%) fiir 0 < s < 1 (sowie jeweils o > 0 und 0 # z > —a) findet man aber,
dass die Aussage auch fiir die Graphentangente iiber jedem anderen Punkt a gilt.

(1—}—:6)5 1-+sx
145z
1 1 .
der Fall der Fall
s>1 sl
i T e

geometrische Interpretation der Bernoulli-Ungleichungen

2) Wenn wir in 1) den Grenziibergang zu kontinuicrlicher Verzinsung zum Laufzeit-
anteiligen ZinsfuBl @ vornehmen, also (1 + 1z)" bei n — oo betrachten, so erhalten wir
die fundamentale Ungleichung fiir die natiirliche Exponentialfunktion:

¢F > 14z fiar alle = € Ry

denn (1 -+ %m)“ wichst mit wachsendem n, wie wir in 1) sahen {wenigstens fiir n >

—x), hat als Grenzwert den Aufzinsungsfaktor bei kontinuierlicher Verzinsung ¢ und ist
gema,ﬁ Bernoulli- Unolemhung grofier als 1+ n - (1z) =14 2. (Aus der Exponentialreihe

=1+ 2+ 32’ + £2% . .. kann man auch e® > " 2 ablesen, allerdings direkt nur fir
z > 0; fir —~] < T < G muss man etwas genauer hinschauen, um die Ungleichung an der
Reihendarstellung zu erkennen; fiir ¢ < 1 ist die Ungleichung klar, weil dann 14z < 0 <
e gilt.) Okonomisch interpretiert besagt die Ungleichung im Fall z > 0 einfach, dass der
kontinuierliche Aufzinsungsfaktor zu gegebener Laufzeit und gegebenem Zinsfull grofSer
ist als der Aufzinsungsfakior bei einfacher Verzinsung, und im Fall =1 < z < 0 entspricht
sie einer entsprechenden Aussage fiir Abzinsungsfaktoren.
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Setzen wir in der fundamentalen Ungleichung fiir die natiirliche Exponentialfunktion
Inz statt z ein, so erhalten wir die dquivalente fundamentale Ungleichung fiir den
natiirlichen Logarithmus:

Inz < z-1 firalle z € Ryy mit z# 1.

Eine Abschiitzung fiir Inz in der anderen Richtung erhalt man dann mit Inz = —Inl >

—1 +1 und die Potenzen von e kann man mit e* = 1/e~® < 1/(1 — x), solange z > —1
ist (1), von cben abschitzen:

Inzx >1——% fiir 1+ z¢€ Ryg, em<~1-—_-_1--£ fiir 1s£2z€R._g.

Die geometrische Interpretation der fundamentalen Ungleichungen fiir die Exponential-
funktion und die Logarithmusfunktion ist, dass der Graph der ersteren iiber und der Graph
der letzteren unter seinen Tangenten verlduft. Dabei sind die Funktionen zur natiirlichen
Basis e dadurch ausgezeichnet, dass die Tangente im Punkt (0,1) bzw. im Punkt (1,0}
gerade die Steigung 1 hat. Da In die Umkehrfunktion zu exp ist, erhilt man das Bild
fiir In durch Spiegelung des Bildes fiir exp an der Diagonalen der Koordinatenachsen.

14z

T x
/ 1 0 1

geometrische Interpretation der Ungleichungen fir Erponentialfunktion und Logarithmus

3) Eine unmittelbare Folgerung aus den Ungleichungen in 1) und 2) ist, dass Potenzen
x® mit positivem Exponenten s iiber alle Schranken wachsen, wenn z gegen Unendlich
geht, und ebenso auch die Potenzen e* (und allgemeiner ¢ fir ¢ > 1). Man schreibt
dafiir lim, . 2° = co bzw. lim__,,, e = coc, was genau hedeutet, dass 2° und €% jede
beliebig grof} vorgegebene Zahl S tibertreffen, wenn nur z groll genug ist. Hbenso gilt auch
limg e Inz = 00; denn wenn z gréfer als e¥ ist, so gilt ja Inz > §. Es gibt aber groBe
Unterschiede in der Geschwindigkeit, mit der die Potenzen von z, €%, Inx grofl werden:

e Die Potenz ' sirebt schneller gegen Unendlich als 2° bei x — oo, wenn der Exponent
t gréfler ist als s > 0 ; und die Werte einer Exponentialfunktion «®mit Besisa > 1
gehen schneller gegen Unendlich als die Potenz z* (wie groff der Exponent t auch
sei), die Werle der Logarithmusfunktion log, x aber langsamer als jede Potenz z*
{mit noch so kleinem positiven Ezponenten s).

In diesem Sinne wichst also die Folge n? schneller als die Folge der natiirlichen Zahlen n,
die Kubikzahlen wachsen noch schueller u.s.w., aber die geometrische Folge 2" wiichst noch
sehr viel schneller an als alle diese Potenzfolgen. Auf der anderen Seite wichst die Folge
v/n langsamer als die Folge der natfirlichen Zahlen, die Folge /n noch langsamer, und )
die Folge der Logarithmen log n wiederum noch sehr viel langsamer als alle Wurzelfolgen.
(Das tausendste Glied der Logarithmenfolge ist 3, das millionste erst 6; die Foigenglieder
werden aber mit wachsendem n doch beliebig grofit)
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Um den Beweis der obigen Aussage {iber das Wachstum von Potenz- und Exponen-
tialfolgen anzudeuten, die ja nicht evident ist, bemerken wir zuné#ichst, dass der Quo-
tient x*/z* = z'° immer noch mit z gegen Unendlich geht, wenn ¢ > s ist, und dies
ist gerade die Bedeutung der Aussage, dass ! schneller als z° gegen Unendlich geht.
Fir ¢ > 1 und m > t haben wir aus der fundamentalen Ungleichung fir die Expo-
nentialfunktion o = e"m¢ = (el@/mmaym o (1 4+ Ling)™ > (Llna)™z™. Daher ist
a®/z' > (Flna)™z™ !, und wegen m >t und Ina > 0 wird der letzte Ausdruck immer
noch beliebig grof fiir hinreichend grofie x ; also geht a® schneller gegen Unendlich als z*.
Auf der anderen Seite ist fiir z > 1 und 0 < + < s gem#f} der fundamentalen Ungleichung
fir den Logarithmus z*/ Inz = 22°/Ing/™ > Lo#/(gt/m — 1) > Lot fgt/m = Lyo=t/m
was wegen $ > — it x— oo belicbig groB wird; also geht 2° schneller gegen Unendlich
alslog,z=Inz/Ina.

4) Zwei oft verwendete Ungleichungen fiir Terme, in denen Absolutbetrige vorkommen,
sind die

¢ Dreiecksungleichung: le £+ yi < |z + 1yl
und die
¢ umgekehrte Dreiecksungleichung: |t £yl > ‘]x| — |y '

fiir reelle Zahlen 2z, y . Man beweist sie — wie meistens beim Rechner mit Absolutbetragen
— durch Fallunterscheidungen: Wenn «, 4 beide nichtregativ oder beide nichtpositiv sind,
so gilt [z +y| = |z|+ |yl ; wenn aber x positiv und y negativ ist, so gilt |z|+|y| > z+y =
|z-+yl, falls > —yist, und |z} +|y| > —~(z+y) = |z+y], falls z < —y ist. Die umgekehrie
Dreiecksungleichung folgt dann mit |2 = {(z—y)+y! < |z—y|+|y| und |y] = {{y—2)+2| <
ly — 2|+ 1z, also [z —y| > max{|z| —ly|, |¥| — ||} = ||z —|y!| . Die Argumentation liefert
auch Information fiber das Finireten der Gleichheit: In der Ungleichung |z +y! < |z] + |y
tritt Gleichheit ein, genau wenn = und y nicht entgegengesetztes Vorzeichen haben, d.h.
wenn beide Zahlen nichtnegativ oder beide nichtpositiv sind (mit anderen Worten: 0
liegt nicht echt zwischen z und y). Genau dann gilt auch Gleichheit in der umgekehrten
Ungleichung [z — 9] > |[z] - [yl

Der Name “Dreiecksungleichung” wird verstidndiich, wenn man ja — 8| als Abstand der
reellen Zahlen o und & auffasst und sie in der Form

ja—c| <la—b+|b-—¢|

schreibt (alse oben © := a — & und y := b — ¢ einsetzt). Die Ungleichung besagt dann,
dass dic Linge der Strecke von a nach ¢ in dem Dreieck mit FEcken a, b, ¢ hiichstens so
grof} ist wie die Summe der Langen der beiden anderen Dreiecksseiten von a nach b und
von & nach ¢. Und Gleichheit tritt genan dann ein, wenn b schon zwischen o und ¢ liegt,
so dass man auf dem Weg von e nach ¢ gewissermaflen ohne Umweg liber b kommt. Auf
der Zahlengeraden R gibt es freilich nur entartete Dreiecke, fiir die zwei Innenwinkel Null
sind. Ganz genau dieselben Ungleichungen gelten aber auch fiir drei Punkte a,b, ¢ in der
Ebene R? und den Euklidischen Abstand ja — b] = /(a1 — b1)? + (az — b2)? von Punkten
a = (a,a9) und b = (b),by), und von dicser geometrischen Situation wurde der Name
“Dreiecksungleichung” auch auf die Zahlengerade {ibertragen. [ |
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Die Rechenregeln fiir Ungleichungen werden benutzt beim Aufiésen von Ungleichun-
gen. Dabet ist dhnlich wie bei Gleichungen eine zu erfiillende Ungleichung

Tiinks(w) < Trochts(®)

vorgelegt mit Termen, dic cin reelle Unbekannte 2 enthalten (und dancbhen noch Kon-
stanten und evtl. Parameter; die Variable x muss auch nicht unbedingt in beiden Termen
vorkommen), welche in einer gewissen Grundmenge in R {anft (meist ist R oder R selbst
dicse Grundmenge). Statt des “Kleiner-Zeichens® kann natiirlich auch “>" stchen {dann
vertauschen nur die beiden Seiten der Ungleichung ikre Rollen) oder ein schwaches Unglei-
chungssymbol “<”, “>” oder auch “#” {dann hat man zwei Ungleichungen zu betrachten,
eine mit “<” und eine mit “>"). Eine Losung der Ungleichung ist ein Wert von x in
der Grundmenge, fiir den dic Ungleichung nach Einsctzen in dic Terme giiltig ist (insbe-
sondere miissen die Werte der Terme fiir dieses = definiert sein), und die Lésungsmenge
der Ungleichung ist die Menge aller Losungen. Anders als bei (ileichungen, wo man
genau eine oder endlich viele Losungen erwartet, treten bei Ungleichungen typischerweise
Intervalle oder Vereinigungen von mehreren Intervallen als Losungsmenge auf.

Unter dem Auflésen einer Ungleichung versteht man ihre Umformung in eine Gestalt,
bei der die Variable z anf einer Seite steht und auf der anderen nicht mehr vorkommt,
also in die Gestalt £ < ¢, ¢ < ¢, £ > ¢ oder & > ¢, aus der man die Ldsungen direkt
ablesen kann (eben alle x in der Grundmenge, welche kleiner, kleiner oder gleich, gré8er
bzw. groBer oder gleich der Konstanten ¢ sind). Dabei benutzt man meist Aquivalenz-
umformungen, welche die Losungsmenge der Ungleichung nicht verdndern. (Zuldssige
Umformingen, welche die Losungsmenge nicht verkleinern, aber evtl. vergréifern, werden
bei Ungleichungen selten eingesetzt, weil sie die Lésungsmenge unter Umstdnden um
ganze Intervalle vergrofern; man miifite dann beim “Riickwértseinsetzen” am Ende auch
fiir alle Zahlen aus diesen Intervallen iiberpriifen, ob sie die urspriingliche Ungleichung
erfiillen.) Die Aquivalenzumformungen bei Ungleichungen beruhen aunf den Rechenregeln
fiir Ungleichungen, die wir cben besprochen haben, und sie erhalten im Allgemeinen die
Art der Ungleichung (streng oder schwach). Aquivalenzumformungen sind zum Beispiel:

o Addition oder Subtraktion derselben Zahl oder desselben Terms auf beiden Seiten;

e Multiplikation beider Seiten mit derselben positiven Zahl oder mit demselben po-
sitiven Term T{z); (Achiung: Die Mulsiplikation mit negativen Zahlen kehrt die
Ungleichung um; daher ist eine Follunterscheidung T(x) > 0 baw. T'(z) < 0 bzw.
T(x) = 0 notigh)

o Bildung des Kehrwerts beider Seiten der Ungleichung, wenn beide Seiten positiv
oder beide negativ sind; (Wenn eiue Seite positiv, die andere negativ ist, so ist die
Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit der Ungleichung klar.)

e Potenzieren beider Seiten mit demselben positiven Exponenten, wenn beide Seiten
der Ungleichung nichtnegativ sind;

e [xponentiieren beider Seiten der Ungleichung zu derselben Basis > 1;

® Logarithmieren beider Seiten zu einer Basis > 1, wenn beide Seiten der Ungleichung
positiv sind.

Marn erkennt die Notwendigkeit von Fallunterscheidungen. Das gilt insbesondere, wenn -
Absolutbetriige |t(z)| von Termen in der Ungleichung {oder auch in einer Gleichung)
vorkommen; denn durch die Fallunterscheidung #(z} > 0 bzw. ¢(z) < 0 kann man die
Absolutbetragssymbole beseitigen; im ersten Fall ersetzt man einfach |¢(z)] durch ¢(z}, im
zweiten durch —t(z) .
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Fine graphische Methode zum Aufldsen von Ungleichungen der Form f{z) > ¢ verliuft
so: Man zeichnet den Graphen der Funktion y = f(x) und bringt ihn mit der horizontalen
Geraden mit Hochwert ¢ zum Schnitt; die Losungsmenge wird dann von den Intervallen
auf der 2-Achse gebildet, iiber denen der Graph echt oberhalb dieser Geraden verlduft,
(Entsprechend bei Ungleichungen f{z) > ¢, f(z) <e¢, f{z) <c.)

BEISPIELE (zum Auflisen von Ungleichungen):
1) Die lineare Ungleichung
ar > b (oder =, <, <)

mit ¢ &= 0 18st manso: ax > b < x> % imFalie > 0, aber &= 1 < -g im Falla < 0
{weil Multiplikation mit + < 0 die Ungleichung umkehrt!). Die Lisungsmenge ist also das
Intervall ]% col, wenn a > 0, und |—oo, 2[, wenn & < 0. Bel der schwachen Ungleichung
ax +b > 0 erhilt man zuséitzlich noch 7 als Losung, also ist die Losungsmenge [ﬁ’-,oo[,
wenn a > 0, und |—oc, £, wenn a < 0. Die Ungleichungen ax < b hat als Lisungsmenge
natiirlich die komplementéren Tntervalle ]—co, £[ im Fall @ > 0 baw. [£, 0o im Fall a < 0;

bel ax < b kommt der Intervallendpunkt 2 zur Losungsmenge hinzu.

Man kann eine lineare Ungleichung auch einfach so behandeln, dass man zunichst die
Losung gy der entsprechenden linearen Gleichung oz = b bestimmt. Die Losungsmenge ist
dann cin halbbeschrinktes Intervall mit Randpunkt zq, und xq gechort zur Losungsmenge,
wenn die Ungleichung schwach ist, aber xo gehtrt nicht dazu, wenn sie streng ist. Man
braucht also rur noch zu fesizustellen, ob sich das Losungsintervall von zy aus nach
+00 oder nach —oo erstreckt, und das kann man entscheiden, indem man priift, ob die
Ungleichung fiir grofie Werte von x erfiills ist (bel ax > b 2.B., wenn « > 0, nicht aber,
wenn a < §). Die beschriebene graphische Methode fiihrt auch sofort zum Ziel.

Auf eine lineare Ungleichung in der Okonomie stéft man z.B. bei Rentenzahlung mit
einfacher Verzinsung, wenn gefragt wird, welches Anfangskapital Ky oder welcher Zinsfuf}
p% oder welche Ratenhdhe R erforderlich ist, damit der Kapitalendstand Ky nach einer
gegebenen Zahl m von Rentenperioden im gegebenen Zeitraum ¢ (Jahre) eine bestimmte
Zielgrofe nicht unterschreitet (z.B. die GroBe 0 bei Auszahlung von Renten aus einem
Guthaben). Die bei Ratenzahlung am Periodenbeginn zusténdige Rentenformel {siehe
Kap. 2) fithrt bei dieser Fragestellung auf eine lineare Ungleichung fiir die Unbekannte
Ky oder p oder R:

Ko —mR + %(KO - méth) > Kgi.
Allerdings ist hier zu beachten, dass nur Losungen in einer dkonomisch sinnvollen Grund-
menge sinnvoll sind; z.B. sind alle Variablen in der Rentenformel nichtnegativ. Und obwohl
die lineare Ungleichung mathematische Losungen haben kann, so hat sie bei unsinnigen
Zielvorgaben doch keine skonomisch sinnvelle Lésung. Wenn wir z.B. im Falle der Aus-
zahlung von Renten aus einem Guthaben Ky cine Ziclvorgabe Kz > (1 + ;%apt)Kg
machen, so hat die Ungleichung nur negative Losungen R und die Menge der 6konomisch
sinnvollen Losungen ist leer; denn mit Auszahlungen R > 0 ist die Vorgabe nicht zu
erfiillen.

2) Gebrochen-lineare Ungleichungen der Form ziﬁi >z (oder >, <,,<) kann man

durch Multiplikation mit dem Nenner auf lineare Ungleichungen zuriickfithren. Doch Ach-
tung! Man muss hier die Fallunterscheidung cx +d > 0 bzw. cz + d < 0 machen, weil
Ungleichungen in verschiedener Richtung entstehen. Zum Beispiel geht
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T 1
< —
2z -1 3
durch Multiplikation mit 2z — 1 ber in o < §{2z - 1) oder dquivalent £z < —% mit

den Losungen z < —1; aber das gilt nur, wenn 2z — 1 > 0 ist, also 2 > -é- und daher
gibt es iberhaupt keine Losung mit z > ’2 Im Fall 2z — 1 < 0, also z < %, dagegen
geht die umgeformte Ungleichung in die umgekehrte Richtung und lautet z > $(2x—1)
oder dquivalent %T > ~% mit den Lésungen & > —1; also sind in diesem Fall alle z mit
~1 < z < L Losungen. Die Losungsmenge der Ungleichung in R ist also das Intervall

]-1, %[ (z = 3 ist natiirlich keine Losung, weil hierfiir der Nenner Null ist.)

3) Auch in anderen Fillen, in denen eine Gleichung auf eine lineare Gleichung reduziert
werden kann, 148t sich eine entsprechende Ungleichung auf eine oder mehrere lineare
Ungleichungen zuriickfiibren. Betrachten wir z.B.

£—2 » xz+2

z—1 — z+1
Hier multipiiziert man mit dem Faktor (z — 1){z + 1) = 2® — 1 und hat zwei Fille zu
unterscheiden. Im Fall 1 ist z > 1 oder z < —1, der Faktor also positiv; die Ungleichung
ist dann dquivalent mit (z — 2){(e +1) < (+2){z ~ L oder 2 ~z -2 < 2* 42 -2
oder —x < z; letzteres hat alle z > 0 als Lsungen, also erhalten wir im Fall 1 genau die
Losungen z > 1. Im Fall 2 ist —1 < o < 1 und der Faktor negativ; nach Multiplikation
endet man also mit der umgekehrten Ungleichung 2 —2—2 > 2?+2—2 mit den Lisungen
@ < 0:im Fall 2 erhalten wir also genau die z mit -1 < x < 0 als Losungen. Da z = 1 und
7 = —1 keine Losungen sein kénnen (weil dann Nenner in der urspriinglichen Ungleichung
Null sind), ist also die Lésungsmenge eine Vereinigung von zwei Intervallen |1, 0JUj1, oof .

4) Wenn Betriige in den Ungleichungen vorkommen, so kann man ganz genau wie oben
vorgehen, nachdem man noch zusitzlich unterschieden hat, ob der Betrag von einer nicht-
negativen oder von einer nichtpositiven Zahl gebildet wird, um so “die Betragsstriche zu
eliminieren”. Bei .
lr =2 >2— |3 -2z
zum Beispiel haben wir vier Fillez > 2,2 < 2,2 > 3, und 2 < % z1 betrachten, was
drei Fallunzerscheidungen ergibt:
r—2 > 2+ (3-2z), wenn x> 2,
ir—2{>2—-13-22 <= ~(z-2) > 2+(3-2z), wemn 3 <z <2,
~(x—-2) > 2-{3-2r), wenn z <3.

Im Fall z > 2 finden wir die Ldsungen = > % , im Fall % <z < 2 keine Losungen (weil nur
z > 3 die lineare Ungleichung 1st), im Fall z < 3 die Losungen = < 1. Die Losungsmenge .
ist also J—o0, 1{U]L, 0o . Genau auf dieselbe Weise héitten wir {ibrigens vorgehen missen,
um die “Betragsgleichung” |z 2| = 2—13—2z| zu behandeln, und hétten die (einzigen)
Losungen r =1 und z = -;- gefunden.

Analog wird folgende Ungleichung mit drei Fallunterscheidungen geldst:
r—2 < 2z+3), wenn 12> 2,
ng — —{z—2) < 2(zx+3), wenn -3 <z <2,
—(z—-2) < =2(z+3), wenn z < —3.

=2
-+ 3

Die oberste Ungleichung rechts wird erfiillt von z > -8, dieser Fall liefers also die Losun- -
gen © > 2; die mittlere Ungleichung wird erfiillt von z > —% und liefert alle = mit
-;‘§- < z < 2 als Losungen; die untere Ungleichung wird erfiillt von = < —8 und diese z
sind auch Ldsungen in diesem Fall. z = —3 ist keine Losung, da hierfiir der Nenner Null

wird. Die Losungsmenge ist damit |-oco, —8] U [—%, 2[ U[2, co[=]—o0, ~8] U [-5, .
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4) Wie man quadratische Gleichungen mit quadratischer Ergénzung behandelt, so lassen
sich auch quadratische Ungleichungen diskutieren. Zunéichst hat die spezielle quadratische
Ungleichung z% < d® die Losungsmenge |—~d, d[, wenn d > 0 ist; denn diese Ungleichung
ist ja dquivalent mit |z = V22 < d. Entsprechend hat die Ungleichung z? > ¢* die
Lésungsmenge |—oo, —d[ U d, oof . Bei schwacher Ungleichung sind = d und & = —d auch
noch Losungen. Die allgemeine quadratische Ungleichung l&sst sich mit quadratischer
Erginzung und Division durch den fiihrenden Kocffizienten o # 0 (Vorzeichen von a
beachten!) auf den speziellen Fall zuriickfiihren:

ar® +br+e >0 = (m+——

b):‘a {> =={b* —dac), wenn a>0,
2u 'j;?

< (b —dac), wenn ¢ <0,

e

Man liest ab: Im Fall @ > 0 und #* — 4ac < 0 sind alle z € R Losungen, im Fall o < 0
und & — 4ac < 0 gibt es keine Losung, in den anderen Fillen ist die Ldsungsmenge
entweder das Intervall ]z, x[ zwischen den beiden Nullstellen a7 = —& — /b7 — dac
und 23 = —2 + 5=v/0? — dac der quadratischen Funktion az® + bz + ¢ (néimlich wenn
a < 0 ist), oder das AuBere |—o0, 1] U]Ts, 00 dieses Intervalls (ndimlich wenn a > 0 ist;
dabei ist auch zy = z, méglich, also Losungsmenge R, ). Bei schwacher Ungleichung
az? + bx + ¢ > 0 kommen die beiden Nullstellen x1, 15 noch zur Lésungsmenge hinzu,

Wenn die quadratische Funktion az® + bz + ¢ reelle Nullstellen z; < zy besitzt, so kann
maxn die Losungen der quadratischen Ungleichung az®+bz+c¢ > 0 (oder > 0) auch einfach
durch Zerlegung in Linearfaktoren

ar’ + bz +c=a-(x~x) (z—z)

ablesen. Das Produkt ist namlich positiv, genau wenn alle drei Faktoren positiv sind oder
wenn zwel der Faktoren a, £—x1, £—29 negativ sind und der dritte positiv. Da die Faktoren
T—I; bzw. —x5 ihr Vorzeichen nicht dndern, wenn die Variable & im Intervall zwischen
den Nullstellen z,, 29 oder links bzw. vechts von x), 2o lduft, ist dann sofort klar, dass
die Losungsmenge sich aus beschrinkten oder unbeschriinkten Intervallen zusammensetzt,
deren Endpunkte Nullstellen sind. Bei der strikten Ungleichung az®+bz—+c > 0 gehéren die
Nullstellen selbst nicht zur Lésungsmenge, also handelt es sich um die Intervalle |—oo, 217,
Jey, 22l Ja2, cof, und da ax®+ b+ ¢ fiir grofe Werte von |¢| dasselbe Vorzeichen wie « hat,
ist die Lisungsmenge die Vereinigung der beiden unbeschriankten Intervalle, wenn a2 > 0,
bzw. das beschrinkte Intervall Jx,, 2o, wenn a < 0. (Dabei kann auch x; = z; sein; dann
ist die Losungsmenge R.,, bzw. leer.) Die Losungsmenge der schwachen Ungleichung
ar? 4+ bz + ¢ > 0 entsteht natiirlich aus der Losungsmenge der strengen Ungleichung
durch Hinzunahme der Nullstellen zq¢, 72 .

Wir halten das Ergebnis fest, wobei wir uns auf Ungleichungen der Form ... > { bzw.
... > 0 beschranken, dic man ja immer herstellen kann:

o Hai die quadratische Funktion ax® + bz + ¢ die Nullstellen z; < xp in R, so ist
die Lisungsmenge der strengen quadratischen Ungleichung ax? + bx + ¢ > 0 das
offene Intervall |z, xei zwischen den Nullstellen, wenn a < 0, bzw. das Auflere
l—oo, @[ Uleg, 00] dieses Intervalls, wenn a > 0. Hat die quadratische Funktion

keine reelle Nullstelle, so ist die Lésungsmenge leer, wenn a < O, und sie ist ganz

R, wenn a > 0. Die Lisungsmenge der schwachen Ungleichung ax® +be +¢ > 0

ergibt sich jeweils durch Hinzunahme der Nullstellen.
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Mit der beschriebenen graphischen Methode sieht man das auch leicht ein. Der Graph
der quadratischen Funktion ax® + bz + ¢ ist ja eine Parabel, die nach oben gedffnet ist im
Fall ¢ > 0 bzw. nach unten gedffnet im Fall o < 0. Wenn es Nullstellen z; < 25 gibt, so
sind diese Punkte auf der z-Achse die Schuittpunkte der Achse mit der Parabel, und die
Losungsmenge der strengen Ungleichung ax® + bz + ¢ > 0 besteht aus den Intervallen auf
der z-Achse, iiber denen die Parabel oberhalb der Achse verfauft.

azr? + bz + ¢ ar® +br +e¢
Falla > 0
L :}WOO,.’LE[U}JLQ;OO{
z
I Xy
x

m\__/’mz Fall ¢ < 0

L =]z, a

die Lésungsmenge L der quadratischen Ungleichung az® + bz +¢ > 0

Wenn es keine reellen Nullstellen gibt, d.h. wenn die Parabel die z-Achse nicht schneidet,
so sind alle z € R Losungen {a > 0, die Parabel verlduft ganz oberhalb der z-Achse),

oder die Ungleichung hat gar keine Losung (@ < 0, die Parabel verlanft ganz unterhalb
der Achse).

5) Auf eine quadratische Ungleichung st68t man #.B. bei der Laufzeitberechnung fiir Ren-
ten bei einfacher Verzinsung bis zum Erreichen eines vorgegehenen Zielwerts Ky (2.B.
Kyie == 0). Ist die Laufzeit # = mr (Jahre) in m Ratenperioden der Dauer = eingeteilt,
so lautet die oben schon angegebene Ungleichung

pem-T
100

Ky —mR + (KO - %R) > Kyl -

Dies ist eine quadratische Ungleichung fiir m, und gesucht ist hier die kleinste nichtne-
gative ganze Losung. Ist Ky, < Ky, so ist die Ungleichung fiir m = 0 giiltig; fiir grofie
m gilt sie aber offenbar nicht. Daher gibt es zwei Lésungen my < 0 und my > 0 der
entsprechenden quadratischen Gleichung fiir rn, und die Lésungsmenge der Ungleichung
ist ]Jmy, mo|. Die Losung unseres Problems ist daher m = {m,], also die gréfite ganze
Zahl, die kleiner oder gleich ms ist.

6) Auf eine quadratische Ungleichung fiihrt z.B. auch

T+1>

=2iro

Hier wird man natiirlich mit z multiplizieren und erhélt die quadratische Ungleichung
z* +z > 2 — aber nur im Fall z > 0! Im anderen Fall z < 0 ergibt sich gerade die
urngekehrte guadratische Ungleichung 2242 < 2 ' Aus 2 +2—2 = (z—1)(z+2) entnimmt
man, dass z* +z —2 > 0 die Zahlen z mit z < ~2 oder z > 1 als Losungen hat, das ergibt
im Fall z > 0 also die Lésungen z > 1. Die quadratische Ungleichung —2%? —x+2 >0 _
hat dagegen die Lésungsmenge [2, 1], und das gibt die Losungen —~2 < z < 0 im Fall
r < 0. Die Losungsmenge der obigen Ungleichung ist damit [~2,0[{U[1, oo .

Ohne die sovgfaltige Fallunterscheidung hitte man die Lésungen im Intervall [-2,0[ leicht
iibersehen!
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Ahnlich fiihrt eine Ungleichung wie

-2 . 2r—1
z+2  z-+1

auf verschiedene quadratische Ungleichungen, wenn man mit den Neanern multipliziert
und dabei Félle entsprechend den Vorzeichen der Nenner unterscheidet. Fiir -2 <2 < -1
gilt {z + 2)(z + 1) < 0, daher ist dann die Ungleichung #quivalent zu {z — 2)(z + 1) >
(22 — 1}(z +2) baw. 22 — 2 — 2 > 22° + 32 — 2, d.h. z(z +4) < 0, was fiir alle z mit
-2 < o < 1 erfiillt ist. Fiir z > —1 oder z < —2 ist die Ungleichung dagegen dquivalent
zu z(x + 4} > 0, was genau fiir z > 0 oder fiir & < —4 erfiillt ist. Die Lisungsmenge ist
daher die Vereinigung von drei Intervallen |—oo, —4{]-2, -1[U]0, 00| (

Auch hier werden bei fehlender Sorgfalt bei der Fallunterscheidung die Losungen zwischen
—2 und —1 werden leicht iibersehen!

7) Schlieflich betrachten wir noch eine “Betragsungleichung”

24

— 1 .
o~ 1] Jo+ 10> 22

Die linke Seite ktnnen wir [(z— 1) (z+1)] = |z* 1] uchhreiben, daher ist die Ungleichung
im Falle > 1 aquualent auz? — 1 > 2 baw. 2% > (§)? mit den Ldsungen z > I und
@ < —%;im Fall 22 < 1 ist ble dagegen dqumﬂent zu 1 -zt > gf bzw. baw. 2? < (3)?
mit den Losungen —¢ < z < 3. Die Losungsmenge ist also |— —Ilul-t, 2[U]E, ool
Es ist klar, dass mit z auch —:5 eine Losung der urspriinglichen Unglelehung ist; daher
muss dic Losungsmenge in R symmetrisch bzgl. des Nullpunkts scin.

8) Die Methode der Zerlegung in Faktoren funktioniert auch bei algebraischen Un-
gleichungen a,x® +a, 2" " +... + ez +ag > 0 vom Grad n > 2, wenn man alie reelien
Nullstellen z; < xy < ... < x,, kennt. Man kann danr namlich zerlegen

ii—1

AnZ™ + Qo8 @z g = an o (2 —z) (2 2e) (2 — 2w - g{z)

mit g(z) = 2" ™ 4 ...+ b3+ by > 0 fiir alle 2 € R. Die Losungsmenge der Ungleichung
besteht somit aus den z € R, fiir die eine gerade Anzahl der Linearfaktoren x — x; negativ
ist, wenn @, > 0, bzw. eine ungerade Anzahl, wenn a, < (0. So hat z.B.

22—t tr—-1<0 bzw. 22—zt - +1<0
die Faktorzertegung (z — 1)(z? +1) < 0 bzw. (z 4+ 1){z — 1)® < 0 und damit die Losungs-
menge |—oo, 1] bzw. ]—o0, —1] U {1}. E

Mit den Rechenregeln fiir Ungleichungen, die wir angegeben haben, kann man auch noch
andere Aufgaben erledigen als die Bestimmung der Losungsmenge von Ungleichungen.
Eine solche Aufgabe ist z.B. die Anordnung verschiedener Terme der Grofle nach.
Hier ist gemeint, dass verschiedene reelle “Rechenterme” T1{a,b,...), To(a,b,...),... ge-
geben sind, die von Parametern a,b,... mit hekanntem CGriBenvergleich abhingen (z.B.
a < b<...) und die Aufgabe ist, diese Terme der Grofle nach zu vergleichen, also z.B.
in eine aufsteigende Reihenfolge zu bringen. Beispiele dazn findet man in 1) der néchsten
Beispielserie.
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Eine verwandte Aufgabenstellung liegt vor bei der Monotonieuntersuchung eines
Terms T'(z). Hier handelt es sich darum, zu entscheiden, ob der Term bei Vergréfe-
rung von z {in einer gewissen Grundmenge in R) grofler wird oder kleiner {oder gleich
bleibt). Beispiele hierzu bringen wir ebenfalls in der néchsten Serie. In einfachen Féllen
kann man die Monotoznieuntersuchung eines Terms direkt durch Inspektion und Anwen-
dung der behandelten Rechenregeln fiir Ungleichungen erledigen (z.B. wird eine Potenz
mit Basis > 1 grofier, wenn der Exponent vergréflert wird, und ein Bruch mit positivem
Zihler und Nenner wird kleiner, wenn man den Zihler verkleinert oder den Nenner ver-
groflert). In komplizierteren Iéllen muss man untersuchen, ob aus x < y die Ungleichung
T(z) < T(y) folgt (oder umgekehrt), was evtl. durch Aufldsen dieser Ungleichung nach x
entschieden werden kann. Man kann auch versuchen, aus T'(x) > T{y) durch Umformung
die Ungleichung 2 > y hezuleiten; fiir z < y folgt dann T'(z) < T{y) (weil die Alternative
T(x) > T'(y) ja ausscheidet).

BEISPIELE (Griflenvergleich von Termen, Monotonieuntersuchung bei Termen):
1) Fiir gegebene Zahlen 0 < a < 1 < b < 1/a sollen die Ausdriicke

a, b, a®, b, b, 0, b, \@W%JT

der Grofle nach angeordnet werden. Hier schreibt man am besten alle Terme als Potenzen
der Basen ¢ und & um. Weil mit 1 < b < 1/a auch & < 1/b < 1 ist, weil man iiber
die dabei auftretenden Exponenten 0 < a < 1/b < 1 < b < 1/a. Da Potenzen mit der
Basis b > 1 bei Vergrofierung des Exponenten groficr werden, wihrend Potenzen der Basis
0 < a < 1 dabei kleiner werden, haben wir sofort folgende Anordnung der Grdfie nach:

gt <o =1=00 <t < b <b=b" < b <ph'e

ad“<d<a=d <o
Jetzt sind nur noch die zwei Terme 6% und 1/ ¢/a einzuordnen. Weil ¢ > 0unda < 1/b < 1
ist, liegt 5=* = (1/5)® zwischen ¢® und 1* = 1 und wegen 1/a > 0 und 0 < b < 1/a ist
1//a = (1/a)¥/* > b/ | also lautet die Anordnung aller Terme der Grofie nach

at b ca<af et < b <l < b < b < b < < bl o

1
Wa

2) Der Term
1

\ 1
11—1—;—2

soll im Bereich Ry, auf sein Monotonieverhalten untersucht werden. Die Antwort kann
man direkt ablesen: Bei Vergroflerung von z > 0 wird 1 4+ grifer, also der Kehrwert »f%w
und damit 1 + ﬁ; kleiner, aiso der Kehrwert hierzu wieder grofer — und das ist gerade
der zu untersuchende Term.

Diese Argumentation war giiltig, weil fiir z > 0 alle auftretenden Nenner positiv sind, so
dass es keine Probleme gibt. Die Argumentation gilt sogar fiir alle x > —1. Fiir z = —1
und fiir z = —2 ist der Term nicht definiert, da ein Nenner Null wird. Mit einer dhnlichen ~
Diskussion unter Beriicksichtigung des Vorzeichens von ﬁ; und von 1 + 3-}_-3 kann man
sehen, dass der Term auf dem Intervall |—oco, —2| ebenfalls grofier wird bei Vergréfierung
von x, auf dem Intervall | -2, —1{ aber ist das Monotonieverhalten anders: Der Term wird

kleiner, wenn man z in diesem Intervall vergroBert.
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3) So einfach wie in 2) ist die Monotoniediskussion meistens nicht, weil man enigegenge-
setzte Monotonietendenzen in dem zu beurteilenden Term hat. Betrachten wir z.B.

1__1 21 e JITE

zr x-1’ z+1"7 1+t T

In der ersten Differenz nehmen beide Terme ab, wenn man x > § vergriflert, in den drei
Briichen nehmen Zahler und Nenner zu, wenn man @ > ( vergrofert, also kann man
das Monotonieverhalten des gesaniten Terms nicht direkt erkennen — es liegen eben ent-
gegengesetzte Monotonietendenzen vor, und dann kommt es darauf an, welche Tendenz
iberwiegt. Der Ausweg ist hier Termumformung in eine Gestalt, aus der man das Mono-
tonieverhalten ablesen kann. Der erste Term geht z.B. durch Gleichnamig-Machen iber
in i’?’iﬁ% = H;JF—U und an dieser Form des Terms ist alles klar: Der Nenner wird gréfer,
wenn ¢ > 0 vergriflert wird, also wird der Term insgesamt dabei kleiner. Beim zweiten
Term liegt eine Umformung nahe, mit der “z” aus dem Zahler verschwindet. Das erreicht

man durch

t—1 a2+1—-2 _ x+1 _2 _q__2

r+1 x-+1 r+1 r41 z+1
Hier nimmt % ab bei Vergréferung von = > 0, alsc wird 1 — F%FI grofler bei VergroBe-
rung von z, und das gilt sogar fiir  aus R, ;. Beim dritten Term ist es vielleicht am
einfachsten, e* zu kiirzen, dann entsteht 1/{e * + 1). Hier nimmt der Nenner ab bei
Vergriflerung von x € R, also wird der Term gréfler. (Da e™ mit wachsendem x sehr
schnell klein wird, strebt der Term sogar schr schnell von unten dem Grenzwert 1 zu. Mit
Funktionen dieser Bauart modelliert man in der Okonomie wachsende Grofen, die einen
endlichen “S&ttigungswert erreichen”, wenn die unabhiingige Variable gegen Unendlich
geht; sie heiflen logistische Funktionen} Der letzte Term geht mit Erweitern durch den
Faktor /1 4 z iiber in H‘” =i Hier haben wir pun cine Summe von zwel
Termen, die beide klelner Werden gVergroﬁelung von x > 0, also wird auch die Summe

kleiner. (Andere Moglichkeit: —~—~—”I =/ 5F = /5+i) Ubrigens modelliert Y2*< eine

z? .2:-
typische Stiickkostenfunktion in Abhéngigkeit von der produmerten Menge x eines Gut.es.

4) Wer solche trickreichen Termumformungen wie in 3) nicht findet {es gibt auch nicht
immer welche, die zum Zicl fithren, also das Monotonicverhalten des Terms direkt zeigen),
der ist auf den Vergleich der Terme T'(z}, T'(y) fiir Werte 2 < y angewiesen. Fiir den
zweiten Term in 3) und z,y € R, _; z.B. geht das so;

z=1 _y—-1
m+1<?)'+1
= gytr-—y~l<ayty—az—-1 < <y & <y,

= (- <(z+Ly-1)

also wichst der Term mit wachsendem z > —1. (Dasselbe Ergebnis hdtten wir erhalten,
wenn wir {iberall mit “>" statt “<” argumentiert hatten.) Fiir den vierten Term in 3)
verlauft die Rechnung wir folgs, wenn z,y > 0 sind:

\/1+$<‘/1;'y = Itz <a/TH+y

T

— Pl+z) <2 (1+y) == 2*—-y’+y®—2?>0
= (r-yoty+ry) >0 = z-y>0,

also wird dieser Term kleiner, wenn man z > 0 vergroBert (weil die letzte Ungleichung
ja y < x ist; in der Rechnung haben wir benutzt, dass Quadrieren beider Seiten einer
Ungleichung eine Aquivalenzumformung ist, wenn beide Seiten positiv sind, und dass
2+ y + yz positiv ist fiir positive z,y ).



Kap. 1, Abschnitt 1.4 95

5} Fiir quadratische Terme ist die Monotoniediskussion mit quadratischer Ergénzung
einfach:

2 2
a$2+bI+Cma(I+"b“) +c——b—
2a da
wichst mit zunehmendem 1 > —-2% und mit abnehmendem z < m-g%, wenn o > 0 ist,

und fallt bei solchen Verénderungen von z, wenn o < @ ist. Das ergibt sich einfach
daraus, dass y? mit wachsendem y > 0 zunimmt, bei Vergroflerung von y im Bereich
R<p aber abnimmt. Wie immer bei quadratischen Funktionen gibt also die Methode der
quadratischen Ergéinzung auch hier sofort die Antwort auf die gestellte Frage. Geometrisch
interpretiert besagt das Ergebnis, dass fiir eine nach oben gedfinete Parabel (@ > 0) der
rechte Ast ab dem Scheitelpunkt aufsteigend und der linke Ast bis zum Scheitelpunkt
absteigend ist, wihrend es sich bei einer nach unten gedilneten Parabel (¢ < () gerade
umgekehrt verhilt.

6) Zum Schluss noch eine schwer zu knackende “Nuss”:

Vi+h—x

soll fiir festes A > 0 auf sein Monotonieverhalten im Bereich > O untersucht werden. Es
handelt sich um eine Differenz von zwei wachsenden Termen, also ist das Monotoniever-
halten nicht unmittelbar klar. Der Vergleich von vz + & — /z mit /5 + ] — /7 wie in
4) fithrt hier auch zu nichts. (Man kann die Ungleichung vz +h — o < Vy+ k- /¥
zwar durch zweifaches Quadrieren in eine quadratische Ungleichung fiir # umrechnen, doch
wird das sehr uniibersichtlich.) Aber eine geschickte Termumformung hilft auch hier: Man
fasst der Term als Bruch mit Nenner 1 auf und erweitert dann mit vz + h + /2. Daan
entsteht im Zihler (Vo + h)? — (\/2)? = = + h — x = h gemB einer binomischen Formel,

und der Term ist daher ]
1

T

Hier sind nun im Nenner beide Summanden wachsend mit z > 0, also wird der Term
kleiner bei Vergrofierung von z > 0. |

In der Differentialrechnung werden wir spiser cine schr cffcktive Methode zur Feststellung
des Monotonieverhaltens einer gegebenen reellen Fuaktion f(x) einer reellen Variablen x
behandeln: Man braucht nur die Ableitung f/(2) zn berechnen und das Vorzeichen der
Ableitungswerte f'{x) zu untersuchen {was oft eine einfache Sache ist, aber auch nicht
immer;}. Auf Intervallen, auf denen die Ableitung nur positive Werte hat, ist die Funktion
f{z) wachsend, auf Intervallen, auf denen die Ableitung nur negative Werte hat, ist die
Funktion f(z) fallend. Damit kann man dann aunch Monotonieuntersuchunsen wie bei
dem letzten Term oben cinfach und systematisch erledigen {denn dic Ableitung dieser
Funktion ist negativ auf R.q ).
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1.5 Mittelwerte

Eine erste Information {iber einen Satz erhobener Daten — und oft auch die einzige darin
enthaltene Information, die ausgenutzt wird — liefert die Bildung eines Mittelwerts zu die-
sen Daten. Auch und gerade bei der Beurteilung dkonomischer Daten spielen Mittelwerte
eine wichtige Rolle. Nun gibt es verschiedene Mittelwertbildungen, die auch verschiedene
Werte liefern. Daher muss man, um die Aussagekraft von ansgewiesenen Mittelwerten be-
urteilen zu konnen, etwas iiber verschiedene Mitielungsverfahren und iiber den Groflen-
vergleich der Mittelwerte wissen, welche diese Verfahren auf derselben Datengrundlage
berechnen. Darnum geht es in diesem Abschnitt. Zunéchst geben wir eine sehr allgemeine
Definition von Mittelungsverfahren fiir einen endlichen Datensatz, d.h. fiir endlich viele
gegebene reelle Zahlen.

DEFINITION: Unter einem Mittelungsverfahren (einer Mittelwertbildung) fiir
n reelle Zahlen aus einem Intervall 7 in R verstehen wir eine Vorschrift, die je n Zahlen
T1,%9,..., T, aus [ eine reelle Zahl M{z,, 24, ..., 7,) zuordnet und die folgenden Bedin-
gungen geniigt:

(i) min(zy, T2, ., Tn) < M(z1, 70, .., Tp) < max{zy, Lo, ..., Tn);

(i) (Monotonie) Vergréferung einer Zahl z; in I bei Festhalten der Werte aller anderen
Zahlen @y, j # i, verkleinert den Wert von M (21, 2,,...,2,) nicht;

(iti) (Symmetrie)  Vertanschung der Zahlen z; untereinander dndert den Wert von
Mz, z0,...,2,) nicht.

Die Zah! M(2y,%9,...,2,) heift dann der Mittelwert von zq,z,...,z, beziglich des

Mittelungsverfahrens 3. B
Das ist leicht zu verstehen: Die erste Bedingung besagt einfach, dass M(z,z9,...,2,)
immer zwischen der groften und der kleinsten der zu mittelnden Zahlen liegen muss.
Insbesondere liegt M{xy,x2,...,2,) dann auch in dem Infervall I, dem die zu mit-

tclnden Zahlen entnommen wurden. Als Intervalle in den Anwendungen kommen hier
iibrigens hauptsichlich / = R oder J = Ry in Frage. Die zweite Bedingung bedeutet,
das der Wert M{x1, 22, ..., 2,) grofer wird, oder jedenfalls nicht kleiner, wenn man eine
der zu mittelnden Zahlen vergrofiert. (Bei gewissen in der Praxis durchaus verwendeten
Mittclungsverfahren braucht der Wert nicht ccht grofier zu werden.) Dic dritte Bedin-
gung schlieflich besagt, dass der Wert M {zx1, 29, ...,2,) von der Reihenfolge der Zahlen
T1,T9,. .., Ty nicht abhingen soll. {Sind einige der Zahlen untereinander gleich, so kommt
es aber sehr wohl darauf an, wie oft jede vorkommt; wenn sich diese “Vielfachheiten”
indern, so wird sich im Allgemeinen auch der Wert M (zy, 2, ..., &) dndern.) Diese drei
Bedingungen sind unmittelbar einleuchiende Forderungen, die man an jedes verniinftige
Mittelungsverfahren stellen wird.

o6
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Der Punkt ist, dass wir, um keine praktisch relevanten Mittelungsverfahren mit der Defi-
nition auszuschlieBen, nicht noch mehr Bedingungen gefordert haben. Das hat als Konse-
quenz, dass es im Sinne der Definition sehr viele und sehr unterschiedliche Mittelwertbil-
dungen gibt, auch solche, die einem eher abwegig erscheinen. Z.B. ist die Bildung des Maxi-

mums max(zy, T2, ..., T,) zu 7 gegebenen Zahlen x; € R ein zuléssiges Mittelungsverfah-
ren im Sinne der Definition, ebenso auch die Bildung des Minimums min{w1, 2, ..., %) .

Die Maximumbildung oder Minimumbildung wird man in der Praxis wohl kaum als Mitte-
lungsverfahren benutzen, es gibt aber, wie wir sehen werden, auch durchaus eindrucksvolle
“wissenschaftliche” Mittelwertformeln, welche Mittelwerte liefern, die immer ziemlich na-
he beim Maximum der zu mittelnden Zahlen liegen (oder immer nahe beim Minimum).

Auflerdem kann man das Ergebnis einer Mittelbildung erheblich dadurch veréndern, dass
man (mit mehr oder weniger guten Begriindungen) Gewichte einfiihrt oder die Daten ma-
nipuliert. Gewichte bewirken, dass die einzelnen zu mittelnden Zahlen das Ergebnis unter-
schiedlich stark beeinflussen. Die Manipulation von Daten erfolgt oft so, dass einzelne aus
dem Rahmen fallende Werte zu “Ausreificrn” deklariert und dann bei der Mittelbildung
schlicht weggelassen werden. Aber auch ohne solche Mafinahmen im Auge zu haben, kann
man sagen (wir werden das noch prézisieren): Fiir jedes gewiinschte Ergebnis zwischen
Minimum und Maximum der zu mittelnden Zahlen gibt es auch eine “Mittelwertformel”,
welche dieses Ergebnis liefert.

e Die Angabe eines Mittelwertes ist doher ohne Informationswert, wenn das daber ver-
wendete Mittelungsverfahren nicht beschrieben wird (einschliefilich vorgenommener
Gewichtungen und Gewinnung der Daten). Die Wahl eines bestimmten Mittelungs-
verfahrens muss durch enwendungsbezogene Uberlegungen gerechtfertigt werden.

Bevor wir zu Beispiclen von Mittelungsverfahren kommen, nennen wir noch cine Eigen-
schaft, die viele wichtige Mittelungsverfahren auf dem Grundintervall R oder R, besitzen.
Diese Eigenschaft besagt, dass sich der Mittelwert M (zy, 2, ..., Z,) zum Beispiel verdop-
pelt, wenn wir jeden der zu mittelnden Zahlenwerte z; durch den doppelten Wert 2z;
ersetzen; entsprechend auch bei Multiplikation mit anderen Faktoren. Man spricht, wenn
eine Mittelweribildung diese Eigenschaft hat, von der Homogenitét der Mittelwertbil-
dung, d.h. fiir alle s > 0 und alle 2y, 3,. .., 2, gilt

M{szy,8T2,...,5Cn) =8 M{Z1,Za,...,Z0}-

Da aber nicht alle in der Praxis relevanten Mittelungsverfahren homegen sind, haben wir
diese Eigenschaft nicht zum Bestandteil der allgemeinen Definition von Mittelwertbildun-
gen gemacht.

BEISPIELE und DISKUSSION von Mittelungsverfahren:

Fiir alle nachfolgend angegebenen Mittelungsverfahren sind die Bedingungen (i), (ii) und
(i3} aus der obigen Definition mit Hilfe einer Monotoniediskussion fiir die entsprechenden
Terme leicht nachzupriifen; darauf gehen wir nicht mehr ein, Die Mittelwertverfahren sind
auch alle homogen.

1) Am hsufigsten verwendet — aber nicht immer zu Recht — wird das sogenannte
arithmetische Mittel:

¥
AM(zy, @9, ... i) %Z‘LJ _ $]+$2-|T-L...~§-:L‘nl
=1
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Hier addiert man einfach die zu mittelnden Zahlen z; und dividiert durch die Anzahl der
Summanden. Der arithmetische Mittelwert wird relativ stark durch sog. Ausreifier beein-
fluft, d.h. durch Werte x; , die erheblich gréfier oder kleiner sind als die meisten anderen z;
(und die vielleicht auf fehlerhafter Datenerhebung beruhen). Dalier ist arithmetische Mit-
telbildung oft nicht sachgerecht und sollte nicht blindlings angewendet werden, nur weil
dieses Mittel leicht zu berechnen ist. Zum Beispiel ist es nicht sinnvoll, durchschnittliche
Studienzeiten durch arithmetische Mittelbildung zu berechnen; denn wenige Félle von ox-
trem langer Studiendauer beeinflussen den Wert des arithmetischen Mittels erheblich, die
Ursachen liegen aber meist im aufleruniversitiren Bereich, wihrend man mit der mittleren
Studiendauer eher einen Parameter im Auge hat, der eine Information {iber Studienbe-
dingungen und Studienverhalten geben soll. Beispiele fiir arithmetische Mittelbildung in
der Okonomie sind zahllos: Durchschnittliche Umsitze, Kosten, Gewinne, Preise,... in
mehreren Perioden oder fiir mehrere Produkte hzw. fiir mehrere Produktionsstétten eines
Unternchmens usw.

2) Haufig sind die zn mittelnden Zahlen nicht “gleichberechtigt“, sondern mit unterschied-
lichem Clewicht zu beriicksichtigen. Unter einem Satz von n Gewichten verstehen wir
immer die Vorgabe von n positiven Zahlen s, sg, ..., 8, it Summe s +s3+...+3, = 1.
(Insbesondere sind dann alle Gewichte s; Zahlen zwischen 0 und 1, wenn n > 2 ist. Man
kénnte auch den Wert Null fiir Gewichte zulassen; das lduft darauf hinaus, dass die Zahlen
mit Gewicht Null bei der Mittelbildung einfach weggelassen werden.) Gowichte werden
oft als Prozenisitze angegeben, 3; = p;% = féapj; die Zahlen py,...,p, miissen sich
dann nattirlich zu 100 addieren. Das mit den Gewichten s,..., 8, aus den reellen Zahlen
T1, L9, ..., Ty gebildete gewichtete arithmetische Mittel ist

i
AMI{zy, 2o, ., %081, 82, ., 8n) = Es_,-:z:j = 51T+ 8o+ ...+ SnTyp.
i=1

Bei dieser Mittelbildung multipliziert man also jede der zu mitielnden Zahlen mit ihrem
zugehdrigen Gewicht und addiert dann die entstandenen Produkte anf. Wihlt man alle
Gewichte gleich, also s, = sp = ... = s, = =, s0 ergibt sich das gewdhnliche (“ungewich-
tete”) arithmetische Mittel der z; .

Mitunter sind diec Gewichte s, nicht dirckt so vorgegeben, dass sic sich zu 1 summicren,
sondern man kennt nur gewisse positive “Referenzgréfien” r; und méchte die gegebenen
Zahlen mit Gewichten s; mitteln, die in denselben Verhéltnissen sy :82:...: s gtehen
wie die ReferenzgroBen +1 : 73 1 ... @ 7, (d.h. die Quotienten s; : s; und 7; : r; sind fiir
alle i # j gleich). Dies bedeutet, dass man die Gewichte s; := r;/r zu wéhlen hat, wobei
r =147+, ..+, die Summe der Referenzgrofen ist (denn genau bei dieser Wahl der s;
stehen die s; in denselben Verhiltnissen zueinander wie die r; und haben die Summe 1).
Fiir jo n gegebene reclle Zahlen @1, 2s, . .., 2, und positive Zahlen r, 7o, ..., 7y it also
das arithmetische Mittel im Verhiltnis der ReferenzgriBen r; > 0 gleich

2
E :szj
J=1

T+ Tae + ..+ TRy

i ri-tre- o+ T
2.7
i=1
Das arithmetische Mittel der Zahlen z; im Verhdltnis 1: 1:...: 1 ist also ihr gew@hnliches

(“ungewichietes™) arithmetisches Mittel.
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Soll das arithmetische Mittel zu einer endlichen Zahlenfolge gebildet werden, in deren
Zahlen mehrfach auftreten kénnen (Z.B. Klausurergebnisse), so kann man stattdessen
auch die verschiedenen auftretenden Zahlen arithmetisch im Verhiltnis ihrer Fallzahlen
mitteln, d.h. im Verhaltnis der Haufigkeiten ihres Auftretens in der Folge. Das Ergebnis
ist dasselbe, weil die Summe der mit ihren Fallzahlen multiplizierten verschiedenen Zahlen
gleich der Summe aller Zahlen der urspriinglichen Zahlenfolge mit “Wiederholungen” ist
und die Summe aller Fallzahlen gleich der Anzahl der Glieder der arspriinglichen Folge.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie treten gewichtete arithmetische Mittel sy 2 +. . 45,20
als Erwartungswert einer Zufollsgrife auf, welche die n verschiedenen Werte z,..., 1,
annehmen kann und keine anderen. Das Gewicht s; > 0 ist dabei die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass der Wert «; auftritt, und dic Summe dicser Wahrscheinlichkeiten ist 1, weil
die ZufallsgréBe mit Sicherheit einen der Werte z; annimmt. Der Erwartungswert ist im
Allgemeinen kein Wert, den die Zufallsgréfle annehmen kann; insofern ist die Benennung
etwas irrefithrend. {Beim Wiirfeln werden z.B. die Werte 1,. .., 6 der Augenzahl jeweils mit
Wahrscheinlichkeit § angenommen, der Erwartungswert, also hier das arithmetische Mittel
der miglichen Augenzahlen, ist aber  und somit keine mogliche Augenzahl.) Vielmehr
gibt der Erwartungswert einen in diesem Kontext sinnvollen Mittelwert der méglichen
Werte an, welche dic Zufallsgréfic annchmen kann, ndmlich das gewichtete arithmetische

Mittel mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten als Gewichten.

3) Ein Beispiel aus der Okonomie fiir die Bildung eines gewichteten arithmetischen Mittels
ist der Durchschnittspreis fiir cine auf n Mérkten abgesetzte Ware: Sind py, .. ., p, dic
auf diesen Mirkten jeweils erzielten Preise (pro abgesetzter Einheit), so darf man natiirlich
nicht die Zahlen p; direkt arithmetisch mitteln, sondern man muss sie im Verhélinis der
jeweils abgesetzten Mengen g1, . .., ¢, (Einheiten) mitteln, um einen Skonomisch sinnvol-
len Mittelwert zu erhalten. (Ein hoher erzielter Preis auf einem Markt, auf dem fast nichts
abgesetzt wurde, darf den Mittelwert nicht so stark beeinflussen, wie ein niedriger Preis
auf einem andern Markt mit grofem Umsatz.) Analog werden die Durchschnittsko-
sten cincs Produktionsfaktors (z.B. cines Rohstoffs), dessen Preis von Monat zu Monat
schwankt, als arithmetisches Mittel der in n Monaten zu zahlenden Preise py,...,p, im
Verhiltnis der jeweils eingekanften Mengen g4, ..., ¢, definiert; etwaige Restbestéinde des
eingekauften Produktionsfaktors werden am Jahresende mit diesen Durchschnittskosten
bewertet und bilanziert. [n beiden Situationen wird hier also das gewichtete arithmetische

Mittel 377, g;p5/ 3 5 @5 gebildet.

Indexzahlen sind Verhiltnisse von zwei (gewichteten oder ungewichteten) arithmetischen
Mitteln konomischer Variablen und werden benutzt, vm dic zeitliche Entwicklung wichti-
ger dkonomischer Parameter zu beschreiben (Preisindex, Umsatzindex, Aktienindex, ... ).
Dabei erhebt man die Werte xq,..., 7, von gewissen positiven Skonomischen Variablen
in einer aktuellen “Berichtsperiode” und stellt diese den “Basiswerten” zi,...,z, dieser
Variablen aus einer fritheren “Basisperiode” gegeniiber, indem man den Quotienten der
gewichteten arithmetischen Mittel der beiden Sétze von Variablenwerten bildet. Dabei
muss man natiirlich fiir beide Mittelungen dieselben Gewichte nehmen, sonst ist der Ver-
gleich der Mitteiwerte sinnlos. Eine Indexzahl sieht also, wenn die Gewichte im gleichen
Verhiiltnis wie bel den positiven Referenzgrofien rq, ..., 7, gewihlt sind, folgendermafien

aus
P i1 Ti / et T 21 Ti

I = - )
e i / 2=t T 21 T3

Statt der Zahl J wird oft der Prozentsatz 100 - /% angegehen.
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Die Indexzahl I falit grofier als 1 aus, wenn der Mittelwert vom Bezugszeitpunkt bis zum
aktuellen Zeitpunkt zugenommen hat, bzw. kleiner als 1, wenn er abgenommen hat. Ge-
nauer ist der aktuelle Mittelwert gleich 100- /% vom Mittelwert aus der Basisperiode, und
I —1 gibt die relative Zunahme bzw. Abnahme des Mittelwertes von der Basisperiode bis
zur Berichtsperiode an {d.h. die Zunahme/Abnahme betrigt 100- (I —1)% des Mittelwerts
aus der Basispericde).

Betrachten wir z.B. einen “Warenkorb” von n Giitern, mit Marktpreisen p; {Geldein-
heiten pro Mengeneinheit), umgesetzten Mengen ¢; (Mengeneinheiten) und Umsiitzen
u; = p, - g; (Geldeinheiten) im aktuellen Jahr. Fiir die Bildung eines mittleren Umsatzes
ist ungewichtete arithmetische Mittelbildung siznvoll, d.h. man mittelt die Umsitze der

einzelnen Griiter im Verh#ltnis 1:1:...: 1. Dementsprechend ist der
n n
Z U Z Dig;
Umsatzindex: i i

n = I )
& T o
> > b
=1 =1

Bei der Bildung cincs mittleren Preises ist es aber sicher nicht sinnvoll, cinfach das arith-
metische Mittel der Preise der einzelnen Giiter zu nehmen; denn eine Verteverung bei
einem wenig verkauften Produkt sollte nicht so ins Gewicht fallen wie eine Vertenerung
bei einem viel umgesetzten Produki. Also wird man die Preise der n Giiter im Verhlt-
nis der umgesetzten Mengen mitteln. Damit entfillt auch das Problem bei der Definition
der Mengenangaben ¢;, wenn die umgesetzte Mengen der Giiter des Warenkorbs in ver-
schiedenen Einheiten gemessen werden (Stiickzahlen, Gewichtseinheiten,...); denn die
Produkte g;p; = u; sind unabhingig von der Wahl der Mengencinheiten. Man hat nun
zwel verschiedene Méglichkeiten der Gewichtung, die sich anbieten: Man kann sich auf
die umgesetzten Mengen in der aktuellen Berichtsperiode beziehen (Indez nach Paasche)
oder auf die umgesetzten Mengen in der fritheren Basisperiode {Inder nach Laspeyres).

Demnach ist der
. . .
> gp; > g
S (Passche),  bzw. =2 (Laspeyres).

i
2 qﬂgj Z ‘3.1?31
g=1 Jj=1

Preisindex:

Diese Preisindizes haben wir in Abschnitt 1.1 schon im Zusammenhang mit den Rechen-
regeln filr Summen diskutiert. Beide bestimmen die mittleren Preise so, als hiitten sich
die umgesetzten Mengen seit der Basisperiode nicht gedindert, wobei im ersten Index die
aktuellen umgesetzten Mengen, im zweiten die umgesetzten Mengen in der Basisperiode
angesetzt werden. Analog hat man auch zwei Méglichkeiten, einen Mengenindex zu de-
finicren, der die Anderung der mittleren umgesetzéen Mengen von der Basisperiode bis
zur Berichtsperiode beschreibt. Hier ist die einfache arithmetische Mittelung der umge-
setzten Mengen ebenfalls nicht sinnvoll, schon wegen der unterschiediichen Einheiten, in
denen die umgesetzten Mengen gemessen werden. (Es macht schlieBlich einen betricht-
lichen zahlenméiligen Unterschied, ob man z.B. verkaufte Streichholzer in Stiickzahlen
oder in Kilogramm angibt.) Das Problem entfillt, wenn man die umgesetzten Mengen im
Verhiltnis der Preise mittelt, und so erhilt man den
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. T
2_pi D b
= (Paasche),  bazw. L (Laspeyres).

111 n
ijqo'j Zﬁjéj
j=1 =1

Bei beiden Mengenindizes werden die mittleren Ums#tze so ermittelt, als hitten sich die
Preise seit der Basisperiode nicht verdnders, wobei im ersten Fall die aktuellen, im zweiten
Fall die Basispreise angenommen werden. Inscfern sind beide Indizes ein Ma8 fiir die Ent-
wicklung der durchschnittlich abgesetzten Mengen von der Basis- bis zur Berichtsperiode.

Mengenindex:

Die Vor- und Nachteile der Index-Definitionen nach Paasche und Laspeyres liegen anf
der Hand: Bei der Definition nach Laspeyres kann man die Gewichte aus den Daten
der Dasisperiode entnehmen, das spart Erhebungskosten und erméglicht, die Gewichte
fiir mchrere aufeinander folgende Berichtsperioden beizubehalten. So verfahrt 2.B. das
statistische Bundesamt bei der Ermittelung eines Lebenshaltungskostenindex. Allerdings
entspricht die Gewichtung nach einigen Perioden dann moglicherweise kaum noch der
aktuellen Situation, wihrend die Indizes nach Paasche sich eben immer an der aktuellen
Situation orientieren. Deshalb missen die angenommenen Umsétze fiiv die Giiter des
“Lebensmittelkorbs™ von Zeit zu Zeit aktualisiert werden (wie auch die Zusammensetzung
des Korbs iiberhaupt den eingetretenen Entwicklungen angepasst werden muss).

4) Das geometrische Mittel von n positiven (}) Zahlen z,. ..,z ist das multiplikative
Analogon des arithmetischen Mittels. Statt die Zahlen x; zu addieren und durch die An-
rahl n 7u dividieren, multipliziert man also die x; und zieht aus dem Produkt die n-te
Wiurzel {denn weil die Erhebung in die n-te Potenz das multiplikative Analogon der Ver-
vielfachung mit dem Faktor n ist, hat man das Ziehen der n-ten Wurzel als multiplikatives
Analogon der Division durch n anzusehen). Somit ist das geometrische Mittel definiert
durch
n

GM(z1, @0, ...,2,) = Nz 79 ... 7, = H:c;/”’ (z; >0},

j=1

Der Name “geometrisches Mittel” kommt von folgender geometrischen Interpretation des
geometrischen Mittels v/ab von zwei positiven Zahlen: Dieser Mittelwert +/ab ist gerade
die Seitenldnge eines Quadrats mit demselben Flicheninahlt ab wie ein Rechteck mit
Seitenléngen a und b. Die Positivitit der Zahlen z;, die man hier mittelt, ist wichtig. Bei
negativen Faktoren kann das Produkt negativ werden und das Wurzelziehen ist dann nicht
moglich. Bei nichtnegativen Faktoren ist das Produkt Null und damit das geometrische
Mittel gleich dem Minimum der zu mittelnden Zahlen, wenn eine davon den Wert Null
hat; deshalb ist es nicht besonders sinnvoll, fiir die z; hier auch den Wert Null zuzulassen,
und wir tun das auch nicht. Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem arithmetischen
und dem geometrischen Mittel ist, dass letzteres von “Ausreiflern nach oben” viel weniger
stark beeinflusst wird als die arithmetische Mittelbildung. Ein extremes Beispiel mag das
verdeutlichen: Mittelt man 10 Zahlen, von denen 9 gleich 1 sind und eine gleich 1000, so
ist das arithmetische Mittel gréfler als 100, das geometrische Mittel aber kleiner als 2!
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Da Logarithmieren die Multiplikation in Addition verwandelt, kann man die Bildung des
geometrischen Mittels der z; auch so beschreiben: Man schreibt die Zahlen als Potenzen
einer Basis ¢ > 1, also z; = a® mit §; = log, x;, und mittelt dann die Exponenten ¢
arithmetisch:

GM(zy, @y, ... 2y) = o AM(E1 &y n) ‘ (z;=a% >0).

Hier sieht man nun, wie man zu vorgegebenen positiven Gewichten s; > 0 mit 81 + 53 +
...+ 5, =1 das gewichtete geometrische Mittel der positiven Zahlen z; zu definieren
hat: Mar bildet einfach das entsprechend gewichtete arithmetische Mittel der Exponenten,

was man wegen a4 = rj’ auch so schreiben kann:
’ n

GM{Zy,Zo, .-, Tn) 81,82, 0y 8p) 1= H:L;“’ (z;>0).
j=1

Das geometrische Mitte! im Verh#ltnis der Referenzgréfien r; > 0 mit Summe r ist dann
1

i
(ngj)r (2; >0, r=ri+rot+...+1).
j=t

Wihlt man alle r; gleich, also s; = & fiir j = 1...7n, so ergibt sich das gewohnliche
{“ungewichtete”} geometrische Mittel.

5) Eine Anwendung in der Okonomie findet das geometrische Mittel bei der Berech-
nung des effektiven Zinssatzes fiir einen Vorgang, bei dem ein Kapital in n Zinsperi-
oden gleicher Dauer = (Jahre, m € N) mit evtl. unterschiedlichen Aufzinsungsfakto-
ren ¢i,...,q, verzinst wird. Der mittlere Aufzinsungsfaktor g. > 1 fiir eine Peri-
ode ist dann derjenige, dor bei Anwendung in jeder Zinsperiode nach n Perioden das-
selbe Frgehnis liefert. Die Gleichung fiir ¢, ist also ¢} - Ko = ¢ - @2 - ... ¢ + Ko,
und die Lésung ist ¢, = Q1 - qz -~ 0n = GM{q:,42,...,G,) . Der &quivalente Jahres-
bezogene Aufzinsungsfaktor ist dann ¢™ und der dadurch bestimmte Jahreszinsfufl, der
sogenannte effektive Zinssatz p.g% fiir den Verzinsungsvorgang, ist dann gegeben durch
Dot = 100- (g —1)% . Bei einfacher Verzinsung wire dagegen das arithmetische Mittel der
g; der mittlere Aufzinsungsfaktor fiir eine Periode gewesen, und als Effektivzinssatz hitte
man das arithmetische Mistel der in den cinzelnen Perioden verwendeten Jahreszinstiific

erhalten.

Hat man unterschiedliche Aufzinsungsfaktoren g;, dic cvtl. in mchreren Zinsperioden
Anwendung finden, so ist der mittlere Aufzinsungsfaktor g, entsprechend das geometrische
Mittel der ¢; im Verhiiltnis der Anzahlen m; der Perioden, in denen mit Aufzinsungsfaktor
g; verzinst wird. Bel kontinuierlicher Verzinsung zu Zinsfiifien p; in n Periodea belichiger
Dauer ¢; ist der Jahres-bezogene mittlere Aufzinsungsfaktor das geometrische Mittel dey
Jahres-bezogenen Aufzinsungsfaktoren e?s/1% im Verhéltnis der Dauern £;, also

1
[(emnoﬂ)ﬁ o (ePn /100y Tl pa) /0100 o o B/100 (t=ti+...+1,),

und der entsprechende mittlere Jahreszinsful §% ist, wie man sieht, das arithmetische
Mittel der in den einzeinen Perioden verwendeten Zinsfiifle im Verhéltnis der Linge dieser
Perioden. (Der effektive Zinssatz, d.h. der konforme Zinsfufl in einem Vergleichsverfahren
mit jahrlichem Zinszuschlag, ist hier pog = 100 (67/1% -~ 1) Prozent, und das ist natiirlich
grofler als p Prozent, weil bei kontinuierlicher Verzinsung ja ein kleinerer Zinsful schon
dasselbe Jahresergebnis liefert.)
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6) Fiir n gegebene nichtnegative Zahlen x;, 7, ..., x, heifit die Quadratwurzel aus dem
arithmetischen Mittel ihrer Quadrate das quadratische Mittel,

[ 1

Y 22l +a z
Qﬂ/f(fl'il,l'g,...,mn) = \/ L 2 T Iz = (%Zgﬂ?)z

j=1

Bildet man das arithmetische Mittel der Quadrate zu Gewichten sy, 59,...,5, > 0 mit
s;+53-+...+38, = 1, so erhilt man das entsprechende gewichtete quadratische Mittel:

1

n
.. e 2 2 _ AR
QMzi, 20, Tn; 81,82y 00y S0} = \/slml + 8xs . STt = ( 5 sj.rj)

j=1

Zwar sind diese Ausdriicke auch definiert, wenn einige der Zahlen z; negativ sind, aber
dann legen sie nicht mehr unbedingt zwischen dem Minimum und dem Maximum der z;,
kénnen also nicht mehr als Mittelwert aufgefasst werden. (Wenn z.B. alle z; negativ sind,
so ist QM{xy, 2y, ...,7,) > 0 sicher gréfer als das Maximum.) Daher beschrinken wir
uns beim quadratischen Mitteln auf nichtnegative Zahlen. Das quadratische Mittel wird
von “Ausreifiern nach ober” noch mehr beeinflufit als das arithmetische. Bei dem schon
betrachteten extremen Beispiel, in dem 10 Zahlen gemittelt werden, von denen eine gleich
1000 ist und 9 gleich 1 sind, ist z.B. das arithmetische Mittel 100.9, das quadratische aber
= 316.23 .

7) Quadratische Mittel sind von grofier Bedeutung fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Statistik sowie fiir die sog. Fehlerausgleichsrechnung. Dabei sind 2.B. Werte z; ei-
ner mit zufilligen Schwankungen behafteten Variablen erhoben (etwa Mefigréfien in der
Qualititskontrolle), und man sucht einen verniinftig erscheinenden Wert T, den man als
“wahren Wert” der Grofle interpretieren kann. Nach einem Vorschlag von Gaufl kann
man z.B. ¥ durch die Bedingung festlegen, dass das quadratische Mittel aller “Fehler”
|z; — F| mbglichst klein wird; dies ist die sog. Methode der kleinsten Quadrate. Mit
quadratischer Erginzung kénnen wir T dann leicht bestimmen: Aus

n

g =R F Rt () (2]

i=1

lesen wir nimlich ab, dass £ 377 (z; — 7)” genau dann am kleinsten wird, wenn wir fiir
T das arithmetische Mittel dPi x; einsetzen. Bel dieser Festsetzung des “wahren Wertes”
F ist dann das quadratische Mittel der Fehler jz; — T| gleich

T n
1 _ _ o LY
-ﬁZ(ccjmx)Z: %—»Z?? - T2 (T= 2200 75)
j:L jZl

Diese Grofie heifyt mittlerer Fehler oder Standardabweichung der z; von ihrem arith-
metischen Mittel. Das cinfacher zu handhabende Quadrat des Ausdrucks nennt man dic
Varianz der Werte xq,..., &y,

Z(:BJ—;L =z Zx ~ F? (=230 250
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Mittlerer Fehler und Varianz sind ein Maf fir die Streuung der Werte z4,...,x, der
Zufallsgrdfie. Eine grofle Varianz deutet z.B. auf grofle Qualitdtsunterschiede hin, wenn
es um Qualitdtskontrolle geht, oder auf grofie Meflfehler. Meist ist weniger die Standard-
abweichung von Interesse als ihr Verhéltnis zur Gréfle des “wahren Wertes” 7, jedenfalls
in Situationen, in denen T > 0 groB ist gegeniiber den Fehlern |z; — T|. Dieses Verhiltnis
heifit die relative Standardabweichung oder der Variationskoeffizient

n n 2
L AN 72 (LN S .
= (w5 —T)? = ﬁz%—é -1 (T =200 w5 )-
g=1 j=1"
Eine etwas allgemeinere Aufgabe besteht darin, aus Erhebungen der Werte x4, ..., 3, und
Yi,. .., Yn 20 Zwei Variablen, fiir die ein linearer Zusammenhang y = ax + b angenemmen

wird, die unbekannten Koeffizienten e, b moglichst gut zu bestimmen. Man kann dies so
sehen, dass in der (z, y)-Ebene eine Gerade gesucht ist, welche mdglichst nahe bei den
Puankten (x;,;), 7= 1...n, verluft. Nimmt man als Ma8 fiir die Abweichung der Gera-
den von den Punkten wieder das quadratische Mittel der “Fehler” |y; — az; — bi, d.h. der
Entfernung der Punkte (z;,y;) von den vertikal dariiber oder darunter liegenden Punk-
ten auf der Geraden, so kann man die Aufgabe ganz dhnlich wie oben mit quadratischer
Erginzung losen. Sind T und % wie oben die arithmefischen Mittel der z; bzw. der y;, so
lesen wir aus

Ly oo (ymaz)® o s o~ (e e
n;(yj az;—b) —g ~ 20(T—aT)+b _§ - +{b—T+aT)*— (T—aT)

direkt ab, dass b = T — aT sein muss, wenn der quadratische Fehler minimal sein soll. Und
wenn wir diesen Wert fiir b einsetzen, so zeigt

T - T T

> [(yrm — afz; —?f)] = > =1’ =20 (@-Ty-7) + 0’y (@;-%)°

j=1 j=1 i=1 g=1

= -9+
=

dass der quadratische Fehler minimal wird, genau wenn wir die gesuchten Zahlen a und b
wie folgt wihlen:

>t (@y —E)y; — ) o =
0= : b= - aF = &> (y; - azy)

PR G L i=1

Die hierdurch festgelegte Gerade, also der Graph der linearen Funktion y = az + 5, heifit
die Regressionsgerade zu den Werten z¢,...,z, und yi,...,4,. Aufgabenstellungen
wie dic hicr behandelie, und allgemeinere dhnlicher Art, zur Auswertung crhobener Da-
ten (MeBwerte) fasst man zusammen unter dem Begrifi Regressionsanalyse, was ein
wichtiges Teilgebiet der Statistik und auch der Okonometrie ist.
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8) Der Potenzmittelwert zum Exponenten t von z1,%y,...,2, € Ry ist definiert
durch .
I/L xt_i_,n?_i__}_zt 1/t
PM (), m9,.. . 1) 1= (%Zxé) :( L ”) ,

i=
also als die t-te Wurzel aus dem arithmetischen Mittel der ¢-ten Potenzen der x;; dabei
darf ¢ ein beliebiger reeller Exponent # 0 sein, und die zu mittelnden Zahlen miissen
positiv sein (fiir ¢ > 0 kann man auch den Wert Null noch zulassen}. Fiir ¢ = 1 ergibt sich
z.B. das arithmetische Mittel, fiir ¢ = 2 das quadratische Mittel, und fiir ¢+ = —1 crhilt
man das Reziproke des arithmetischen Mittels der Kehrwerte der z;, das sogenannte
harmonische Mittel

HlW(Il,J?g,...,(ER) = i

ettt

Fir ¢t = 0 sind die Potenzmittelwerte nicht definiert, wir werden aber sehen, dass es
sinnvoll ist, das geometrische Mittel als Potenzmittelwert zum Exponenten Null festzule-
gen, also PM? als GM zu definieren. Die Potenzmittelwerte berticksichtigen “Ausreifier
nach oben” um so stirker / weniger, je grofier / kleiner der Exponent ¢ ist. In unserem
Beispiel der Mittelung von 10 Zahlen, von denen 9 gleich 1 sind und eine gleich 1000 ist,
ergeben sich fiir die Exponenten ¢ = -2, —1,0,1, 2, 3 die Potenzmittelwerte 1.054092. ..,
1.110887. .., 1.995263 ..., 100.9, 316.2291..., 464,1588. .. .

Bildet man statt des gewdhnlichen arithmetischen Mittels der Potenzen % oben das ge-
wichtete arithmetische Mittel zu Gewichten s1,80,...,8, > O mit 5; + 83+ ...+ 5, =1,
so erhilt man die gewichteten Potenzmittelwerte zum Exponenten t,

1/t
gt . . t i t
PM' iz, a0 . T 81,800 .-y 8p) i (51.7:1 + $2%n + .. enrn) i

9) FEine Mittelbildung ganz anderer Art ist folgende: Man numeriert die zu mittelnden
Zahlen z; < w3 < ... < 2, der Grofe nach und wiihlt im Fall einer ungeraden Ansahl
n die Zahl x¢,11y9 in der mittleren Position, im Fall gerader Anzahl n einen Wert zwi-
schen den heiden Zahlen z,/, und Z1ense in der mittleren Position. Den so erhaltenen
Mittelwert nennt man einen Median der Zahlen z,,74,...,2,. Mediane sind dadurch
gekennzeichnet, dass ebenso viele der za mittelnden Zahlen iiber dem Median liegen wie
unter ihm. Die genaue Festlegung bei einer geraden Anzahl n von Zahlen erfolgt meist als
mittlerer Median, d.h. als arithmetischer Mittelwert L(a, 5+ Z14,/2) der beiden Zahlen
in mittlerer Position bei Anordnung der Grofle nach. Wir schreiben

Med (zy, 22, ..., )

fiir den Median der Zahlen z; bei ungerader Anzahl n bzw. fiir ihren mittleren Medi-
an bel gerader Anzahl n. Andere Maglichkeiten der Festlegung bei geradem 7 sind der
kleinstmigliche Median z, /5 oder der grofitmogliche Median Zi4nse. Da es bei der Bil-
dung eines Medians nur darauf ankommt zu zéihlen, wieviele der Zahlen z; unter einem
gewissen Wert liegen und wieviele dariiber, nicht aber auf die Gréfie der Zahlen, sind
Mediane villig unsensibel gegen Ausreiffer — darin legt ihre praktische Bedeutung. In
unserem Beispiel der Mittelung von 9 Zahlen mit Wert 1 und einer mit Wert 1000 ist der
Median 7.B. gleich 1, und das wiirde auch so bleiben, wenn wir vier der Zahlen beliebig
vergroflern wiirden.

Wegen ihrer Unempfindlichkeit gegen Ausreifier sind Mediane in vielen Situationen die
sachlich angemessenen Mittelwerte, z.B. auch bei der Angabe durchschnittlicher Studien-
dauern. Wie andererseits Unsinn auch mit Medianen getrieben werden kann, zeigt eine
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Statistik des Wissenschaftsrates iiber Studiendauern (1985). Dort wurde als Mittelwert
der um ein halbes Semester erhohte kleinstmégliche Median verweadet. In einem Diplom-
studiengang einer Hochschule ergab sich so eine durchschnittliche Sudiendauer von 11.5
Semestern, womit die Hochschule #u den drei Universitéiten mit den kiirzesten Stadien-
dauern im betreffenden Fach zihlte. Tatstichlich hatten im fraglichen Jahr dort aber nur
4 Studierende den Studiengang ahgeschlossen, und zwar zwei nach 11 Semestern und zwei
nach 17 Semestern. Schon beim mittleren Median wire dic Hochschule im letzten Drittel,
beim  genau so gerechtfertigten  Median 16.5 gar das Schlusslicht in bezug auf die
Studiendauer in diesem Fach gewesen. Soviel zum “Ranking von Hochschulen” auf der Ba-
sis unsinniger Mittelwertbildungen. {Zur Ehrenrettung des Wissenschaftsrates sei gesagt,
dass er sein Mittelungsverfahren und die zugrunde liegenden Daten genau angegeben hat,
so dass es moglich war, die unsinnige Mittelwertangabe {iberhaupt zu erkennen.)

Die Medianbildung zu Cewichten kommt in der Praxis kaum vor. Wenn man an verschiede-
ne der Gréfle nach numerierte Zahlen z; denkt, die mit Falizahlen m; > 1 auftreten, welche
sich zur Gesamtzahl m addicren, so zdhlt man cinfach fiir jedes j dic Zahl :L] mit der Vicl-
fachheit m;. Der Median ist dann die Zahl 24, , wenn Z L my < gm < Z “1my ist, und
eine Zahl zwmchen wp und 2y (2.B. das arithmetische Mlttel dleber belden Werte), wenn
Zf ,m; = $m ist. Da die Gewichte in dieser Situation s; = m;/m sind, wird man alige-
mein fiir Zahlen z; < 27 < ... € z, und gegebene Gewichte s; > 0 mlt g1 +8g-F. . .48y =1
den gewichteten Medlan als Tp4y definieren, wenn ijl 5; < 2 < Z;tfll 5; ist und als
eine Zahl zwischen z;, und x4 (z.B. als -;—:n;ﬁ -+ %IHI beim mittleren gewichteten Median),

i .
wenn Y7, & = g st B

Nachdem wir nun viele verschiedene (aber in der Praxis gebriuchliche) Mittelwertbildun-
gen eingefiihrt haben, ist es angebracht, etwas zum Griflenvergleich fiir die verschiedenen
Mittelwerte zu sagen. Der folgende in der Mathematik bewiesene Lehrsatz enthilt alle
Vergleichsaussagen, die man in dieser Hinsicht generell machen kann.

SATZ (iiber den Vergleich verschiedener Mittelwerte):
Fiir posttive reelle Zahlen 2, ..., 2, > 0 gull:

(i) die Ungleichung zwischen dem harmonischen, geometrischen und arithme-
tischen Mittel:

HM(zy, ..., ) S GM(zy, .. za) SAM(zy, .00 20)

mit Gleichheit in einer der beiden Ungleichungen nur wenn ;= ... = Iy

(ii) die Ungleichung zwischen Potenzmittelwerten:
PM(z1,...,15) < PM'(z1,...,20) fir r<i m R

mit Gleichheil nur wenn @1 = ... = Tp;
(iii) der Wertebereich der Potenzmittelwerte PM*(zy,. .., z,) dberdeckt das ganze

Intervall zwischen dem Minimum der x; und dem Mazimum der x; wenn man den Ex-
ponenten ¢ von —oa bis +oo laufen laft.

Dabei ist PM®xy, ..., x,) als geometrisches Mittel GM (21, ..., z,) definiert. Die Ausso-
gen (3) - (i) gelten auch, wenn man alle Mittelwerte zu densclben vorgegebenen Gewichien
Siyee.y 8y > 0 mit sy ...+ s, = 1 bildet, - |
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Die Aussage (iil) erkliirt, was wir zu Beginn dieses Abschnitts gesagt haben: Zu jeder
gewilnschten Zahl zwischen dem Minimum und dem Maximum der zu mittelnden Zah-
len gibt es eine Mittelwertformel, welche genau die gewiinschte Zahl als Ergebnis liefert,
néimlich ein Potenzmittelwert (zt + ... + zf )t mit passendem reellen Exponenten .
Natiirlich wiirde die Wahl eines extremen Exponenten wie ¢ = 100 auffallen, wenn man
manipulieren méchte. Aber schon die Auswahl aus den Exponenten —1, 0, 1 und 2, al-
so aus harmonischem, geometrischen, arithmetischem und quadratischen Mittel, dic alle
gebrduchlich sind, kann das Ergebnis der Mittelung erheblich in die gewiinschte Rich-
tung beeinflussen. In Abwandelung eines Ausspruchs, der von Churchill kolportiert wird
(“Traue keiner Statistik, die du nicht selbst gefilscht hast”), kénnte man daher sagen:

“Trave keiner Mittelwertangabe, die du nicht selbst (durch Auswahl einer geeigneten
Mittelwertformel) manipuliert hast.”

Das folgende Diagramm stellt dic Aussagen des Satzes graphisch dar fiir den Fall, dass
nicht alle der zu mittelnden positiven Zahlen gleich sind (andernfalls sind auch alie Mittel
gleich):

PMT™ <«  PA! ——————  max
(=0 47) {(r<t) (t—too)

HEM < G‘IM < AIM < QIM
4 o | y .

min

Fiir die Ungleichung “GM < AM ™ gibt es eine einleuchtende tkonomische Begriindung:
Fiir Aufzinsungsfaktoren ¢;,..., ¢, in n aufeinander folgenden Zinsjahren ist niimlich
AM(q,...,q,) der mittlere jahrliche Aufzinsungsfaktor bei einfacher Verzinsung (Zin-
scn werden entnommen) und GM{(qy, ..., ¢} bel Zinscsverzinsung (vgl. Bsp. 5) oben).
Die Ungleichung “GM < AM" besagt hier also einfach, dass bei Zinsesverzinsung in n
Jahren derselbe Zinsgewinn mit einem niedrigeren konstanten Zinsfufi erreicht wird als
bei einfacher Verzinsung.

Die Ungleichung klirt aber aber auch weniger evidente Sachverhalte. Wird »2.B. in 12
Monaten mit unterschiedlichen Zinsfiilen p;%,...,p12% (p.a.) einfach verzinst, so ist
AM{p1, ..., p12) der entsprechende Jahres-Zinsfuf. Betrachtet man aber Zinsesverzinsung
und setzt fiir den j-ten Monat den Monats-bezogenen Aufzinsungsfaktor 12/g; an, der bei
Anwendung in allen 12 Monaten den Aufzinsungsfaktor ¢; =1 + »13361'5 fiir das Jahr bringt,
0 ist 1/G; natiirlich kleiner als der Monats-bezogene Anfzinsungsfaktor bei einfacher Ver-
zinsung 1 + 115%5. (Das zeigt auch die Bewrnoulli-Ungleichung.) Dakher ist nun fiir den
Gesamtzeiteaum von einem Jahr nicht klar, ob die Zinsesverzinsung mit den Monats-
bezogenen Aufzinsungsfaktoren 1/f; giinstiger ist oder die einfache Verzinsung mit den

Monats-bezogenen Aufzinsungsfaktoren 1 + &L Die “GM < AM” Ungleichung be-

antwortet das: /g ... Wi < (ot ..+ o) = 1+ gmhtee, also ist Letateres
giinstiger (und zwar echt glinstiger, wenn die Zinsfiifle pq, ..., p12 nicht alle gleich sind).

Das ist Skonomisch nicht ohne Weiteres kiar, weil wir dabei zwar gréfere monatliche
Aufzinsungsfaktoren haben, aber keinen Zinsverzinsungseffekt.
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Auch wenn es fiir das Verstdndnis der Mittelwertungleichungen nicht ndtig ist, wollen wir
hier zum Schluss fiir Interessierte den Beweis noch skizzieren; denn die Ungleichungen
sind ja keineswegs evident.

Fiir den Beweis von (1) schreiben wir z; = e# und T := )70 sja;, §i= ) 7 1855 - Mit
der fundamentalen Ungleichung fiir die Exponentiaifunktion aus 1.4 erhalten wir dann
e¥% ¥ > 1 +y; — 7, und Multiplikation der Ungleichungen mit s; sowie Addition gibt
T/e¥ > 1 mit Gleichheit nur, wenn y; = 7 ist fiir alle 7, also auch z; = T. Das ist die
Ungleichung “GM < AM?”, und “HM < GM” folgt durch Ubergang zu Kehrwerten.

Fir den Beweis von (i) im Fall r = 1 < ¢ kann man 377 s;7% = 1 annehmen (sonst
jedes z; durch die #-te Wurzel aus dieser Summe dividieren). Aus der “GM < AM”

Ungleichung fiir zwei Zahlen erhalten wir s;z; = s; Mg ;i) < {1~ Lys; + 1s;z! und
damit 377 s;7; < (1-1)+4-1 = 1. Dasist die Ungleichung PA* < PM?* in diesem Fall.
Indem man darin z; durch z} ersetzt und ¢ durch &, folgt PM"™ < PM! fir 0 <r < ¢,
Fiir r < ¢ < ( erh#lt man dieselbe Ungloichung durch UbPrgang zit Kehrwerten. Fiir
r < 0 <t ist schlieflich noch PM* = (377, s;28)"* > (TT,, Wt GM = PM° =
(=, 7Y > (3oi se)V" = PMT gcmaﬁ (i). Inspektion del Algumente zeigt auch,
dass Gleichheit PA™ PM “fiir r < ¢ nur eintritt, wenn alle z; gleich sind.

Zum Beweis von (iii) nehmen wir an, dass etwa ,, die grofite der Zahlen z; ist und bemer-
ken z, > PM' > &'z, . Fiir hinreichend grofie ¢ iegt s/* = e{1/81102 heliebig nahe bei 1
und daher PM? beliebig nahe beim Maximum =, . Auf der anderen Seite liegen fiir hinrei-
chend kleine ¢ > 0 die Zahlen z! = e*'*% beliebig nahe bei 1, und mit der fundamentalen
Ungleichuz1g aus 1 4 fiir die Logarithmusfunktion folgt daher In PM* = {In(3°7. sj:cf;,-) <
RO qj:r —1) =+ 30 8l = ¢ i whsi(l - a7t < 721 ST~ Inay) =

D e 5525 Iny A ZT  Sjlne; =1n GM wobel der im vorletzten Schritt gemachte Feh-
ler beliebig kiein ist, wenn ¢ > 0 klein genug. Mit Exponentiieren ergibt sich somit,
dass PM? fiir hinreichend Kleine ¢ > 0 beliebig wenig grofler als GM ist. Damit nimmt
PM' = (377, 5;0%)"" Werte beliebig nahe beim Maximum der z; und beliebig nahe beim
geometrischen Mlttel GM = PM" an, wenn t im Intervall 10, cof variiert. Weil PM* auch
stetig von ¢ abhingt (d.h. dic Anderung von PM? ist kleiner als cine belicbig vorgeschene
positive Grofle, wenn man ¢ > 0 hinreichend wenig verindert — das kann man shn-
lich, aber einfacher iiberlegen), folgt aus dem Zwischenwertsatz der Analysis (siehe 2.1),
dass PM* alle Werte zwischen GM = PM® und dem Maximum der z; annimmt, wenn
von { bis oo l4uft, Durch UbeIgang zu den Reziproken der Mittel fiir die reziproken Zah-
fen 1/x; folgt dann, dass PM" auch alle Werte zwischen dem Minimum und GM = PM?
annimmt, wenn ¢ von —oo nach 0 liuft. Damit sind alie Aussagen des Satzes hewiesen,

Wie gesagt, es ist fiir das Verstédndnis der Mittelwertungleichungen nicht néitig, den gerade
skizzierten Beweis nachzuvollziehen — das kann man den Mathematikern {iberlassen. Aber
man sollte sich mit dem GréBenvergleich zwischen den verschiedenen in der Okonomie ge-
briuchlichen Arten von Mittelwerter auskennen und, wenn ein Argument auf Mittelwerte
von Daten gestiitzt wird, immer fragen (ggf. auch sich selbst}, ob die gewihlte Art der
Mittelbildung sachlich angemessen ist, oder cb méglicherweise eine weniger angemessene
Mittelwertbildung verwendet wurde mit der Absicht, den berechneten Mittelwert in eine
genehme Richtung gréfler oder kleiner ausfallen zu lassen.



Kapitel 3: Lineare Algebra

Funktionen, mit denen Wirtschaftsvorginge modelliert werden, héngen im Allgemeinen
von von vielen Variablen oder Parametern ab. Okonomische Zusammenhénge bzw. Re-
striktionen bzw. Zielvorstellungen werden daher meistens beschrieben durch Gleichungen
bzw. Ungleichungen bzw. Optimierungsaufgaben fiir Funktionen f(zq,...,2z,) von meh-
reren reellen Veranderlichen xy,...,2, .

In der Linearen Algebra befassen wir uns nur mit den (abgesehen von Konstanten) ein-
fachsten Funkticnen von mehreren Verénderlichen, den sog. linearen Funktionen. [Hese
haben die Form

Nz, 2o, .., Zn) = @11 + Qa2 + ...+ Ay,

mit gegebenen reellen Zahlen ay,a:,...,a,, den Koeffizienten der linearen Funktion. Ge-
nauer nennt man Funkticnen dieser Form homogen lineare Funktion, wobei die Ho-
mogenitét die Eigenschaft bezeichnet, dass man einen gemeinsamen Faktor r € R aller
Argumente z; “herausziehen” kann, £(rz;, r2g, ..., r2y) = r-f(21, 23, .., 2,) . Auch Funk-
tionen der allgemeineren Form f(2,...,2,) = a1zy + ... + 8,2, + b, die sich von einer
homogen linearen Fanktion nur durch eine Konstante & € R unterscheiden, werden als
lineare Funktionen bezeichnet oder als affin lineare Funktion, wenn man hervorheben
will, dass die allgemeinere Form mit einer nicht unbedingt verschwindenden Konstanten
b € R zugelassen ist.

Es wird oft gesagt, lineare Funktionen seien soiche, in denen “alle Variablen nur in der
ersten Potenz auftreten”, aber das ist nicht korrekt: Auch bei der Funktion f(zy,zs) ==
2y - oy treten die Variablen 2; und z; nur in der ersten Potenz auf (keine Quadrate der
z; ete.), aber sie ist nicht in der Form ajzy + agas + b darstellbar mit reellen Konstanten
a1, Gz, b, also eine nichtlineare Funktion! Produkte der Variablen diirfen eben auch nicht
auftreten und ebensowenig nichtlineare Funktionen wie %, Inx;, sinz;, z3*,

Lineare Funktionen sind also sehr speziell — zu speziell fiir die mathematische Beschrei-
bung vieler tkonomischer Zusammenhénge, die eben hiufig nichtlinear sind, d.h. nicht
durch lineare Funktionen mathernatisch zu beschreiben. Dennoch ist Lineare Algebra
wichtig: Erstens gibt es eben doch viele konkrete skonomische Problemstellungen, die mit
linearen Funktionen mathematisch modelliert und mit Linearer Algebra geldst werden
kérmen. Zweitens ist die Lineare Algebra eine unverzichtbare Vorstufe fiir die Analysis
von differenzierbaren Funktionen von mehreren Veriinderlichen. Dort approximiert man
nédmlich allgemeine nichtlineare Funktionen durch lineare, um mit Hilfe von Kenntnissen
aus der linearen Situation Aussagen iiber die nichtlinearen Probleme zu erhalten. Das
geht natirlich nur, wenn man schon iitber Kenntnisse aus der Linearen Algebra verfiigt.

105
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3.1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

DEFINITIONEN und TERMINOLOGIE (Lineare Gleichungssysteme):

1) Eine lineare Gleichung fiir n reelle Unbekannte z1,z;,..., 2, ist eine Gleichung
der Form #(xq,zs, ..., 2,) = b mit einer homogen linearen Funktion £, lautet also ausge-
schrieben

a1, +agme + ..+ apry, = b oder Z a;r; = b,
=1

wobel die sog. Koeffizienten aq,az, ... ,a, der linearen Gleichung gegebene reelle Zah-
len sind und ebenso die rechte Seite b der Gleichung eine gegebene reelle Zahl ist. Im
Fall b = 0 spricht man von einer homogenen linearen Gleichung, im Fall & # O
nennt man die Gleichung inhomogen; die rechte Seite b wird daher auch die Inhomo-
genitit der linearen Gleichung genannt. Gesucht sind hier die Werte der Unbekannten
Ti, %2, ..., L, €R, fir welche die Gleichung erfiillt ist. Eine Losung der Gleichung ist
also eine n-gliedrige Folge von reellen Zahlen zy,2s,...,2,, wofir man (zy,24,...,2,)
schreibt und Lsungs—-n-tupel sagt, und die Ldsungsmenge der linearen Gleichung
ist die Menge all ihrer Lésungs-n-tupel, wozu man auch aligemeine Lisung sagt.

2) Allgemein nennt man eine n-gliedrige Folge (21,...,2,) von Elementen zi,..., 2,
aus einer Grundmenge ein n-tupel (bzw. ein Paar, Tripel, Quadrupel, ... , wenn
n = 2,3,4,...) und die z; seine Komponenten, Glieder oder Eintrige. Die Kom-
ponenten des n-tupels miissen dabei nicht unbedingt paarweise verschieden sein, son-
dern Ubereinstimmungen zwischen Gliedern sind erlaubt. Ein n-tupel ist dadurch be-
stimmt, dass man fir jede seiner n Positionen (man stellt sich Plétze vor, die ven 1
bis n nummeriert sind) festlegt, welcher Eintrag auf dieser Position vorgenommen wird.
Dabei kommt es nicht nur auf die eingetragenen Elemente an, sondern auch auf die Po-
sitionen, an denen sie stehen. Zwei Tupel sind also dann und nur dann gleich, wenn sie
erstens dieselbe Anzahl n von Gliedern haben und zweitens dieselben Eintrdge an den-
selben Positionen, (z1,...,2.) = (31,...,yn) <= 2; = y; fir alle j € {1,...,n}, und
sie sind verschieden, wenn sie an mindestens einer Position verschiedene Glieder haben,

Paar (1, 2) verschieden vom Paar {2,1), obwohl beide 2-tupel die Eintrige 1 und 2 haben
{aber an verschiedenen Positionent), und (1,2) # (1,2, 2) gilt schon deswegen, weil diese
beiden Tupel nicht dieselbe Zah! von Gliedern haben.

Die Menge aller n-tupel (x4, ..., z,) von reellen Zahlen heifit der n~dimensionale reelle
Zahlenraum und wird notiert

R* = {(zy,...,2,) cz; e Rfir j=1...n}.

Dieser Raum R™ ist die Grundmenge, in der wir die Losungen einer linearen Gleichung
fir n reelle Unbekannte (oder eines linearen Gleichungssystems fiir n Unbekannte, s.u.)
suchen; die Losungsmenge ist eine Teilmenge von R™.

3) Wenn man es mit mehreren Unbekannten zu tun hat, so meist auch mit mehreren
Gleichungen. Man muss dann nicht nur die Unbekannten, sondern auch die Gleichungen
nummerieren. Dies bedeutet bei mehreren linearen Gleichungen — unvermeidlicherweise
—, dass wir es mit doppelt nummerierten Koeffizienten a;; € R zu tun bekommen: Das
erste Subskript “4” gibt die Nummer der Gleichung an, das zweite Subskript “5” die
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Positior des Koeffizienten in dieser Gleichung, also die Nummer der Unbekannten z;, vor
der er steht. Konkret ist also ass der Koeflizient vor x5 in der dritten linearen Gleichung.
(Wenn Verwechselungsgefahr mit einer zweizifirigen Nummer 35 als Index besteht, so
schreibt man besser as;.) Entsprechend sind auch die rechten Seiten der einzelnen Glei-
chungen zu nummerieren; b; ist also die Inhomogenitat der i-ten Gleichung. Ist mehr als
eine Gleichung gegeben, so spricht man von einem Gleichungssystem, ansonsten ist
die Terminoclogie wie bei einer Gleichung. Wenn wir im Folgenden Gleichungssysteme be-
trachten, so ist der Fall einer einzigen Gleichung aber immer eingeschlossen (obwohl er
kein “echtes” System darstellt).

Ein lineares Gleichungssystem, genauer gesagt ein System von m linearen Glei-
chungen fiir n reelle Unbekannte, hat aiso die Gestalt

G1i2; + QT .o AT, = b i ;
CiiTs = O
o1 + Qs + ..o+ Gondn = by Z L :
(LGS) _ e oder =1

’ fir ¢=1...m.
Gl Z1 + QmaXs +... L b’m

Die Formelbezeichnung “(LGS)” fir dieses Lineare Gleichungs-System haben wir verge-
ben, weil wir daranf oft Bezug nehmen werden. Hier ist m die Anzahl der Gleichungen
und n die Anzahl der Unbekannten z;. Die reellen Zahlen a;; heiBen die Koeffizienten
des linearen Gleichungssystems und die Zahlen &; seine rechten Seiten. Das lineare Glei-
chungssystem heifit homogen, wenn alle rechten Seiten Null sind, b = 0, by = 0,...,
b, = 05 andernfalls ist es inhomogen. Das m-tupel (by,... by} € R™ der rechten Sei-
ten der m Gleichungen heifit die Inomogenitit des Gleichungssystems oder auch seine
rechte Seite.

Ein n-tupel (x4, 25,...,2,) € R” von reellen Zahlen heifit cine Losung des Gleichungs-
systems (LGS), wenn bei Emsetzen der Werte von z;, 29, ..., , fiir die Unbekannten in
(LGS) alle m Gleichungen simultan erfiillt sind, und die Menge dieser Lésungs-n-tupel
bildet die Losungsmenge [ C R” des linearen Gleichungssystems, auch seine allgemei-
ne Lésung genannt. [Me Losungsmenge kann, wie wir sehen werden, leer sein, d.h. es
gibt gar keine Losung, weil Gleichungen des Systems im Widerspruch zueinander stehen
oder weil schon eine einzelne Gleichung unerfiillbar ist. Gibt es keine Lésung, so heift
das Gleichungssystem inkonsistent. Ist es konsistent, so gibt es entweder genau eine
Losung oder gleich unendlich viele — dies ist eine Erkenntnis der Linearen Algebra.

4) Lineare Gleichungssysteme sind, wie gesagt, die einfachsten Gleichungssysteme fiir
mehrere Unbekannte. Die scheinbare Kompliziertheit eines Gleichungssystems wie (LGS)
rihrt nicht von einer inneren Komplexitat her, sondern nur von der Tatsache, dass wir,
wenn wir eine beliebige Zahl m von linearen Gleichungen fiir eine beliebige Zahl n von
Unbekannten betrachten wollen, gezwungen sind, die Unbekannten zu nummerieren und
die Koeffizienten a;; der Gleichungen sogar mit zwei Nummern zu indizieren. Hierbei ist
wichtig:

o Der erste Koeffizientenindex gibt die Nummer der Gleichung an, alse der Zeile im
Gleichungssystem, der zweite die Nummer der Spalte, also der Unbekannten, vor
der er als Faktor steht. ‘

Diese Konvention tiber die Nummerierung behalten wir immer bei! (In der Literatur gibt
es gelegentlich auch andere Konventionen.)
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Dabei werden die Zeilen natiirlich von oben nach unten gezahit und die Spalten von links
nach rechts. Die Buchstabensymbole fiir die “laufenden Nummern” sind ohne Belang.
Stast unserer Waht “47 fiir die Zeilenmummern und “j” fiir die Spaltennummern kann
man genau so gut “k” und “I” wihlen oder irgendwelche anderen Buchstabensymbo-
le; schlieBlich ist 37, apz, = by fir k = 1...m genau dasselbe Gleichungssystem wie

o Gy = b fir ¢ = 1...m, weil beide Systeme zu gleichen Zeilen- und Spaltennum-
mern dieselben Koeffizienten und rechten Seiten haben.

Bei tibersichtlichen konkreten linearen Gleichungssystemen werden die Koeflizienten ein-
fach als reelle Zahlen 2, —1,3.75,4, /e, log5,... chne angefiigte Nummern aufgeschrie-
ben. Die Zuordnung der Nummern ergibt sich dann aus der Position im Gleichungssystem,
an der ein Koeffizient steht. Die Nummerierung ist aber unvermeidlich, wenn man eine
allgemeine Theorie linearer Gleichungssysteme entwickeln will. Und die Anwendung und
Beibehaltung eines konsistenten Nummerierungssystems ist dabei unerlésslich; denn wenn
man schon Zeilen- und Spaltennummern verwechselt, so wird man bei der Ausfilhrung und

Anwendung einer solchen Theorie nicht weit kommen!

5) Bei einer kleinen Zahl von Unbekannten unterscheidet man diese oft durch Wahl
verschiedener Buchstabensymbole. Zum Beispiel schreibt man z,y oder u, v bei zwei Un-
bekannten, z,v, 2 oder u,v,w bei drei, w,z,y,2 bei vier und u,v,w,z,y bei fiinf Un-
bekannten, statt diese in der Form zy,...,z, (oder y1,..., ¥, oder us,...,u, ctc.} zu
nummerieren mit der jeweiligen Anzahl n der Unbekannten. So ist

2z — gy =0
¥y + dz =1

ein lineares System von zwel linearen Gleichungen fiir drei Unbekannte x, , z. Bei linearen
Gleichungssystemen in einem tkonomischen Kontext verwendet man fiir die Unbekann-
ten, die Koeffizienten und die rechten Seiten natiirlich die Buchstabensymbole, die zur
Bezeichnung der entsprechenden 6konomischen Gréfien iiblich sind. Dabei kann es durch-
aus vorkommen, dass die Koeffizienten mit z;; oder die rechten Seiten mit x; notiert
werden und die Unbekannten ;. Fiir die Theorie ist es niitzlich, die Notation zu fixieren
und durchgéingig beizubehalten; fiir die Anwendungen aber ist es natirlich besser, sich
an die von der Anwenderseite vorgegebene Notation zu halten, so dass aus der Bezeich-
nung der Variablen gleich auch ihre dkonomische Bedeutung hervorgeht. Bevor man an
die mathematische Diskussion eines vorgelegten linearen Gleichungssystems herangehen
kann, ist jedenfalls Folgendes zu gewahrleisten:

o FEs muss klar sein, was die Unbekannten sind und wieviele Unbekannte man hat,
wieviele Gleichungen es gibt und was die Koeffizienten und die rechten Seiten dieser
Gleichungen sind!

Noch einige Bemerkungen zur Koeffizientennotation: Koeffizienten mit Wert 1 oder —1
werden iiblicherweise nicht aufgeschrieben; man schreibt also ... 4z; ... statt ...+ 1z;...
bzw. ... —x;... statt ...+ (=1)z;.... Ist dagegen ein Koeffizient Null, so wird der
entsprechende Summand auf der linken Seite der linearen Gleichung ganz weggelassen.

o Bei Unbekannten, die in einer linearen Gleichung nicht explizit auftreten, ist der
zugehdrige Koeffizient O ;

o bei Unbekannten, die in einer linearen Gleichung ohne Koeffizienten auftrelen, ist
der Koeffizient 1 (bzw. —1, wenn statt “4” das Vorzeichen “=" vorausgeht).
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Ein Subtraktionsterm . ..—az; . .. in einer linearen Gleichung ist natiirtich zu lesen als .. .+
(—a)z;...; der Koeffizient vor z; in dieser Gleichung ist also —a. Die drei Koeffizienten
in der oberen der beiden linearen (Gleichungen des oben schon aufgeschriebenen Systems
2r — =
y + 3z =1

sind somit {in der Reihenfolge von links nach rechts) 2, —1,0 und die Koeffizienten der
zweiten linearen Gleichung sind 0, 1, 3. (Es wére ein krasser Fehler, als Koeffizienten von y
in der ersten oder zweiten Gleichung die Zah! 0 anzugeben, weil ja vor y “kein Koeffizient
vorhanden ist”!)

Spitzfindige kdnnen nun einwenden, dass dieses Gleichungssystem auch eines fiir vier
Unbekannte w, z,4, z sein koénnte, wobei der Koeffizient vor der Unbekannten w in jeder
Gleichung Null ist. Das ist formal richtig; jedoch treten bei sinnvollen konkreten Problem-
stellungen Gleichungssysteme nicht auf, in denen alle Koeffizienten zu einer Unbekannten
Null sind. Im Ubrigen ergibt sich aus dem Kontext, was die Unbekannten sind. |

FRAGEN: Die grundlegenden Fragen, deren Beantwortung man von einer guten Theorie
iiber Gleichungssysteme (einer bestimmten Form, z.B. linear) verlangen wird, sind:

o Existenz: (bt es (mindestens) eine Lisung?
o Eindeutigkeit: Gibt es (wenn dberhaupt) genau eine Lisung, oder mehrere?

e Beschreibung der allgemeinen Losung: Ldft sich die Lisungsgesamtheit, wenn
es mehrere Ldsungen gibt, einfach beschreiben?

e Berechnung: Wie kann man die Lisungen konkret berechnen bzw. die Nichtexi-
stenz von Lisungen rechnerisch feststellen?

Mit “Lésung” ist hier natiirlich, wenn es sich um ein Gleichungssystem fiir n Unbekannte
handelt, stets ein Ldsungs-n-tupel (z1,..:, z,) gemeint. Wir werden sehen, dass fiir linea-
re (ileichungssysteme alle vier Fragen in sehr befriedigender Weise beantworte: werden
kénnen. Fiir homogene lineare Gleichungssysteme bemerken wir vorab, dass die Existenz-
frage immer positiv zu beantworten ist; denn wenn alle rechten seiten Null sind, so kann
man einfach alle Unbekannten Null setzen und hat dann offenbar eine Losung. Diese heifit
die Null-Ldsung oder, weil sie uninteressant ist, die triviale Lésung des homogenen
linearen Gleichungssystems. |

Fir allgemeine (nichtlineare) Gleichungssysteme ist die Lage dagegen sehr viel schiech-
ter: Zu den ersten drei Fragen gibt es, selbst wenn man die Struktur der zugelassenen
Gleichungen stark einschrénkt, kaum befriedigende Antworten, und diese erfordern unter
Umsténden extrem hohen mathematischen Aufwand. (Wenn man 2.B. Systeme quadra-
tischer Gleichungen oder algebraischer Gleichungen betrachtet, d.h. die linke Seite jeder
Gleichung ist eine Linearkombination von Potenzprodukten der Unbekannten mit nicht-
negativen ganzen Exponenten, so ist die sog. Algebraische Geometrie zustdndig; das ist
eine sehr anspruchsvolle und umfangreiche mathematische Theorie, die weit iiber das
hinausgeht, was man in einem Mathematikstudium mit anschlieBendem Promotionsstu-
dium lernen kann.) Und die Berechnung der Losungen von allgemeinen (nichtlinearen)
Gleichungssystemen ist meist nur niaherungsweise moglich mit Verfahren der numerischen
Mathematik, die oft auf einer Approximation mit einem linearen Gleichungssystem und
auf den effektiven Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme beruhen.
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Bevor wir uns der allgemeinen Theorie linearer Gleichungssysteme zuwenden, betrachten
wir, um einen ersten Eindruck davon zu bekommen, was man erwarten kann, einige

BEISPIELE (lineare Gleichungssysteme mit kleinem m oder n):

1) m = 1, n = 1: Hier haben wir es mit eéner linearen Gleichung fiir eine reelle Unbe-
kannte z zu tun,
ar =b.

Die einzige Losung ist x = £ wenn der Koeffizient a # 0 ist. Das ist der “Normalfall”.
Wenn wir aber ganz genau sind, so milssen wir auch noch den (zugegebenermafien nicht
sehr sinnvollen) “Ausnahmefall” @ = 0 betrachten: Dann sind entweder alle z € R Lésun-
gen, nimlich wenn auch die rechte Seite b = 0 ist, oder es gibt gar keine Lisung, ndmlich
wenn b # 0. Mehr gibt es hier nicht zu sagen.

2) m > 1, n = 1: Hier handelt es sich um mehrere lineare Gleichungen fir eine reelle

Unbekannte
amxr = by

QT = b, .

Das ist natiirlich keine sehr sinnvolle Aufgabenstellung: Die erste Gleichung legt ja die
Unbekannte « schon fest (wenn a; # 0 ist), und wir kdénnen nicht erwarten, dass die
Lésung = = by /ay der ersten Gleichung auch noch eine der anderen Gleichungen a;z = b;
lost. Genauer gesagt ist letzteres genan dann der Fall, wenn b; = (a;/a1)b; ist, d.h. wenn
man die i-te Gleichung aus der ersten erhilt, indem man jede Seite mit dem Faktor a;/a,
multipliziert. “Normalerweise” wird das nicht der Fall sein; wenn man z.B. die Keeffizien-
ten a; und / oder die rechten Seiten &; zufallig wihlt, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir
gleich Null. Im “Normaifall”, d.h. wenn nicht alle Cleichungen Vielfache einundderselben
Gleichung sind, gibt es also fir dieses Gleichungssystem keine Losung.

Der “Ausnahmefall” liegt vor, wenn alle m Gleichungen Vielfache derselben Gleichung
sind. Ist mindestens ein Koeffizient a; nicht Null, so kann man, nétigenfalls nach Vertau-
schung der ersten mit der i-ten Gleichung, a; # 0 annehmen. Dann ist x = by /a; die
eindeutige Losung des Gleichungssystems. Sind aber alle a; gleich Null, so gibt es entwe-
der keine Losung, ndmlich wenn nicht alle b; Null sind, oder alle 2 € R sind Lisungen,
namhich wenn auch alle b; Null sind. '

3) m=1,n> 1: Dies ist der Fall einer linearen Gleichung fiir mehrere Unbekannte,
0131 + GeZe + ...+ apTy, = b

Die Lésung ist einfach: Ist ein Koeffizient a; # 0 — das ist hier der “Normalfall” —, so
kann man die Unbekannten z, mit Nummern k # j beliebig als reelle Zahlen r; (sog.
Parameter) vorgeben und dann z; eindeutig aus der Gleichung bestimmen, so dass

Ty — Ty ..y X1 & Ty,
e L
Tr; = E;(b—alri T QT — ATy —an'r’n_l),
Tiv1 = Tjy oo Tn = Ty

ein Losungs-n-tupel ist. I “Normalfall” gibt es also eine unendliche Schar von Lédsungen,
namlich fiir jede Wahl der Parameter r;,...,7, 1 genau eine.
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Da man n—1 Parameter in der Losung frei wihlen kann, ist die Losungsmenge in einem
gewissen Sinne (n—1)-dimenstonal (ein (n—1}-dimensionaler affiner Unterraum von R"
in der Fachsprache, d.h. eine Gerade fiir n—1 = 1, eine Ebene fir n—1 = 2 usw.).

Im “Ausnahmefall”, in dem alle Koeffizienten a; Null sind, gibt es entweder gar keine
Losung, ndmlich wenn die rechte Seite b £ 0 ist, oder alle n-tupel (21,...,2,) € R" sind
Losungen, namlich wenn b= 0 ist.

4) m =2, n = 2: Dies ist der einfachste Fall eines “echten” linearen Gleichungssystems,
némlich eines Systems von zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte. Nennen wir die Unbe-
kannten z,y, die Koeflizienten a, b, ¢, d und die rechten Seiten r, s, so lautet es

) {azzi%byjr
cx + dy = 3.

Umn eine Unbekannte zu eliminieren, multiplizieren wir die abere Gleichung von (1) mit d
(d.h. beide Seiten werden mit d multipliziert) und die untere Gleichung mit b:

dax + dby = dr

= (2

bex + bdy = bs |
und wenn wir hier die untere von der oberen Gleichung subtrahieren {d.h. die linke untere
von der linken cberen Seite und die rechie untere von der rechten oberen Seite), so ergibt
sich folgende lineare Gleichung, in der nur noch die Unbekannte z vorkommt:

— (3) (ad — bc)z = dr — bs .

Wenn nun ad — be # 0 ist, so kénnen wir aus der linearen Gleichung (3} die erste Unbe-
kannte eindeutig berechnen zu 2 = £ Setzen wir diesen Wert fiir z in die obere oder
untere Gleichung des urspriinglichen Systems (1) ein, so ergibt sich (weil b £ 0 oder d # 0
ist, wenn ad — bc # 0) eine eindeutig 18sbare lineare Gleichung fur die zweite Unbekannte

mit dem Ergebnis y = 2=,

Die Logik bei dieser Herleitung war folgende: Wenn das System (1) erfiillt ist, so auch
das System (2) und die Gleichung (3), alsc miissen dann z und ¥y die angegebenen Werte
haben. Damit ist zwar noch nicht gesagt, dass diese Werte von = und y wirkliche eine
Losung des urspriinglichen Systems (1) liefern, aber durch Einsetzen in die Gleichungen
von (1) tiberzeugt man sich davon, dass dies tatsichlich der Fall ist. Wir haben also
folgendes Ergebnis: '

Ist die sog. Determinante ad —be des linearen Gleichungssystems (1) iﬁ:?@j i;
von Null verschieden (das ist der “Normalfall”), so besitzt das Gleichungssystem die
dr — bs as —cr
» d 'tl L" — d o s
eindeutige Lsung R un y=—

Die Zahl ad — be heifit .die Determinante des Gleichungssystems mit den Koeffizienten
a,b, ¢, d, weil sie bestimint (determiniert), ob der Fall einer eindeutigen Ldsung vorliegt
oder nicht. Ist némlich ad — be = 0, so kann man iiberlegen, dass das Gleichungssystem
entweder gar keine oder unendlich viele Losungen hat.
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Das geht wie folgt: Sind alle vier Koeffizienten a, b, ¢, d gleich Null, so hat (1) offenbar gar
keine Lésung, wenn r # 0 oder s # 0 ist, und (1) hat alle Paare (z,y) € R? als Losung,
wenn r = s = (). Ist aber ad -~ bc = 0 und einer der Koeffizienten # 0, etwa a # 0, so
entsteht die linke Seite der unteren Gleichung aus der der oberen durch Multiplikation
mit £, weil ja d = £b ist. Daher gelten beide Gleichungen simultan, genau wenn die erste
gilt und wenn auch s = &r ist. Das System hat also in diesem Fall entweder gar keine
Losung, némlich wenn s # £r, oder es ist dquivalent zu einer einzigen linearen Gleichung
az+by = r, welche unendlich viele Losungen y € R beliebig, z = L(r—by) , besitzt. Villig
analog schlieBt man, wenn b # 0 oder ¢ # 0 oder d # 0 ist, dass dann entweder keine
Losung von (1} existiert, oder dass es unendlich viele Lésungen (z,y) gibt, bei denen
man z oder y beliebig als reellen Parameter wihlen kann. Wir fassen diese Diskassion
Zusammen:

ar -+ by=r

cx+dy=s
gleich Null (das ist der “Ausnahmefoll”), so besitzt dus Gleichungssystem entweder:

Ist aber die Determinante ad — be des linearen Gleichungssystems (1) {

e keine Losung, wenn ndmlich mindestens ein Koeffizient # 0 ist, aber keine der
beiden Gleichungen Vielfaches der anderen ist, oder wenn alle Koeffizienten = 0
sind, aber nicht beide rechten Seifen r, s; oder:

e cine einparametrige Losungsmenge, wenn ndmlich mindestens ein Koeffizient
# {) ist und eine der beiden Gleichungen Vielfaches der anderen {(man kann dann
in der Lisung (x,y) den Wert von x oder von y beliebig vorgeben und die jeweils
andere Unbekannte eindeutig berechnen); oder: :

e alle (xz,y) € R? als Ldsungen, wenn ndmlich alle Koeffizienten und auch beide
rechte Seiten = O sind. 2

Die Systeme von zwei linearen Gleichungen fiir zwei Unbekannte haben wir deswegen
so ausfithrlich unter Beachtung aller méglichen auftretenden Fille besprochen, weil das
Ergebnis schon in gewisser Weise typisch fiir die allgemeine Situation von m linearen Glei-
chungen fiir n Unbekannte ist. Ganz allgemein bestehen n&mlich, wie wir sehen werden,
die Alternativen: Es gibt entweder genau eine Ldsung, oder gar keine Ldsung, oder eine
Schar von unendlich vielen Losungen, wobei einige der Unbekannten als beliebige Para-
meter wahlbar sind und die anderen dann durch die Gleichungen des Systems eindeutig
festgelegt sind. Und im Fall m = n, also bei ebensc vielen Gleichungen wie Unbekannten,
ist die Existenz genau einer Losung der “Normalfall”, der sich, wenn er nicht von vorne-
herein vorliegt, nach beliebig kleinen zufilligen Anderungen der Koeffizienten einstellt.

Um beliebig grofe lineare Gleichungssysteme tibersichtlich behandeln zu kénnen, ist eine
abkiirzende Schreibweise nétig, in der nur noch die relevanten Parameter des Gleichungs-
systems, also die Koeffizienten und die rechten Seiten, notiert werden. Da die Koeffizienten
als Zahlenschema in rechteckiger Anordnung erscheinen, wie es auch sonst in der Mathe-
matik und in der Okonomie in vielfaltigen Zusammenhéngen auftritt, hat man fiir solche
rechteckig angeordneten Zahlensysterne eine eigene Begriffsbildung eingefiihrt; man nennt
sie “Matrizen”. Die einschlédgige Terminologie hierzu beschreiben wir als Néchstes:
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DEFINITIONEN und TERMINOLOGIE (Mairizen):

1) Eine Matrix A vom Format (m,n), kurz auch m X n-Matrix genannt (lies:
“m-Kreuz-n—-Matrix”), ist ein System von Zahlen (oder Elementen einer Grundmenge)
a;;, genannt die Eintrige der Matrix, die nummeriert sind durch Paare von Zahlen
i€ {l,...,m}und j e {l,...,n}. Es wird als Zahlenschema in rechteckiger Anordnung
wie folgt notiert:

aix Q12 413 e A1n

g1 Go2 Gz < )

A = (Gg)icigm1gjen = | Ga1 Ga2 o fian
G5 : +— i-te Zeile

Gmi  Omo - [ -

L j-te Spalte

Dabei heiit m die Zeilenzahl und n die Spaltenzahl der Matrix. Sind beide Zahlen
gleich, m = n, so spricht man von einer quadratischen Matrix. Den ersten zur Num-
merierung der Eintréige verwendeten Index (hier “¢”) nennt man den Zeilenindex und
{1,...,m} seinen Laufbereich, den zweiten (hier “j”) nennt man den Spaltenindex und
{1,...,n} seinen Laufbereich. Die Wahl der Buchstabensymbole zur Bezeichnung der Ma-
trixindizes ist dabei irrelevant, und die Laufbereiche werden oft nicht angegeben, wenn
sie aus dem Kontext hervorgehen; man schreibt dann also einfach (a;;) fiir die Matrix
(mit Klammern, um sie von einem einzelnen Eintrag a;; zu unterscheiden). Fine Matrix
ist bestimmt durch ihr Format {m,n) und durch die Festlegung ihrer Eintrige a,; fiir alle
“Positicnen” (4, 7) zu diesem Format, d.h. fiir alle Paare von Indizes ¢ und j mit 1 <i <m
und 1 <7 <n.

e Jwei Matrizen sind gleich, genau wenn sie dasselbe Format haben wund wenn ihre
Fintrdge fir alle Positionen zu diesem Format dbereinstimmen.

Das heifit also (Gi5)1<i<m; 1<52n = (bri)i<iep, 1<i<q rZENAU Wenl M = P, 1 = g und a;; = by,
fir alle 4 € {1,...,m} und j € {1,...,n}. Die Menge aller m X n-Matrizen mit
reellen Eintrégen begzeichnen wir mit R™*". Die m X n-Matrix mit lauter Nulleintrigen
heifit m X n-Nullmatrix 0.

2) Eine einzeilige Matrix (m = 1} bzw. eine einspaltige Matrix (n = 1) bezeichnet man

auch als
ay

. a
Zeilenvektor (a; ap ... a,) bzw. Spaltenvektor
U
und, um das Format mit anzugeben, genauer als n-gliedrigen Zeilenvektor bzw. Spalten-
vektor mit m Eintragen / Komponenten oder shnlich. Dabei wird in der Notation jeweils

ein Matrixindex unterdriickt (der sowieso nur den Wert 1 annehmen kann). Sind alle
Eintrége Null, so sprechen wir vom Nullvektor G.

113
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Wir treffen folgende Vereinbarung:

Gy

2
o Spaltenvektoren | werden identifiziert mit m-tupeln (a1, az,...,0y) .

O

Das ist nicht nur aus typographischen Griinden zweckm#fig, weil wir dann eine “horizon-
tale” Notation fiir Spaltenvektoren haben, sondern es hat auch mathematische Griinde.
m-~tupel sind per Definition m-gliedrige Folgen, deren Glieder mit den Zahlen von 1 bis
m mummeriert (gedacht) sind, und diese Begriffsbildung hingt nicht davon ab, welche
Notation man dafiir verwendet: Zeilen chne Abtrennung der m Glieder mit Kommas, Zei-
len mit Abtrennung der Glieder durch Kommas (unsere Standard-Notation fiir m-tupel},
oder Spalten mit Anordnung der Glieder tibereinander. Iin Zusammenhang mit linearen
Gleichungssystemen zeigt es sich aber, dass es natiirlicher ist, das m-tupel (by,...,by)
der rechten Seiten als m-gliedrige Spalte zu schreiben (die rechten Seiten erscheinen
in dem Gleichungssystem sowieso iibereinander angeordnet) und ebenso die Lasungen
x == (T, ..., Zy) als n-gliedrige Spalten. Dagegen erscheinen die Koeflizienten in einer li-
nearen Gleichung fiir n Unbekannte von vorneherein als n-gliedrige Zeile, und es ist nicht
sinnvoll, diese mit der entsprechenden Spalte zu identifizieren, weil das darauf hinausliefe,
die Rolle der Keeffizienten und der Unbekannten in einer linearen Gleichung zu vertau-
schen. Wir unterscheiden also Zeilenvektoren (a; as ... a,) von den entsprechenden
“Spaltenvektoren” (ay, as, ..., dy), deren Eintrige wir durch Kommas abtrennen. (In der
mathemagtischen Fachsprache bilden die n-gliedrigen Spaltenvektoren den n-dimensionalen
Zahlenraum R™, die n-gliedrigen Zeilenvektoren aber den sog. Dualraum R™ dazu.)

Eine andere Moglichkeit der Unterscheidung von Zeilen- und Spaltenvektoren in der No-
tation ist das Symbol a' fiir den Zeilenvektor, der dieselben Eintrage hat wie ein Spalten-

~vektor a, d.h. el = (a1 @z ... an) ist ein Code dafiir, dass a der Spaltenvektor mit den
Eintragen aj, as, ..., a, ist. Das Superskript T steht fiir Transposition; aligemein bezeich-
net man fir eine Matrix A vom Format (m,n) mit AT die sog. transponierte Matrix
zu A, das ist die Matrix vom Format (n,m), deren Spalten die Zeilen von A sind und
deren Zeilen folglich auch die Spalten von A sind. Anschaulich gesprochen erhalt man AT
durch Spiegelung der Matrix A an der Diagonalen, die von der ersten Position links oben
im Winkel von 45 Grad nach rechts unten fithrt.

3) Im Zusammenhang mit einem linearen Gleichungssystem von m Gleichungen fir »
Unbekannte

Q2121 + Qoo +... 4+ Gopi, = bo

(LGS)
amlécl + Qs ..o+ Gpnln m by,
nennt man die m x n—Matrix mit den Koeffizienten als Eintrigen die
a1y 1z ... Qg
gy Ggz ... (2

Koeffizientenmatrix A=

Ayt Qe oo v Uy
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und den aus den rechten Seiten gebildeten Spaltenvektor die

Inhomogenitat oder rechte Seite b= :
ben
des Gleichungssystems. Fiir das gesamte lineare Gleichungssystem {LGS) schreiben wir

dann einfach symbolisch
Ar =15,

was spater {nach Einfilhrung der Multipiikation von Matrizen) noch seine Rechtfertigung
erhalt, hier aber einfach nur als Abkirzung fir (LGS) zu verstehen ist. Fligen wir der
Koeflizientenmatrix A als (n-+1)-te Spalte die Inhomogenitét b an, so erhalten wir eine
Matrix (A|b) vom Format {m,n+1), die alle Parameter enthélt, welche das lineare Glei-
chungssystem bestimmen, die sogenannte

al @12 .. Qg b1

. . . Qo1 Ggz ... Qo | bo
erweiterte Koeflizientenmatrix (Alb) =

Om1 Om2 .- Gmp bm

des linearen Gleichungssystems (LGS}, Der vertikale Strich vor der letzten Spalte hebt
hervor, dass diese Spalte (die rechte Seite) eine andere Funktion hat als die anderen Spal-
ten (Koeflizientenspalten), kann aber auch weggelassen werden. Eine andere Form, in der
die erweiterte Koeffizientenmatrix oft notiert wird, ist das sog.

I Ty Tn

411 Qiz ... G, | by
Tableau Gp1  Qoz ... Qo | Do

Al Gmy .. Opp bm

des Gleichungssystems. Dabei sind die Buchstabensymbole fiir die Unbekannten iiber die
entsprechenden Spalten der Koeffizientenmatrix geschrieben. Das ist nicht nétig, wenn
die Unbekannten ebensc nummeriert sind wie die Spalten, aber es ist zweckmiiflig, wenn
die Unbekannten z,v,...,2 nicht nummeriert sind, und unbedingt notwendig, wenn die
Nummerierung oder Reihenfolge der Unbekannten gedndert wird. Die itber den Koeffizien-
tenspalten stehende Symbole der Unbekannten zeigen dann an, mit welchen Koeffizienten
die jeweiligen Unbekannten in den linearen Gleichungen zu multiplizieren sind. Mathe-
matisch gesehen ist das Tableau eines linearen Gleichungssystems nichts anderes als seize
erweiterte Koeffizientenmatrix. Nur die Notation ist verindert, nicht die darin enthal-
tene Information. Insbesondere sind beim Tableau die manchmal unpraktischen grofen
“Matrixklammern” weggelassen. ' B
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BEISPIELE (Matrizen in der Okonomie):

In dkonomischem Kontext treten Matrizen meistens als sog. Verflechtungsmatrizen
auf, die einen durch Zahlenangaben quantifizierten Zusammenhang zwischen zwei Arten
(oder auch derselben Art) von 8konomischen Gréfen darstellen. Die Grofien der ersten Art
entsprechen dabei z.B. den Zeilen, die der zweiten Art den Spalten der Matrix, und der
Eintrag a;; in Position (4, j) (i-te Zeile und j-te Spalte) gibt die quantitative Beziehung
zwischen der i-ten Grofe erster Art und der j-ten Grofe zweiter Art an. Wenn wir die
m Grofen erster Art durch @,@, e symbolisieren und die n Groflen zweiter Art
durch ,, e ,, so kimnen wir die Zusammenhiinge tabellarisch so darstellen:

@ iz Giz ... Oip
@ gy oy ... Oop

@ Q1 Cmy v Ump

Das ist nichts anderes als die m x n—Matrix mit den Eintrdgen a;; , wobel lediglich an die
Zeilen und Spalten noch Symbole geschrieben sind, die an die 6koncmische Bedeutung der
Eintrige erinnern. Alternativ kann man die Beziehungen durch einen bewerteten Graphen
darstellen, in dem die Gréfen als “Knoten” dargestellt und durch “Kanten” von @ nach
verbunden sind, welche durch die Anschrift der Zahlen a;; “bewertet” werden.

Diese Darsteilung wird allerdings recht untibersichtlich, wenn man viele Knoten hat. Da-
her lasst man Verbindungskanten mit der Zahl 0 als Bewertung weg. Handelt es sich um
Beziehungen zwischen Grofien derselben Art @, @} JAm), so kann man diese auch
durch einen bewerteten und gerichteten Graphen (in der Okonomie auch “Gozinto-
graph”_genannt) darstellen, in dem die Knoten die GriBen @ sind und ein Pfeil von

nach mit einer angeschrieben Zahl {das ist die “Bewertung”) dem Eintrag dieser Zahl
in die Zeile ¢ und Spalte j der Verflechtungsmatrix entspricht. Pleile mit der Zahl C als
Bewertung werden dabei wieder weggelassen; Pfeile, die von einem Knoten zu demselben
Knoten zuriickfithren entsprechen
den Eintrégen auf der Diagonalen
der Matrix (gleiche Zeilen- und Spal-

tennummer). Die Abbildung rechts, 0 3 0 2
die einen bewerteten und gerichteten 6 % 0 0 -3—
Graphen mit 4 Knoten und die zu- 1 -21- 07
gehorige Verflechtungsmatrix zeigt, 0 0 4 6

sollte klar machen, wie die Informa-
tion in dem Graphen kodiert ist.




Kap. 3, Abschnitt 3.1 117

Einige konkrete dkonomische Situationen, in denen die interessierenden Zusammenhinge
durch Verflechtungsmatrizen beschrieben werden konnen, sind folgende:

1) Transportmatrix: — Ankunftsorte

@ G113 f1z ... Qn
@ €31 Gaz ... gy

@ el Qe s O

Absendeorte —

Der Eintrag a;; gibt hier die Kosten fiir den Versand einer Mengeneinheit vom Absendeort
@ zum Ankunftsort an.

2) Produktionsmatrix: e — Endprodukte bzw.
Zwischenprodukte
@ i1 Tz r Tln
@ ar oz oov Top
@ Tmi Tm2 o Fmn
Rohstoffe bzw. —

Vorprodukte

Hier gibt der Eintrag v;; den Verbrauch von Mengeneinheiten des Rohstoffs @ fiir die
Herstellung einer Einheit des Produkts an (Rohstoffverbrauchskoeffizient) bzw. den

Verbrauch von Mengeneinheiten des Vorprodukts @ fiir die Herstellung einer Einheit
des Endprodukts ( Produktionskoeffizient).

3) Produktionskostenmatrix:

+ Produktionsanlagen

O ki ke oo
O

@ kml km2 kmn

Produkte )

Diese Matrix ist von Interesse, wenn man Produkte auf verschiedenen Produktionsanla-
gen mit unterschiedlichen Kosten fertigen kann. Der Eintrag k;; gibt dann die Kosten (in

Geldeinheiten) fiir die Produktion einer Mengeneinheit des Produkts @ auf der Produk-
tionsanlage an.
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4) Innerbetriebliche Leistungsverrechnung: Hier stehen die einzeinen Kostenstellen
des Betriebs an den Zeilen und an den Spalten der Matrix, die Matrix ist also quadratisch.

@ @ @ «— abgebende

@ Kostenstelle

a1y Giz ... Qin

@ o1 g2 ... Oz
@ p1 Up2 - fpg

empfangende .|
Kostenstelle

Der Eintrag a;; gibt hier die bei der Kostenstelle @ empfangene Leistung der Kosten-
stelle @ an (in Leistungseinheiten). Die Diagonaleinirége a; beschreiben also die von
der Kostenstelle erbrachte und dort, selbst verbrauchte Eigenleistung. Zum innerbe-

triehlichen Kostenausgleich muss man die erbrachten Leistungen mit Verrechnungspreisen
bewerten — dazu spéter mehr. ‘

5) Volkswirtschaftliche Verflechtungsmatrix:

@ @ @ « Industriezweige {eines

@ Wirtschaftssektors)

a1 a1z ... Qin

gy Qoo ... U2p

@ Unl Qn2 .. Oan
Industriezweige (eines I

Wirtschaftssektors)

Der Eintrag a,; in dieser quadratischen Matrix beschreibt den Verbrauch von Output-
Finheiten des i-ten Industriezweigs durch den j-ten Industriezweig.

6) Marktforschung, Ubergangsmatrix:

@ @ @ +— konkurrierende Produkte

(z.B. Waschmittel)
@ Din Pz -« Pin

@ Tax P22 ... Pon
@ Pnl Pn2 ¢ Pan

konkurrierende Produkte ]

Hier ist p;; der Anteil der Kunden des i-ten Produkts, die im Beobachtungszeitraum zum
Produkt @ gewechselt sind (i#j) bzw. die dem Produkt @ treu geblieben sind (4==7}.
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Die Eintrdge in der i-ten Zeile geben also die vollstéindige Aufteilung des Kundenkreises
von Produkt @ zu Beginn des Beobachtungszeitraums auf die konkurrierenden Produkte
am Ende dieses Zeitraums an. Dabei werden die Anteile in 100 % der jeweiligen Kunden-
zahl angegeben. Insbesondere sind also alle Eintrage Zahlen im Intervall [0,1], und die
Eintrige einer jeden Zeile addieren sich zu 1. Man sagt, dass die Zeilensummen 37, pi;
alle den Wert 1 haben (fir 7 = 1...n), und nennt Matrizen mit dieser Eigenschaft sto-
chastische Matrizen, weil die Eintrage p;; einer jeden Zeile als Wahrscheinlichkeiten
interpretiert werden kémnen (hier die Wahrscheinlichkeiten fir einen Wechsel vom i-ten
zum j-ten Produkt bzw. im Fall 7 == j fir das Verbleiben beim ¢-ten Produkt}, die sich
zur Gesamtwahrscheinlichkeit 1 addieren. Haben auch alle Spaltensummen ", p;
den Wert 1 (fur j = 1. n), so liegt eine sog. doppelt-stochastische Matrix vor; das
ist aber in der hier beschriebenen Situation im Aligemeinen nicht der Fall.

7) Hiufigkeitsmatrix, Wahrscheinlichkeitstheorie: Beobachtet werden bei einem
Produkttyp zwei Merkmale A (2.B. Preis) und B (z.B. Qualitét), die in unterschiedlichen
Auspragungen / Abstufungen e ,@ bei A und ,. ..\l n| bei B auftreten. Dann
interessiert die Haufigkeit p;; (in 100 %), mit der das Merkmal A in der Ausprigung
simultan mit dem Merkmal B ir der Ausprigung auftritt. Man kann auch sagen, dass
pi; € [0,1] die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieser Konstellation angibt. Die p;;
sind die Eintrige der m x n—Matrix

. + Ausprégungen
: von Merkmal B
@ P11 Pz - Din
@ Par Pz .0 DPon
@ Pml Pmz v Pma
-

Auspragungen
von Merkmal 4

Hier ist offenbar die Summe aller Matrixeintrige

SN py = 1

i=1 j=1
denn diese Summe ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Produkt mit irgendeiner
Auspragung des Merkmals A und mit irgendeiner Auspriagung des Merkmals B auftritt.
(Natiirlich ist dabei vorausgesetzt, dass jedes betrachtete Produkt die Merkmale 4 und
B in einer der erfassten Auspragungen aufweist.) -]

Diese Beispiele fiir das Auftreten von Matrizen bei der Beschreibung von Abhéngigkeiten
zwischen dkonemischen GréBen lieflen sich noch weiter fortsetzen. Es handelt sich dabei
im Grunde immer nur um die Darstellung eines komplexen Skonomischen Beziechungs-
geflechts durch eine tibersichtliche Tabelle, also ein rechteckiges Zahlenschema. Natiirlich
hilft das noch nicht viel bei der Lisung von Problemen, die sich im konomischen Kontext
stellen. Es kommt vielmehr darauf an, einen Kalkiil, also ein Rechenverfahren, fiir Ma-
trizen zu entwickeln, mit dem man dann die Skonomisch relevanten Probleme auch losen
kann. In vielen Fallen lassen sich diese Problemstellungen als lineare Gleichungssysteme
formulieren, und solche Gleichungssysteme lassen sich mit einfachen Matrixoperationen
tatséchlich l6sen, wie wir im nichsten Abschnitt sehen werden.



3.2 Zeilenoperationen und Zeilen—Stufen—-Form

Wir beschreiben nun, wie man mit einfachen Operationen mit Matrizen, den sog. Zei-
lenoperationen, lineare Gleichungssysteme in eine besonders einfache Gestalt dquivalent
umformen und daran die Losung(en) unmitteibar ablesen kann.

DEFINITION: (Zulsssige) Zeilenoperationen mit einer gegebenen Matrix (oder ei-
nem Tableau) sind folgende Manipulationen, die eine andere (evtl. auch dieselbe) Matrix
vom gleichen Format erzeugen:

(1) Vertauschung zweier Zeilen, was wir symbolisch mit @ > @ notieren, wenn
die i-te mit der h-ten Zeile vertauscht wird;

(ii) Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor r € Ryo, d.h. jeder Eintrag
der Zeile wird mit dem Faktor » # 0 multipliziert; dafiir schreiben wir symbolisch

—r @ , wenn es sich um die i-te Zeile handelt;
(iii) Addition einer Zeile zu einer anderen, d.h. jeder Eintrag einer Zeile mit Num-
mer h wird ersetzt durch die Summe dieses Eintrags und des Eintrags an derselben
Position in einer Zeile mit anderer gegebener Nummer ¢ ; fiir diese Operation schrei-

ben wir symbolisch @ — @ + :

Eine Operation vom Typ (iii) wird (von geiibten Rechnern) oft zusammengefasst mit einer
vorangegangenen Operation vom Typ {ii) zu einer

(iv) kombinierten Zeilenoperation, d.h. man addiert das r-fache einer Zeile zu einer
andern, was wir symbolisch @ — @ +7- @ notieren, wenn das r-fache der
i-ten zur k-ten Zeile addiert wird.

Ist (0:;)1<im, 1<j<n die betrachtete Matrix, so wird bei der kombinierten Operation also
jeder Eintrag ap; der h-ten Zeile ersetzt durch as; + ray; fiir j = 1...n. Hier darf der
Faktor r auch Null sein; denn das dndert an der Matrix ja gar nichts. [

Ist nmun (Ab) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems und
fithrt man damit eine zuldssige Zeilenoperation aus, so ist jede Lisung des urspringli-
chen Gleichungssystems auch eine Lésung des umgeformten Gleichungssystems, das als
erweiterte Koeffizientenmatrix die newe Matrix hat, die sich aus (A|6) durch die Zeilen-
operation ergab, So sind eben die Zeilenoperationen gerade eingerichtet. Nun kann man
aber offenbar jede Zeilenoperation durch eine zuléssige Zeilenoperation wieder riickgingig
machen. Deshalhb ist auch jede Losung des neuen linearen Gleichungssystems eine Lisung
des alten; mit anderen Worten: Beide Systeme haben dieselbe Lisungsmenge. Es gilt also
der folgende Satz, der der Schliissel zur Lisung linearer Gleichungssysteme ist:

SATZ: Zuldssige Zeilenoperationen bei der erweiterten Koeffizientenmalriz eines linearen
Gleichungssystems fihren stets auf die erweiterte Koeffizientenmatriz eines dquivalenten
linearen Gleichungssystems, d.h. beide Systeme haben dieselbe Lisungsmenge. "

DISKUSSION: 1) Man kann die Zeilenoperationen direkt am Gleichungssystem, an der
Matrix oder am Tableau vornehmen, das lduft alles auf dasselbe hinaus. Wichtig ist, dass
man in jedem Fall die erweiterte Koeflizientenmatrix nimmt, d.h. die Zeilenoperationen
miissen quch mit den rechien Seiten des Gleichungssystems vorgenommen werden)

2) Spaltenoperationen sind keine Aquivalenzumformungen, d.h. wenn man Spal-
tenoperationen an der Koeffizientenmatrix ausfiihrt, die natiirlich ganz analog erklért

120
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werden, so erhélt man im Allgemeinen ein neues Gleichungssystem, das nicht dieselbe
Ldsungsmenge hat. Zwar kann man aus den Lésungen des urspriinglich Systems die des
neuen leicht berechnen und auch umgekehrt, aber das neue System ist eben im Allge-
meinen nicht dquivalent in dem strikten Sinne, dass es dieselbe Lésungsmenge besitzt
wie das alte. Also Hénde weg von Spaltenoperationen! Ganz abwegig wiire es, etwa eine
Spalte der Koeffizientenmatrix mit der Spalte der rechten Seiten zu vertauschen; denn die
Koeflizienten haben eine andere Funktion in dem Gleichungssystem als die rechten Seiten.

Eine Ausnahme von der Regel sind Spaltenvertauschungen bei der Koeffizientenmatrix:

e Spaltenvertauschungen bei der Koeffizientenmatriz sind zuldssig, wenn man die Zu-
ordnung der Unbekannten zu den Spelten beibehilt, die Unbekannten also entspre-
chend mitvertauschi.

Dag lduft namlich nur auf eine andere Reihenfolge der Summanden in jeder einzeinen li-
nearen Gleichung des Systems hinaus, bzw. auf eine Umnummerierung der Unbekannten;
es dndert also iberhaupt nichts an den Gleichungen. Statt

I I I T I3 Iy I3 pLizey
i1 Az aig Gln | D1 kann man G2 Q11 Q33 ary | b
21 Q22 O3 Gon | B2 also genauso  Gaz Q21 O3 Qo | b
: : : gut schreiben : :
Uml  Gm2  Om3 O bm Qe Ol Om3 Gy bm 3

denn beide Tableaus stellen dasselbe lineare Gleichungssystem dar. Ist dann zum Beispiel
(r1,72, 73y, ) Losungs-n-tupel zum zweiten Tableau, so zeigt die Notation der Unbe-
kannten Uber den Spalten, dass zy = 7o, @y = 7y, T3 = 73,..., 2T, = 7, das Gleichungssy-
stem zum ersten Tableau 1ost. (Beide Systeme haben also nicht dieselben Lisungs-n-tupel,
sondern die des zweiten gehen aus denen des ersten durch die Komponentenvertauschung
hervor, die der vorgenommenen Spaltenvertauschung entspricht.)

3) Das Ziel der Ausfithrung von Zeilenoperationen an einem gegebenen linearen
Gleichungssystem ist, dieses in ein dquivalentes von so einfacher Form umzuformen, dass
man dessen Lsungsmenge direkt ablesen kann, Weil Zeilenoperationen Aquivalenzumfor-
mungen sind, ist diese dann auch die Lésungsmenge des urspriinglichen Gleichungssys-
tems. Das Ziel 14sst sich, wie wir sehen werden, immer erreichen. ]

Bevor wir das im allgemeinen Fall diskutieren, betrachten wir erst ein

- BEISPIEL: x + 2y =0
— + z = 2
-r + 4y = 6

Wir schreiben die erweiterte Koeffizientenmatrix dieses Systems auf und formen sie durch
Zeilenoperationen um mit dem Ziel, Nulleintrige unter der Diagonalen zu erreichen:

x oy z Ty z
1 2 00 =3 1 2 0(0
1o 1le @@+ 55 ),
—1 4 0|6 —1 4 0|6

r oy =z Ty
o= 1 2 0/0 = 1 2 010
@-O+D 445 1|y @—O®-30 45 ||,
0.6 0|6 0 0-310
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Im letzten Tableau hat die Koeffizientenmatrix sog. abere Dreiecksform, und das be-
deutet, dass man die Losungen des zugehérigen linearen Gleichungssystems von unten
nach oben fortschreitend ablesen kann: Die unterste Gleichung lautet nun —3z = 0, also
ist 2 = 0, die mittlere Gleichung ist 2y < z = 2, also y = %(2 —z) = 1, und die erste
Gleichung z + 2y = 0 gibt schiiefilich noch z = —2y = —2. Somit besitzt das letzte —

und das urspriingliche — Gleichungssystem die eindeutige Lésung 2 = =2,y = 1, 2 = 0.
Statt der letzten Zeilenoperation hétten wir auch die zweite und dritte Spalte im Tableau
vertauschen und direkt ablesen kinneny =1, 2 =2 -2y =0,z = —2y = —2. B

Es zeigt sich, dass die Methode aus dem letzten Beispiel émmer zum Ziei fihrt: Mit Zei-
lenoperationen lasst sich eine Art Dreiecksgestalt der Koeffizientenmatrix erreichen.

SATZ (iiber die Zeilen-Stufen-Form):

(i) Durch zuldssige Zeilenoperationen kann die erweiterte Koeffizientenmatriz (Ajb) eines
linearen Gleichungssystems stets auf eine Form gebracht werden, bei der (von links) der
erste von Null verschiedene Eintrag in jeder Koeffizientenzeile spiter kommt als in der
dariber liegenden Zeile. Diese sogenannte Zeilen-Stufen-Form hat alse die Gestalt

ki
............................................ AN .
H ¥ :' dl N
o o do
in diesem Bereich d
sind beliebige ;3 i
_ Eintrage :
. 1 L ! :
0. diesemn el 4 | )
O . Bereich sind L Ofdin
' alle Fintrage =0 1
O oldm/
n
mit Zahlen O < 1 < min(m,n) und ko, k1,..., k € Ng, so dass [ + ko + ... + k = n st
und mit von Null verschiedenen Fintrigen ¢y, ca, ..., ¢ in der vordersten Position jeder

Stufe. (Rechis von den ¢; kinnen in jeder Zeile beliebige Eintrige stehen; auch die Ein-
trige d; in der Spalte der rechten Seiten sind beliebig.) Dabei hingen die Zahlen | (die
Anzahl der Stufen) und ko, ky, ..., ki (die Breite der einzelnen Stufen) nur von der ur-
spriinglichen Koeffizienten—mxn—Matriz A ab und nicht von der Art und Reihenfolge der
Zeilenoperationen, mit denen die Zeilen-Stufen-Form hergestellt wurde. (Die Eintrige in
der Zeilen-Stufen-Form hingen dogegen von den gewdhlten Zeilenoperationen ab. )

(ii) Aus der Zeilen-Stufen-Form des linearen Gleichungssysiems erhdlt man die Lisun-
gen folgendermafen: Fir die sog. Nicht-Basisvariablen, das sind die Unbekannten, die
zu einer Spalte gehdren, welche nicht durch einen Stufenbeginn geht (also nicht durch
eine der Positionen, auf denen die ¢; eingetragen sind), kann man beliebige reelle Zah-
len als Parameter vorgeben. Dazu lassen sich dann durch Auflisen der Gleichungen Nr.l
his Nr. 1 (von unten nach oben) eindeutige Werte der Basisvariablen berechnen, also
der Unbekannien, die zu einer der Positionen der Eintrdge c; # 0 gehoren, derart dass
sich insgesamt ein Lisungs-n-tupel ergibt. Im Konsistenzfall di 1 = 0,...,d,, = 0 oder
[ = m erhdlt man in dieser Weise die allgemeine, von n —1 Parametern abhingende baw.
im Folll = n eindeutige Lésung des Gleichungssystems. Im Inkonsistenzfall { < m und
d; # 0 fiir ein i > 1 hat das Gleichungssystem keine Lisung. |
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Dieses Ergebnis ist vielleicht nicht so einfach, wie man es sich wiinschen wiirde; aber es
gilt eben fir beliebige lineare Gleichungssysteme und erfasst alle Fille, die beim Losen
linearer Gleichungssysteme iiberhaupt sintreten kénnen. Da man die Zeilen-Stufen-Form
auch rechnerisch leicht herstellen kann (von Hand bei kleinen linearen Gleichungssyste-
men, mit einem Computer-Programm bei griferen), liefert der Satz zugleich eine effek-
tive Rechenmethode, mit der man fiir beliebige lineare Gleichungssysteme die sllgemeine
Losung berechnen bzw. die Nichtexistenz einer Lésung feststellen kann. In diesem Sinne
beantwortet der Satz alle Fragen, die wir in 3.1 gestellt haben!

Der Beweis des Satzes besteht in folgendem auch praktisch anwendbaren Verfahren, das
Gaufisches Eliminationsverfahren heifit, weil es zu Gleichungen fiihrt, in denen eine
Unbekannte “eliminiert” ist, d.h. nicht mehr auftritt (bzw. den Koeflizienten Null hat).
Man wéhlt in der erweiterten Koeffizientenmatrix

ay @z ... Q| by
(Alh) =
] Gz oo Omn | b

in Schritt 1 eine Zeile mit Eintrag # O an erster Position aus. (Die ausgewihlte Zeile
wird auch Pivot-Zeile genannt.) Durch Zeilenvertauschung bringt man nun diese Zeile
nach oben, so dass danach der (neue) Eintrag a;; # 0 ist. Dann subtrahiert man fiir
t = 2...n das a;/an-fache der ersten Zeile von der i-ten Zeile und erhilt eine neue
erweiterte Koeffizientenmatrix, in der die erste Spalte unter a;; nur noch Nulleintrage hat.
Hat die erste Spalte von vorneherein nur Nulleintrdge, so bestimmt man die Zahl kq der
Nullspalten, die vor dem erstem Matrixkoeffizienten # 0 kommen, und fiihrt die Prozedur
mit der (ky+1)-ten Spalte statt mit der 1-ten durch. (Sind alle Eintrdge von A Null, so
ist man schon fertig.) Das Ergebnis dieses ersten Schrittes des Eliminationsverfahrens ist
eine erweiterte Koeffizientenmatrix der Gestalt

G ... 8 %l R mit ky € Ny, ¢ € Ry, einer
g T ol (m—1) x {n—ko—1)-Matrix A,
A b einem Spaltenvektor b € R™ !
g ... 0 G ' und irgendwelchen Eintrégen =*.
v, o S, s
k‘g ﬂmkgﬁl

Damit sind die ersten ko + 1 Unbekannten aus den Gleichungen Nr. 2 bis Nr.m eliminiert.
An der ersten Gleichung, also an der obersten Zeile dieser Matrix, wird in den folgenden
Schritten nichts mehr gedndert.

In Schritt 2 wiederholt man nun die Prozedur mit der um eine Zeile und ky+1 Spalten
kleineren Matrix (Alb). Es ist klar, dass man so in weiteren Schritten fortfahrend nach
endlich vielen Schritten die Zeilen-Stufen-Form erreicht hat und damit die Lésung(en) des
Gleichungssystems wie im Satz angegeben berechnen kann. Die Anzahl ! der erforderlichen
Schritte ist offenbar nicht grofier als die Zahl m der Gleichungen und auch nicht gréfier
als die Zakl n der Unbekannten.

Bleibt noch zu tberlegen, dass [ und kg, k1, ...,k nur von der urspriinglichen Koeffi-
zientenmatrix A abh#éngen. Wire das nicht so, so kénnte man durch Zeilenoperationen
aus dem homogenen Gleichungssystem Az = 0 zwei verschiedene Zeilen-Stufen-Formen
dieses Systems herstellen (die dann natiirlich auch homogen sind), so dass eine Unbe-
kannte x; Nicht-Basisvariable beziiglich der ersten Zeilenstufenform ist, aber Basisvaria-
ble bezlglich der zweiten. Letzteres bedeutet, dass in jedem Lésungs-n-tupel zi,..., 2,
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mit ;.1 = 0, ..., 2, = 0 auch z; = 0 sein muss, ersteres aber, dass man Losungs-n-tupel
mit ;41 = 0, ..., T, = 0 finden kann, bei denen z; einen beliebig gegebenen reellen Wert,
annimmt. Da es es sich jeweils um dieselbe Losungsmenge handelt, eben die zu Az =0,
kann nicht beides zugleich richtig sein, d.h. alle Zeilen-Stufen-Formen von A haben diesel-
ben Basis- und Nicht-Basisvariablen und damit auch dieselben Zahlen I wnd kg, &1, ..., K, .
7wei verschiedene Rechner kiénnen durchaus Matrizen mit unterschiedlichen Eintréigen als
Zeilen-Stufen-Form zu derselben erweiterten Koeffizientenmatrix (Alb) erhalten; aber die
Anzahl der Stufen und die Breite der einzelnen Stufen miissen — wenn korrekt gerechnet
wurde — bei beiden dieselben sein!

Die Zahl | der Stufen (also der Koeffizientenzeilen mit mindestens einer von Null ver-
schiedenen Eintragung) in der Zeilen-Stufen-Form beschreibt in gewisser Weise, wieviele
der Gleichungen des urspriinglichen linearen Gleichungssystems Az = b unabhiingig sind.
Besteht das System z.B. aus einer einzigen linearen Gleichung, die man m-fach aufge-
schrieben hat, so ergibt sich I = 1 (sofern nicht alle Koeffizienten Null sind und damit
! = 0). Und besteht das System aus drei Gleichungen, von denen die dritte die Summe der
beiden ersten Gleichungen ist oder daraus durch eine Zeilenoperation hervorgeht, so ist
I = 2 (sofern nicht schon eine der ersten beiden Gleichungen Vielfaches der anderen ist,
in welchern Falle man [ = 1 erhilt oder, wenn alle Koeffizienten Null sind, sogar [ = C).
Allgemein sind alle linearen Gleichungssysteme, die man mit der Koeffizientenmatrix A
aufstellen kann, schon dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem, in-dem nur Koef-
fizientenzeilen aus [ geeignet ausgesuchten Zeilen von A auftreten, aber im Aligemeinen
‘nicht zu einem mit weniger als [ Zeilen von A. Weil die Zahl { von fundamentaler Bedeu-
tung fiir die Diskussion des linearen Gleichungssystems ist, fithrt man einen Namen dafiir
ein:

DEFINITION: Die Zahl ! der Stufen, also der Zeilen mit mindestens einer von Null
verschiedenen Eintragung, die sich bei Herstellung der Zeilen-Stufen-Form der Koeflizi-
entenmatrix A eines linearen Gleichungssystems ergibt, heifit die {maximale) Anzahl
der linear unabhiingigen Gleichungen des Gleichungssystems oder der Zeilenrang
der Koeffizientenmatrix A. -]

Bevor wir einige konkrete Beispiele zur Herstellung der Zeilen-Stufen-Form und Losung
von linearen Gleichungssystemen durchrechnen, diskutieren wir noch Konseguenzen fiir
die allgemeine Theorie linearer Gleichungssysteme,

DISKUSSION (Konsequenzen der Zeilen-Stufen-Form fir lineare Gleichungssysteme):

1) Gegeben sei ein Systemn Az = b von m linearen Gleichungen fiir n Unbekannte, und
die Zahl der linear unabhsngigen Gleichungen dabei sei | < min(m,n). Dann besteht
folgende dreiteilige Alternative:

e [ntweder liegt ein wohlgestelltes Problem wor, d.h. Ax = b hat genau eine
Lisung;

e oder ein inkonsistentes Problem, d.h. Az = b hat keine Ldsung;

e oder ein konsistentes, aber nicht wohlgestelltes Problem, und in diesem Fall

hat Ax = b eine unendliche Schar von Lésungen.

Das liest man aus dem Satz iiber die Zeilen-Stufen-Form unmittelbar ab. Die Information,
die diese Alternative zunéchst einmal beinhaltet, ist, dass der Fall von mehr als einer,
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aber insgesamt nur endlich vielen Lésungen bei einem linearen Gleichungssystem nicht
auftreten kann. Anders als z.B. bei Systemen von quadratischen Gleichungen gibt es
also bei linearen Gleichungssystemen nicht den Fall, dass man genau zwei, oder genan
drei, oder genau vier ...Ldsungen hat! An der Zeilen-Stufen-Form kann man aufierdem
unmittelbar ablesen, welcher der drei Fille eintritt.

Der Fall, der fiir Anwendungen am wichtigsten ist, ist natiirlich der erste — wenn es
keine Losung gibt, so kann man mit dem Gleichungssystem in einer Anwendung nichts
anfangen (aufer der Erkenntnis, dass man eine unmogliche Situation beschrieben hat);
wenn es unendlich viele Losungen gibt, so hat man das Problem, welche von diesen die
fir die ins Auge gefasste Anwendung die “richtige” oder “beste” ist. Zur Modellierung
eines Problems, das aus einem Anwendungsgebiet kommt, taugt also ein lineares Glei-
chungssystem nur, wenn es wohlgestellt ist, d.h. genau eine Lésung hat. Der Satz iber
die Zeilen-Stufen-Form sagt uns, dass dies genau dann der Fall ist, wenn erstens n = [
ist, wenn man also ebenso viele unabhangige Gleichungen wie Unbekannte hat, und wenn
zweitens auch m = [ ist oder alle rechten Seiten d; mit j > m verschwinden. Inshesonde-
re kann ein wohlgestelltes Problem nur vorliegen, wenn man mindestens so wiele lineare
Gleichungen wie Unbekannte hat und, genaver gesagt, ebenso viele unabhingige Gleichun-
gen wie Unbekannte. Die Zetlen-Stufen-Form hat bei einem wohlgesteilten Problem die
Gestalt

c d
1 o S di mit c € R#g, d; € R,
- : - beliebigen Eintrigen *
0 A d und Nulleintrigen ()
cn T

eventuell noch mit (r+1)-gliedrigen Nullzeilen darunter. Man sagt, dass die Koeffizienten-
matrix eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrigen # 0 ist, Die Auflésung eines
Gleichungssystems dieser Form von unten nach oben ist offenbar eindeutig méglich.

Der Inkonsistenzfall kann im Prinzip tmmer eintreten, wenn das lineare Gleichungssystem
inhomogen ist, mit Ausnahme des Falls [ = m = n, bei dem man ebenso viele Gleichungen
wie Unbekannte hat und die Gleichungen alle linear unabhingig sind. In diesem letzteren
Fall hat man ja fiir jede Wahl der rechten Seiten b ein wohlgestelltes Problem. Bei einem
homogenen linearen Gleichungssystem kommt der Inkonsistenzfall dagegen nie vor; denn
es gibt ja immer die triviale Losung.

Im dritten Fall gibt uns der Satz iiber die Zeilen-Stufen-Form eine sehr viel prézisere
Information als nur Unendlichkeit der Lésungsmenge. Dieser Fall kann nur eintreten,
wenn [ < n ist, wenn man also weniger unabhingige Gleichungen als Unbekannte hat, and
dann sind n— der Unbekannten (die Nicht-Basisvariablen) beliebig als reelle Parameter
wihlbar und dazu die restlichen Unbekannten (die Basisvariablen) eindeutig berechenbar,
so dass sich jeweils ein Losungs-n-tupel ergibt. Man sagt, dass die Lésungen eine spezielle
(n—l)~parametrige lineare Schar L bilden; fiir n—{ = 1,2, 3, ... ist die Losungsmenge
L geometrisch gesprochen eine Gerade, eine Ebene, ein 3-dimensionaler Raum ... in R™.

2} Wenn man fragt, wann ein lineares Gleichungssystem Az = b mit Koceflizientenmatrix
A vom Format (m,n) fiur alle rechten Seiten b losbar ist, so lautet die Antwort:

o [Jas System Az = b ist genau dann fiir jede Vorgabe der rechten Seite b € R™ lésbar,
wenn | = m ist, wenn also alle Gleichungen des Systems unabhéngig sind; das ist
nur mdglich, wenn m <n ist, wenn man also héchstens so viele Gleichungen hat wie
Unbekannte.
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Das ist klar, weil man genau im Fall | < m ja rechte Seiten d; in der Zeilen-Stufen-Form
wihlen kann, die zu einem inkonsistenten Gleichungssystem fithren (ndmlich d; # 0 fur
ein ¢ > {) und weil man daraus durch Riickrechnen der Zeilentransformationen ein inkon-
sistentes System Az = b erhilt. Wenn man andererseits fragt, unter welchen Bedingungen
an A die Losung immer eindeutig ist, wenn sie existiert, so lautet die Antwort:

o Das System Az — b hat genau dann fiir jede Vorgabe der rechten Seile b € R™
hdchstens eine Lésung, wenn [ = n ist, wenn es also genau so viele unabhingige
Gleichungen wie Unbekannte gibt; das ist nur méglich, wenn m >n ist, wenn man
also mindestens so viele Gleichungen hat wie Unbekannte.

Dag ist klar, weil es genau im Fall I < n Nicht-Basisvariablen gibt, deren Werte im
Lasungs-n-tupel frei wihlbar sind. Die Losungsmenge zu Az = b ist {iir jede rechte Seite
b dann entweder leer oder eine unendliche (n—I)-parametrige Schar.

3) Besonders wichtig ist der Spezialfall m = n, d.h. genau so viele Gleichungen wie
Unbekannte. Dann lautet die Alternative so:

e Sind die Gleichungen linear unabhingig (I =n =m), so hat das System Az = b fir
jede rechte Seite b € R™ eine eindeutige Lisung.

e Sind die Gleichungen aber linear abhingig (I < n = m), so ist das System nicht
fiir jede rechte Seite b ldsbar und die Lisungen bilden, wenn welche existieren, eine
spezielle (n—1)-parametrige lineare Schar in R™.

4) FEin anderer wichtiger Spezialfall ist der homogene Fall, d.h. es liegt ein System
Az = 0 von m linearen Gleichungen fiir n Unbekannte vor, bei dem alle rechten Seiten Null
sind. Dann hat man stets mindestens die triviale Lisung = = (0,...,0}, also lautet die
Alternative aus 1) nun, wenn wieder [ die Zahl der unabhéngigen Gleichungen bezeichnet:

e Entweder: Fs ist [ = n, dh. es gibt ebenso viele unabhdngige Gleichungen wie
Unbekannte, und denn ist die triviele Losung die einzige Ldsung. Dieser Fall kann
nur eintreten, wenn.m = n ist, wenn man also nicht weniger homogene lineare
Gleichungen hat als Unbekannte.

o Oder: Fsistl < n, dh. es gibl weniger unabhdngige Gleichungen als Unbekannte,
und dann bilden die Losungen eine unendliche (n—l)-parametrige lineare Schar.
Dieser Fall liegt immer vor, wenn m < n ist, wenn man also insgesamt weniger
homogene lineare Gleichungen hat als Unbekannte.

5) Zwischen homogenen und inhomogenen linearen Gleichungssystemen mit derselben
Koeffizientenmatrix A besteht folgender Zusammenhang:

o Die allgemeine Ldsung des inhomogenen Systems erhilt man (wenn es dberhaupt
eine Ldsung hat), indem man zu einer speziellen Lisung die allgemeine Lisung des
homogenen Systems addiert.

Das bedeutet Folgendes: Ist z* = (z7,...,2?) irgendein Lésungs-n-tupel zu Az = b
{das ist mit einer “speziellen Losung” gemeint), so erhélt man alle Losungen dieses Glei-
chungssystems in der Form =z = z* +y = (2} -+ th,..., 2 + ¥n) (man nennt das die

komponentenweise gebildete Summe der Spaltenvektoren «* und y in R"™), wobei y ein
Lésungs-n-tupel des homogenen Gleichungssystems Ay = 0 ist. Der Beweis ist einfach:
Az =b &= Az = Ax" == a1+ ...+ Gnln = a2+ ... Fapar firi=1...m
= apl(z—2]) +.. o Fap(r, —2) =0firi=1...m < y:=(21—-2},...,2,—2))
lgst Ay=0 <= zy=a;+y;firj=1...nundeiny € R” mit Ay =0.
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6) Allgemein nennen wir eine nichtleere Menge L C R™ von n-tupeln eine k—-parametrige
lineare Schar oder Menge in R™, wenn es n affin lineare Funktionen £;(ry, ..., 7) gibt,
so dass die n-tupel (43 (ry, ..., 7%), .-, £u(r1, ..., 7)) alle Elemente der Menge L durchlau-
fen (und keine anderen), wenn die Parameter (ry, ..., 7} alle reclien k-tupel durchlaufen.
Dabei ist die Anzahl k& der Parameter durch die Menge L nicht eindeutig bestimmt, weil
man sich immer zusitzliche Parameter ryy ), 7412, ... denken kann, die in den linearen
Funktionen £; nur mit Nullkoeffizienten auftreten. Ist die Zahl & der Parameter mini-
mal, also dieselbe Menge L nicht auch als (k—1)-parametrige liceare Schar darstellbar,
so sprechen wir von einer k—dimensionalen linearen Schar. Die Dimension einer
linearen Menge ist also die minimale Zahl k& der Parameter, die erforderlich ist, um sie
als lineare Schar zu parametrisieren. Die Dimension k liegt z.B. vor, wenn wir eine spe-
zielle k-parametrige lineare Schar haben, bei der die Parameter Komponenten der
n-tupel in L sind, d.h. es ist £, (ry,...,7r) = 1, flir gewisse Zahlen §; < jo < ... < ji
in {1,...,n}. Diese Situation haben wir gerade mit &k := n — £ bei der Lésungsmenge
eines konsistenten linearen Gleichungssystems fiir n Unbekannte, wenn: die Anzahl [ der
unabhangigen Gleichungen kleiner als die der Unbekannten ist und man somit k = n—{
Nicht-Basisvariable als freie Parameter im Losungs-n-tupel wihlen kann. Mit affin linea-
ren Funktionen £;(s1,...) von weniger als & Parametern s; kann man némlich L nicht
beschreiben, weil sonst E}h(sl, =1y, h=1...k, ein fir alle Wahlen der rechten Sei-
ten 7y, 16shares System von & linearen Gleichungen fiir weniger als & Unbekannte wire, was
nach 2) unméglich ist. Wenn wir noch fiir & = 0 vereinbaren, unter einer O-dimensionalen
linearen Schar in R™ ein Teilmenge zu verstehen, die aus genau einem n~tupel besteht, so
kénnen wir also sagen:

o Die Ldsungsmenge L eines konsistenten linearen Gleichungssystems mit l unabhéngi-
gen Gleichungen fiir n Unbekannte ist eine (n—1)-dimensionale lineare Menge,

d.h. L lasst sich als (n—I)-parametrige lineare Menge in R™ beschreiben, aber nicht als
lineare Schar mit weniger als n—I Parametern. In der mathematischen Fachterminologie
nennt man eine g-dimensionale lineare Teilmenge I von R™ einen k~dimensionalen af-
finen Unterraum von R” und, wenn der Nullvektor 0 = (0,...,0) in L liegt, einfach
einen k-dimensionalen (Vektor-)Unterraum von R”. Geometrisch gesprochen han-
delt es sich dabei fiir £ = 0,1,2,3,... um einen Punkt, eine Gerade, eine Ebene, cinen
J-dimensionalen Raum, ... in R, worin im Fall eines Vektorunterraums der Ursprung
= (0,...,0) von R™ enthalten ist.

7) Der Satz tiber die Zeilen-Stufen-Form ermbglicht auch eine genaue Beschreibung der
Menge Z der konsistenten rechten Seiten zu einer gegebenen Koeffizienten —m x n—
Matrix A, d.h. der Menge der & € R™, fir die eine Losung = zu Az = b existiert.
Wenn man die Zeilenoperationen, die zu einer Zeilen-Stufen-Form fiihren, mit einem all-
gemeinen Spaitenvekior (by,..., b,,) von rechten Seiten durchfihrt, so ergeben sich die
Eintrige dyy 4, ..., dy,, der letzten Spalte der Zeilen-Stufen-Form als lineare Funktionen
von by, ..., by, in der Form dipp, = 300, cnibs, wobel die Koeffizienten ¢;,; durch die aus-
gefithrten Zeilen-Operationen bestimmt sind. Die b € B™ | fiir die Az = b losbar ist, sind
dann genau die Lésungen des linearen Gleichungssystems Cb = 0 mit der (m—I) x m—
Koeffizientenmatrix C' = (¢y;) . Da man die Zeilenoperationen wieder riickgéngig machen
kann, lasst sich das System Cb = d fiir jede rechte Seite d € R™ 6sen, also sind nach 2)
die Gleichungen dieses Systems unabhingig. Die Lésungsmenge ist daher eine unendliche
[-dimensionale lineare Schar von Spaltenvektoren b € R™ , bzw. besteht im Fall { = 0 (d.h.
A ist die Nullmatrix) nur aus der Nullspalte 0 € R™ . Eine konkrete Parametrisierung der
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konsistenten rechten Seiten b in der Gestalt &; = Zizl bidy fiir ¢ = 1...m mit Parametern
di,...,d; € R erhdlt man, wenn man mit rechten Spalten der Form (di,...,d;,0,.. 0
in der Zeilen-Stufen-Form die ausgefithrten Zeilenoperationen zuriickrechnet.

o Die konsistenten rechten Seiten fiir ein System Az = b von m linearen Gleichungen
bilden eine l-dimensionale lineare Schar Z in R™ | wobeil der Zeilenrang von A ist,
also die mazimale Zahl der unabhingigen Gleichungen. Eine lineare Parametrisie-
rung von Z mit I Parametern und ein System von m—[ unobhdingigen homogenen
linearen Gleichungen fir m Unbekannte, das Z als Ldsungsmenge hat, kann mit den
Zeilenoperationen, die zur Zeilen-Stufen-Form fihren, explizit berechnet werden.

8) Zusammen mit der Aussage aus 6), dass die Losungsmenge I zu Az = 0 eine lineare
Menge der Dimension n—I ist, ergibt sich ein fundamentaler Satz der Linearen Algebra:
Die Dimensionen von L und Z addieren sich stets zu (n—I)+{ = n. Dies ist der sogenannte

» Rangsatz: Fiir jede m x n-Matriz & addieren sich die Dimensionen des Ldsungs-
raumes L des homogenen Gleichungssystems Az = 0 und des Raumes £ der konsi-
stenten rechten Seiten fiir Az = b zur Spaltenzahl n von A.

Grob gesprochen kann man sagen, dass Az = 0 wrn'so weniger / mehr Losungen hat, je
mehr / weniger zulédssige rechte Seiten b existieren. - |

BEISPIELE (zur Zeilen-Stufen-Form und Lésung linearer Gleichungssysteme):
Zunéachst eine Vorbemerkung dartiber,

e was man zuerst tut,

wenn ein lineares Gleichungssystem vorgelegt ist: Man zéhlt zunéchst, wicviele Gleichun-
gen man hat und wieviele Unbekannte und dann schaut man auf die rechte Seite, um
festzustellen, ob das Gleichungssystem homogen ist oder nicht. Als Zweites solite man
iiberlegen, welche Informationen man aus der allgemeinen Theorie linearer Gleichungssy-
steme nun iiber das vorgelegte Gleichungssystem schon hat. Nur wenn man mindestens
so viele Unbekannte wie Gleichungen hat, ist Losbarkeit fiir jede rechte Seite zu erhoffen.
Nur wenn man hachstens so viele Unbekannte wie Gleichungen hat, kann man die Eindeu-
tigkeit der Losung erhoffen. “Erhoffen” muss hier gesagt werden, weil es nicht sicher ist.
Das Problem ist, dass die Gleichungen linear abhangig sein kénnten. Das wird bei einem
Problem aus den Anwendungen zwar kaum vorkommen, weil es im Konsistenzfall bedeu-
tet, dass man eigentlich iiberfiiissige Gleichungen aufgeschrieben hat, die aus den anderen
folgen, und im Inkonsistenzfall, dass man Gleichungen aufgeschrieben hat, die anderen
widersprechen, es ist aber {zumindest bei einem System mit mehr als zwei Gleichungen)
nicht unmittelbar durch Inspektion der Koeffizientenmatrix zu erkennen. Daher muss man
als Drittes die Zeilen-Stufen-Form herstetlen, mit der sich die Frage der Abhéngigkeit und
der Konsistenz des Gleichungssystems entscheiden und die Losung (bzw. die lineare Schar
der Losungen) auch berechnen l&sst.

1) 2z - z=
—z 42y = -2
-3z -y +2z= 2

[an]

ist ein System von 3 linearen Gleichngen fiir 3 Unbekannte z,y,z (also m = n = 3J.
Wir erwarten also, dass es genau eine Ldsung gibt — es sei denn, die drei Gleichungen
sind abhingig. (Das sieht zwar nicht so aus, muss aber noch nachgepriift werden.) Wir
stellen das Tableau der erweiterten Koeflizientenmatrix auf, wobei wir gleich die erste
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mit der zweiten Zeile vertauschen, und machen naheliegende Zeilentransformationen zur
Herstellung der Zeilen-Stufen-Form:

-1 2 0}-2 — -1

1
31 o2 272120 |
=k ®-®-30
Die anféngliche Vertauschung der beiden ersten Zeilen, also die Wahl der zweiten als
Pivot-Zeile, haben wir vorgenommen, weil so das Auftreten von Briichen bei den ersten
beiden Zeilenoperationen vermieden wird. {Es ist immer giinstig, als Pivot-Element 1 oder
—1 zu haben.) Das letzte System ist in Zeilen-Stufen-Form, wobei die Koeflizientenmatrix
obere Dreiecksgestalt mit Diagonaleintrigen 5 0 hat. Also sind die drei gegebenen linearen
Gleichungen tatsédchlich unabhéngig, und wir haben eine eindeutige Losung, die wir aus
dem letzten Tableau von unten nach oben ablesen kénnen:

2 012 o
4 —1{—4 = 0 4 -
72 8 0 0

bk = o

—32
-4
1

z=4, yz*}l(%ﬂ):(}, =242y =2.

Um die Nullen in der urspriinglichen Koeffizientenmatrix besser auszunutzen, hitten wir
auch zu Beginn die erste mit der dritten Spalte vertauschen und wie folgt rechnen kénnen,
wobei wir die Vertauschung der Variablen in der Kopfzeile festhalten:

z oy = z Yy T oy x
—1T 0 30 — 1 0 2| 0 — T 0 3 0
0 2 —1l-2 0 2 -1|-2 0 9 -1|-2
2 9.
o 1.3 o @7@+20 11, @220+ o T,

Hieraus lesen wir erneut von unten nach oben die eindeutige Losung z =2, y =0, 2 =4
ab, weil uns die Kopfzeile daran erinnert, dass die letzte Spalte nun zur Unbekannten z
gehort und die erste zu 2. (Ohne die Kopfzeile festzuhalten, hatte es hier leicht passieren
kénnen, dass man die falsche Lésung 2 = 2, y = 0, z = 4 angibt!)

2) 2 —z= 0
—r + ¥y = —2
—3x —y +2z2= 2
Gegeniiber 1) ist hier nur der Koeffizient ag, also der Koeffizient von y in der zweiten
Gleichung, von 2 auf 1 abgeindert. Wenn wir genau dieselben Zeilenoperationen wie in
1) durchfithren, wobei wir nur zu verfolgen brauchen, wie diese Anderung sich auswirkt,
so verlduft die Rechnung nun so:

2 0= Q—-@+2-Q I e -@i2@ i
-3 -1 2| 2 @-@-30 0-4 2| 8 0 0 0f ¢

Die Zeilen-Stufen-Forin enhdlt nun eine Nullzeile, d.h. von den urspriinglichen drei linea-
ren Gleichungen sind nur zwei unabhingig. (Tatsichlich sieht man jetzt — nachdem die
Abhéngigkeit festgestellt ist —, dass z.B. die erste Gleichung das (—3)-fache der Summe
von zweiter und dritter Gleichung ist.) Da auch die rechte Seite der letzten Zeile Null ist,
liegt der Konsistenzfall vor, wir kénnen die Nicht-Basisvariable z als beliebigen Parame-
ter t € R wihlen und erhalten dann y = 2(t —4) = 2t —2uwd 2 = y + 2 = 5t aus
der zweiten und ersten Gleichung des letzten Tableaus. Die allgemeine Losung ist also
die 1-dimensionale lineare Schar (z,y,2) = (3¢,3t—2,t) (¢ € R), die geometrisch eine
Gerade im 3-dimensionalen Zahlenraum R® beschreibt.



130 Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Wenn wir wie in 1) zuerst die Variablen z und z vertauschen, so liefert die Rechrung

z oy T z oy =z 2y =z

=T 0 210 =T 0 2] 0 “T 0 2[0
0112 g 3leq@ 0 1712 ®-o+@ O 1-12
2-1-3 2 0-1 1] 2 0 0 o 0

nun die allgemeine Losung & = 7, y = r — 2, z = 2¢ = 2r und damit eine andere
1-Parameter-Darstellung derselben Ldsungsmenge (z,y,z) = (r,r—2,2r) (r € R).

Es gibt immer unendlich viele verschiedene solche linearen Parameterdarstellungen dersel-
ben unendlichen Lésungsmenge; die Anzahl der auftretenden Parameter ist aber dieselbe
— kleinstmégliche —, wenn man die Parameterdarstellungen wie hier aus einer Zeilen-
Stufen-Form mit Wahl der Nicht-Basisvariablen als Parameter ausrechnet., Man kann als
Parameter auch die Variable y = s wahlen und die allgemeine Lésung damit in der Form
(z,4,2) = (s + 2,825 +4) (s € R) darstellen. Nach Spaltenvertauschungen ergibt sich
nicht immer, wie hier, die Zeilen-Stufen-Form mit genau denselben Stufenléngen. Die An-
zahl I der Stufen ist aber stets dieselbe, weil diese ja nur von der Losungsmenge abhingt.
(n—1) ist ja die Dimension der Losungsmenge im konsistenten Fall, also die erforderliche
Mindestzahl von Parametern in einer linearen Parameterdarstellung der Losungsmenge.

3) Wir bleiben bei dem Gleichungssystem 2), &ndern aber die rechte Seite ab:

2z —z= 0
- + ¥ =-1
-3z -y +22= 2

Wenn wir genau dieselben Zeilenoperationen wie in 1) durchfithren, wobei wir wieder nur
zu verfolgen brauchen, wie diese Anderung sich auswirkt, so ergibt sich nun:

-1 1 0f-1 —_— -1 1 Q-1 -1

— -1 1 0
2 0-10 g g 0 0 2742 go@gize 0 2712
31 2 2§ @G-34 04 2 8 00 0] 4

Die letzte Gleichung hat lauter Nullkoeffizienten, aber rechte Seite # 0, also liegt der
Inkonsistenzfall vor, das Gleichungssystem hat keine Losung. Dasselbe Ergebnis hitten
wir auch fir jede andere rechte Seite als —2 in der zweiten Gleichung (entspricht der
ersten Zeile des Tableaus) erhalten, wenn wir die rechten Seiten in den anderen Gleichun-
gen beibehalten. Fiihren wir die Rechnung mit allgemeinen rechten Seiten by, by, b3 in den
urspriinglichen Gleichungen durch, so verlduft sie so:

-1 1 0fh -1 1 Qlb
Lot 0 2 —1|b+2b = 0 2 —1|b;+2bs
0 —4 21bg—3by 0 0 0i2b+b; + g

Der Konsistenzfall liegt also genau dann vor, wenn 2b; + by + b3 = 0 ist, und diese Glei-
chung beschreibt die konsistenten rechten Seiten fir das betrachtete Gleichungssystem.
Wenn wir andererseits im letzten Tableau als rechte Seite (r, s, 0) einsetzen und die Zei-
lentransformationen zuriickrechnen, so bekommen wir:

-1 1 0Olr -1 1 0} r -1 1 0| r
0 2—-1is = 0 2 -1 s L= 2 0 -1 -2r+s
0 0 0|0 0—4 2

—2s -3 =1 2| 3r-2s
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In dieser Weise haben wir aus der Zeilen-Stufen-Form sowohl eine Beschreibung durch

eine lineare Gleichung
Z = {(by, by, bs) € R®: 2by + by + by = 0}

als auch eine lineare 2-parametrige Darstellung
Z = {(s=2r, 7, 3r—2s) : 1,5 € R}

fiir die Menge Z der konsistenten rechten Seiten des Gleichungssystems hergeleitet, also
fiar

bi 2% - & = bl
Z = by | © —xz + oy =b; hat eine Ldsung
bs =3 — Yy +2z = by '

Die Menge Z ist hier eine Ebene im Raum R? aller mdglichen rechten Seiten (&, by, b4) .
Wenn wir also eine rechte Seite zufallig wahlen oder eine konsistente rechte Seite wie
(0, -2,2) in zufilliger Weise storen, so ist die Wahrscheinlichkeit daftr, dass wir ein
lgsbares Gleichungssystem erhalten, gleich Null. Das ist immer so, wenn ein lineares Glei-
chungssystem nicht fiir jede rechte Seite geltst werden kann,

4) dw =2y + z=2
T -2z =3

Hier haben wir ein System von 2 linearen Gleichungen fiir 3 Unbekannte z,y,z (also
m = 2,n = 3). Da es weniger Gleichungen als Unbekannte sind, wissen wir von vor-
neherein, dass es keine eindeutige Lisung haben kann, sondern entweder gar keine oder
eine unendliche Schar von Losungen. Der Inkonsistenzfall kann nur vorliegen, wenn die
Gleichungen abhéngig sind. Bei nur zwei Gleichungen wie hier kann man das “mit blofem
Auge” erkennen: Abhingigkeit liegt genau dann vor, wenn man die Koeffizienten der einen
Gleichung durch Multiplikation der Koeffizienten der anderen Gleichung mit demselben
Faktor erhalt —, was hier offenbar nicht geht. Also gibt es fiir jede rechte Seite eine 1-
dimensionale lineare Schar von Lésungen. Die Zeilen-Stufen-Form bestatigt das:

1] 2 — 1 0-2[3 = 10
0 -2|3 OR0) 3-9 1|2 @—-2-3-0 0 —2

(Der erste Schritt vermeidet Briiche.) Die Nicht-Basisvariable ist hier z, und wenn wir
diese als beliebigen Parameter z = ¢ wihlen, so ergibt sich y = (72 +7) = Z(t + 1) aus
der unteren Gleichung und = = 2z +3 = 2t + 3 aus der oberen. Die Lisungsmenge ist also

L = {{z,y,2) e R® : 2 =2t+3, y:%(erl), z=1 furein te R} .

Dies ist eine Gerade im 3-dimensionalen Raum R®. Geometrisch kann man das so verste-
hen: Jede der beiden linearen Gleichungen beschreibt eine Ebene in R®, und die Lésungs-
menge des Gleichungssystems ist der Durchschnitt der beiden Ebenen. Die Unabhingig-
keit der Gleichungen bedeutet, dass die beiden Ebenen nicht zusammenfallen oder parallel
sind; daher ist der Durchschnitt eine Gerade. Wiren die beiden Gleichungen aber linear
abhéingig, so hitten wir (wenn die Koeffizientenmatrix keine Nullzeile enthilt) entweder
zwei verschiedene parallele Ebenen und damit einen leeren Durchschnitt (Inkonsistenz-
fall, keine Losung), oder zwei gleiche Ebenen und damit auch eine Ebene als Durchschnitt
(Konsistenzfall, 2-dimensionale lineare Lsungsmenge).

-2 3
=7

Die obige Rechnung war nicht die einfachste, die zur Lésung des gegebenen Gleichungssy-
stems fihrt. Da die zweite Gleichung einen Nullkoefizienten hat, fithrt hier ndmlich eine
Spaltenvertauschung direkt zu einer Zeilen-Stufen-Form:
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Ty oz y r oz
3 -2 1|2 — -2 3 1|2
1 O "”2_?’, 0o 1 —2_@_

Auch hier ist z die Nicht-Basisvariable, und wir erhalten dieselbe Parameterdarstellung
der Losung wie zuvor. Aber wir kénnen auch eine andere Variable zur Nicht-Basisvariablen
und damit zum Parameter einer Parameterdarstellung machen:

r oy oz z Yy =z z Yy z

3-2 12 e i-2 3[2 = 1-2 3[2
1023 —2 0 1|3 @-@+20 04 7|7
Hier ist jetzt a Nicht~Basisva1iable und wir erhalten fiir L die Parameterdarstellung = = r,
y=2(r—1), z= %7’ — = Auch y konnen wir zur Nicht-Basisvariablen machen, was che
Parameterdarstellung :t: = s +1l,y=3s 2= -.F-,.s — 1 Hir L ergibt. Nasiirlich kann man

die Parameterdarsteﬂungen auch d1re1~:t memander umrechnen, indem man v 1= 2t 4 3
oder s := %(tw}) setzt. Grundsétzlich lassen sich bei zwei unabhéngigen Gleichungen alle
Unbekannten zur Nicht-Basisvariablen machen, fiir die nach Streichung der zugehérigen
Koeffizientenspalte inmer noch ein Systein von zwei unabhéngigen linearen Gleichungen
fiir eine Unbekannte weniger verbleibt.

5) QT+ ... F e, =b

ist eine lineare Gleichung (m = 1) fir n Unbekannte. Dieses System hat schon Zeilen-
Stufen-Form, und zwar mit einer Stufe, wenn ein Koefflzient a; # 0 ist (und mit Nuli
Stufen sonst). Man kann mit Variablenvertauschung dann diesen Koeffizienten an die
vorderste Position bringen, was die anderen Unbekannten zu Nicht-Basisvariablen macht.
Wéhlt man diese als beliebige reelle ?arameter etwa T =1, ..., T 1 =15, Tia =1,
&y = t,_1, S0 ergibt sich z; = (b — gty — —a;_ 1tj 1 Gipity = — a,t,. 1)
und damit eine (n—1)-parametrige ]Sarstelhmg der Losungsmenge. Je nach Wakl des
Koeffizienten a; # 0 bekommt man so unterschiedliche Parameterdarstellungen der (n—1)-
dimensionalen Losungsmenge (und auf den ersten Blick ist nicht zu erkennen, dass solche
verschiedenen Parameterdarstellungen tatséchlich dieselbe Menge beschreiben). Sind alle
Koeffizienten Null und auch die rechie Seite, so ist die Losungsmenge natiirlich der ganze
Raum R™, d.h. man kann alle n Unbekannten als beliebige reelle Parameter wéhlen und
erhélt stets eine Lisung. Sindalle Koeflizienten Null, aber b £ 0, so liegt Inkonsistenz vor.

6) Wir betrachten ein allgemeines Systemn von 2 linearen Gleichungen fiir 2 Unbekannte:

ar + by = by
cx + dy = by
Die méglichen Zeilen-Stufen-Formen sind
0 (51
09

0q k(% I * 0 0%

0 cofx 0 0Of= % 0 0f=
mit ¢; # 0, cg £ 0 und irgendwelchen Eintragen “«”. Die erste oder zweite Form ergibt
sich, wenn a # (} ist, dann ¢y = e und ¢ = %(ad - be), oder wenn ¢ # 0 ist, dahn ¢ = ¢
und c; = —«%(ad — be); je nachdem ob ad — be # 0 ist oder nicht, hat man die erste oder

zweite Form. Im Fall ¢ = 0 == c und b # 0 oder d # O ergibt sich die dritte Form, bei
6= b= c=d=0 die vierte.

Hier wird erneut die Bedeutung der Determinante ad —be der Koeffizientenmatrix deut-
lich, die wir schon frither diskutiert haben: Genau wenn die Determinante von Null ver-
schieden ist, ist das Problem fiir jede rechte Seite wohigestellt, also eindeutig losbar.
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Andernfalls existiert entweder keine Losung, namlich wenn die Koeflizienten in einer Zei-
le der Zeilen-Stufen-Form Null sind, der zugehorige letzte Eintrag » aber nicht, oder es
existiert eine unendliche Lésungsmenge, die sich als 1-dimensionale lineare Menge para-
metrisieren lisst im Fall der Zeilen-Stufen-Formen zwei oder drei, oder die alle (z,y) € R?
enthalt im Fall der letzten Form mit Nulleintrdgen auch in der letzten Spalte.

7) Als Beispiel fir das Auftreten linearer Gleichungssysteme in tkonomischem Problem-
stellungen betrachten wir folgenden gerichteten und bewerteten Graphen, der eine (z.B.
chemische) Produktion mit Verflechtung beschreibt:

Qe

A
Nz

Wir haben schon erklart, welche Information in einem solchen “Gozintographen” codiert
ist: Bin Pfeil (i) = @ bedeutet, dass fir die Produktion einer Mengeneinheit {ME)
des Produkts (J) genau » Mengeneinheiten des Vorprodukts @ benotigt werden. Vom
Endprodukt (6) sind 100 ME an den Markt zu liefern.

©

Gesucht sind hier natirlich die Qutputs z; , ..., 24 (in ME) der Produkte@ e ,@, die
hergestellt werden miissen, damit die Lieferung erfolgen kann. Wenn wir annehmen, dass
ohne Uberschuss produziert, von jedem Produkt also nur die benstigte Menge hergestellt
werden soll, so kénnen wir ein lineares Gleichungssystem fiir die Produktion wie
folgt aufstellen: Fir jeden Knoten @ bestimmt man alle von dort ausgehenden Pfeile
@ it @ mit ihren Bewertungen ry; . Fir die Produktion von z; Einheiten des Produkts
Nummer @ werden ri;2; Einheiten des Vorprodukts @ benétigt. Die Summe dieser
Werte iiber alle von @ ausgehenden Pfeile ist also die von (i) insgesamt bendtigte
Menge, und diese Summe setzt man = x; , weil ja von dem Produkt 6 nicht mehr als nétig
hergestellt werden soll. Fiir den obigen Graphen gibt das folgendes Gleichungssystem:

21'4 + 5586 + 21‘3 + Lo = Xy
73?6 +3.T5 = I'9

Ty + 2xg +305 = 23

005331 +3$5 =z Ly

005.’21 +45U5 = X5

100 = zg

Die letzte Gleichung beschreibt, dass 100 ME des Endprodukts an den Markt zu lie-
fern sind. Andere Unbekannte als x4 treten in dieser letzten Gleichung nicht auf, weil
hier im Produktionsablauf kein Anteil des Endprodukts fiir die Produktion eines Vor-
produkts bendtigt wird (was im Prinzip, bei biotechnologischen oder chemischen Produk-
tionsabléufen, durchaus auch vorkommen kann). Wenn wir das System nach Unbekannten
sortieren, so ergibt sich folgendes Tableau:
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1-1-2-2 050
0 1 0 0-3-70
0 0 1-1-3-2{0
-0.05 0 0 1 0-30
-~0.05 0 0 0 1-40
0 0 0 0 0 1J100

Die Eintrdge “1” auf der Diagonalen hat man offenbar immer, wenn der Verflechtungs-
graph keine Schleifen hat (keine Pfeile von @ nach @ ). AuBerdem hat das entstehende
Gleichungssystem immer gleich viele Gleichungen wie Unbekanute, eben fiir jedes be-
teiligte Vor-, Zwischen- oder Endprodukt eine Gleichung. Man kann also hoffen, dass
es eine eindeutige Losung gibt. Im vorliegenden Fall hat die Koeffizientenmatrix schon
nahezu Dreiecksgestalt. Die Herstellung der Zeilen-Stufen-Form ist daher mif wenigen
Zeilenoperationen moglich: Man addiert die zweite und das Doppelte der dritten Zeile
zur ersten, subtrahiert die fiinfte von der vierten, addiert dann das Vierfache der vierten
gur ersten Zeile und schliefilich das 0.05-fache der ersten zur fiinften. Resultat ist das
Dreiecks-Tableau

1 0 0 0 —13 12/ 0
0 1 0 0 -3 -70
0 0 1 -1 -3 —20
0 0 0 1 -1 10
0 0 0 0 035-46/0
0 0 0 0 0 1]100

mit der eindeutigen Losung zs = 100, z5 = (4.6/.35)ze ~ 1314.29, z4 — r5—12¢ = 1214.29,
Ty = $4+3$5 "{ﬁ2$5 ~ 535714, Lo = 31‘5%7.‘35 a2 4642.87 und T1 — 13$5+12$5 ~ 18285.71
(jeweils Mengeneinheiten).

Wir schlieBen noch einige Beobachtungen an: Dass die Koeflizientenmatrix in diesem
Beispiel schon nahezu Dreiecksgestalt hat, liegt natiirlich daran, dass hier nur wenige
Zwischenprodukte in die Herstellung der eigenen Vorprodukste eingehen. Bei einfachen
Produktionsabldufen kommt so etwas tiberhaupt nicht vor, und dann hat man schon
direkt Dreiecksgestalt der Koeffizientenmatrix. Es gibt aber in der Realitét noch sehr viel
kompliziertere Produktionsverflechtungen als die hier behandelte. Auch konnen durchaus
Schleifen vorkommen, d.h. ein Teil eines End- oder Zwischenprodukts wird zur Herstellung
des Produkts selbst benétigt. (Fiir den Produktionsbeginn muss man sich diesen Teil dann
natiirlich zunéchst “leihen” und kann ihn am Ende wieder zurtickgeben.)

Obwohl sich stets ein lineares Gleichungssystem mit ebenso vielen Unbekannten wie Glei-
chungen ergibt, ist dessen eindeutige Losbarkeit fir beliebig ausgedachte Produktions-
pline keineswegs garantiert. Aus der allgemeinen Theorie wissen wir, dass eindeutige
Losbarkeit genau dann vorliegt, wenn das homogene System nur die triviale Losung hat.
Andernfalls gédbe es einen Produktionsablauf, bei dem alle produzierten Mengen fiir die
Produktion selbst wieder verbraucht werden. Eine solche Situation liegt z.B. vor, wenn

man zwei Produkte hat und den Produktionsplan @ ER @ Sowie@ 4 @ , d.h. fiir die
Produktion einer ME des einen wird jeweils eine ME des anderen Produkts benstigt. Der-
artiges ist natiirlich tkonomisch unsinnig, und das entsprechende inhomogene Gleichungs-
system ist niemals 16sbar, d.h. Produktion unter Abgabe einer nichtleeren Produktmenge
an den Markt ist nicht moglich.
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Bedenken muss man auch, dass nur Lésungen mit positiven Werten der QOuipuls x; dko-
nomisch sinnvoll sind. Selbst wenn eine eindeutige Losung existiert, so braucht diese
Positivitdtsbedingung nicht erfillt zu sein. Eine solche Situation liegt z.B. vor, wenn fiir
die Produktion einer ME des Vorprodukts @ von einem spéteren Produkt @ mehr Ein-
heiten gebraucht werden, als mit einer ME von @ iiberhaupt produziert werden kann,
also z.B. bei einer Schleife mit Bewertung > 1 oder bei einem Produktionsplan @ EN @
sowie @ N @ Das entsprechende Gleichungssystem z; — 2o = by, 25 — 221 = by
hat dann zwar flr alle rechten Seiten b, b, eine eindeutige Lisung, aber fixr & > 0
und by > 0 niemals eine Lisung mit positiver Komponente z; oder 23 (denn es folgt ja
Ty = Tp by > 20 = 23y 4 by > 21). Okonomisch ist ein derartiger Produktionsplan
natiirlich von vorneherein unsinnig, aber bei einem komplizierten Produktionsverflech-
tungsgraphen ist nicht ohne weiteres zu erkennen, ob die beschriebene Produktionssitua-
tion sinnvoll ist und tatsichlich zur Produktion von Mengen fiihrt, die an den Markt
abgegeben werden konnen und nicht intern im Produktionsablauf verbraucht werden.

Es ist nicht nur fiir die hier betrachtete, sondern auch fiir diverse andere ékonomische
Problemstellungen eine wichtige und mathematisch gesehen auch interessante Frage, wie
eine quadratische Koeffizientenmatrix beschaffen sein muss, damit das zugehdrige System
von n linearen Gleichungen fiir n Unbekannte bei jeder Wahl von nichtnegativen rechten
Seiten (Mengen, die an den Markt gehen sollen), die nicht alle Null sind, eine eindeu-
tige Losung mit lauter positiven Komponenten hat. Man nennt derartige quadratische
Koeflizientenmatrizen invers positive Matrizen. Matrizen mit positive Eintrigen auf der
Diagonalen und nichtpositiven Eintrigen von geniigend kleinem Betrag sonst haben z.B.
diese Figenschaft. Die weitere Diskussion wiirde hier aber zu weit fithren (s. 3.4). Fir
tkonomische Anwendungen wie oben kann man einfach das Gleichungssystem aufstellen,
durch Herstellung der Zeilenstufen-Form feststellen, ob es eine eindeutige Losung gibt,
und durch Berechnung der Losung dann iiberpriifen, ob diese Losung auch positive Kom-
ponenten hat. Wenn ja, so hat man eine eindeutige 8konomisch sinnvolle Lésung; wenn
nicht, so weif man, dass die gestellie Aufgabe keine skonomisch sinnvolle Lasung hat.

8) Noch ein 8konomisches Beispiel, die Innerbetriebliche Leistungsverrechnung:
Hier geht es darum, innerbetriebliche Vorleistungen an Teilbetriebe angemessen mit fik-
tiven Preisen zu bewerten, damit die Selbstkosten und die Rentabilitit der Teilbetriebe
ermittelt werden kénnen. Man unterscheidet primdre Kosten, die den Betriebsteilen / Ko-
stenstellen direkt entstehen (Lishne, Materialkosten, Abschreibungen,...), und sekundire
Kosten, das sind die fiktiven Kosten von unentgeltlich gewshrten innerbetrieblichen Lei-
stungen (Vorprodukte, Energie, Wartungs- und Reparaturarbeiten, ...). Zur Erfassung
der tatséchlichen Kosten eines Teilbetriebs sind dessen priméren Kosten die mit angemes-
senen Verrechnungspreisen bewerteten Leistungen hinzuzurechnen, die ihm von anderen
Betriebsteilen gewihrt werden; die so ermittelten Kosten sind als Verrechungskosten zu bi-
lanzieren. Ebenso miissen natiirlich die von dem Teilbetrieb an andere Betriebsteile bzw.
an den Gesamtbetrieb abgegebenen Leistungen mit angemessenen Verrechnungspreisen
bewertet werden, wenn die Rentabilitét des Teilbetriebs beurteilt werden soll.

Das Problem ist, dass die angemessenen Verrechnungspreise fiir die Leistungen eines Teil-
betriebs nicht nur von dessen primédren Kosten abhéngen, sondern auch von dessen se-
kundiren Kosten, also von den Verrechnungspreisen fiir die von anderen Betriebsteilen
empfangenen Leistungen. Man kann daher die “richtigen” Verrechnungspreise nicht sepa-
rat fiir jede einzelne Kostenstelle im Betrieb bestimmen, sondern nur simultan fiir alle
Betriebsteile gemeinsam. Dies wird auf ein lineares Gleichungssystem fiihren.
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Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass es n Teilbetriebe @ v @ gibt, die an
den Betrieb jeweils Leistungen einer einzigen Art abgeben und mit Verrechnungsprei-
sen P1, ..., P, (Geldeinheiten pro Leistungseinheit) bewertet werden soilen. Die interne
Leistungsbilanz kann dann z.B. durch einen bewerteten gerichteten Graphen wie in 7)
dargestelit werden, wobe ein Pfeil @ X @ bedeutet, dass a;; Leistungseinheiten von
@' an @ abgegeben werden. Eine andere Maglichkeit ist die Darstellung durch eine Ver-
flechtungsmatriz (a;;), wobei ein Nulleintrag a;; bedeutet, dass von @ keine Leistung
an abgegeben wird, und ein Diagonaleintrag a; ¢ 0 die von @ selbst verbrauchte
Eigenleistung angibt (das entspricht einer Schleife im Verflechtungsgraphen). Wir haben
das schon frither diskutiert. Weitere relevante Daten sind hier noch die bei der Stelle @
anfallenden priméren Kosten k; (Geldeinheiten) und die von @ an den Betrieb insge-
samt gelieferte Leistung !; (Leistungseinheiten). Der Geldwert dieser erbrachten Leistung
ist dann mit {;p; anzusetzen, der Wert der von @ an @ abgegebenen Leistung mit «;;p;,
die gesamten Kosten des Teilbetriebs@ also mit k;+anpi +eope+. . .+ 0P, . Wenn man
davon ausgeht, dass Teilbetriebe nicht Gewinne auf Kosten anderer Teilbetriebe machen
sollen, so wird man postulieren, dass fiir jeden Teilbetrieb @ gilt:

Wert der von @ an den } _ {Summe der bei @ anfallenden

Betrieb erbrachten Leistung priméren und sekundiren Kosten,

d.h. in Formeln
Lp: = ki + oy + appe + oo+ aip, filr i=1...n.

Dies ist das angekiindigte Gleichungssystem. Nach Sortieren der Variablen erhalten wir

das folgende lineare Gleichungssystem fiir die Verrechnungspreise p;, ..., p,:
{li—an)m = QP ... = Q1aPn = ki
—anpy +H(ls—ax)p: — ... — QpnPp = Ky
—On1P1 = QpoPo — ... +(lﬂ_ann)pn - k'n,

{Zur Erinnerung: a;; ist die von Betriebsteil @ an @ abgegebene Leistung, k; sind die
priméren Kosten bej @ , 1; ist die von @ an den Gesamtbetrieb abgegebene Leistung.)

Die Koeffizienten-n x n—Matrix dieses Gleichungssystems hat positive Diagonaleintrige
{(l; > a;;, sonst wirde der Teilbetrieb @ ja mehr Leistung verbrauchen als er erbringt)
und hat ansonsten nichtpositive Fintrége. Diese Struktur ist typisch fiir invers positive
Matrizen, wie wir in 7) schon erwihnt haben, d.h. man kann erwarten, dass bei positiven
rechten Seiten k; > 0 wie hier genau eine Losung (p:, ..., p,) existiert, die zudem lauter
positive Komponenten p; > 0 hat, also 6konomisch sinnvoll ist. (Es gibt aber auch interne
Leistungsbilanzen, die auf ein Gleichungssystem fiir die Verrechnungspreise fihren, das
keine eindeutige Lsung mit positiven Komponenten besitzt. Das ist dann ein Hinweis
darauf, dass bel einem solchen Ablauf etwas Skonomisch Unsinniges passiert, z.B. dass
ein Teilbetrieb bei jeder Wahl der Verrechnungspreise mehr Kosten verursacht, als seine
abgegebene Leistung wert ist.) Hat man die Verrechnungspreise durch Lésung des Glei-
chungssystems bestimmt und sind sie konomisch sinnvoll (positiv, eindeutig bestimmt),
so kann man anschlieflend auch noch die Kosten der Betriebsteile, die keine Leistungen
an den Belrieb abgeben, sondern nur Leistungen von Betriebsteilen empfangen, als deren
primére plus sekundére Kosten berechnen. :
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Fin konkretes Beispiel (nach Tietze, §9.2): In einem Unternehmen gibt es vier Hilfs-
kostenstellen yee ,@, die an sich gegenseitig und an drei Hauptkostenstellen ,
, Leistungen erbringen. Die Hauptkostenstellen liefern ihre Leistungen an den Markt
und nicht an irgendwelche Betriebsteile. Die Leistungsbilanz sieht wie folgt aus:

L] @ | @ | @ |« Licferant Primirkosten | Gesamtleisung
()| 10| 40| 100| 80 @ 2020 400
@ 30| 10] 80| 20 @) 3700 600
@ 40| 50| ol 20 (3 1960 580
@ || 50100 40| 30 @ 7700 800
80 | 100 | 180 | 250 15200 —
90 | 150 | 150 | 200 21000 —
100 | 150 | 30 | 200 45000 e

i Empféanger

Diese Tabellen geben die relevanten Daten zur Leistungsbilanz an; die Fintrage in der
letzten Spalte der zweiten Tabelle sind die Spaltensumimen der Eintrége in der ersten
Tabelle. Das lineare Gleichungssystem fiir die unbekannten Verrechnungspreise, welche die
vorn @ o ,@ abgegebenen Leistungen bewerten sollen, hat hier das folgende Tableau:

390 —40 -100 -80| 2020
—-30 590 —80 —-20]| 3700
—40 =50 580 20| 1960
-~50 —100 40 770 | 7700

Zur Herstellung der Zeilen-Stufen-Form dividiere alle Zeilen durch 10, vertausche die erste
mit der vierten und die zweite mit der dritten Zeile, addiere dann geeignete Vielfache der
(neuen) ersten Zeile zur zweiten, dritten und vierten Zeile, um Nullen in den Positionen
2, 3und 4 der ersten Spalte zu erzeugen, sodann addiere Vielfache der zweiten zur dritten
und vierten Zeile, um auch in der zweiten Spalte Nullen in den Positionen 3 und 4 zu
erzeugen, schlieflich erzeuge noch eine Null in Position 4 der dritten Spalte und addiere
die vorherige vierte Zeile zur dritten, um diese noch zu vereinfachen. Das Resultat ist —
wenn wir korrekt gerechnet haben — folgendes Tableau in Dreiecksgestalt:

~5 —10 —4 77 770
0 3 61.2 —63.6 —420
0 0 300 184 3736
0 0 0 483.59 ... | 3765.43...

mit der von unten nach oben eindeutig zu berechnenden Lésung p. & 11.92, ps =2 5.14,
Py A 787, py & 975 (jeweils Geldeinheiten pro Leistungseinheit). Damit sind die Ver-
rechnungspreise bestimmt, und das Ergebnis ist auch konomisch sinnvoll, da alle p;
positiv sind. Mit diesen Verrechnungspreisen sind nun die Kosten aller Betriebsteile bere-
chenbar. Fur die Hilfskostenstelle é zum Beispiel sind die Kosten 2020 (Primérkosten)
+10p1 +40p2+100p3 +80p, (sekundére Kosten) & 3899.90 Geldeinheiten; fiir die Hauptko-
stenstelle [3] sind es 45000 (Primarkosten) +100p; +150ps+30pa+200p4 (Sekundérkosten)
~ 49693.70 Geldeinheiten insgesamt. L



Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

(K. Steffen, Heinrich-Heine-Universitét Diisseldorf, WS 2006/07)

Die obigen Beispiele fiir das Auftreten linearer Gleichungssysteme bei 6konomischen Fra-
gestellungen waren noch sehr einfach gehalten. In der Praxis kann man es mit sehr viel
mehr Unbekannten und sehr viel mehr linearen Gleichungen zu tun haben. Was die Theorie
angeht, ist das kein prinzipieller Unterschied: Die Zeilen—Stufen-Matrix ist dann eben auch
sehr groB. Fiir die konkrete Berechnung der Lésungen ist aber die Herstellung der Zeilen—
Stufen-Form, also die Ausfithrung des Eliminationsverfahrens, ab einer gewissen Grife
von Hand kaum noch durchzufiihren. Natiirlich gibt es fiir solche Falle Rechenprogramme
zum Léssen linearer Gleichungssysteme. Bei sehr grofen linearen Gleichungssystemen (mit
mehr als 100 Unbekannten und Gleichungen etwa) ist aber auch fiir Computer die exakte
Ausfithrung des Eliminationsverfahrens zu aufwendig. Man benutzt dann numerische Ver-
fahren, welche die Losung niherungsweise mit akzeptabler Genauigkeit berechnen. Solche
Verfahren kénnen allerdings nur befriedigend funktionieren, wenm ein wohlgestellies Pro-
blem vorliegt, also eine eindeutige Lésung existiert. (Wenn es keine Losung gibt, kann
auch ein numerisches Verfahren keine berechnen; gibt es aber viele Lésungen, so wird das
Verfahren das Problem haben, welche davon es berechnen soll.}

Wir wollen nun noch eine “Verbesserung” der Zeilen—Stufen—Form besprechen, die niitz-
lich ist wenn man Gleichungssysteme mit derselben Koeffizientenmatriz fiir mehrere rechie
Spaltenvektoren zu losen hat. Man denke z.B. an einen Produkticnsplan wie im vorange-
gangenen Beispiel 7), der fiir unterschiedliche Produktlieferungen an den Markt durchge-
rechnet werden soll. In solchen Fallen ist es zweckmiBig, die Koeffizientenmatrix gleich
um alle Spalten von interessierenden rechten Seiten zu erweitern und diese Spalten bei
der Herstellung der Zeilen-Stufen-Form mit den Zeilentransformationen mit umzuformen.
Man betrachtet also dann erweiterte Koeffizientenmatrizen der Form

17 iz ... fin bl 1 ... 1
@1 Goz ... Oz | Do o ... 2
Al Q2 -0 Omn bm Cop «ov Zm

und kann nach Erreichen der Zeilen-Stufen-Form fiir die Keeffizientenmatrix (a,;) dann die
Losungen fiir jede einbezogene Spalte von rechten Seiten von unten nach oben berechnen,
ohne fiir jede einzelne Spalte das ganze Eliminationsverfahren von vorne beginnen zu
mussen.

Hat man allerdings fiir sehr viele rechte Spalten zu lgsen (fiir mehr als min{m,n) Stiick),
so gibt es eine bessere Methode. Mit etwas mehr Rechenaufwand kann man némlich die
Zeilen-Stufen-Form noch so vereinfachen, dass sich die Auflésung des Gleichungssystems
von unten nach oben chne jede Rechnung ergibt. Man muss dazu nur bemerken, dass man
durch weitere Zeilenoperationen auch iber den “Stufenanfingen” Nulleintrige erzeugen
kann. Danach steht in den Spalten, die den Basisvariablen entsprechen, jeweils nur noch
ein Eintrag +# 0, und indem man die entsprechende Zeile durch diesen Eintrag dividiert,
erreicht man, dass sein Wert 1 ist. Vertauscht man schlieflich noch die Spalten so, dass
die Spalten der Basisvariablen zuerst kommen, so hat man folgendes Frgebnis:

138
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SATZ (kanonische Zeilen-Stufen-Form):

(i) Durch zuldssige Zeilentransformationen kann die erweiterte Koeffizientenmatriz (A|b)
eines Systems von m linearen Gleichungen fiir n Unbekannte stets auf eine Zeilen-Stufen-
Form gebracht werden, in der die zu den Buasisvariablen gehdrenden Spalten kanonische
Einheitsvektoren sind. Durch zusdtzliche Spaltenvertauschungen in der Koeffizientenma-
triz, welche die Bastsvariablen-Spaiten nach vorne bringen, kann diese Matriz also in
Jolgende sog. kanonische Zeilen-Stufen-Form gebracht werden:

( 0l min(m,n) die

{ 1 d maximale Zahl der un-
] 10 * dz abhéngigen Gleichungen,
: dy,...,d, €R, beliebige
0 1 d reelle Eintrage im Recht-
driy eck “*” und Nulleintrige
il 0 0 : in den mit “()” gekenn-
d zeichneten Dreiecken und

o g o Rechtecken) .

1 n—{

(it) Wenn eine der rechien Seiten di, ..., d,, von Null verschieden ist, so ist das Glei-

chungssystem inkonsistent. Andernfalls erhdlt man die Ldsungen, indem man die Nichi-
basisvariablen, die nach den in (i) vorgenommenen Spaltenvertauschungen den Spalten
mil Nummern I4-1,... n entsprechen, als beliebige reelle Parameter wihlt, und die Werle
der Basisvariablen, die dann den Spalten mit Nummern 1,. ..l zugeordnet sind, aus den
ersten | Gleichungen direkt entnimmt (ohne das System in Zetlen-Stufen-Form von unten
nach oben auflésen zu miissen).

(ili) Bei vorgegebener Zuordnung der Unbekannten zu den Koeffizientenspalten sind Form
und Fintrige der Koeffizientenmetriz in der kanonischen Zeilen-Stufen-Form eindeutig
bestimmi durch die Lisungsmenge des homogenen Gleichungssystems Az = 0. Im Konsi-
stenzfall sind auch die Fintrdge d; der rechten Seite eindeutig bestimmt durch die Lisungs-
menge des inhomogenen Systems Ar = 5. [ |

Dabei heifit ein Spalienvektor (oder ein m-tupel) in R™ ein kanonischer Einheitsvektor

oder ein kanonischer Basisvektor, wenn er genau einen Eintrag 1 hat und sonst lauter
" Eintrége 0. Befindet sich die eingetragene 1 an der i-ten Position, so schreiben wir dafiir
{oder fiir den entsprechenden m-gliedrigen Spaltenvektor)

e :=(0,...,0,1,0,...,0) € R™,
\—w—/ \—\,.—/

i—1 m—i—1

und man nennt €1, €z ,...,€, die kanonische Basis des m-dimensionalen Zahlenraums
R™. (Wenn ndétig, so muss man die Gliederzahl der kanonischen Basisvektoren in der
Notation kenntlich machen, indem man z.B. genauer ez(-m) fiir die kanonischen Basisvekto-
ren in R™ schreibt.) In der Literatur zur Mathematik fiir die Wirtschaftswissenschaften
findet sich auch die Bezeichnung “Einheitsvektor” fir die kanonischen Einheitsvektoren.
Das ist aber nicht korrekt, weil man unter einem Einheitsvektor aligemein einen Vek-
tor der Linge 1 versteht, und davon gibt es viel mehr als nur die ganz speziellen ka-
nonischen Basisvekioren. Zum Beispiel sind auch (—1,0,...,0), (i%,i%,o,...,{)),
(+3, :I:%7 :i:%, :i:—%—, 0,...,0),... Einheitsvektoren (Linge 1), aber keine kanonischen Ein-
heitsvektoren,
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Der Beweis der beiden ersten Aussagen ist aufgrund der Vorbemerkungen eigentlich schon
klar. Wegen seiner praktischen Bedeutung beschreiben wir aber nochmals konkret das
Verfahren, das zur kanonischen Zeilen-Stufen-Form fiihrt:

Man sucht sich zunéchst irgendeinen Eintrag o;; der Koeffizienten-Matrix A aus, der von
Null verschieden ist. {Wenn alle Koeffizienten Null sind, so ist nichts mehr zu beweisen;
iinks steht schon die kanonische Zeilen-Stufen-Form mit I = 0, und je nachdem, ob b € R™
eine Nullspalte ist oder nicht, sind alle z € R™ Lisungen oder es gibt keine.) Dies ist das
sog. erste Pivot-Element. In der Praxis wahlt man es natirlich so, dass die Rechnungen
moglichst einfach werden; ein Pivot-Element mit Wert £1 ist z.B. fur Rechnungen von
Hand oft glinstig. Bei numerischen Verfahren zur Ldsung grofler linearer Gleichungssys-
teme wahlt man oft ein Pivot-Element von méglichst grofiem Betrag, weil durch das Pivot-
Element im weiteren Verlauf des Verfahrens zu dividieren ist und weil die Division mit
Zahlen von kleinem Betrag grofie Rundungsfehler mit sich bringt. Nun dividiert man die
i-te Zeile der erweiterten Koeffizientenmatrix durch das Pivot-Element a;; und subtrahiert
danach fiir A = 1...m mit k # ¢ das ay;-fache der (dividierten) i-ten Zeile von der h-ten
Zeile. Resultat ist eine Matrix, die als j-te Spalte den kanonischen Einheitsspaltenvektor
e; hat. Durch eine Zeilenvertauschung bringt man die i-te Zeile nach oben, durch eine
Spaltenvertauschung die j-te Spalte nach vorne. Danach hat man als erste Spaite den
kanonischen Basisvektor e; , also eine erweiterte Koeffizientenmatrix der Form

1 *

0 ) *

1B

0 *
rn—1

mit einer mx(n—1}-Matrix B (und beliebigen reellen Eintragen “x”). Mit dieser durch
die letzte Spalte erweiterten Matrix (B]%) fiihrt man nun dasselbe Verfahren durch, wobei
man aber das Pivot-Element nicht in der ersten Zeile wihlen darf, weil sonst die Nullen,
die man in der ersten Spalte schon erzeugt hat, wieder zerstért werden wiirden. (Wenn
B von Nuli verschiedene Eintrédge nur in der ersten Zeile hat, so ist man schon fertig.)
Resultat ist dann eine erweiterte Koeffizientenmatrix, deren beide erste Spalten kancnische
Einheitsvektoren sind:

10 *
01 *
00| (¢ |+
00 *
e e
n—=2

Nun arbeitet man mit (Cix) weiter, wobei das Pivot-Element nicht in den beiden oberen
Zeilen gewdlhlt werden darf. Nach endlich vielen Schritten gelangt man so offenbar zu der
in Teil (i) des Satzes angegebenen kanonischen Zeilen-Stufen-Form. Wichtig ist bei dem
Verfahren: Pivot-Zeilen, die zur Herstellung von Nullen in einer Spelte verwendet wurden,
sind danach tabu! Sonst wiirde man ja bereits erzeugte Nulleintriage wieder zerstéren.

Um die Eindeutigkeitsaussage (iii) des Satzes einzusehen, muss man nur bemerken, dass
zwel Gleichungen @, + e +. oo+ Cppp =dp, und p + T 1Zi1+ -0+ Chnln — cliih
genau dann fiir jede Wahlvon 2y, ..., z, dieselbe Losung z;, haben, wenn erstens dj, = d,
ist (wihle zp1 = ... = a, 1= 0) und zweitens c,; = G, fir j = I+1...n (wihle z; =1
und z = 0 fir I4+1 < k& <n mit k # 7).
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DISKUSSION: 1) Das beschriebene Verfahren heifit auch vollstindige Gaufl-Elimi-
nation, weil am Ende jede Basisvariable aus allen Gleichungen auBer einer vollstindig
eliminiert ist. Der Vorteil ist, dass man dann, nach Festsetzung der beliebig wahlbaren
Werte der Nicht-Basisvariablen, die Werte der Basisvariablen unmittelbar erhilt, ohne wie
bei der gewthnlichen (nichtkanonischen) Zeilen-Stufen-Form das vereinfachte Gleichungs-
system noch von unten nach oben lésen zu miissen, weil die Werte jeder Basisvariablen
von denen der Basisvariablen mit gréBerer Nummer abhéngen kdnnen. Die Berechnung
der Ldsungen ist also einfacher, wenn man die kanonische Zeilen-Stufen-Form des Glei-
chungssystems hergestellt hat. Allerdings erfordert die Erzeugung der kanonischen Zeilen-
Stufen-Form mehr Zeilenoperationen, also einen grifieren Aufwand, als fiir die gewohnli-
che Zeilen-Stufen-Form notig ist. Und dieser Mehraufwand tberwiegt meistens nicht die
dadurch erzielte Arbeitsersparnis bei der Lésungsberechnung. Wenn es also nur darum
geht, die Losungen eines konkreten linearen Gleichungssystems zu bestimmen, so ist die
“unvollstindige” GauB-Elimination, die zu einer gewthnlichen Zeilen-Stufen-Form fiihrt,
der einfachere Weg mit dem kieineren Rechenaufwand.

2) Die kanonische Zeilen-Stufen-Form hat alsc weniger praktische, sondern vor allem
theoretische Bedeutung. Ein wichtiger Gesichtspunkt, den wir als Teil (iii) des Satzes
schon hervorgehoben haben, ist ihre Findeutigkeit. Im Unterschied zur gewdhnlichen
Zeilen-Stufen-Form, ergeben zwei Rechnungen, die mit verschiedenen Wahlen von Pivot-
Elementen zur kanonischen Zeilen-Stufen-Form fiihren, nicht nur gleiche Stufenzahl I
(die Anzahl der unabhéngigen Gleichungen), sondern auch gleiche Matrixeintrige in glei-
chen Positionen der kanonischen Zeilen-Stufen-Form — vorausgesetzt man hat in heiden
Rechnungen am Ende dieselbe Zuordnung der Unbekannten zu den Koeffizientenspalten.
(Wenn man die Spalten in der Reihenfolge der Nummerierung der Unbekannten anordnet,
also iiberhaupt keine Spaltenvertauschungen vornimmt, so erhilt man also unabhingig
von den ausgefiihrter Zeilenoperationen dieselbe Zeilen-Stufen-Matrix mit kanonischen
Basisvektoren in den Spalten der Basisvariablen, vorausgesetzt man hat dieselben Unbe-
kannten als Basisvariablen gewihlt.)

Ein anderer Vorteil der kanonischen Zeilen-Stufen-Form ist, dass sie im Fall von unendlich
vielen Losungen eine spezielle Parametrisierung der Lésungsmenge liefert, in der die Nicht-
Basisvariablen die Parameter sind. Hat man z,, ..., 2, als Basisvariable, so lautet fiir » =
1... 0 die h-te Gleichung in kanonischer Form zj,-tcpip1@ip1-F. . .+ Cratn, = dy, . Wenn man
also die Nicht-Basisvariablen als Parameter r, wihit, so erhilt man die spezielle lineare
Parametrisierung der Losungsmenge mit der kleinstméglichen Zahl von n—I Parametern:

Ty, = dh““chjirlrl_---_chnrnvi fiir hill{,
Ty = They rk=I+1...m.

Hier sind die dj, und die Koeeflizienten ¢;; aus der kanonischen Zeilen-Stufen-Form der
erweiterten Koeffizientenmatrix des gegebenen linearen Gleichungssystems Az = b zu
entnehmen., Wenn nicht die ersten [ Unbekannten die Basisvariablen sind, sondern die
Unbekannten x;, ,...,z;, mit 1 < j; < ... < 5 < n, so dndert sich nur an der Num-
merierung etwas: Statt z; hat man oben z;, zu schreiben und statt z;, dann z;, , wobei
1< g1 < ... < jn €0 die Nummern der Nicht-Basisvariablen sind.
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3) Der Austausch einer Basisvariablen gegen eine Nicht-Basisvariable ist méglich,
wenn die Koeffizienten fiir beide Unbekannten in einer Zeile des Gleichungssystems in ka-

nonischer Zeilen-Stufen-Form von Null verschieden sind (d.h. in der Zeile des Systems,

die den Koeffizienten 1 fiir die Basisvariable hat, ist auch der Koeffizient vor der Nicht-

Basisvariablen s 0). Ist das in der h-ten Zeile der Fall und etwa 7 die Spaltennummer

der Basisvariablen, also ¢,; = 1, und § die Spaltennummer einer Nicht-Basisvariablen

mit Koeffizient c,; # 0, so kann man offenbar durch Zeilenoperationen die j-te Spalte in

den kanonischer Basisvektor e, verwandeln, wobei die anderen kanonischen Basisspalten,

auBer der mit Nummer ¢, nicht veriindert werden. Vertanscht man dann noch die é-te mit

der j-ten Spalte, so hat man wieder die kanonische Zeilen-Stufen-Form, wobei allerdings -
jetzt die vorher der Spaltennummer j zugeordnete Nicht-Basisvariable zur Basisvariablen-

Spelte Nummer ¢ gehért.

4) Im Fall eines Systems von n linear unabhéingigen Gleichungen fiir n Unbekannte hat
die kanonische Zeilen-Stufen-Form die Gestalt

1 dy
1 0 ds
0 11d,

mit der sog. n X n~Einheitsmatrix L, als Koeffizientenmatrix, das ist die quadratische
nxn-Matrix mit Eintragen 1 auf der Diagonalen und Nulleintrdgen iiberall sonst. Diese
Form des Gleichungssystems ist dann ohne Spaltenvertauschungen alleine durch Zeilen-
operationen herzustellen, d.h. die Unbekannten z; sind den Spalten der Einheitsmatrix in
der Reihenfolge ihrer urspriinglichen Nummerierung zugeordnet. Die eindeutig bestimmte
Losung des Systems ist dann natiirlich einfach die Spalte der rechten Seiten, die sich er-
geben hat, also ) = dy, 22 = dy, ... ,2, = d, . Ahnlich ist es bei m > n Gleichungen fiir
n Unbekannte, wenn davon n linear unabhéingig sind und der Konsistenzfall vorliegt. Die
erweiterte Zeilen-Stufen-Matrix hat dann die obige Form mit m—n zusétzlichen Nullzeilen
darunter. |

BEISPIELE (zur kanonischen Zeilen-Stufen-Form):

1) 3r =2y + z2=2
x —22=3

Dieses Beispiel haben wir schon friiher bei den Beispielen zur gewShnlichen Zeilen-Stufen-

Form behandelt.

3-2 1|2 — 2 ) 1

1 0-213 DO—-DO-3-O 0 — @H"‘@ 0 1-

bt (O

!
35 I ]
=1 N o]

Damit ist die kancnische Zeilen-Stufen-Form ohne Spaltenvertauschungen erreicht, und
die 1-parametrige Losungsdarstellung z = 34 2¢, y = £(t+1), z = t ablesbar. Wir kénnen
aber auch anders vorgehen:

T oy oz y z x|
3-2 1|2 = -1 1 ol =1 1 0 —I|-z
1 0-2/3 @~ —@ 3o gl s = 4.1

GEEETGRET N L Gl

Dies ist eine andere kanonische Zeilen-Stufen-Form desselben Gleichungssystems — wi-
derspricht das nicht der behaupteten Eindeutigkeit der kanonischen Zeilen-Stufen-Form?!



Kap. 3, Abschnitt 3.2 143

Nein, weil die Zuordnung der Unbekannten zu den Spalten hier eine andere ist. Jetzt ist
x die Nicht-Basisvariable, und wir erhalten die Parameterdarstellung @ = r, y = 3(r—1),
z= %rm%. Da der Koeffizient von x in der obersten Zeile nicht verschwindet, kann man
auch y zur Nicht-Basisvariablen machen und erhalt die Parameterdarstellung der Losung
x=%2s+1,y =s, z= 2s—1. Jede andere Wahl von Zeilenoperationen und Spaltenvertau-
schuﬁgen, um eine kanonische Zeilen-Stufen-Form zu erzielen, fithrt auf eine dieser drei
Parameterdarstellungen der Losungsmenge und bei gegebener Zuordnung der Unbekann-

ten zu den Spalten zu derselben kanonischen Zeilen-Stufen-Matrix!
2) Bei 3r —2y + z=2
—-1.5 4y —5z=2"

soll in Abhéngigkeit vom Parameter b € R die Losbarkeit diskutiert und die Lésungsmen-
ge bestimm$ werden. Hier rechnen wir

b

32 1
Lo
—1.5 1 =05]b @_}®+%® 0 0 0|&+1 ,

die beiden Gleichungen sind also linear abhidngig (im Nachhinein sieht man jetzt natiirlich,
dass die untere Koeffizientenzeile aus der oberen durch Multiplikation mit *% hervorgeht).
Durch Multiplikation der ersten Zeile mit 3 oder —31 nebst Spaltenvertauschungen errei-
chen wir die kanonischen Zeilen-Stufen-Formen

Ty =z Yy T =2 Z Yy
1-2 1|2 1 -2 —Ll-1 1 -2 32
0 0 0]b+t 6 0 Qb+l 0 0 0fb+l
Nur fiir b = —1 existiert eine Lisung, und dann ist die Losungsmenge eine 2-dimensionale

lineare Schar, wobel wir hier zwei beliebige der drei Unbekannten als Parameter wihlen
kénnen, z.B. 2 =r,y =5, 2= ~3r 4+ 25+ 2.

3) T Yy oz z oy T
2 0-1] 0 -1 0 21 0
-1 2 0|-2 0 2-—1|-2
Bei —3 -1l 2] 2 hatten wir frither schon 0 0 1] 2 als eine

Zeilen-Stufen-Form berechnet. Hier subtrahieren wir nun das 2-fache der dritten von der
ersten Zeile, addieren die dritie zur zweiten Zeile und multiplizieren die erste Zeile noch
mit —1, die zweite mit % , um die kanonische Zeilen-Stufen-Form zu erhalten (die zweite
ergibt sich aus der ersten durch Spalten und Zeilenvertauschung):

Y
0
i
0

[ R IS I 3
— O Ok
OO o B
O e )
— o COln
=

o o

woraus man die eindeutige Ldsung x = 2, y = 0, z = 4 unmittelbar abliest. Die Koeffizi-
entenmatrix in der kanonischen Zeilen-Stufen-Form ist hier die Einheitsmatrix, und das
ist immer so, wenn man n unabhingige lineare Gleichungen fiir n Unbekannte hat.
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4) r Yy =z z oy x|
2 0-1] 0 -1 0 2[0
-1 1 9|-2 G 1 -—-1]-2
Bei —3 -1 2| 2 hatten wir frither schon 0.0 0] ¢ als eine
Zeilen-Stufen-Form erhalten. Nach Mult1phkat10n der ersten Zeile mit —1 hat man schon

eine kanonische Zeilen-Stufen-Form:

Yy T
1 0-2] ¢
0 1 —1|-2
00 0 o

Hier ist die Zahl der unabhingigen Gleichungen [ = 2, daher hat die Koeffizientenmatrix
eine Nullzeile. Weil aber auch der Eintrag auf der rechten Seite dieser Zeile Null ist, gibt
es Losungen. Man erhilt alle, indem man z als Parameter wihlt, in der Form 2 = r,
y =r—2, z = 2r aus der mittleren und oberen Gleichung. Da die Koeffizienten von z in
der ersten und zweiten Zeile s 0 sind, kann man auch y oder z als Parameter wihlen:
T =8+2,y = 8, z = 2844 beziehungsweise z = lf y = st—2, z = t. Wiire die kanonische
Zeilen-Stufen-Form z.B.

z Yy =z
1 020
0 1 0]-2
00 0| 0

g

so kinnte man nur x oder z als Nicht-Basisvariable (Parameter) wéhlen, da die Koeffizi-
enten von z und 2 in der zweiten Zeile Null sind. Die zweite Gleichung y = —2 bestimmt
ja auch y eindeutig, so dass y nicht beliebige Werte annehmen kann.

5) oy 4 2o — T3 b s =20 i 2-1 1
231 + 4z + T3 — 34 =10 ‘ 2 4 1-1
—z7 — 219 + 223 =0 -1-2 2 0
Bei 23 + x4 =10 mit Koeflizientenmatrix 0 0 1t 1

erreichen wir durch Addition der ersten zur dritten Zeile und Subtraksion des Doppelten
der ersten von der zweiten Zeile zunichst einen kanonischen Basisvektor in der ersten
Spalte (die rechten Seiten bei diesemn homogenen Gleichungssystem sind alle Null und
werden nicht notiert):

oo O
[ R ain N i Y L0
— = L
|
[

Ein weiterer, davon verschiedener, kanonischer Basisvektor kann jetzt nur in der dritten
oder vierten Spalte erzeugt werden. Mit Subtraktion der dritten von der vierten und des
Dreifachen der dritten von der zweiten Zeile und mit anschlieBender Division der zweiten
Zeile durch —6 und Subtraktion der entstehenden Zeile von der dritten erreichen wir leicht
die folgende kanonische Zeilen-Stufen-Form der Koeffizientenmatrix:

€Ty &g Xz Ty Ty Xy Ty Tg

1 200 100 2

G 0 01 01 00
00140 0010
0000 0000
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Dies ist eine kanonische Zeilen-Stufen-Form mit [ = 3 unabhéingigen Gleichungen. Die
zugehdrige Nullspalte der rechten Seiten haben wir nicht notiert. Um die 1-dimensionale
Lisungsmenge zu parametrisieran, kann man zs oder, weil der Koeffizient von z; in der
ersten Zeile nicht Null ist, z; als Parameter wihlen, nicht aber 23 oder z,. Die ejine Pa-
rametrisierung der Lésungen ist dann z; = ~2s, 23 = 8, 23 = 0, 2z, = 0 und die andere
Ty =71, Ty = m%fr, 23 =0, z4 = 0. Da x5 und x4 hier nur Basisvariable sein kénnen, ist
die Herstellung der kanonischen Zeilen-Stufen-Form mit den drei ersten kanonischen Ein-
heitsvektoren als vorderen Spalten nicht ohne Spaltenvertauschung méglich. {Das wollten
wir mit diesem Beispiel zeigen. Die Losungen kann man chne Rechnung schon aus der
Koeffizientenmatrix oben mit kanonischer erster Spalte direkt erkennen, weil die zweite
und dritte Gleichung offenbar nur von z3 = 0 und x4 = 0 geldst werden.) B

BEMERKUNGEN: 1) Es versteht sich, dass man bei der Herstellung der kanoni-
schen Zeilen-Stufen-Form bereits in der Koeffizientenmatriz vorhandene Nulleintrige zur
Vereinfachung der Rechnungen ausnutzt, indem man die Spalten, in denen kanonische
Basisvektoren erzeugt werden sollen, so aussucht, dass sie schon viele Nulleintrige haben.

2) Das letzte Beispiel zeigt, dass man aus den n Unbekannten nicht einfach n—I beliebige
ats Nicht-Basisvariable herausgreifen kann, wenn [ die Zahl der unabhéngigen Gleichungen
des linearen Gleichungssystems ist. An der kanonischen Zeilen-Stufen-Form sieht man:

o Genau dann sind n— hercusgegriffene Unbekannte als Nicht-Basisvariable wihlbar,
also als Parameter in einer linearen Parametrisierung der Lisungsmenge im Konsi-
stenzfall, wenn durch Zeilenoperationen | verschiedene kanonische Finheitsvektoren
in den Spalten zu den anderen Unbekannten herstellbar sind.

Leider kann man der ursprtlnglichen Koeffizientenmatrix meist nicht direkt ansehen, wie-
viele Nicht-Basisvariablen es gibt und welche der Unbekannten man dafiir wihlen kann,
sondern das ergibt sich erst im Verlauf der Berechnung einer kanonischen Zeilen-Stufen-
Form, wenn ndmlich erkennbar wird, dass gewisse Spalten nur in den bereits verwendeten
Pivot-Zeilen Eintrdge # 0 haben und somit fir die Erzeugung neuer kanonischer Basis-
vektoren nicht mehr in Frage kommen. L

DISKUSSION (lineare Gleichungssysieme und Spaitenoperationen):

1) (Zuléssige) Spaltenoperationen mit einer Matrix werden natiirlich ganz analog zu
den Zeilenoperationen erklirt: Vertauschung von zwei Spalten, Multiplikation einer Spalte
mit einer reellen Zahl # 0 (d.h. Multiplikation aller Eintrage mit dieser Zahl), Addition
einer Spalte zu einer anderen (d.h. Addition der Eintrége einer gegehenen Spalte zu denen
mit gleicher Position in einer anderen gegebenen Spalte) und Kombinationen davon. Bei
Zeilencperationen mit der erweiterten Koeffizientenmatrix (A]b) eines Gleichungssystems
Az = b bleibt, wie wir gesehen haben, die Losungsmenge I, erhalten. Hier gilt nun:

o Bei zulissigen Spaltenoperationen mit der Koeffizientenmatriz bleibt die Menge Z
der konsistenten rechien Seiten im zugehdrigen Gleichungssystem erhalten.

Wenn also y € R™ zuléssig ist, d.h. wenn Az = y eine Losung hat, und wenn A aus A durch
Spaltenoperationen hervorgeht, so hat auch A7 = y eine Losung ¥ und umgekehrt. Das
brancht man nur fiir die elementaren Spaltenoperationen zu iberpriifen: Bei Vertanschung
zweler Spalten erhélt man aus = die Lésung F einfach durch entsprechende Vertauschung
der Komponenten von z € R™ | bei Multiplikation der j-ten Spalte mit  # 0 erhilt man ¥
durch Multiplikation der j-ten Komponente z; mit $ und bei Addition der j-ten zur k-ten
Spaite erhélt man Z, indem man bei z die k-te von.der j-ten Komponente subtrahiert.
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2) Um Informationen iiber die Menge der konsistenten rechten Seiten y € R™ zu einer
mxn-Matrix A zu gewinnen, kénnen wir also A mit Spaltenoperationen beliebig umfor-
men und auf eine einfache Gestalt bringen. Erreichbar ist z.B. wie bei Zeilentransforma-
tionen eine Spalten-Stufen-Form und, wenn man noch Zeilenvertauschungen zulisst
(das verandert Z nur so, dass bei allen Vektoren in Z die Komponenten entsprechend
vertauscht werden), sogar die kanonische Spalten-Stufen-Form der mxn-Matrix A:

E o

m—k k | O

L% o -
o

k n—k
Hier ist die ganze Zahl 0 < k < min(m,n) eindeutig durch A bestimmt und heiSt der
Spaltenrang der Matrix; seine Bedeutung ist die (maximale} Anzahl der linear un-

abhingigen Spalten, ganz analog zum frither eingefihrten Zeilenrang [ von A.

3) Aus der kanonischen Spalten-Stufen-Form C erhalten wir nun sofort eine Parame-
trisierung der Menge Z der konsistenten rechten Seiten y € R™, indem wir die ersten k
Komponenten als Parameter 4, = r1, ...,y = 7, wihlen, das legt dann auch die ersten
k Komponenten o1 = 71,...,2x = 7 der Losungen z € R™ zu Cz = y fest, und y ist
zuléissig, genau wenn die restlichen Komponenten von y durch y; = cary +... + T gege-
hen sind. Das ist eine spezielle k-parametrige lineare Parametrisierung von Zund k ist hier
die kleinstmdgliche Parameterzahl. Gleichzeitig erhélt man auch ein System von m—k un-
abhéangigen linearen Gleichungen y; = ciiyr +. . .+ G, & < ¢ < m, dessen Losungsmenge
Z ist. (Wenn zur Herstellung der kanonischen Zeilen-Stufen-Form Zeilenvertauschungen
durchgefithrt wurden, so dndert das nur die Nummerierung der Komponenten.)

4) Nun haben wir aber schon frither gesehen, dass die Menge Z der konsistenten rechten
Seiten zu einer mxn-Matrix A eine [-dimensionale lineare Menge ist, wobei ! der Zeilen-
rang von A ist. Lineare Parametrisierungen von Z haben also die minimale Parameterzah!
!, und durch Vergleich mit 3) folgt & = {, d.h. wir haben folgendeses fundamentale Er-
gebnis der Linearen Algebra:

e Fir jede Matriz A gill: Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) .
Diese ganze Zahl nennt man dann einfach den Rang der Matrix.

5) Eine beliebige homogene lineare Parametrisierung einer Teilmenge Z von R™ mit n
Parametern kann man immer als Beschreibung von 7 als Menge der konsistenten rechten
Seiten eines Gleichungssystems Az = y von m Gleichungen fir » Unbekannte auffassen
(1, ..., T, sind hier die Parameter). Aus 3) ergibt sich dann, dass dieselbe Menge Z
auch mit der minimalen Zahl k& von Parametern beschrieben werden kann, wenn k der
(Spalten-)Rang von A ist, und dass man ein System von m~Fk unabhiingigen homogenen
linearen Gleichungen angeben kann, dessen Losungsmenge Z ist. Es folgt (mit » statt m)
die fiquivalente Beschreibung k-dimensionaler affiner Unterrdume E von R™:

e I lisst sich affin-linear mit k Parametern parametrisieren, aber nicht mit weniger;

e Il ist Losungsmenge eines konsistenten Systems von n—k unabhdngigen, aber nicht
eines Systems von mehr oder weniger unabhdngigen, linearen Gleichungen. [



3.3 Das Rechnen mit Vektoren und Matrizen

Matrizen haben wir bisher nur benutzt, um die Zeilenoperationen beim Lisen linearer
Gleichungssysteme {ibersichtlich darstellen zu kdnnen. Man kann aber auch sinnvolle Re-
chenoperationen fiir Matrizen und Vektoren definieren und dafiir einen leistungsfahigen
Kalkiil entwickeln, der sich zur Lésung linearer Gleichungssysteme einsetzen lasst. Darum
geht es in diesem Abschnitt. Dabei werden alle Rechenoperationen und Rechenregeln letzt-
lich auf das Rechnen mit reellen Zahlen, mit den Eintréigen der Matrizen, zurtuckgefithrt.
Der hauptséchliche Vorteil des Kalkiils ist, dass man damit viele gleichartige Rechnun-
gen / Cleichungen mit reellen Zahlen {ibersichtlich zu einer einzigen Rechnung / Gleichung
fiir Matrizen oder Vektoren zusammenfagsen kann. Daher wird die Matrix- und Vektor-
rechnung auch fiir die Modellierung komplexer (aber immer noch “linearer”) skonomischer
Abldufe eingesetzt,

DEFINITION: (i) Die Summe zweier Matrizen ist positionsweise definiert, wenn
beide dasselbe Format haben, d.h. man addiert die Eintréige beider Matrizen in gleicher
Position und trégt die Summen in die entsprechenden Positionen der Ergebnismatrix ein.
Sind also A = (a;;) und B = (b;;) Matrizen desselben Formats (m,n), so ist ihre Summe
die Matrix € = A+ B desselben Formats (m,n), die Einfrage ¢;; = ai; + b;; hat. Analog
ist die Differenz zweier Matrizen A = (a;;), B = (bi;) von gleichem Format (m, n) die
Mairix ) — A — B desselben Formats (m,n), die Eintrige di; = a;; — b;; hat.

(ii) Die Vervielfachung einer Matrix mit einem Faktor r € R, auch Multipli-
kation der Matrix mit einem Skalar r € R genannt (weil die Zahlen aus dem zu
Grunde liegenden Zahlbereich in der Vektor- und Matrixrechnung auch als Skalare be-
zeichnet werden), ist definiert durch Multiplikation eines jeden Eintrags der Matrix A mit
der Zahl . Das Produkt rA ist also die Matrix desselben Formats wie A = (ay;) , welche
die Eintrige ra; hat. Die Matrix (—1)A = (—a;;) heit das Negative der Matrix A
und wird — A notiert. [

DISKUSSION: 1) Man kann also nicht beliebige Matrizen addieren und subtrahieren:

e Summe und Differenz sind nur fir Motrizen gleicheﬁ Formats erklirt, und das Er-
gebnis ist wieder eine Matriz von diesem Formad,

Ebenso haben Vieifache rA einer Matrix A mit Faktoren 7 € R dasselbe Format wie
A . Wir schreiben skalare Faktoren meistens links vor die Matrizen bzw. die Zeilen- ader
Spaltenvektoren. Das muss man nicht so halten; Ar ist dann dasselbe wir rA .

2) Ausfithrlicher geschrieben gehen die Rechenoperationen so:

S by bin a1 +by Qiptbin
v iy oo + by = . agtbi
Um1 .. Omn b1 R /- Q1 +bm1 U O bmn
i1 oyt Qin Ty -1t Tain
I Q35 o Taiz ..
Gmi .. Omn Plm1 .- TQmn

und entsprechend natiirlich fiir die Differenzbildung (iiberall “—” statt “4+7) und fiir die
Bildung des Negativen {itberall “=” statt “r”).

147
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3} Fir Zeilen- bzw. Spaltenvektoren sind diese Rechenoperationeh natiirlich auch
erklart, weil das ja spezielle Matrizen sind (mit nur einer Zeile bzw. nur einer Spalte).
Dafiir gilt also:

(a1 s .. Cln) + (b} 'bg Cas bn) S (alj:bl ag:{:bg Ces anﬂ:bﬂ) s

r(ay 4z ...a,) = {ra; ray ... ra,),
bzw. -
ay bi Clq:{: b] ay Ty
453 [ bg (Lgi bg [¢5) (%)
== I = . , r| . =
U b, Ot by, Oym Pl

Den Unterschied zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren muss man nicht zu genau nehmen;
schlieflich enthélt ein Zeilenvektor genau dieselbe Information wie der Spaltenvektor,
der dieselben Eintrdge (in gleicher Reihenfolge) hat. Die Summe und Differenz ist aber
nur fiir Vektoren gleichen Formats erkldrt (also gleiche Komponentenzahl und beides
Zeilenvektoren oder beides Spaltenvektoren), und das Ergebnis der Rechenoperationen
ist wieder ein Vektor dieses Formats. Wir erinnern daran, dass wir statt Spaltenvektoren
auch m-tupel schreiben, deren Eintrige durch Kommas abgetrennt sind. Dafiir sehen die
Rechenoperationen dann aus wie bei Zeilenvektoren: (a1, 02,...,0m) £ (b, bs, ... by) =
(alﬂ:bl,agi‘.bg, ey amibm) und r(al, an, ... ,Ctm) = (ml, Trdo, ... ,?"Cl',m) .

4} Natiirlich kann man analog auch mehr als zwei Matrizen 4;, Ao, ..., A; addieren, wenn
alle Summanden dasselbe Format haben. Und vor der Addition kann man sie noch mit
reellen Faktoren vq,rs,...,r; multiplizieren. So erhilt man die sog. Linearkombination
der Matrizen A, mit Koeflizienten r,, notiert

i
mA Frsds .0+ A = ZTkAk-
k=1

Dies ist eine Matrix desselben Formats wie alle Ay, und sie hat in Zeile 7 und Spalte

7 den Einirag rlag) + T'QG;EJ?) + ...+ ﬁag-), wenn Ag die Eintrige ag-“) besitzt fir k =
1...l. Man bildet also auch Linearkombinationen positionsweise. Besonders oft koemmen

Linearkombinationen von Vektoren gleichen Formats vor, z.B. ist

aq _ b1 o] TG1+ Sbl +tCl

Qs bq Cy Qg+ shy ey
ratsbt+tc =r| | +s| | +E] . = .

Cp bor, Crn Py 80, + 10,

eine Linearkombination von drei Vektoren a, b, ¢ aus R™. (Das Ergebnis ist wieder ein
Spaltenvektor mit m Komponenten, auch wenn er recht “breit” geraten ist.) Lisst man
die Parameter r, s, t hier beliebige reelie Zahlen durchlaufen, so bildet die entsprechende
Menge aller Linearkominationen der drei Vektoren das, was wir in 3.2 eine 3-parametrige
lineare Schar in R™ genannt hatten. Entsprechend bildet die Gesamtheit der Linearkom-
binationen ma; + ...+ ma, von [ Vektoren ay,...,a; € R™ eine [-parametrige lineare
Schar in R™ (mit der speziellen Eigenschaft, dass sie den m-gliedrigen Nullvektor enthilt;
denn der entsteht, wenn man alle Koeffizienten r, = 0 setzt). B
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BEISPIELE (zur Matriz- / Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren):

1) 123) (654Y_(777\_ (111
456 321) \777)7"\111

2) Esist (1 2+(-1 1)+(0 =3) =0

und 0 (1 -0,
aber man darf nichi schreiben

1 2 +r(-11)+0 -3) =0 = OG) (777,

denn die erste “07 steht fiir die 1x2-Nullmatrix (Zeilenvektor), die zweite aber fiir die
2x1-Nullmatrix (Spaltenvektor). Nullmatrizen von verschiedenem Format sind verschie-
den - wie generell Matrizen verschiedenen Formats! Wenn nétig, so kann man das Format
einer Nullmatrix als Subskript angeben, etwa hier O;yz, Osx: und allgemein Oy, bei
der mxn~Nullmatrix, '

3) Einige Linearkombinationen:
2(1 —1)—%(0 4) +3(2 0) = (8 —4),

()30 )+ 0)-2(0%)=0=(50).

1 ¢ 0 Iy
0 1 0 Io
2 | O 42 | O+ 4z, || = | T3] eR”
: 0
0 0 1 Tom,

Die letzte Rechnung zeigt:

e Jeder Vektor in x € R™ ist eine Linearkombination der kanonischen Basisvektoren
€1,... en von R™: die Koeffizienten sind dabei diec Komponenten z; von x und

eindeutig bestimmd,

Lm

Iy i
T = . = E Ti€; .
: i=1

4) Die Linearkombination. von [ Vektoren / Matrizen mit gleichen Koeffizienten ry = 2

fir k == 1...1 nennt man ihr arithmetisches Mittel. Zum Beispiel sind

1 o\ [1/2 1
112 +il-1) = {12 :«% 1
0 1 1/2 1
nd
1N -/ 0 1 2/3 2
Liz)+d{t)+df o) =| 13) =5 1
0 1 -2 ~1/3 -1

arithmetische Mittel von zwei bzw. drei Vektoren aus R*.
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Die geometrische Bedeutung des arithmetischen Mittels von zwei Vektoren a,b € R™ ist
der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke von a nach & in R™. Das arithmetische Mittel von
drei Vektoren in R™ ist der Schwerpunkt des Dreiecks, das diese Vektoren als Eckpunkte
hat. Das arithmetische Mittel der kanonischen Basisvektoren in R™ ist

1 0 0 1/m 1
0 1 0 1/m 1
1 1 | A 1 m
e 0 oy 0 R - B = I/.?n = 75 L] e rm.
: : 0 : :
0 0 1 1/m 1

5) Wir betrachten eine dkonomische Anwendung (formaler Art, d.h. skonomische Pro-
bleme werden nicht geldst): In einem Unternehmen mit drei Teilbetriehen wird fiir jedes
Quartal eines Jahres die Verflechtungsmatrix aufgestellt, welche die Leistungen der
liefernden Stellen (Spalten) an die empfangenden Stellen (Zeilen) in Leistungseinheiten
angibt. Die vier Verflechtungsmatrizen fiir die vier Quartale seien z.B.

020 0 015 0 020 0 025 0
Ar=130 010, A, =126 05], A3=1[250 015], As=140 010
1010 O 10 50 1510 0 515 0
Dann gibt die Summe der vier Matrizen
080 0
A+ A+ A+ A = 120 0 40
40 40 0
die Verflechtungsmatrix fiir das ganze Jahr an und z.B. die Differenz
0 5 0
Ay — Ay = 15 0 =5
-1 5 0

die Mehr- bzw. Minderleistungen im vierten Quartal gegeniiber dem dritten Quartal. (Be-
achte, dass hier kein Teilbetrieb Eigenleistungen verbrancht, also die A, Nulleintridge auf
der Diagonalen haben; das gilt dann nattirlich auch fiir die Summe und fiir Differenzen.)
Hétte man in jedem Quartal diesetben Leistungen verzeichnet wie im ersten, so hétte sich
als Verflechtungsmatrix fiir des gesamte Jahr 44, ergeben. Hier ist “sufillig” 4A4; gleich
der Summe Ay + As + Az + Ay, d.h. die im Vergleich mit dem ersten Quartal festzustel-
lenden Mehy- und Minderleistungen im zweiten, dritten und vierten Quartal heben sich
gerade auf. 4; ist daher auch das arithmetische Mittel der vier Verflechiungsmatrizen.

6) Noch einé {formale) dkonomische Anwendung: Ein Betrieb stellt an Betriebsstéitten
@ @ dasselbe Produkt her. Die monatiich produzierten Mengen erfasst ein Spal-
tenvektor (21, ...,2n), der sog. Produktionsvektor. Der Eintrag in Position (7) gibt
dabei die an der Betriebsstétte @ produzierte Produktmenge (in Mengeneinheiten) an.
Fiir die 12 Monate eines Jahres hat man dann 12 solche Produktionsvektoren xy, ..., x5
(jeder mit m Eintrigen). Werden die produzierten Mengen im k-ten Monai am Markt
zum Preis p, abgesetzt, so ist die Linearkombination

P1Xy + peXo + ... + PioXae

ein Spaltenvektor mit m Komponenten, dessen i-ter Eintrag den von der i-ten Produkti-
onsstétie erzielten Jahreserlos angibt; man konnte ihn also den Johreserldsvektor des in
die Stétten @ . @ aufgegliederten Betriebs nennen. Seine Komponentensumme (die
Summe all seiner Eintrige) ist dann der Jahreserlés des gesamten Betriebs. |
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Natiirkich braucht man nicht wirklich Vektor- und Matrizenrechnung, um die 8konomi-
schen Sachverhalte in den beiden letzten Beispielen zu evfassen. Man kann ja den Jahres-
saldo auch separat fiir jeden Teilhetrieb bzw. fir jede Produktionsstatte ermitteln, und
das lauft auf Dasselbe hinaus wie die in den Beispielen ausgefiihrte Addition der Ver-
flechtungsmatrizen bzw. Linearkombination der Produktionsvektoren. Der Vorteil des Ge-
brauchs von Matrizen und Vektoren liegt hier nur in der konzentrierten Schreibweise und
der Zusammenfassung vieler gleichartiger Vorgénge oder Berechnungen:

e Mehrere gleichartige Rechnungen mil reellen Zahlen kann man oft zu einer einzigen
Vektor- oder Matrizrechnung 2usammenfassen.

Aus den Rechengesetzen im Zahlbereich R und aus der Definition der Additon und Verviel-
fachung von Matrizen / Vektoren ergeben sich unmittelbar entsprechende Rechengesetze,
die man zur Grundlage der Definition eines allgemeinen Vektorraums gemacht hat. Diese
abstrakte Begriffsbildung ist in der Mathematik fundamental fur die Lineare Algebra. Fiir
Anwendungen der Linearen Algebra in der $konomie ist sie aber nicht so wichtig, weil
man es dort immer mit konkreten Vektorrdumen zu tun hat, z.B. mit dem Raum R™ der
m-gliedrigen Spaltenvektoren (bzw. m-tupel) oder dem Raum R™X™ der mxn—Matrizen
mit reellen Eintrdgen. Wir stellen deshalb hier auch nicht den Begriff des Vektorraums
in den Vordergrund, sondern erklaren ihn nur kurz {unter anderem deswegen, weil sich
daraus die Antwort auf die oft gestellte Frage ergibt: “Was ist eigentlich ein Vektor?”).

DISKUSSION (Rechenregeln fiir die Addition und Vervielfachung; Vektorrdume)
1) Die Rechenregeln fiir die Addition von Matrizen sind:

A+B = B+ A (Kommulativgeselz)
(A+B)+C = A+ (B+C) ( Assoziativgeselz)

A+0=4=0+4 (neutrales Blement)

A+B =0 += B -A { additives Inverses)

Hier sind — selbstverstandlich — A, B, ¢ und die Nullmatrix 0 Matrizen desselben For-
mats. Die beiden ersten Gesetze haben zur Folge, dass die Summe von beliebig vielen
gleichformatigen Matrizen definiert ist und von der Klammerung und der Reihenfolge der
Summanden nicht abhéngt. Die Summe hat natiirlich dasselbe Format wie alle Summan-
den. Die Rechengesetze hier gelten auch fiir Vektoren, also fiir einzeilige oder einspaltige
Metrizen. Nur schreibt man dann meistens kleine Buchstaben a, b, ..., 2, ¥,... {manch-
mal auch fett a, b, ...,X, ¥,...) statt der fiir Matrizen iiblichen grofen Buchstaben.

2) Die Rechenregeln fiir die Multiplikation mit einem Skalar sind:
1A = A, 04=10

r(sA) = (rs)A (Assoziativgesetz)
(r+s)A = rA+s4 (linkes Distributivgesetz)
r(A+ B) = rA+7rB (rechtes Distributivgesetz)

Hierbei sind 0,1,7,s € R und A, B Matrizen desselben Formats wie die Nullmatrix (.
Fiir das Rechnen mit Zeilen- oder Spaltenvektoren gelten diese Gesetze natiirlich auch.
Da sie ganz analog zu Rechengesetzen fiir reelle Zahlen sind, ist es nicht schwer, damit
richtig umzugehen.
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3} Hat man eine Menge V' mit einem ausgezeichneten Element O und ist fiir je zwei
Elemente v,w € V sowie fiir Zahlen » € R eine Summe v + w € V und das Vielfache
rv € V definiert, derart dass die in 1) und 2) angegebenen Rechenregeln analog gelten,
so nennt man V' mit dieser Struktur einen reellen Vektorraum, die Elemente v, w, ...
von V' Vektoren und 0 den Nullvektor. Der m-dimensionale Zahlenraum R™ der Spal-
tenvektoren mit m reellen Komponenter und der Raum R™*" der mxn-Matrizen mit
reellen Eintrigen sind die hier wichtigsten Beispiele eines Vektorraums, aber es gibt vie- -
le weitere. Zum Beispiel bilden die Polynomfunktionen auf R oder die differenzierbaren
Funktionen aus einem offenen Intervall I in R einen Vektorraum, wenn dafiir die Addition
und Vervielfachung wie iblich (wertweise) definiert und die Nullfunktion als Nullvektor
genommen wird. Auch der Bereich der reellen Zahlen R selbst bildet einen reellen Vektor-
raum (weil die geforderten Rechenregeln in R alle gelten). Daher ist es nicht ganz korrekt
zu sagen, ein Vektor sei ein “Objekt mit mehreren Komponenten” oder Eintrigen wie
eben ein m-tupel {mit m > 1) oder eine Matrix {mit mehr als einem Eintrag). Man kann
eigentlich nicht definieren, was ein einzelner “Vektor” ist, sondern der richtige Begriff ist
der des Vektorraums mit seinen Rechenoperationen und Rechengesetzen. Wenn man einen
Vektorraum hat, dann nennt men seine Elemente eben auch “Vektoren”, worum immer
es sich dabei auch handeln mag (m-tupel, Matrizen, Polynome, Funkticnen, . o)

4) Der Vorteil der Begrifisbildung des abstrakten Vektorraums ist, dass man damit
gleichartige Konstruktionen und Rechnungen in vielen ganz verschiedenen Situaticnen
einheitlich erfassen und ausfithren kann. So lassen sich z.B. Linearkombinationen nicht
nur von Spaltenvektoren und Matrizen, sondern auch von Polynomen, Funktionen, . .. |
ehen von Vektoren in einem beliebigen Vektorraum V erkldren, namlich

Tty Frove b by eV

als Linearkombination der Vektoren vy, vs,...,v € V mit Koeffizienten rq,ry, ...,
r; € R, und man kann damit genau so rechnen wie mit Linearkombinationen von Spal-
tenvektoren in R™ oder von mxn—Matrizen.

Auch viele geometrische Vorstellungen, die man mit Vektoroperationen in der durch R?
modellierten “Zeichenebene” oder in dem durch R® modellierten “Anschauungsraum”
verbindet, lassen sich auf beliebige Vektorriume iibertragen und erleichtern dann den
Umgang mit und das Verstindnis von Vektorrechnungen. Zum Beispiel bildet die Menge
aller Linearkombinationen der Form (1—¢)v-}tw zu zwei verschiedenen Vektoren v, w € V
mit ¢ € R, also die Menge aller Linearkombinationen dieser beiden Vektoren mit Koeffizi-
entensumme 1, die sog. Verbindungsgerade der Punkte v,w in V. Und wenn man noch
verlangt, dass die Koeffizienten nichtnegativ sind, so erhilt man die Verbindungsstrecke
{(A=t)v+tw : 0 <t <1} der beiden Punkte mit dem Mittelpunkt v + Lw. Aligemei-
ner nennt man eine Linearkombination von vy, v.,...,v € V eine affine Kombination
dieser Vektoren, wenn die Koeffizientensumme 1 ist, und eine konvexe Kombination,
wenn auferdem noch alle Koeffizienten nichtnegativ sind. Eine konvexe Kombination kemm
man auch als gewichtetes arithmetisches Mittel der Vektoren anschen,

84U 4+ 8oty + .. sy eV (s 20 fir k=1...1, s3+8+...+5=1).

Fiir drei verschiedene Punkte u,v,w € V', von denen keiner auf der Verbindungsgeraden
der beiden anderen liegt, bilden die affinen Kombinationen anschaulich gesprochen die
Ebene in V', die durch diese drei Punkte bestimmt ist, und die konvexen Kombinationen
fiillen das Dreieck darin mit den Ecken u,v,w aus; das arithmetische Mittel fu + Zv+ w
ist z.B. der Schwerpunkt dieses Dreiecks.



Kap. 3, Abschnitt 3.3 153

Alldiese geometrischen Konstruktionen und Sprechweisen machen nicht nur in der Zeichen-
ebene B? und im Anschauungsraum R? Sinn, sondern — weil sie nur die Rechenoperatio-
nen und Rechengesetze eines Vektorraums erfordern — in jedem Vektorraum, also auch
im m-dimensionalen Zahlenrawm R™ mit m > 3, im Reum der mxn—Matrizen R™*" , in
Vektorrdumen von Funktionen usw, Das ist eine der niitzlichen Erkenntnisse, welche das
Konzept des allgemeinen Vektorraums mit sich bringt. B

Wichtiger als die Addition, aber nicht so einfach zu definieren, ist die Multiplikation von
Matrizen {deren Formate in gewisser Weise zusammen “passen” ). Zur Vorbereitung defi-
nieren wir das filr die Anwendungen ebenfalls sehr wichtige Skalarprodukt zweier Zeilen-
oder Spaltenvektoren mit gleicher Komponentenzahl. Der Name dieses Produkts kommt
daher, dass das Ergebnis ein Skalar ist, also eine reelle Zahl. Das Skalarprodukt ist auch
wichtig fiir die Geometrie, weil mit seiner Hilfe Grundgréfien wie Abstand und Winkel er-
klart werden. Hier aber interessieren uns nur die formalen Eigenschaften dieses Produkts.

DEFINITION: Sind ¢ und b zwei Zeilen- oder Spaltenvektoren mit gleich vielen reellen

Eintrdgen a;, ...,a, und by, ...,b, so ist das Skalarprodukt der beiden Vektoren

(auch inneres Produkt genannt) definiert ais die reelle Zahl
asb:—aby ‘L aphy +... +a,b, e R.

Um das Skalarprodukt a«b zu erhalten, multipliziert man also die Eintréige von ¢ und &
mit gleicher Positionsnumimer und addiert alle so entstehenden Produkte. ]

DISKUSSION: 1) Bei der Bildung des Skalarprodukts ist es gleichgliltig, ob die Fakto-
ren Zeilen- oder Spaltenvektoren bzaw. n-tupel sind. Die Faktoren miissen auch nicht von
gleicherm Format sein, d.h. es ist durchaus erlaubt, dass ein Faktor ein Zeilenvektor, der
andere Faktor ein Spaltenvektor ist. Einzige Bedingung ist, dass die Faktoren Vektoren
mit gleich vielen Kamponenten sind.

e Das Skalarprodukt ist nur fiir zwet (Zeilen- oder Spalten-) Vektoren mit gleicher An-
zahl von Eintrdgen definiert; das Ergebnis ist dann ein Skalar, also eine reelle Zahl.

Dementsprechend kann man auch nicht das Skalarprodukt a«bsc von drei Vektoren mit
gleicher Komponentenzahl bilden, weil a«b eine reelle Zahl und das Skalarprodukt von
a+*b mit ¢ nicht erklirt ist. (Ausnahme: a,b, ¢ haben jeweils nur eine Komponente, sind
also reelle Zahlen; dann ist ihr Skalarprodukt das gewthnliche Produkt reeller Zahlen.)
Allenfalls kann man (usb}c als Produkt sc des Skalars s := asb mit dem Vektor ¢ erkliren,

2) Analog zur Addition kénnte man ein Produkt “x* fiir Spaltenvekioren mit gleicher

Komponentenzahl definieren durch positionsweise Multiplikation der Eintrige, also durch

(@1,02,...,6,) % (by,ba,...,b.) := (a1by, asbs, ..., a.b,). Dieses Produkt wiirde auch

den iiblichen Rechenregein fiir Produkte geniigen. Nur ist es fiir die Anwendungen villig

bedeutungslos im Gegensatz zam Skalarprodukt von Vektoren und der damit spater de-
finierten Matrixmultiplikation. Deshalb wird dieses Produkt auch nicht eingefiihrt.

3) Wir haben die Notation a«b mit einem fetten Multiplikationspunkt fiir das Skalar-
produkt gewahlt, damit man es vom Produkt a - b = ab reeller Zahlen a,b unterscheiden
und an der Notation sofort erkennen kann, dass es sich um das Skalarprodukt von Vekto-
ren mit gleicher Komponentenzahl handelt. Andere gebriuchliche Bezeichnungen fiir das
Skalarprodukt sind {a, b} oder (a,b). (Letzteres ist aber ungiinstig, weil die Gefahr der
Verwechselung mit dem Paar der Vektoren o und & besteht, das ebenfalls (g, ) bezeich-
net wird.) Bei zwei Spaltenvektoren mit gleicher Komponentenzahl findet man auch die



154 : Mathematik fur Wirtschaftswissenschaftler

Notation a' b fiir ihr Skalarprodukt, wobei d der transponierte Vektor zu «a ist, d.h. der
Zeilenvektor mit denselben Eintrigen (in gleicher Reihenfolge) wie der Spaltenvektor a.
(Eigentlich ist d'b dann das Produkt einer einzeiligen Matrix @ mit einer einspaltigen
Matrix b, und dieses Produkt hat als Ergebnis eine 1 x 1-Masrix mit dem Skalarprodukt
a«b als einzigem Eintrag. Aber zwischen reellen Zahlen s und 1x1-Matrizen (s) macht
man gewohnlich keinen Unterschied.)

4} Aus der Definition des Skalarpredukts und den Rechenregeln im Zahlbereich R ergeben
sich unmittelbar folgende Rechengesetze fiir das Skalarprodukt:

asb = bea (Symmetrie)
(ra)sb = r(asb) = ae(rh) (Homogenitit)
(aa)eb = aebxTeb (linkes Distributivgesetz)
as(b£b) = ashtadd (rechtes Disiributivgesets)

Hier ist r eine reelle Zaht und a, @, b, b sind Zeilen- oder Spaltenvektoren mit gleicher Zahl
von Bintrdgen, wobei a und @ auch gleiches Format haben (d.h. beide sind Zeilenvektoren
oder beide Spaltenvektoren; sonst wére ja a & nicht definiert) und ebenso auch b und b.
Die Tatsache, dass man Summen und reelle Zahlen aus jedem Faktor des Skalarprodukts
“herausziehen” kann (die Homogenitéit und die Distributivitét), wird kurz als Bilinearitét
des Skalarprodukts bezeichnet, und man sagt, das Skalarprodukt sei eine symmetrische
Bilinearform, um diese Bilinearitét und das Symmetriegesetz hervorzuheben. Wie beim
Rechnen mit Zshlen folgen weitere Rechenregeln, wie z.B. die binomischen Formeln fiir
Skalorprodukie von Zeilen- oder Spaltenvektoren a, b desselben Formats

(adbjs(atd)=aeat2aeb4bed, (a4 b)e(a—b)=asa—beb,

wobei es hier nicht iiblich ist, etwa a? fiir a+a zu schreiben, und wie das Herausziehen
beliebiger Linearkombinalionen

(7‘18.1 + ... —1—T‘kak)°b == Tl(alﬂb) + ... —l—’rk(ak-b),
kool
(?"1:‘11 o mak) e(8ibi+... + Sgbg) = Z Zrisj(m Obj) ,
i=1 j=1
wobel die r; und s; reelle Zahlen sind, alle Vektoren a; dasselbe Format haben, alle b;
ebenfalls dasselbe Format besitzen und alle a; und b; dieselbe Anzahl von Kemponenten
haben. (Die Klammern rechts hétte man auch weglassen kénnen, weil die Ausdriicke wegen
der Homogenitit des Skalarproduktes nicht von der Art der Klammerung abhéingen.)

4) Das Skalarprodukt asa = af + ai + ... + a® eines Vektors a mit Komponenten
ai, Gg, ..., 0, ist nichtnegativ und nur dann gleich Null, wenn alle Komponenten Null
sind. Die Bildung der {nichtnegativen) Wurzel aus a+a hat viele Eigenschaften mit dem
Absolutbetrag reeller Zahlen gemeinsam und wird deshalb auch genau so notiert:

la| = vaea = \/a§+a§+...+ag,

genannt die (Euklidische) Norm oder die Lange des Vektors a. (Fallsn = 1 ist, also a
eine reelle Zahl, so ist das der gewdhnliche Absolutbetrag von a. Wenn man die Norm in
der Notation vom Absclutbetrag unterscheiden méchte, so kann man lal| dafiir schreiben.
N&tig ist das aber nicht, weil sich aus dem Kontext ergibt, ob a eine reelle Zahl ist oder
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ein Vektor mit n > 2 Kompoenenten, und

im letzteren Fall kann fa| ja nuwr die Eu-

klidische Norm bedeuten.} Mit dem elemen- Ty

targeometrischen Satz des Pythagoras kann a = (ay, az)

man sehen, dass |o| fir a = (a1,as) € R?

tatsdchlich die Lange der Strecke vom Ur-

sprung O = (0, 0) zum Punkt a ist. Oft stellt '

man Vektoren als Pfeile dar, hier z.B. den 90":

Vektor a als Pfeil mit Ende in O und Spitze 0 v

i{ilua; dg_nn iS;f!Gfil di(e;/e1ex§'entargeorrtleﬁrische geometrische Interpretation von |a| =
snge dieses Pfeils, (Von dieser Darstellungs- T

Weisi kommt auch der Name “Vektor” h%:r, ai + @ mit dem Satz des Pythagoras

der eigentlich “gerichtete GréBe” heifit.)

ag

Iy

Es gibt andere Maglichkeiten, die “Grofie” von Vektoren a mit Komponenten ay,ag, ...,y
zu messen, z.B. sind fiir diesen Zweck auch die Summe der Komponentenbetrige |al; :=
lai| + laz] + ... + |an| oder ihr Maximum |a]e = max(|a1],|az|,. .., |@.]) gebréuchliich,
oder allgemeiner die sog. p-Norm |al, = (|a1|P + |azlF + ... + |a,|P)*/? zu einem Exponen-
ten p € {1, 00[, die fiir p = 2 gerade die Euklidische Norm ist. Die Euklidische Norm |a]
ist ausgezeichnet durch ihre geometrische Bedeutung und ihren Zusammenhang mit dem
Skalarprodukt. So kann man nicht nur |a| = /ava durch das Skalarprodukt von a mit
sich selbst ausdriicken, sondern auch umgekehrt Skalarprodukte von Vektoren a,b € R”
durch Euklidische Normen

ara=laf,  asb = Ha b~ Hlaf’ — 4bf.

6) Sind a,b zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren in R, so gibt die binomische
Formel flir Skaiarprodukte folgenden Ausdruck fiir das Quadrat des Abstands von a zu
einem Punkt ¢b auf der Geraden durch den Ursprung O und durch b:

la — tb|* = |a]® — 2tasb + £*[b]*.

[Yese quadratische Funktion von ¢ € R hat ihr Minimum bei ¢ = 0, genau wenn aeb =10
ist. Genau dann ist also der Nullpunkt der zu a n#chste Punkt auf der Geraden durch ()
und b. Aus der elementaren Geometrie in der Zeichenebene R? bzw. im Anschauungsraum
R?® weifi man aber, dass die Verbindungsstrecke von einem Punkt a zum niichsten Punkt
auf einer Geraden das Lot von a auf diese Gerade ist, d.h. auf der Geraden senkrecht steht.
Also gilt dort a«b = 0, genau wenn die Pfeile; welche die Vektoren a und & darstellen,
senkrecht zueinander sind. Daher ist es sinavoll, allgemein zwei Vektoren orthogonal
zueinander oder senkrecht aufeinander zu nennen, wenn ihr Skalarprodukt definiert
ist und den Wert Null hat. Geometrisch stellt man sich einen rechten Winkel zwischen
den die Vektaren darstellenden Pfeilen vor.

7) Eine zum Skalarprodukt gehdrende Division won Vektoren ist nicht definiert. Der
Quotient von & und o miisste ja, wenn er sinnvoll zu definieren wire, die eindeutige
Losung = der Gleichung a ez = b sein. Dann miisste also 2 ein Vektor mit derselben
Zahl n von Eintrdgen wie a sein und b ein Skalar. Aber es gibt (aufler in dem hier nicht
interessierenden Fall n = 1, wo a, b, z reelle Zahlen sind und a # 0) immer unendlich viele
Losungen z dieser Gleichung, wenn a mindestens eine von Null verschiedene Komponente
a; hat; denn es handelt sich ja um eine lineare Gleichung ayzy + aazs + ... + a2, = b
fiir die n Kompoenenten von 2. Und deshalb ist keine sinnvolle Definition der Division des
Skalars b durch den Vektor a méglich, auch nicht wenn o kein Nullvektor ist. ]
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BEISPIELE (zum Skalerprodukt von Vektoren):

1) 1 3
2 e[ -2] = 1-3+2.(-2)+3-1 = 2,
3 !
0
2 0~11)e| ] =2040-14(-1)241-3 =1,
3

(1,1,1)e(1,=2,1) = 1. 14+1-(=2) +1-1 = 0.

Natiirlich ist ein Skalarprodukt Nutl, wenn einer der Faktoren ein Nullvektor ist, also nur
Eintridge Null hat. Das letzte Beispiel zeigt, dass die Umkehrung nicht gilt. Geometrisch
bedeutet aeb = 0 fiir a, b € R” ja nur, dass die Vektoren a und b, als Pfeile vom Ursprung
aus gedacht, orthogonal sind, also senkrecht zueinander; und das bedeutet (in R™ mit
n > 2) natiirlich nicht, dass a oder b der Nullvektor sein muss.

2} Das Skalarprodukt von einem Vektor a mit m Komponenten und einem Vektor, der
m gleiche Eintrége 1 hat, ist gerade die Summe der Eintrige von a:

[£5] 1
] 1
© : = (1 + Gy + ...+ Qp, -

€l 1
Daher heiBen Vektoren wie (1,1,...,1) auch summierende Vektoren. Entsprechend ist das
Skalarprodukt von a mit %(1, 1,...,1) € R™ das arithmetische Mittel der Eintrdge von
a. Sind allgemeiner Gewichte 81,82,...,8, = 0 mit $1 + 83 + ... + 8, = 1 gegeben,
s0 ist das Skalarprodukt von a mit dem Gewichtsvektor (s1,82,...,3,,) das gewichtete

arithmetische Mittel der m Eintrdge von o mit den gegebenen Gewichten:

a1 81
a2 82

. . = 8101 + 8202 + ...+ Sl
a’n Sm

3) Das Skalarprodukt eines Vektors z mit einem kanonischen Basisvektor ist eine Kom-
ponente von x. Genhauer ist zee; = x;, wenn x die Komponenten zy,...,z,, hat und e;
wie {iblich den kanonischen Basisvektor mit Eintrag 1 in i-ter Position und mit weiteren
m—1 Eintrégen 0 bezeichnet, also

Iq m
3:2 ”~ - ~
Tee;, = . '(0,...,0,1,0,...,0):335.
) i-te Position
QJm

Insbesondere haben wir fiir das Skalarprodukt von zwei kanonischen Basisvektoren e; und
e; in R™: beer - e {1, wenn ¢ = j,

v 10, wenn 4.
Dabei ist das sog. Kronecker—-Delta—Symbol &;; eine in der Mathematik iibliche Abkiirzung
fitr eine Gréfe, die den Wert 1 hat, wenn heide Indizes gleich sind, und den Wert 0 sonst.
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4) Eine dkonomische Anwendung (formaler Art): Fiir m gefertigte Produkte konnen wir
die in einem gewissen Zeitraum abgesetzten Mengen 2,23, ..., Z;, (in Mengeneinheiten)
zu einem Absatzvektor x zusammenfassen und die beim Verkauf dieser Produkte er-
zielten Preise py,p2,...,Pn 2u einem Preisvektor p. Dann gibt das Skalarprodukt den

Umsatz / Erlos Xep = TP +29P2 + oo+ TP

an, der mit den m Produkten im betrachteten Zeitraum insgesamt erzielt wurde. Entspre-
chend erhélt man aus einem Produktionsvektor x, dessen Eintrige x; die Qutputs (in
Mengeneinheiten) von m Produkten angeben, und dem zugehérigen Stiickkostenvektor
k, dessen Eintréige k; die bei der Produktion pro Finheit des iten Produkts entstandenen
Kosten sind, durch Skalarproduktbildung die

Gesamtkosten Xek = ak; + ke + .. 4wk

[mmer wenn, wie hier, die gleich positionierten Eintrdge zweier gleich langen Tabellen-
spalten miteinander multipliziert und die entstehenden Produkte aufsummiert werden,
hat man in der Okonomie eine Skalarprodukthildung.

5) Anwendung auf eine lineare Gleichung: FEine lineare Gleichung
1% F sy + .ot g, = b

kann unter Verwendung des Skalarprodukts kurz

aex =15
geschrieben werden, wo a = (a;, @z, .. .,a,) der Koeffizientenvektor der Gleichung ist und
2= (21,22,...,%,) der Vektor der Unbekannten. Die rechte Seite ist hier natiirlich ein

Skalar b € R. Die Lisungsmenge besteht also aus allen Vektoren 2 € R"*, die mit dem
Koeffizientenvektor a ein Skalarprodukt mit dem gegebenen Wert b bilden. Im homogenen
Fall b = 0 LBt sich die Loésungsmenge geometrisch als die Menge aller zu a senkrechten
Vektoren in R™ beschreiben, genannt der zu a orthogonale Unterraum von R™ und notiert
{a}* . Aus den Rechenregeln fiir das Skalarprodukt folgt fiir jede “spezielle” Losung a*:

ez =>b <= Gqgex=oax = ae(z—-z")=0,
d.h. die Lésungsmenge L zu asz = b erhilt man durch die Parallelverschiebung von {a}*,

die den Nullvektor in z* iiberfilhrt, L=2* + {a}*+. Tn R ist das die zur Richtung von a0
senkrechte Gerade durch z*, in R? die zur Richtung von a-£0 senkrechte Ebene durch z*.

Aus den Rechenregeln fir das Skalarprodukt sieht man auch unmittelbar:

e Linearkombinationen von Lisungsvektoren x, € R™ der homogenen Gleichung sind
wieder Losungen der homogenen Gleichung;

e affine Kombinationen von Ldsungsvektoren x, € R™ der inhomogenen Gleichung
sind wieder Lisungen der inhomogenen Gleichung.

l {
Cl'Zthk = Ztk(aoxk) ;
k=1 k=l

weil im ersten Fall aex;, = 0 ist fiir alle &k, also auch die rechte Seite der letzten Gleichung
= 0, und im zweiten Fall a«x; = b fiir alle £ sowie Zizl tx = 1, also die rechte Seite
der letzten Gleichung wieder = b. Die Aussagen hier gelten tibrigens nicht nur fiir lineare
Gleichungen, sondern auch analog fiir lineare Gleichungssysteme und kénnen (mithsam)
durch direkte Rechnungen mit den Gleichungssystemen oder (einfacher) mit den folgenden
Rechenregeln fiir die Multiplikation von Matrizen an Spaltenvektoren gezeigt werden. #

Beides folgt aus
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(K. Steffen, Heinrich-Heine-Universitét Diisseldorf, WS 2006/07)

Um zu motivieren, wie man das Produkt einer Matriz mit einem Speltenvektor sinnvoll
definiert, betrachten wir folgende dkonomische Situation: In einem Betrieb werden die
Produkte [I],...,[n] gefertigt, wobei die Rohstoffe (1),...,(m) Verwendung finden. Die
Materialverflechtungsmatrix R = (r;;)

— Produkte

@ 11 Yo e Tin
@ a1 Taz .. Ton

@ mli Tm2 -+ Tmn

Rohstoffe )

hat in der i-ten Zeile und j-ten Spalte den Rohstoffverbrauchskoeflizienten r;; als
Eintrag, der angibt, wieviele Mengeneinheiten des Rohstoffs @ fiir die Herstellung einer
Einheit des Produkts []] benttigt werden. Die Frage ist nun, wie man zu einem ge-
gebenen Produktionsoutputvektor x = (zy,22,...,2,) den zugehdrigen Rohstoff-
bedarfsvektor z = (21, 22,..., %) berechnet, dessen Eintrége z; angeben, wieviele Ein-
heiten vom Rohstoff @ gebraucht werden, wenn der gegebene Produktionsplan von 24
Qutputeininheiten des Produkts . 3 Outputeinheiten des Produkts 2], ..., 2z, Out-
puteinheiten des Produkts realisiert werden soll. Da man fiir die Herstellung von z;
Outputeinheiten des Produkts [7] gerade ri; Einheiten des Rohstoffs (i) braucht, ist die
Antwort :

Z; =TT+ rpls .. b PinTa fir p=1...m,

die i-te Komponente von z ist also das Skalarprodukt der i-ten Zeile der Materialver-
flechtungsmatrix R mit dem Produktionsvektor x. Dies kann man durch eine einzige
Vektorgleichung

7z — Hx

ausdriicken, wenn man das Produkt von der Matrix R (mit n Spalten) mit dem Spalten-
vektor x {mit n Eintrégen) gerade so definiert, wie wir es jetzt tun:

DEFINITION: Das Produkt einer Matrix mit einem Spaltenvektor ist definiert,
wenn die Spaitenzahl n der Matrix A gleich der Anzahl der Komponenten des Spalten-
vektors x ist; ist m die Zeilenzah! von A, so ist das Ergebnis Az der Multiplikation der
m-gliedrige Spaltenvektor, der als i-ten Eintrag das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A
mit der Spalte z hat fir 1 <4 <m. B



Kap. 3, Abschnitt 3.3 159

DISKUSSION: 1) Ausgeschrieben lautet die Definition:.

x
Gy Gz - Qg $1 Q13T+t . FQ1nTy
Gz gz v Qop 2 Qo121 oot .. HopTy n
Az = . . . : = . eR™,
Oml Gmg ' Omp $ Um1Z1+H0maTa+ o e Ty,
T

Dabei steht rechts ein Spaltenvektor mit ebenso vielen Eintrédgen, wie die Matrix links
Zeilen besitzt, und die Spaltenzahl der Matrix ist gleich der Komponentenzahl des Spal-
tenvektors, an den sie multipliziert wird. Fiihrt man die Abkitzung g, :== (a1 a2 -.. Gin)
fiir die i-te Zeile der Matrix A ein, so kann man entsprechend der Definition schreiben

y 2T

a Qoo

@y s
Az = x =

2) Eine andere Maglichkeit der Beschreibung des Produkts Az ist folgende:

a7 12 Q1

Qo1 a2 Qo ' - _ -
Ar = 14 ] + x4 . + ... 2 . = D01 + Xolo + ...+ 2,0, ,

Oyt - A2 Qrn,

wo @; die j-te Spalte der Matrix A bezeichnet. Es gilt also:
15

e Das Produkt Az ist die Linearkombination der Spaltenvektoren @; = : von A
mit den Komponenten x; der Spalte © als Koeffizienten. Ol

Insbesondere hat der Ergebnisvektor Az dasselbe Format wie die Spalten von A, und z
muss ebenso viele Komponenten haben wie die Matrix A Spalten, damit das Produkt Az
definiert ist.

3) Wir betonen nochmals ausdriicklich, dass man nicht beliebige Matrizen an beliebige
Vektoren multiplizieren kann, sondern dass die Formate zusammen “passen” miissen:
e Das Produkt Az ist nur definiert, wenn die Spaltenzahl der Matriz A gleich der
Komponentenzahl des Spaltenvektors ¢ ist;

e dos Ergebnis der Multiplikation Az ist dann ein Spaltenvektor mit so vielen Ein-
trigen, wie A Zeilen hai;

e deshalb sind z und Az im Allgemeinen Spalten mit unterschiedlich vielen Eintrédgen;
nur wenn A eine guadratische Matriz ist, haben x und Ax dasselbe Format.

4) Die grundlegenden Rechenregeln fiir die Multiplikation von Matrizen an Spal-
tenvektoren sind folgende:

0z = 0, A0=0
Alrz) = r(Az) = (rA)z ( Homogenitit)
(A+B)z = Az + Bz (linkes Distributivgesetz)
Alz+T) = Az + AT (rechtes Distributivgesetz)
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Dabhei sind 4, B und die Nullmatrix 0 Matrizen vom gleichen Format (m,n), die Vektoren
z, T und der Nullvektor im Produkt ACG sind n-gliedrige Spaltenvektoren, » € R ist ein
Skalar und die Gleichungen sind als Gleichheit von Spaltenvektoren mit m Komponenten
zu verstehen. Die beiden Distributivgesetze und die Homogenitét fasst man zusammen,
indem man sagt, dass das Produkt von mxn-Matrizen mit n-gliedrigen Spaltenvekio-
ren eine dilineare Rechenoperation ist. Die Bilinearitét, also das erlaubte “Herausziehen”
von Summenbildung und Multiplikation mit Skalaren aus den Faktoren, ist iiberhaupt
die grundlegende Eigenschaft jeder Rechenoperation, die als “Produktbildung” bezeich-
net wird. Natiirlich lassen sich dann auch Summen mit mehr als zwei Summanden aus
den Faktoren des Produkts herausziehen, und allgemeiner gilt:

o Man kann bei der Produktbildung aus jedem Faktor beliebige Linearkombinationen

“herausziehen”,
was hier fiir Matrizen 4, Ay, ..., Ay € R™" Spaltenvektoren x ,x1,Xs,...,%; € R" und
Skalare 1,7 ,...,7%,81,82,...,5 € R genau heifit:
(?"1A1 + ‘T‘QAQ + .0 ?"kAk)X = ﬁ(Alx) + TQ(AQX) —+ ...+ Tk(AkX) ,
A(S]Xl + 89Xo + ...+ S;X;) = 31(AX1) + Sg(AXg) + .. -I- Sg(AXg) .

Wenn beide Faktoren Linearkombinationen sind, so muss man diese nacheinander erst aus
dem einen dann aus dem anderen Faktor “herausziehen”, also

(A+B)(x+y) = Alx+y)+B(x+y) = Ax+ Ay +Bx+ By,
k [
(TlAl -+ ?"QAQ + ...+ TkAk)(Slxl + 89X+ ...+ SgX,j) = Z ’I’iSj(Ain) ;
=l j=1
wenn auch noch B € R™*™ und y € R sind. - |

BEISPIELE (zum Produkt von Matrizen mit Spaltenvektoren):

) L))

10 2 1 7
010 ((2( |2
2 01 3/ |5
020 4

1 -1 1 -1 1 -1
1 1 1 -1 -1 -1

1
1
1
1
1
1

Man beachte die Formate der Matrizen und Vektoren. Es darf einfach nicht passieren, dass
man Matrizen an nicht passende Spaltenvektoren multipliziert oder Ergebnisvektoren mit
falscher Komponentenzahl erhiilt! (Es kann auch nicht passieren, wenn man sich an die an-
gegebene und einzig sinnvolle Definition des Produkts von Matrizen mit Spaltenvektoren
halt und sich nicht seine eigene private Definition selbst “strickt”.)
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2) Tm Fall einer einzeiligen Matrix A =a = (a; ag ... a,) reduziert sich die Definition
des Produkts Az mit z € R™ auf die Bildung des Skalarprodukts a«z von a mit z:

ar = {ay ay ... ) T\ = (@@ +aezs+ .. +aaz,) = (aez).
Iy

T

(Genau genommen steht rechts nicht das Skalarprodukt aex, sondern der 1-gliedrige Spal-
tenvektor bzw. die 1x1-Matrix mit diesem Skalarprodukt ais einzigem Eintrag. Diesen
Unterschied, der rein formal ist, kann man ignorieren und daher die Matrixklammern
rechts weglassen. (Beachte aber, dass fiir Skalarprodukte asz = z+a gilt, wihrend das
Matrixprodukt za der Spalte z mit der Zeile a, das spéter eingefilhrt wird, nicht gleich
der 1x1-Matrix ax ist, sondern eine nxn—-Matrix.)

3) Fiir das Produkt der nXn—Einheitsmatrix
1
._ (" 0 )
I=1, := (8:;)1<i<n, 1<j<n = L 0 . i”
1

(S —
Tl

(wobei das schon erwihnte Symbol &;; den Wert 1 hat, wenn ¢ = 7 ist und den Wert 0
sonst, und das Subskript “n” bei I das Format der Einheitsmatrix anzeigt, wenn nétig)
mit einem n-gliedrigen Spaltenvektor z € R™ ist

ir = z;
denn die i-te Zeile von I ist der i-te kanonische n-gliedrige Basisvektor und dessen Ska-
larprodukt mit € R™ ist gerade die i-te Komponente von x.
e Multiplikation der Finheitsmatriz an einen (passenden!) Spaltenvektor reproduziert

diesen Vektor.

4} Fir eine Diagonalmatrix, d.h. eine quadratische Matrix der Form

d, ()
D = {dibij}1<izn, 1<j<n = 0 " n
dy,
—

T

mit Eintrégen d; auf der Diagonalen und Nulleintrdgen sonst, gilt

dy LATAY dyzy
Dp — Odz O 33.2 . dzlﬂ?z ’
dn ) \ 2y ity

1

d.h. die Multiplikation von D an z € R” liuft auf Dasselbe hinaus, wie jede Komponente
von x mit dem entsprechenden Diagonaleintrag zu multiplizieren.
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Sind alle Diagonaleintriige d; = d gleich, so ist £ das d-fache der Einheitsmatrix, und
Dz = (d)xz = d(Iz) = dv das d-fache des Spaltenvektors 2. Die Multiplikation der
Matrix dI an einen (passenden) Spaltenvektor z lduft also auf Dasselbe hinaus wie die
Muitiplikation von = mit dem Skalar d; deshalb nennt man eine Matrix der Form dll, also
eine Diagonalmatrix mit lauter gleichen Diagonaleintrdgen d, auch eine skalare Matrix.

5} Setzen wir fiir  den j-ten kanonischen Basisvektor e; € R™ ein, so ergibt sich

ayy g+ Qg 0 Q1
Qg1 CQog -+ Oop : Qo4
Aej = . . . U =
1 .
(m1 Gm2 " mp Qg
0
[:} j-te Position (von n)

e Das Produkt einer mxn—Matriz A mit dem j-ten kanonischen Basisvektor von R™
ist gerade die j-te Spalte von A.

6) Eine tkonomische Anwendung findet die Multiplikation von Matrizen an Spaltenvekto-
ren in der Input—-Output—Analyse. Wir betrachten dazu wie vor der letzten Definition
die Herstellung von Produkten ,...,[n] aus Rohstoffen / Vorprodukten @ b 7@ ,
wobei die in der mxn—Materialverflechtungsmatric R = (r;;) zusammengefassten sog.
Rohstoffverbrauchskoeffizienten r;; die Anzahl der Einheiten von @ angeben, die fiir die
Herstellung einer Einheit von Er bendtigt werden. Ist z = (21,23, ..., %,) der Produk-
tionsvektor, dessen Eintrdge die zu produzierenden Mengen der n Produkte angeben (in
Mengeneinheiten), so ist der zugehorige Rohstoffbedarfsvektor z = (21, 22,...,2m) gege
ben durch das Produkt z = R, weil die Anzahl der fiir den Produktionsplan bendétigten
Finheiten des Rohstoffs / Vorprodukts @ ja gleich z; = rypmy + rine 4 . oL Tiniy st

Wir nehmen nun an, dass die hergestellten Produkte zum Teil am Markt verkauft werden
(“Output”), was durch einen Nachfragevektor oder Absatzvektor y = (y1,%2,...,Ya) be-
schrieben wird, und zum anderen Teil in die Produktion der anderen Produkte oder auch
desselben Produkts als Vorprodukte eingehen (“Input”). Dieser Sachverhalt wird durch
eine Produkiionsverflechtungsmatriz A = (as) vom Format (n,n) beschrieben, wobei der
Eintrag a;; angibt, wieviele Einheiten des Produkts [7] fitr die Herstellung einer Einheit
des Produkts gebraucht werden. Die a;; heiflen Produktionskoeffizienten, ay; sind die
Eigenverbrauchskoeffizienten. Die Gesamtproduktion des Produkts [ 4] setzt sich dann zu-
sammen aus der am Markt abgesetzten Menge y; ( Output) und der fiir die Herstellung der
anderen Produkte bzw. desselben Produkts verbravehten Menge a;121 +ajems 4. .. Ty,
(endogener Input), also hat man die Bilanz
2y =y + Ty +apTe b+ Gty fir j=1...n,

die man in Form einer Vektorgleichung » = y + Az schreiben kann. Mit der nxn—

Einheitsmatrix I und den Rechenregeln kann man die Vektorgleichung vy = 2 — Az =

iz — Az = (I— A)z umformen, also gilt fiir Produktions- und Absatzvektor die Gleichung:
(I—Ax =y.

Die hier auftretende Matrix I--A heift auch Technologie-Matriz. Die Vektorgleichung
(I—A)z = y selbst wird als statisches Input-Output-Modell oder Leontief-Modell be-
zeichnet {“statisch”, weil hier die Koeffizienten r;; und aj als zeitlich kenstant angenom-
men sind). Das Modell lasst sich auch auf ein in Teilbetriebe / Abteilungen gegliedertes
Unternehmen anwenden und auf eine in Sektoren gegliederte Volkswirtschaft.
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Fiir einen gegebenen Produktionsvektor 2 kann man nun den Rohstoffverbrauch und die
fiir den Markt verfiigharen Mengen durch einfache Matrixmultiplikationen an o berechnen

gemif
z = Br e R™, oy = M-A)r eR™.

Dazu wére natiirlich Matrixrechnung nicht unbedingt erforderlich gewesen. Thr Vorteil ist
die tibersichtliche “indexfreie” Schreibweise, in der auch die lineare Natur der Abh#ingig-
keit von z und y vom Produktionsvektor @ zum Ausdruck kommt (Multiplikation von x
mit skalaren Faktoren und Ersetzen von x durch eine Summe von Produktionsvektoren
wirken sich entsprechend auf y und 2 aus).

Interessanter ist die Frage, ob man einen vorgegebenen Nachfragevektor y realisieren kann.
Dies erfordert die Auflésung der Gleichung (I—A)z = y nach » € R, was auf die Losung
eines Systems von n linearen Gleichungen fiir n Unbekannte mit Koeffizientenmatrix - A
und Inhomogenitit y hinanslauft. Die Struktur der Technologie-Matriz I—A ist oft fol-
gende: Die Produktionskoeffizienten aj; sind nichtnegativ und klein, so dass in den Dia-
gonalpositionen von I—A Eintrdge mit einem Wert nahe bei 1 und in den anderen Po-
sitionen nichtpositive Eintrdge von kleinem Betrag stehen. In dieser Situation kann man
mathematisch beweisen {wozu aber mehr Theorie gehort; s. 3.4), dass die Auflésung von
{I-A)z = y fiir jedes y € R" eindeutig méglich ist und dass zudem der Lésungsvektor
x € R" nichtnegative Komponenten z, > 0 hat, wenn alle Komponenten y; > 0 sind,
was ja allein Skonomisch sinnvoll ist. (Man kann schlieflich eine Produktion nicht ohne
Weiteres umkehren und durch Produktverbrauch wieder Rohstoffe zurtickgewinnen.) Sind
allerdings Produktionskoeffizienten zu grofB, so ldsst sich unter Umsténden nicht mehr je-
der Nachfragevektor y (mit y; > 0 fiir alle §) durch einen Produktionsvektor 2 mit 2 > 0
fir alle k realisieren, sondern die Lésung z hat — wenn itberhaupt eine existiert — einen
oder mehrere negative Eintrige. Dies bedeutet, dass von dem entsprechenden Produkt fiir
den endogenen Input mehr verbraucht wird, als itberhaupt produziert werden kann. Das
ist natiirlich 8kenomisch unsinnig, und die Konsequenz ist, dass in solchen Fallen eben
nicht jede beliebige Nachfrage nach den Produkten realisiert werden kann.

In der Praxis kommen meist noch Restriktionen fir die Verfigbarkeit von Rohstoffen
hinzu, was durch lineare Ungleichungen

z; < fir gewisse ¢ € {1,2,...,m}

mit gegebenen Schranken ¢; € Ry auszudriicken ist. Im Sinne der ékonomischen Frage-
stellung zuldssige Produktionsvektoren sind dann nur solche 2 € R™, fiir die erstens
alle Komponenten nichtnegativ sind und zweitens die Komponenten z; von z == Rz den
Ungleichungen z; < ¢; geniigen, also '

zpz 0 fir k=1...n, ruz trpz +.. +ree, <o fir gewisse ¢ € {1,2,...,m} .

Klar ist dann, dass Produktionsvektoren z mit hinreichend kleinen positiven Komponen-
ten zuléssig sind. Ob es aber zu einem gegebenen Nachfragevektor y (mit nichtnegativen
Komponenten} einen zuldssigen Produktionsvektor z gibt, der (I—A)z = y 13st, und wel-
che Nachfragevektoren in diesem Sinne realisierbar sind bzw. welche § méglichst nahe bei
y realisiert werden kinnen, wenn das fiir y selbst nicht méglich ist, — das sind durchaus
schwierige und komplexe Fragen, auch in der mathematischen Thearie, mit denen sich die
sog. Input-Output-Analyse befasst.
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7} Noch eine tkonomische Anwendung der Multiplikation von Matrizen an Spaltenvek-
toren: Fin Unternehmen stelle die Produkte [1],...,[n] her an verschiedenen Produkti-
onsst'&tten@ e @ . Die Verteilung der Produktionsoutputs wird beschrieben durch die
mxn-Produktionsmatrix X = (z;;), deren Eintréige z;; angeben, wieviele Einheiten
des Produkts [j] an der Stitte @ erzeugt werden (in einem betrachteten Zeitintervall,

z.B. in einem Geschéftsjahr). Ist p; der fiir den Verkauf einer Einheit von am Markt
erzielte Preis, so bilden wir den Preisvekior p = (p1,P2,---,P») und kdnnen damit den
Umsatzvektor (auch Erlsvektor genannt) w = (u3,Usz,...,Up) als Produkt der Produk-
tionsmatrix mit dem Preisvektor darstellen geméf

Uy Ty Tz 0 Tin n

¥ Tl Tzt Foe 20

u = Xp, also . =
Um Tmi T2 " Tmn Pn

Der i-te Eintrag von u ist der bei der Produktionsstétte @ erzielte Umsatz u; =
D iy Py = TPy + TPz T+ TinDn -

Um die Kostenstruktur zu beschreiben, fiihrt man die mxn-Kostenproduktionsmatrix
K = (k) ein, deren Eintrige k;; die bei Herstellung des Produkts [j] an der Produk-
tionssttte @ entstehenden Stiickkosten (Kosten pro hergestellte Mengeneinheit) ange-
ben. Das Produkt Kx der Produktionskostenmatrix K mit einem Produktionsoutput-
vektor X = (x1,%2,...,Z,) ist dann der Spaltenvektor, dessen i-ter Eintrag die Kosten
kixq+kiozs +. . ki, fiir die Realisierung des durch x gegebenen Produktionsplans bei
Produktion allein an der Stétte @ angibt. Die eigentliche Skonomische Aufgabe ist aber,
die Produktion mit gewiinschten Qutputs 21,22, ..., &, so auf die m Produktionsstatten
zu verteilen, dass die Gesamtkosten minimiert werden. Gesucht ist also eine Produktions-
matrix X = (z;;), deren Spaltensummen z1; + Zg; + ... + Tuk = Z; vorgegeben sind,
mit der Eigenschaft, dass die Summe 3", Z?:] k25, also die Gesamtkosten filr die
Produktion an allen Produktionsstitten, minimal wird. Dabei unterliegen die Eintrége
der zuldssigen Produktionsmatrizen noch tkonomischen Restriktionen wie z;; = 0 und’
2 < ¢;; mit gegebenen Kapazititsgrenzen c;; 2 0 {maximaler moglicher Produktions-
output flir das Produkt an der Produktionsstétte @ : kann auch = 0 sein, némlich
wenn [ ] an der Stitte gar nicht gefertigt wird). Die Bestimmung einer Produktions-
matrix' X zu gegebenem Produktionsoutputvektor x, welche diese Restrikticnen erfullt
und dabei zu kleinsten Gesamtkosten fithrt, ist dann eine anspruchsvolle mathematische
Aufgabe, die in die sog. Lineare Optimierung gehort, Mehr daza wiirde zu weit fiihren;
das Rechnen mit Matrizen und Vektoren ist jedenfalls Voraussetzung ftir diese Theorie.

9) Ein letztes skonomisches Beispiel fiir das Auftreten des Produkts einer Matrix mit
einem Spaltenvektor: Wir betrachten eine nxn—Ubergangsmatrix P = (py;), die den
Kiuferwechsel bei n konkurrierende Produkten in einem Beobachtungszeitraum beschreibt,
d.h py; - 100% gibt den prozentualen Anteil der Kunden des Produkts [ j] an, die zum
Produkt gewechselt (bzw. im Fall & = j beim Produkt [7] geblieben) sind. Der
Murktverteilungsvektor X = (21,%2, ..., &) zu Anfang des Beobachtungszeitraums gibt
die Anzahl z; der K#ufer des Produkts [4] zu diesem Zeitpunkt an fir j = 1...n.
Die Kéuferzahi des Produkts am Ende des Beobachtungszeitraums ist dann yy =
Pr1T1 + Dras + oo+ Dinln, d.h. der Marktverteilungsvektor ¥y = (y1,Y2, -, ¥%n) amM
Ende ist gleich dem Matrixprodukt y = Px. (Vorausgesetzt ist dabei natiirlich, dass sich
die Gesamtzahl der Kéufer im Beobachtungszeitraum nicht geéindert hat.) [ ]
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Die Liste der Beispiele fiir eine pragnante Formulierung dkonomischer Sachverhalte mit-
tels des Produkts von Matrizen und Spaltenvektoren lieSe sich noch fortsetzen. Wir ver-
zichten darauf, weil es sich dabel nur um die Formulierung, nicht um die Lésung tko-
nomischer Probleme handelt. Fir die Losung muss man letztlich doch meistens lineare
Gleichungssysteme auflsen, was wir in 3.2 besprochen haben. Es gibt aber — neben sei-
ner Nitzlichkeit fiir Gibersichtliche Formulierungen komplexer Zusammenhinge — noch
einen tieferen Grund dafiir, dass das Produkt von Matrizen und Vektoren in der mathe-
matischen Beschreibung Skonemischer Sachverhalte zwangsldufig suftaucht: Immer wenn
eine vektorielle dkonomische GréBe y = (y1, ..., Ym) lineare Abhdngigkeit von einer an-
deren vektoriellen GréBe x = (z1, ..., z,) zeigt, d.h. bei Vervielfachung von x mit einem
Faktor r € R vervielfacht sich die abhéingige Grifle y mit demselben Faktor und bei Er-
setzung von x durch eine Summe x + X wird y ersetzt durch die entsprechende Summe
y + ¥ der x und X zugeordneten abhingigen Gréfen, immer wenn eine derartige einfa-
che Gesetzimifigkeit besteht, wird der Zusammenhang zwischen der abhingigen und der
unabhéngigen vektoriellen Grofie durch eine Matrix-an—Vektor—-Multiplikation y = Ax
beschrieben! Wir erkléren das in folgender

DEFINITION und DISKUSSION (Lineare Operatoren und Matrizen):

1) Eine Zuordnung T:V — W, V 2 z — T(z) € W, zwischen zwei reellen Vektorrdum-
en V und W heifit linearer Operator oder lineare Abbildung von V nach W, wenn
sie mit den Rechenoperationen in folgender Weise vertriglich ist:

T(rz)=rT{z) und T(e+Z)=T()+TE) i W |

fur alle 2,7 € V und alle » € R. Man sagt, dass man die Multiplikation mit einem
Skalar bzw. die Summenbildung aus der linearen Abbildung “herausziehen” bzw. mit dem
linearen Operator vertauschen kann. (Es ist gleich, ob man erst diese Rechenoperationen
ausfithrt und dann die Abbildung 7' anwendet, oder ob man erst T ausfiihrt und danach
die Rechenoperationen — das Ergebnis ist dasselbe.) Da 0z = 0 der Nullvektor in V ist,
gilt dann insbesondere T(0) = T{0x) = 0T(z) = 0, also

T(0) = 0,

wobel natiirlich links der Nullvektor von V' und rechts der von W gemeint ist. Die linearen
Operatoren sind die strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Vektorraumen und fiir die
mathematische Lineare Algebra ein genau so fundamentales Konzept wie der Begriff des
Vektorraums. In der mathematischen Modellierung Skonomischer Sachverhalte tauchen
lineare Operatoren auf, weil sie in gewisser Weise die einfachste Form der Abhingigkeit
einer (vektorietlen) GréBe y = T'(z) von einer unabhéingigen (vektoriellen) Variablen z
darstellen.

2) Ist T:V — W linear, so gilt allgemeiner
T(rz+7%) = T(rz) + TFZ) = vT{z) + 7T(Z)

fiir 2,7 € V und »,7 € R und entsprechend fiir Linearkombinationen von mehr als zwei
Vektoren Xy, ..., X, € V mit Koeffizienten r, ..., € R:

T(?“;[X] +reXo + ...+ 'r“kxk) == T‘lT(Xl) + TgT(Xg) +...+ ?“kT(Xk) .

o Lineare Operatoren sind solche Abbildungen, aus denen man beliebige Lmearkomb@—
nationshildungen “herausziehen” kann.
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3) Aus den Rechengesetzen fiir die Multiplikation von mxn-Matrizen A an n-gliedrige
Spaltenvektoren folgt, dass der Multiplikationsoperator R* 5 2 — Az € R™ ein linearer
Operator ist; denn es gilt ja A(rz) = r(Az) und A(z+2) = Az + AT fur z,2 € R* und
r € R. Das Bemerkenswerte ist, dass wir auf diese Weise jeden linearen Operator T' von
R®™ nach B™ erhalten. Dazu erinnern wir uns, dass sich jeder Vektor z = (21, ey Tp)
als Linearkombination = zye; + ... + T,e, der kanonischen Basisvektoren e; von R™
schreiben lisst mit den Komponenten ; von z als Koeffizienten. Daher gilt geméf 2),
wenn T linearer Operator von R™ nach R™ ist,

T(x) = T(xier + Zaey + ... + 2o€n) = T1T{er) + 22T (e2) + ... + z,T(e.) .

Andererseits haben wir fiir mxn—Matrizen A gesehen, dass Az gerade die Linearkombina-
tion der Spaltenvektoren von A ist mit den Komponenten von z als Koeffizienten. Wenn
wir also die Bilder der kanonischen Basisvektoren T'(e;) als Spalten der Mastrix A nehmen,
so haben wir 7'(z) = Az fiir alle 2 € R™. Damit ist ein fundamentales Frgebnis bewiesen:

e Die linearen Operatoren T:R™ — R™ sind genau die Abbildungen von der Form
T(z) = Az mit einer mxn-Matriz A = (ai;) .

o Dabei ist die j-te Spalte von A das Bild T(e;) des j-ten kanonischen Basisveklors
in R"; der Matrizeintrag a;; ist also die i-te Komponente von T'(e;) € K™

(firi=1...mund j = 1...n). Wegen dieses engen Zusammenhangs zwischen linearen
Operatoren T:R™ — R™ und Matrizen A € R™" wird oft itberhaupt kein Unterschied
zwischen beiden Objekten gemacht, d.h. man bezeichnet eine Matrix auch als linearen
Operator etc. Das ist natiirlich nicht ganz korrekt — schliefilich ist eine lineare Abbildung
7 von B” nach R™ etwas anderes als eine mxn-Matrix, ein rechteckiges Zahlenschema
also —, aber es ist gerechtfertigt, weil sich 7 und A in so einfacher Weise gegenseitig
bestimmen: T ist der Multiplikationsoperator z — Az, der A an n-gliedrige Spaltenvek-
toren multipliziert, und A ist die Matrix mit den Bildern T(e;} € R™ der kanonischen
Basisvektoren von R™ als Spalten. Man sagt, dass der lineare Operator T durch die Matriz
A dargestellt wird, wenn dieser Zusammenhang zwischen T' und A besteht.

Die eigentliche Bedeutung der Matrix-an—Vektor—Multiplikation und die mathematische
Begriindung der dazu getroffenen Definition liegt in der damit erreichten Darsteilung linea-
rer Operatoren. Die Multiplikation ist eben gerade so definiert, dass x . Az die linearen
Operatoren von B™ nach R™ beschreibt. Gleichzeitig ist mit dem obigen Ergebnis auch
die vor der Definition gemachte Aussage gerechtfertigt, dass ein linearer Zusammenhang
y = T(z) zwischen einer abhéingigen vektoriellen Grofe y (in R™) und einer unabhingi-
gen vektoriellen Variablen z (in R™) immer durch eine Matix-an—Vektor-Multiplikation
y — Az beschrieben werden kann.

4) Pine Folge des Ergebnisses aus 3), die keineswegs von vorneherein klar war, ist:

o Jede lineare Abbildung T:R™ — R™ ist durch die Angabe von m - n reellen Zahlen
eindeutiq bestimmt, ndmlich durch die Bintrige der mxn-Matriz A, dieT darstellt.

Daher lassen sich lineare Operatoren T{z) = Az auch einfach programmieren: Man
braucht nur die Matrixeintréige von A einzugeben und die Multiplikation von Matrizen an
Spaltenvektoren zu programmieren, also die Rechenvorschrift ¢; = @121 + @2z + ...+
iny, fir i = 1...m, dann liefert der Computer fiir jede Eingabe x € R™ den zugehtrigen
Wert y = T(z) = Az der linearen Abbildung als Ausgabe. Beliebige Abbildungen von R"
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nach R™ sind dagegen keineswegs durch endlich viele reelle Zaklen voltkornmen bestimmt
und insbesondere nicht durch ihre Werte in den kanonischen Basisvektoren von R™. Aus
der Kenntnis der Abbildungswerte an irgendwelchen (endlich oder unendlich vielen) Stel-
len kann man nichts iiber die Werte an anderen Stellen in R™ schliefen, wenn von der
Abbildung keine besondere Struktur bekannt ist wie z.B. Linearitit.

5) Eine Abbildung 7:V — W zwischen Vektorrdumen heit affin lineare Abbildung,
wenn man -affine Kombinationen herausziehen kann, d.h. es gilt

T((1-t)z+t2) = A-)T(z) +tT(F  fir 2,7€V und t€R
und dann auch allgemeiner

T(i;xl + t2X2 + ... —f— thk) = tlT(Xl) + th(Xg) +...+ tkT(Xk)

fir k & Nzg, X1,Xs, ...,%; € V und ity ooty ERmit & +Hp+ ... +15; = 1. Jede
lineare Abbildung ist offenbar affin linear {man kann sogar beliebige Linearkombinationen
herausziehen, nicht nur affine, wenn die Abbildung linear ist). Tatséchlich sind affin lineare
Abbildungen nur wenig allgemeiner als lineare. Ist ndmlich T:V — W linear und b€ W
ein gegebenes Element von W, so ist die Abbildung V' 3 2+ T'(z) + b € W affin linear,
und umgekehrt ist jede affin lineare Abbildung aus V' nach W von dieser Form, wobei &
das Bild des Nullpunkts in Y ist. Das kann man leicht nachrechnen. Es gilt also:

e Die affin linearen Abbildungen von V' nach W sind genau die Abbildungen, die sich
von einer linearen Abbildung nur um einen konstanten Summanden unterscheiden,
also von der Form V 3 z — T(z) +b € W sind mit einer linearen Abbildung
T:V = W und einem Element be W .

Die geometrische Bedeutung der affin linearen Abbildungen ist, dass sie Geraden in V
in Geraden in W (oder ausnahmsweise auch in Punkte in W) transformieren und dabei
Abstandsverhélenisse erhalten, so dass z.B. der Mittelpunkt 1z + 2% zu zwei Punkten z, &
in V' in den Mittelpunkt der Bildpunkte zu « und Z in W abgebildet wird. Die linearen
Abbildungen von V nach W sind durch dieselben Eigenschaften und die Zusatzbedingung,
dass der Nullvektor in V' auf den Nullvektor in W abgebildet wird, charakterisiert; sie
bilden also Geraden durch () in V auf Geraden durch O in W ab (oder ausnahmsweise auf
den Punkt {0} < W). Will man betonen, dass T:V — W linear ist und nicht nur affin
linear, dass also T(0) = O gilt und T(rz) = rT(2) fiir beliebige » € R, so neant man T
eine homogen lineare Abbildung. |

Die Interpretation der Matrix—an—Vektor-Multiplikation als linearen Operator bringt auch
eine neue Sicht auf lineare Gleichungssysteme, die eine einfache und systematische Be-
handlung der Losungsmenge und der Menge der zuléissigen rechten Seiten erméglicht. Wir
diskutieren das, um den Nutzen des Konzepis der linearen Abbildung zu demonstrieren.

DISKUSSION (Anwendungen der Linearitdt von Operatoren auf Gleichungssysteme):

1) In Abschnitt 3.1 haben wir fiir ein lineares Gleichungssystem

a1y + @y 4. Gy, = by n

asm; = b
o171 + QonXs + ...+ ag,T :bg Z ) *
(LGS} _ S oder =1

’ ' fir i=1...m
Tm1T1 + GmaTs + ..o+ Gy = bm
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schon die abkiirzende Schreibweise Az — b gebraucht, wobei A == (a;;) die mxn—Koeffi-
zientenmatriz des Systems ist, b = (by, b2, ..., b,) € R™ die Spalte der rechien Seiten
und = (z1,Zq, ..., T,) € R der Spaltenvektor der Unbekannten. Jetzt kénnen wir aber
Az € B™ als Produkt der Matrix A mit z auffassen, dann ist die i-te Komponente von
Az gerade die linke Seite der i-ten linearen Gleichung in (LGS). Somit ist

Ar = b

nicht nur eine symbolische Abkiirzung fiir das Gleichungssystem, sondern, wenn wir Az als
Produkt auffassen und die Gleichung als Vektorgleichung in IR™ , eine sinnvolle dquivalente
Formulierung von (LGS).

2) Aus der Linearitit des Operators R™ 3 2 — Ar € R™ ergeben sich nun unmittelbar
folgende Aussagen iiber das lineare Gleichungssystem (LGS):

(1) Gilt Az = b und Az = b, so lést die Linearkombination rx + 7% mit Koeffizienten
77 € R das lineare Gleichungssystem mit derselben Koeffizientenmalriz A und mit
rechier Seite vb + 7b. (Entsprechend fir Linearkombinationen myXy + ... -+ 7%y von
Losungen xq, ..., X zu AXy = by firk=1...1.)

(i) Jede Linearkombination von Lésungen des homogenen Gleichungssystems Az =10
ist wieder eine Lisung des homogenen Systems. Jede affine Kombination von Ldsun-
gen des inhomogenen Gleichungssystems Az = b ldst ebenfalls dieses System.

(iii) Jede Linearkombination von zuldssigen rechten Spalten zur Koeffizientenmatriz A
ist wieder eine zuldssige rechie Spalte.

" Die erste Aussage folgt sofort aus A{rz +7Z) = r{dx) + 7(AZ) = 70 + 7% und entspre-
chend fiir allgemeine Linearkombinationen. Die zweite erhilt man daraus, indem man
alle rechten Spalten Null setzt oder alle gleich b und dabei ry + ... +r, = 1 fiir affine
Kombinationen beachtet. Die dritte Aussage schlieflich folgt sofort aus der ersten, wenn
man sich daran erinnert, dass eine zuliissige rechte Spalte ein Vektor b € R™ ist, fiir den
Az = b (mindestens) eine Losung = € R™ besitzt. Alle drei Aussagen sind also unmittel-
bare Konsequenzen der Linearitit des Operators z — Az . Man kann sie natiirlich auch
ohne Matrix- und Vektorrechnung — aber viel uniibersichtlicher und weniger elegant —
durch direkte Rechnungen mit dem urspriinglichen Gleichungssystem (LGS) herleiten. Als
weitere Folgerung aus (i) notieren wir noch, was schon mehrfach bemerkt wurde:

(iv) Die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems Az = b ist, wenn es tberhaupt
eine Losung gibt, die Summe irgendeiner (“speziellen”) Lisung x* € R™ und der
allgemeinen [dsung des homogenen Systems Az =0

denn wegen Ax* =b gilt ja A(zt+2*) =b <= Az + Az =b &= Ar=0.

3) Man kann die Erkenntnisse aus 2) bei der Losung linearer Gleichungssysteme praktisch
nutzen. Hat man z.B. schon Lésungen fiir zwei rechte Spalten b und ¢ und soll fiir eine
weitere rechte Spalte d losen, die man als Linearkombination d = rb + sc von b und
¢ erkennt, so braucht man nicht mehr zu rechnen, sondern kann gem#f (i) einfach die
entsprechende Linearkombination der bereits bekannten Lésungen nehmen. Und wenn
man zu Az = b schon die allgemeine Losung bestimmt hat, so kennt man geméf (iv)
auch die allgemeine Lésung des homogenen Systems und damit wieder nach (iv) auch die
allgemeine Lisung zu der neuen rechten Spalte d. -]
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Die Figenschaft der Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0
und der Menge der zuldssigen rechten Seiten & fiir Az = b, dass beliebige Linearkombina-
tionsbildung mit Elementen der Menge nicht aus der Menge herausfiihrs, erweist sich als
grundlegend fiir die Definition von “linearen Teilmengen” allgemeiner Vektorrdume, der
sogenannte Unterrdume. Mit dieser Terminologie kann man dann (ii) dadurch ausdriicken,
dass man sagt, die Lésungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0
von m Gleichungen fiir » Unbekannte sei ein “Unterraum” von R™ und die Losunmgsmen-
ge des inhomogenen Systems Az = b ein “affiner Unterraum” (oder leer). Und (iii) wird
ausgedriickt, indem man sagt, dass die Menge der zuliissigen rechten Seiten ein Unter-
raum von R™ sei. Wir verschieben diese Diskussion aber auf einen spiteren Abschnitt, weil
wir nun zum Produkt von zwei beliebigen, aber zusammen “passenden” Matrizen kommen
wollen. '

Um diese Produktbildung zu motivieren, die alle bisher eingefithrten Produkte im Matrix-
Kalkiil als Spezialfille enthilt, betrachten wir das Produkt ¥ = Az einer mxn~Matrix
A mit einem n-gliedrigen Spaltenvektor z und das Produkt z = By einer weiteren {xm—
Matrix B mit dem m-gliedrigen Spaltenvektor y (damit dieses Produkt By erklirt ist,
muss /3 natiirlich m Spalten haben!). Dann ist z = B(Az) € R!, und es ist klar, dass
z linear von x abhédngt. Also gibt es eine {xn—Matrix ', so dass wir direkt z = Cx als
Produkt vor: C' mit 2 ausgedriickt haben. Mit anderen Worten: Wenn die linearen Opera-
toren T:R" — R™ und U/ :R™ — R durch T(z} = Az und U{y) = By gegeben sind, so
suchen wir die Matrix C, welche die Hintereinanderausfihrung ( Verkettung, Komposition)
UoT(z) :=U(T(z)) darstellt. Diese Verkettung ist offenbar wieder ein linearer Operator
von R™ nach R!. (Man kann skalare Faktoren und Summenbildung erst ans 7' und dann
aus U “herauszichen” und damit aus U/ o T'.) Also gibt es gemiB dem Zusammenhang
zwischen linearen Operatoren und Matrizen auch genau eine Matrix C' mit UoT(2) = Cz
fiir alle 2 € R™, und diese Matrix C muss natiirlich nun das Format {l, ») haben.

Um ' zu bestimmen, geniigt es, fiir 2 kanonische Basisvektoren e; aus R™ einzusetzen;
denn U7 o T(e;) = B(Ae;) ist ja die j-te Spalte von C'. Dann ist Ae; die j-te Spalte von
A, und B(Ae;) hat gemiB der Definition ‘des Produkts von B mit dieser Spalte als h-ten
Eintrag das Skalarprodukt der h-ten Zeile von B mit der j-ten Spalte von A, also

Tre
bpiayj + bpoa; + oo+ bapm; = E briaij
=

wenn A = (a;;) und B = (by) ist. Dies muss nun der Eintrag cy; in der h-ten Zeile und
j-ten Spalte der Matrix C' sein, und damit ist sie bestimmt: ¢,; ist das Skalarprodukt der
h-ten Zeile von B mit der j-ten Spalte von A. Da die so definierte Matrix ¢ bilinear von B
und A abhéingt, ist es sinnvoll, sie als Produkt €' = BA zu schreiben. Mit dieser Definition
des Produkts BA (und nur mit dieser) gilt also {BA)z = B(Az), d.h. das Matrixpro-
dukt B A stellt den linearen Qperator dar, den man durch Hintereinanderausfiihrung der
linearen Operatoren zu A und B erhilt.

Diese Uberlegungen motivieren die folgende mathematische Definition des Matrixpro-
dukts und haben durchaus auch tkonomische Bedeutung. Man stelle sich vor, dass ge-
wisse Endprodukte Nr. 1...n aus Zwischenprodukten Nr. 1...m gefertigt werden gemif
einer Produktionsmatrix § = (s;;) und dass die Zwischenprodukte ihrerseits aus 1...1
Rohstoffen hergestellt werden gemiB einer Produktionsmatrix B = (ry;) . Fiir einen gege-
benen Outputvektor x = (21, ..., z,) zu den Endprodukten beschreibt dann y = Sx die
dafiir erforderliche Produktion der Zwischenprodukte und z = Ry = R(S5x) wiederum
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die fir die Realisierung dieser Zwischenproduktion erforderlichen Mengen an Rohstoffen.
Das Matrixprodukt RS gibt also zu jedem Produktionsplan x direkt den zugehorigen
Rohstoffbedarfsvektor (RS)x an und beschreibt damit auch in dieser realen tkonomi-
schen Situation die Komposition von zwei linearen Abhéngigkeiten y = Sx und z = Ry.
In analoger Weise kommen Matrixprodukte iiberall ins Spiel, wo (vektorielle) dkonomi-
sche GréBen linear von anderen Grofien zweiter Art abhingen, die ihrerseit wiederum von
GrofBen einer dritten Art linear abhéngig sind.

DEFINITION: Das Produkt zweier Matrizen ist definiert, wenn die Spaltenzah! des
ersten Faktors gleich der Zeilenzahl des zweiten Faktors ist; das Ergebnis der Multiplika-
tion ist dann die Matrix mit der Zeilenzah! des ersten und der Spaltenzahl des zweiten
Faktors, deren Eintrige die Skalarprodukte der Zeilen des ersten mit den Spalten des zwei-
ten Faktors sind. Tst also B = (by;) eine Ixm-Matrix und A = {a;) eine mxn-Matrix,
50 ist das Produkt BA definiert und gleich der Ixn—Matrix C' = {cz;) mit den Eintragen

cr; = Skalarprodulkt der h-ten Zeile von B mit der j-ten Spalte von A

= bhla.lj + bhgagj +...+ bhmamj = Z bhiaij . o
i=1

DISKUSSION: 1) Bevor man eine Matrixmultiplikation ausfihrt, sollte man sich
zunéchst

o Klarheit iiber die Formate der Matrizfaktoren und der Produktmatriz beschaffen!

e Das Produkt isi nur definiert, wenn die Matrizfaktoren “passen”, d.h. wenn die
Spaltenzahl des ersten Faktors gleich der Zeilenzahl des zweiten ist;

o das Matrizprodukt hat dann so viele Zeilen wie der erste Matrizfoktor und so viele
Spalten wie der zweite.

Die schlimmsten Fehler, die man bei der Matrixmultiplikation machen kann, sind das
Multiplizieren von Matrizen, deren Formate nicht zusammen passen, oder die Angabe
einer Produktmatrix, die nicht das richtige Format hat. (Das kann natiirlich nur passie-
ren, wenn man sich nicht an die Definition hilt, sondern irgendweiche Vorschriften zur
Matrixmultiplikation frei erfindet.) Hat A das Format (m,n) und B das Format (I,m),
so muss also zundchst 7 = m iiberpriift werden, damit das Produkt BA iiberhaupt ge-
bildet werden kann, und dann ist das Ergebnis BA eine Matrix des Formats (I,n). Fiir
die Bedingung # = m sagt man auch, dass die Matrizen B und A komponierbar sind
oder verkettet werden kdnnen, weil diese Bedingung ja gerade bedeutet, dass die Hinter-
" einanderausfithrung der linearen Operatoren z +— Az und y — By méglich ist. Dabel
kommi es auf die Reihenfolge der Matrizfaktoren an; es ist durchaus moglich, dass B mit
A verkettet werden kann (7 = m), aber nicht A mit B (n # )

2) Ist einer der Metrizfakioren quadratisch, so hat das Matrixprodukt — wenn es definiert
ist — dasselbe Format wie der andere Faktor. Sind, beide Faktoren quadratisch, so ist das
Produkt genau dann definiert, wenn sie dasselbe Format haben, und das FErgebnis der
Multiplikation ist dann wieder eine Matrix von diesem quadratischen Format.

3) Bei etwas Ubung multipliziert man Matrizen (mit ganzen Zahlen oder einfachen Briichen
als Bintréigen) im Kopf, indem man “schielend” mit dem linken Auge eine Zeile der ersten
Matrix und mit dem rechten Auge eine Spalte der zweiten Matrix abtastet, dabei das
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Skalarprodukt der Zeile mit der Spalte ermittelt und diesen Wert in die richtige Posi-
tion der Ergebnismatrix eintrigt (dieselbe Zeilennummer wie die abgetastete Zeile und
dieseibe Spaltennummer wie die abgetastete Spalte). Fir weniger Geiibte mag folgendes
Rechenschema fiir die Matrixmultiplikation hilfreich sein (in der Mathematik fir
Okonomen wird das Falksches Schema genannt — es ist aber keine so groBartige Frfin-
dung, dass man den Namen eines FErfinders hierzu nennen miisste):

T
L
Gip + - Gi7 - Oig
T sy =4
m
p ~ - U1+ 0 Qg * - Omn
bll oo blm 165 1 © Cin
Z B: bhl - . bhi - bhm — Ch,j .. . = BA
bll o bim} k Gy oo ' o G

Das Schema zeigt an, dass die Eintragung ¢,; in Zeile h und Spalte j der Produkimatrix
BA alleine aus der h-ten Zeile des ersten Faktors B und der der j-ten Spalte des zweiten
Faktors A berechnet wird; allerdings muss man noch wissen wie, nimlich als Skalarpro-
dukt von dieser Zeile und dieser Spalte.

4) Man kann die Matrixmultiplikation auch o b b ,

B B 17 11 <. tm al}
so beschreiben: Der j-te Spaltenvektor des
Produkts C = BA ist das Produkt von B mit

dem j-ten Spaltenvektor von A. Ctj ba - bim i

Fiir den Fall, dass der zweite Faktor eine mx1-Matrix ist, also ein Spaltenvektor, stimmt
das nun definierte Matrixprodukt mit dem zuvor definierten Produkt einer Matrix mit
einem (passenden) Spaltenvektor natiirlich {iberein. Fiir die Zeilen des Produkts gilt:

Der h-te Zeilenvektor des (ch1 v Cum) = (bry +.. bm) ( Q11 ... G
Produkts C = BA ist das . .
Produkt der h-ten Zeile von K :

B mit der Matriz A . Oml .. Gmn

5) Rechenregeln fiir die Marixmultiplikation:

B(rA) = r(BA) = (rB)A ( Homogeniidt)
(B+ B)A = BA+ BA (linkes Distributivgesets)
 B(A+A) = BA+ BA (rechtes Distributivgesetz)

Diese Regeln zusammenfassend sagt man, dass die Matrizmaultiplikation eine bilineare
Rechenoperation ist. Man kann dann &uch Linearkombinationen aus jedem Faktor her-
ausziehen, alsc z.B. B(rA + ?"A) = rBA +F(BA). Natiirlich miissen die Matrizen dabei

zusemmen passen, also A und A von einem Format (m,n) und B, B von einem Format
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(I,m) sein. Der Beweis der Bilinearitt ergibt sich unmittelbar aus der schon festgestellten
Bilinearitat der Skalarproduktbildung oder (weniger elegant und mithsamer) durch direk-
tes Nachrechnen. Fiir die Mulsiplikation mit Nullmatrizen und Einheitsmatrizen gilt:

0A=0, B0=0; JA=A, BI=5,

vorausgesetzt die Matrixprodukte sind definiert. (Dabei steht “(}” fiir Nullmatrizen evtl.
verschiedenen Formats und “I” fiir Einheitsmatrizen evtl. verschiedenen Formats.) Die
Multiplikation mit einer passenden Einheitsmatriz von links oder rechts an eine Matriz
reproduziert diese. Das folgt daraus, dass die Multiplikation einer Einheitsmatrix an einen
passenden Spaltenvektor diesen Vektor reproduziert. Und dass das Produkt mit einer
passenden Nullmatrix wieder eine Nullmatrix als Ergebnis hat, ist klar.

6) Wenn sie zusammen passen, so kann man auch mehr als zwei Matrizen miteinan-
der multiplizieren. Dabei hingt das Ergebnis nicht von der Klammerung der einzelnen
Faktoren ab, d.h. es gilt

C(BA) = (CB)A (Assoziativgesetz der Matrizmultiplikation) ,

wenn die Marixprodukte auf einer Seite der Gleichung definiert sind (dann sind die Pro-
dukte auf der anderen Seite auch definiert; wenn man also BA und C'(BA) bilden kann,
s0 auch CB und (CB)A). Das kann direkt mit Matrixeintrégen nachgerechnet werden
und sieht dann so aus:
; m Iom mo
chh. ( bhiaij) = Z Conbiii; = Z (Z Cghbm') Qij -
i=1 1 =1 \h=1

h=1 h=1 i=

Aber eigentlich ist diese Rechnung iiberflissig; denn wir brauchen uns nur daran zu
erinmern, dass die Matrixmultiplikation der Hintereinanderausfihrung der zugeordne-
ten linearen Opearatoren entspricht, und die Hintereinanderausfithrung von Operato-
ren / Abbildungen ist assoziativ. (Es ist gleich, ob man sich von drei nacheinander aus-
zufiihrenden Operaticnen die beiden ersten oder die beiden letzten zu einer einzigen Ope-
ration zusammengefasst denkt.) Daher gilt fiir alle passenden Spaltenvektoren z auch
(C(BA)z = C((BA)z) = C(B{4z)) = (CB)(Az) = ((CB)A)z, und das bedeutet
C(BA) = (CB)A, weil die linearen Operatoren ja die zugehdrigen Matrizen eindeutig
bestimmen. (Setze kanonische Einheitsvektoren fiir x ein.)

7) Wir betonen nochmals, was wir gerade benutzt haben und was die Grundlage des
tieferen Verstindnisses (und nicht nur der rechnerischen Beherrschung) der Matrixmulti-
plikation ist:

e Das Produkt BA zweier Matrizen ist, wenn definiert, die Matrizdarstellung desje-
nigen linearen Operators, der durch Hintereinanderausfihrung des zu A gehdrenden
(ersten) und des zu B gehdrenden (nachfolgenden) linearen Operators entsteht.

Da 2 — Az die zu A gehdrende lineare Abbildung ist und g = By die zu B gehorende,
heiBt das gerade (BA)z = B(Az) fir alle zu A passenden Spaltenvektoren z, und genau
durch diese Bedingung hatten wir ja die Matrixmultiplikation definiert. Man beachte, dass
im Pradukt BA der rechts stehende Foktor der zuerst auszufihrenden linearen Abbildung
entspricht. Das liegt daran, dass wir Abbildungen -— wie allgemein iiblich — links vor die
Argumente schreiben, also wird bei einer Verkettung U o T{(z} = U(T(z)} anch die rechts
stehende Abbildung T zuerst ausgefiihrt.
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(Manche Autoren schreiben deshalb (z)T" oder =7 statt T(z); dann erscheinen bei Hin-
tereinanderausfithrung ((z)T)U = (z¥)¥ die Abbildingen T und I/ von links nach rechts
gelesen in der Reihenfolge, in der sie ausgefithrt werden. Im Matrixkalkiil werden nun die .
Vektoren als Zeilenvektoren geschriehen und die Matrizen von rechts daran multipliziert,
um lineare Operatoren zu beschreiben. Dann entspricht im Matrixprodukt AB der er-
ste Faktor auch der zuerst ausgefiihrten linearen Abbildung. Unter dem Gesichtspunkt,
dass wir von links nach rechts lesen, mag diese Vorgehensweise gerechtfertigt sein. Sie ist
aber uniiblich, und wir folgen der Konvention, zur Beschreibung linearer Operatoren die
Vektoren z € R” immer als Spalten zu schreiben und die Matrizen links davor.)

8) Ganz dringende Warnung:

e Fiir die Matrizmultiplikotion gilt kein Kommutativgesetz; die Eristenz und der Wert
eines Matrizprodukts hdngen im Allgemeinen von der Reihenfolge der Fuktoren ab!

Fiir Matrizen A und B mit beliebigen Formaten (m,n) und (k,l} kann AB = BA im
Allgemeinen schon deswegen nicht richtig sein, weil mit der Existenz des einen Produkts
AB (d.h. n = k) nicht auch das andere Produkt BA definiert (d.h. ! = m) sein muss. Und
auch wenn beide Produkte AB und B A definiert sind (also n = & und ! = m), so haben sie
im Allgemeinen verschiedenes Format {némlich (n,n) bei BA, aber (m, m) bei AB) und
kénnen schon deswegen nicht gleich sein. SchlieBlich zeigen einfachste Beispiele mit 2x2-
Matrizen, dass selbst in dem Fall, wo A und B gleichformatige quadratische Matrizen sind
und somit auch AB und BA dasselbe quadratische Format besitzen, irotzdem AB und
B A nicht dieselben Eintrage in denselben Positionen haben miissen, so dass AB # BA
ist, obwohl beide Produkte definiert und Matrizen des gleichen Formats sind.

Die Ungiiltigkeit des Kommutativgesetzes fitr die Matrizenmultiplikation ist eine haufi-
ge Fehlerquelle, weil geldufige Rechenregeln, welche auf der Vertauschbarkeit der Fak-
toren in einem Produkt beruhen, auf die Matriximmultiplikation angewendet werden, wo
sie nicht gelten. Zum Beispiel ist fiir gleichformatige quadratische Matrizen (A+B)? =
(A+B)(A+B) = A+ BA+ AB+ B? | und das ist # A*+2AB+ B?, wenn AB # BA ist.
(Bei quadratischen Masrizen A ist dabei A% natiirlich sine Abkiirzung fiir das Produkt A4
von A mit sich selbst.} Aus analogem Grund ist fiir gleichformatige quadratische Matrizen
im Allgemeinen (A+B)(A—B) # A® — B?. Die gelsufigen binomischen Formeln gelten
also fiir die Matrixmultiplikation nicht! Und in einer Summe AB + BC von Matrixpro-
dukten kann man den Faktor B nicht einfach ausklammern (nur AB + CB = (A+C)B
und BA + BC = B(A+C) sind korrekt). Eine Ausnahme ist die Multiplikation mit einer
Einheitsmatrix I oder einer skalaren Matrix r[; dafir gilt immer (rI)A = rA = A(r]),
wenn die Matrixprodukte erklart sind, wenn also A und I dasselbe Format haben.

9) Noch eine Warnung: Fine Division von Matrizen ist nicht definiert. Der Quotient
“B/A” zweier Matrizen A und B miisste nimlich eine Matrix-Losung X der Gleichung
AX = B sein, aber diese Gleichung ist im Allgemeinen unlosbar, selbst wenn A keine
Nullmatrix ist. AuBerdem kann es unendlich viele Losungsmatrizen X geben, und die
gleichberechtigte Gleichung XA = B kann ganz andere [&sungen haben. Welche dieser
Losungen X soll man dann zur Definition des Quotienten von B und A nehmen? Dar-
- auf gibt es keine sinnvolle Antwort, und deshalb bleibt die Division von Matrizen eben
undefiniert.

In diesem Zusammenhang bemerken wir noch, dass cus dem Verschwinden eines Matriz-
produkts AB = (0 keineswegs das Verschwinden eines Faktors folgt. Ein Beispiel erhalten
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wir, wenn wir A # 0 als Koeffizientenmatrix eines homogenen linearen Gleichungssy-
stems mit einer nichttrivialen Ldsung x # 0 nehmen; ist B die aus der einzigen Spalte x
bestehende Matrix, so gilt auch B # 0, aber AB = Az =0.

10) Die Menge der quadratischen Matrizen eines gegebenen Formats (n,n) ist verse-
hen mit einer Addition und einer Multiplikation mit Skalaren, aber auch noch mit einer
zusétziichen Multiplikation in sich, weil das Produkt von zwei nxn—Matrizen wieder das
Format (rn,n) hat. Eine mit solchen Rechenoperationen versehene Menge, fiir die alle be
der Matrixrechnung oben angegebenen Rechengesetze gelten, heifit in der Mathematik
eine Algebra (iiber dem Zahlbereich, dem die Skalare entnommen sind, hier alse iiber R).
Der Raum R™*™ der nxn-Matrizen bildet somit eine Algebra, und zwar fiir n > 2 eine
sog. nichtkommulalive Algebra, weil eben fiir die Multiplikation das Kommutativeesetz
AB = BA dann nicht allgemein gilt. Beispiele fiir kommutative Algebren, in denen man
dieselben Rechenoperationen und -gesetze und zuséitzlich noch das Kommutativgesetz hat,
sind der Raum der Polynomfunktionen auf B, und der Raum der differenzierbaren reell-
wertigen Funktionen auf einem offenen Intervall in R; hier gilt fg = ¢f fiir das Produkt

von Funktionen, also Kommutativitét. B
BEISPIELE (zur Matriemultiplikation):
1) 123 20} /438 20 12 - [24
321 11])] " {84}/, 11 32 | 44
02 02 6 4
hier sind die Produkte AB und BA definiert, aber von verschiedenem Format.
1-1 2-1 0y 22 2 Y 2—-1 0 1 -1 ist nicht
-1 1j\o 1-2) " (=2 2-2) P Ao 12/ -1 1) definiernt.
010 01\ /00 01 010y /000
000 001 \oo/, 00 060,/ {000];
00 00 0

hier ist A # 0, B #£ 0, AB = 0, BA = 0, aber AB 4 BA wegen unterschiedlichen
Formats.

— L
0D =

2) Produkte mit kanonischen Einheitsvektoren:

1 iy - ﬂm\
©..010...0)
Ti-te Pos. | a4 -+ g = {4y ... Q) = i-te Zeile von A;
Am1 - Omn
Qyy +- Qi -+ Op 0 Ay
. — | ay _
0 ) = j-te Spalte von A.
aml"'amj“'amn 1 .
0 fbmj
j-te Position {von n)
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3) Produkt eines Spalten- mit einem Zeilenvektor (sog. dyodisches Produkt):

451 (bl bg e bn) a1b1 G,lbg e albn
Oy _ a2.51 ﬂz.bz aQ.bn J—
oy by anby - amb,

Dies ist, fiir beliebige m und n definiert (passt immer, da der erste Matrixfaktor eine Spalte
und der zweite eine Zeile hat). In der anderen Reihenfolge ist das Matrixprodukt dagegen
nur definiert, wenn beide Vektoren gleich viele Komponenten haben, und das Ergebnis ist
dann das Skalarprodukt der beiden Vektoren « und b (bzw. genauer: die 1x1-Matrix mit
dem Skalarprodukt als einzigem Eintrag):

(bl bg bn) (051
= (C!.lbl +aghy + ..+ anbn) = (a-b) .

Oy,

d
_/ " 0
4) Die Multiplikation mit einer Diagonalmatric ,
an eine beliebige (passendel) Matrix A hat folgen- L o -
den Effekt: Bei Multiplikation von D rechts an A dy
werden die Spalten von A der Reihe nach mit den Diagonaleintréigen von [ vervielfacht,
bei Multiplikation von D links an A dagegen die Zeilen :

g -+ 0 Gz + - Gip ey 0 diayy - dyayy cee duagy
. d 7 v
Al Qmj Amn, I dla'ml e dja'mj e dnamn !
dy,
dy 0 a1 Gy diayy -+ dias,
4 :
O ’ iy v iy | diay o ditm
dp,
Qrml " lnn dmaml e dma'mn

Es ist also bei einer nxn-Matrix A nicht gleichgiiltig, ob man A mit der Diagonalmatrix
von rechts oder von links multipliziert. Ausnahme: I ist eine skalare Matrix, also eine
Diagonalmatrix mit lauter gleichen Diagonaleintrigen dy = ... =d,=r; dann ist AD =
DA fir alle A € R (und nur denn, wie man beweisen kann). Weitere Ausnahme: A
ist selbst eine Diagonalmatrix vom gleichen Format wie D ; dann gilt AD = DA ; denn:

e das Produki von zwei nxn—-Diagonalmatrizen ist wieder eine Diagonalmatriz, und
ihre Bintrdge sind die Produkte der gleich positionierten Eintrdge beider Fakioren.

) Zeilen- bzw. Spaltenoperationen mit einer Matriz A kann man durch Multiplikation
passender quadratischer Matrizen von links bzw. von rechts an A beschreiben. Diese Matri-
zen sehen folgendermaflen aus (alle’quadratisch vom gleichen Format (n, ), die nicht an-
gegebenen Eintrage sind 0 aufierhalb der Diagonalen und 1 auf der Diagonalen) und heifen
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Elementarmatrizen:
1 n
1
Mi(r) = A e i-te Zeile, 7 € Ry
1
1
1
RN REPRRE — i-te Zeile, s € R
Aij(s) = I
1
: 1

T j-te Spalte, j #1i

0 SRR RTEEE — i-te Zeile
1 O ----- J'—j-teZeile(j;é@')

: 1
i-te Spalte T T j-te Spalte

7. -
Vij -

M;{r) ist die Diagonalmatrix mit Eintrag r # 0 in i-ter Diagonalposition und anderen
Diagonaleintrigen 1, A;;(s) entsteht aus der Einheitsmatrix, indem man den Nulleintrag
in Position (%, j) durch den Skalar s ersetzt, und V}; erhilt man aus der Einheitsmatrix
durch Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile (oder der i-ten mit der j-ten Spalte,
das lduft hier auf Dasselbe hinaus). Allgemein bezeichnet man eine Matrix, die aus der
Einheitsmatrix durch Vertanschungen von Zeilen und / oder Spalten hervorgeht, als Per-
mutationsmatriz, weil ihre Multiplikation an einen passenden Spaltenvektor bewirkt, dass
dessen Komponenten entsprechend permutiert (vertauscht) werden. Die Multiplikation
einer Elementarmatrix von links an eine passende Matrix A bewirkt nun eine Zeilenope-
ration bei A wie folgt:

Mi(r)A entsteht aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit r,

Aii(s)A entsteht aus A durch Addition des s-fachen der j-ten Zeile zur i-ten;

Vi;A entsteht aus A durch Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile.
Entsprechend bewirkt die Multiplikation einer Elementarmetrix von rechts an eine pas-
sende Matrix B eine Spaltenoperation bei B

BM;(r) entsteht aus B durch Multiplikation der j-ten Spalte mit r,

BA;;(s) entsteht ans B durch Addition des s-fachen der i-ten Spalte zur j-ten;

BV; entsteht aus B durch Vertauschung der i-ten mit der j-ten Spalte.

Nun haben wir in 3.1 gesehen, dass jede mxn~Matrix A durch Zeilenoperationen auf
Zeilen-Stufen-Form gebracht werden kann. Folglich gibt es mxm~Elementarmatrizen

Ei,...,E,, derart dass das Matrixprodukt Z = E,... EyE4 A eine mXn-Matrix von
Zeilen-Stufen-Form ist. Durch Spaltenoperationen, also durch Multiplikationen mit wei-
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teren nxn-Elementarmatrizen Fy , ..., F, von rechts, kann man die Zeilen-Stufen-Matrix
Z in die Form einer mxn-Blockmatrix bringen mit einer [ x/-Einheitsmatrix I als linker
oberer Block und Nullmatrizen als weiteren Blécken. Dabet ist [ die Anzahl der Stufen
(also der Zeilen mit gewissen Eintragen # 0) in der Zeilen-Stufen-Matrix 7, also der Rang
der Matrix A. Resultat ist eine Darstellung

I; | O!,n—-l
Om—i,i| Omwi,n*i

wo die Subskripte die Formate der Nullmatrizen anzeigen. Nun kann man die Zeilen- und
Spaltenoperationen durch Muitiplikation mit Elementarmatrizen von links und rechts wie-
der riickgéingig machen und erhéit so Gleichheit von A mit der entsprechend umgeformten
Matrix der rechten Seite. Auf diese Weise bekommt man die Darstellung

I ; Ol,nfl

Ep-'-EgElAF]‘Fg"'Fq =

?

A = EFy.. E, F,... L}
O'm-«l,i{ Omfl,nﬁl
einer beliebigen mxn-Matrix A mit Rang [ als Produkt von Elementarmatrizen B, ..., &,
Fi, ..., F, (andere als oben) und der Blockmatrix aus einem Bolck I, und Nullblécken

sonst. Im Fall m = n = [ ist diese Blockmatrix die Einheitsmatrix I, , und daher gilt:

e Jede nxn-Matriz von mazimalem Rang | = n ldsst sich als Produkt von nxn-
Elementarmatrizen schreiben.

6) Potenzen einer Matrix 4 kann man bilder, wenn sie quadratisch ist, also Al = A,
A% = AA, A® := AAA usw. Es gelten dann die Potenzgesetze A*A! = At und (A*) =
A* fiir natiirliche Exponenten (aber nicht (BA)F = B*AF | wenn BA # AB ist, weil
man dann z.B. in (BA)? = BABA die beiden mittleren Faktoren nicht vertauschen darf;
man definiert auch noch AY := I als die Einheitsmatrix desselben Formats wie A). Zum
Beispiel gilt:

(LY 2_ (10 s_ (10 k_ . ’ _
A(oo)%A—(OO),A—(OO),...,A_A fiir alle k € N;

Matrizen wie diese, deren Potenzen alle gleich der Matrix selbst sind, heiflen idempotente
Matrizen. Ein anderes Beispiel, in dem bei der Potenzbildung auch etwas Unerwartetes
passiert, ist:

(o1 C (10N e
A(IODWA_&” L, AP = A, A, A=A, A=, ...

Matrizen wie diese, deren Quadrat die Einheitsmatrix ist, heien involutorische Matrizen.
Ein drittes Beispiel:

G 10 001 000
A=[001] = A*=[000],A4% =000}, = A*=0 firk>3.
000 000 000

Hier haben wir eine nilpotente Matriz, d.h. eine, die nicht selbst die Nullmatrix ist, aber
eine Nullmatrix als Potenz hat. Die nxn—Matrix A mit Eintrdgen a;;.; = 1 in der ersten
Schrigzeile oberhalb der Diagonalen und Nulleintragen sonst, hat allgemein den Nilpo-
tenzgrad n—1, d.h. es gilt A* =0 fir k > n, aber A* # 0 fir 1 <k <n.
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7) Bei sog. gestaffelten Produktionsabliufen werden gewisse Endprodukte Nr.1...n
aus Zwischenprodukten: Nr. 1...m gefertigt gemif einer Endproduktionsverflechtungs-
matrix 9 = (s;;), und die Zwischenprodukte werden ihrerseits aus 1.../ Rohstoffen her-
gestellt gemif einer Zwischenproduktionsverflechtungsmatrix B = (ry;). Die Eintrége
7 von R heiflen Rohstoffverbrauchskoeffizienten und geben an, wieviele Mengeneinhei-
ten des h-ten Rohstoffs fiir die Herstellung einer Einheit des Zwischenprodukts Nr. ¢
benétigt werden. Fntsprechend beschreiben die Zwischenproduktverbrauchskoeffizienten
si; , wieviele Einheiten des é-ten Zwischenprodukts man zur Produktion einer Einheit des
- Endprodukts Nr. j braucht. Man kann dabei auch zulassen, dass ein Rohstoff direkt in die
Endproduktion eingeht, indem man ihn einfach als Zwischenprodukt mit Verbrauchsko-
effizient 1 fiir den betreffenden Rohstoff und mit Verbrauchskoeffizient 0 fiir die anderen
Rohstoffe fithrt. Jedoch wollen wir hier den Fall ausschliefen, dass ein Endprodukt in der
Produktion von Zwischenprodukten oder von Endprodukten benétigt wird. (Eine derar-
tige Situation haben wir in 3.2 fiir eine Produktion ohne Staffelung behandelt und ein
lineares Gleichungssystem fiir den Produktionsvektor aufgestellt; dhnlich kénnte man auch
hier bei der gestaffelten Produktion verfahren, doch wird dann alles noch komplizierter.)

Ist x € R™ ein gegebener Outputvektor der Endproduktion (Produktionsplan), dessen Kom-
ponenten z; die zu produzierenden Mengeneinheiten des j-ten Endprodukts angeben, so
ist y; = s;1m1 + Sp@e + ...+ 8,2, die fiir die Endproduktion bereitzustellende Menge
des i-ten Zwischenprodukts. Die y; sind die Komponenten des Inputvektors fir die End-
produktion y € R™, der gleichzeitig der Quiputvektor der Zwischenproduktion ist (wenn
ohne Uberschuss zwischenproduziert wird). In Matrixschreibweise kann der lineare Zu-
sammenhang zwischen x und y durch y = Sx ausgedriickt werden. Entsprechend ist der
Bedarf z, an Finheiten des h-ten Rohstofls fiir die Zwischenproduktion gegeben durch
Zh = Tl + Thale + o ov F Thmm, und der Rohstoffverbrauchsvekior (Rohstoffbedarfs-
vektor) z € R', also der Inputvektor fiir die Zwischenproduktion, berechnet sich geméif
7 = Ry in linearer Weise aus y . Da y seinerseits linear von x abhéngt, ist z eine mittelbar
von x linear abhingige Variable, d.h. man erhalt z aus x durch Hintereinanderschaltung
von zwei linearen Operatoren: z = Ry = R(5%). Nun ist das Matrixprodukt RS gerade
so motiviert und definiert worden, dass R(Sx) = (RS)x gilt, d.h. die Hintereinander-
ausfilhrung der beiden Multiplikationen mit 5 und R kann ersetzt werden durch eine
einzige lineare Operation, némlich die Multipiikation mit RS .

e Der unmittelbare lineare Zusammenhanyg zwischen dem Endproduktoutputvekior X
und dem Rohstoffuerbrauchsvektor z ist gegeben durch das Produkt der Zwischen-
produktionsmatriz B mit der Endproduktionsmetriz S, d.h. z = (RS)x.

Die Uberlegungen lassen sich ausdehnen auf einen mehrstufigen Produktionsprozess, bei
dem man k > 2 Produktionsstufen hat, derart dass der Ouiputvektor x,.1 der {h~—1}-
ten Stufe jeweils der Inputvektor (Bedarfsvektor) fiir die Produktion der néchsten Stufe
h ist. Der Inputvektor fir die erste Produktionsstufe ist dann der Rohstoffverbrauchs-
vektor Xy, und der Quiputvektor der letzten Stufe ist der Endproduktoutputvektor x; .
Man hat dann k Produktionsverflechtungsmatrizen Ay, As.. .., A;, wobei die Eintrage von
Ap = (a,&?)) angeben, wieviele Einheiten des i-ten Produkts der Stufe 2—1 fiir die Herstel-
lung einer Einheit des j-ten Produkts der Stufe h erforderlich sind. Der Zusammenhang
zwischen x;, und X5, ist also wie cben x,_7 = Axx,, fir h=1...k. Somit giit
Xg = Apcl = AlAQXQ =L, = A1A2 e -Akxk R

d.h. der unmittelbare lineare Zusammenhang zwischen dem Endproduktoutputvekior x,
und dem Robstoffbedarfsvektor x4 ist durch das Produkt aller k Produktionsmatrizen {in
der Reihenfolge von links nach rechts aufsteigender Produktionsstufen) gegeben.
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8) In analoger Weise kommen, wie schon gesagt, Matrixprodukte tiberall ins Spiel, wo
(vektorielle) konomische Grofen mittelbar iiber eine Kette von linearen Abhéngigkeitsge-
setzen durch andere 8konomische (vektorielle) Variablen bestimmt sind. Noch ein Beispiel
dieser Art: Wird die Kundenwanderung zwischen n konkurrierenden Produkten in einer er-
sten Beobachtungsperiode durch die Ubergangsmatrix P; € R™*™ heschrieben und in den
folgenden Perioden durch £, ..., P, € R™*™", so ist das Matrixprodukt P = Py --- PPy
die Ubergangsmatrix, welche den Kundenwechsel im gesamten Zeitraum vom Beginn der
ersten bis zum Ende der k-ten Beobachtungsperiode darstellt. { Daraus folgt tibrigens, dass
ein Produkt von stochastischen Matrizen wie die P, hier, also Matrizen mit der Zeilensum-
me 1, wieder eine stochastische Matrix ist. Das sieht man auch durch Multiplikation der
Matrizen von links an einen summierenden Spaltenvektor, also einen mit lauter Eintrégen
1; denn Stochastizitit der Matrix bedeutet gerade, dass ein solches Matrix—an-Vektor—
Produkt als Frgebnis wieder einen summierenden Spaltenvektor hat.)

9) Matrixprodukte treten in Skonomischem Zusammenhang auch dann auf, wenn man
mehrere Vorgénge zusammenfasst, die durch Multiplikation einer festen Matrix an ver-
schiedene Spaltenvektoren beschrieben werden. Sind z.B. in einer Produktion fir & ver-
schiedene Perioden Produktionsoutputvektoren X3, Xz, ..., x; € R® vorgesehen und die
zugehérigen Rohstoffverbrauchsvektoren z, 2y, ...,2x € R™ berechnet, so erhebt sich
die Frage nach dem giinstigsten Rohstoffeinkauf. Kommen dafiir Lieferanten L., ..., L,
in Frage, wobei der h-te Lieferant fitr den i~ten Rohstoff den Preis py; verlangt, so gibt das
Produkt der Preismatriz P = (p,;) mit einem Rohstoffverbrauchsvektor z den zugehdrigen
Rohstoffkostenvektor Pz, dessen h-ite Komponente ppiz1 + ... + Damm die Kosten beim
Bezug aller in z angegebenen Rohstoffmengen vom Lieferanten Ly angibt fir h=1...1.

Hier kann man nun die aus dem Produktionsplan resultierenden Rohstoffverbrauchsvekto-
Ten z, Zs, ..., Zx als Spalten zu einer mx k- Verbrauchsmatriz Z zusammenstellen. Dann-
gibt die j-te Eintragung in der h-ten Zeile des Matrixprodukts PZ die Kosten der fir
die Realisierung des j-ten Produktionsoutputvektors benstigten Rohstoffe an, wenn die-
se alle beim Lieferanten L, bezogen werden. Unterstellt, der Bezug aller Rohstoffe bei
einem einzigen Lieferanten ist (wegen Rabatten bej griBeren Bestellungen) in jeder Peri-
ode giinstiger als die Beschaffung bei verschiedenen Lieferanten, so wird man also in jeder
Spalte von PZ die kleinste Zahl aufsuchen und dann, wenn diese bei der j-ten Spalte etwa
in h-ter Position steht, die Rohstoffe fiir die j-te Produktionsperiode beim Lieferanten Ly,
ordern.

Bei Beispielen dieser Art ist die Verwendung eines Matrixprodukts allerdings weder not-
wendig, noch besonders hilfreich — man kann genau so gut die einzelnen Vorgénge fiir
jede Periode separat durchrechnen. Die mathematische Grundlage der Zusammenfassung
von mehreren Matriz—an—Vektor-Multiplikationen zu einer Matriz-Matriz—Multiplikation
ist folgende schon frither gemachte Beobachtung:

o Die j-te Spalte des Matrizprodukts BA ist das Produkt der Matriz B mil der j-len
Spalte von A ;

e dic i-te Zeile des Muatrizprodukts BA ist das Produkt der i-ten Zeile von B mit der
Matriz A.

10) Ein letztes Beispiel zur Matrixmultiplikation aus der (Okonomie: In einem Unterneh-
men werden an Produktionsstitten @ ,...,@ Produkte ...y ] gefertigt gemaB
einer mxn—Mengenproduktionsmatriz X = (2}, wobei z;; die Zahl der von Produkt Nr.
7 an der Produktionsstitte Nr. i hergestellten Einheiten ist. Dazu gehort die gleichfor-
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matige Kostenproduktionsmatriz K = (ki;), wobel der Kostenfoktor k;; die Kosten der
Produktion einer Einheit des Produkts Nr. j an der Produktionsstitte @ angibt, also
die Stiickkosten fiir das Produkt an dieser Produktionsstitte. Die Summe

n
kaza + kapmio + b R, = E kisTi;
J=1

gibt dann die gesamten Kosten der Produktionsstétte @ an, wenn geméfl dem durch X
gegebenen Produktionsplan produziert wird.

Um diese Summe als Eintrag in einem Matrixprodukt zu interpretieren bilden wir die
transponierte Matrix (“gekippte Matrix”)

i ki oo kg

il] z?l """ E’ml \ k‘;‘,l kgg PPN rr‘i}r_)n
P L
kv Ko oen Ko C '
1 2 k‘ml km? v k‘mﬂr

Die Zeilen von K | sind also die Spalten von K, und die Spalten von K T sind die Zeilen
von K. (Hat K das Format (m,n) so ist K T eine Matrix vom Format (n,m). Nur bei
quadratischen Matrizen K hat K T dasselbe Format. Ist sogar K = K T also ki; = ky fiir
alle, 7, so heifit K eine - zur Diagonalen — symmetrische Matrix. Andere gebriuchliche
Bezeichnungen fiir die transponierte Matrix zu K sind K* oder K'; manchmal wird das
Superskript auch vorangestellt, also 'K bzw. K geschrieben.) '

Nun ist das Matrixprodukt
XK' e R

definiert, und sein i-ter Eintrag auf der Diagonalen ist gerade die obige Summe 2?21 Tiiki;
welche die Kosten der Produktionsstétte @ angibt. In diesem Sinne kénnen wir sagen;

e Die Diagonaleintrige der mxm-Matriz X KT schliisseln die Kosten auf die m
Produktionsstditten auf.

(Die in nichtdiagonalen Positionen (%,7) befindlichen Eintrdge der Matrix sind weniger
relevant; sie geben die Kosten an der Produkticnsstitte @ an, wenn dort nach dem
eigentiich fiir @ vorgesehenen Produktionsplan produziert wiirde.) Auch in der anderen
Reihenfolge ist das Produkt von X und K T definiert, nun allerdings eine nxn-Matrix:

KTX e Rnxn.
Der j-te Diagonaleintrag dieser Matrix ist

m

ki + ko oo Ry = D Kt

i=1
und gibt die Kosten fiir die Erzeugung des Produkts Nr. j saldiert iiber alle m Produk-
tionsstitten an. In diesem Sinne gilt also:

o Die Diagonaleintrige der nxn-Matriz KTX schliisseln die Kosten auf die n Pro-
dukte auf.

(Die Nichtdiagonaleintrige beschreiben hier, was die Produktion des Produkts kosten
wiirde, wenn man dafiir die Stiickkosten eines anderen Produkts hiitte; diese Eintrége
haben also keine Skonomische Bedeutung.)
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Die Summe aller Diagenaleintrage ist bei XK T und bei KTX dieselbe,

5 (ka) s (Z m) ,

=1 \j=1 J=1 \4=1

und das ist auch Skonomisch klar; denn beide Summen geben ja die Gesamtkosten der
Produktion an, nur einmal aufgegliedert in die Kosten der einzelnen Produktionsstitten
und einmal in die Gesamtkosten fiir die einzelnen Produkte. Man nennt die Summe der
Diagonaleintrige einer quadratischen Matrix ihre Spur und kann daher formulieren

o Die Spur von XK' und die von KTX geben die Gesamtkosten 31", et Kif i
der Produktion an. B

DEFINITION: Die Spur einer quadratischen Matrix A = {a;;)1<i,j<n 18t die Sum-
me ihrer Diagonaleintrige, Spur(A) = a1 +ag + ..o+ Qup = 2 g Gii - [~

DISKUSSION: 1) In den Uberlegungen im letzten Beispiel war X eine eigentlich
ganz beliebige mxn-Matrix und KT eine beliebige nxm-Matrix. Daher zeigen diese
Uberlegungen ganz allgemein den Spursatz:

Spur(AB) = Spur(BA)  firalle A€ R™" und B e R™™.

Obwohl also im Allgemeinen AB # BA ist, im Fall m # n haben diese beiden quadrati-
schen Matrizen ja sogar verschiedenes Format, besitzen AB und BA doch stets dieselbe
Sumine von Diagonaléintriigen, wenn beide Matrixprodukte definiert sind. In der Tat, ist
A= (a;;) und B = (bj,), so hat AB die Diagonaleintriige 37, ai;by fir i = 1...m und
BA die Diagonaleintrige Y - bja; fiir 7 = 1...n, und die Summe aller Diagonalein-

trige ist in beiden Fallen
Spur{ AB) ZZQW i -

i=1 j=—1

2) Bildet man zu einer Matrix A = (a;;) € R™™ die Spur des Produkts AAT | so erhslt
man die Quadratsumme aller Eintréige der Matrix:

Spur(AAT) = Z Z(am

1=1 j=1

Daher ist die Wurzel aus der Spur ein Analogon der Euklidischen Norm von Vektoren
aus R™, die ja als Quadratwurzel aus der Quadratsumme der Komponenten definiert ist.
Als ein sinnvolles Ma$ fiir die “absolute Gesamtgrofie” einer Matrix (eines von vielen
verschiedenen in der Mathematik gebréuchlichen) definieren wir daher die Euklidische
Norm einer Matrix als Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate aller Eintrége:

ZZ(CH;‘)Q .

ga=l g=1

|A] := 1/Spur( AAT) =

Man kann durch A« B = Spur(ABT) = 37, D iy Gisb;; auch ein Skalarprodukt auf
dem Raum R™*" der mxn-Matrizen einfithren, das zum iblichen Skalarprodukt auf R®
analog ist. Dann gilt auch hier, dass die Norm die Wurzel aus dem Skalarprodukt einer

Matrix mit sich selbst ist, |A] =V A+A. E






3.4 Inverse Matrix und Determinante

In diesem Abschnitt behandeln wir nur quadratische Matrizen (von einigen Nebenbemer-
kungen abgesehen). Zur Motivation der Inversenbildung bei Matrizen betrachten wir ein
lineares Gleichungssystem

Ar =y

mit Koeffizientenmastrix € R™™ und Inhomogenitit y € R™, also ein System mit ebenso
vielen Gleichungen wie Unbekannten = = (27, ..., %,) . Angenommen wir kennen eine
Matrix £-¢ R™*" mit

BA=1 wnd AB =1,

wobei I die nxn-Finheitsmatrix ist. Dann folgt aus BA = I durch Multiplikation der
Gleichung y = Az von links mit B die Gleichung By = B(Az) = (BA)z = llz = z, also
kann nur = By die Lisung unseres Gleichungssystems sein. Dies heifit noch nicht, dass
z = By wirklich Losung ist, aber das folgt aus AB =1 mit Az = ABy)={AB)yy=Iy=y.
Also ist tatsachlich fiir jede rechte Seite y € R™

Das ist sehr praktisch; denn man kann dann die Lésung fiir jede rechte Seite y durch eine
einfache Matrix—an—Vektor—Multiplikation ausrechnen, ndmlich durch Bildung des Pro-
dukis By, und das ist im Allgemeinen viel einfacher als die Losung des Gleichungssystems
mit dem Eliminationsverfahren (Herstellung der Zeilen-Stufen-Form). Es kiappt freilich
nur, wenn wir auch eine Matrix B mit BA =1 = AB kennen, und daher machen wir erst
einmal eine

DEFINITION: Eine quadratische Matrix A heifit invertierbare Matrix oder re-
gulire Matrix, wenn es eine gleichformatige Matrix 5 gibt mit BA=1= AB. Dann
heift B die zu A inverse Matrix und wird A~! notiert. Ist A nicht invertierbar, so heifit
A auch singulire Matrix. B

Man darf von der inversen Matrix sprechen, weil es nur eine einzige geben kann; denn
aus BA = I und AB = I folgt die Gleichheit B = Bl = B(AB) = (BA)B =18 = 5.
Die Notation A~! fir die Inverse ist sinnvoll, weil dann gilt A=A = AY = ATA™! wie
hei einem Potenzgesetz (wobei A' := A und A® := I gesetzt ist).

DISKUSSION: 1) Die Bedeutung der inversen Matrix fiir die Losung linearer Glei-
chungssysteme haben wir vor der Definition schon gesehen:

e Isi die Koeffizientenmatriz des linearen Gleichungssystems Az = y von n Gleichun-
gen fiir n Unbekannte unvertierbar, so ist x = A"ty die eindeutige Losung.

Insbesondere liegt der “gute” Fall der eindeutigen Losbarkeit fiir jede rechte Seite vor,
wenn eine Inverse zur Koeffizientenmatrix existiert. Und man erhilt die Lésung durch
eine einfache Matrix—an—Vektor-Multipiikation, wenn man die inverse Matrix A~ kennt.

2) Nur quadratische Matrizen kénnen eine Inverse haben; denn wenn BA =1 = AB ist,
so sind die Produkte AB und BA beide definiert und von gleichem Format, und das geht
nur, wenn A, B gleichformatige quadratische Matrizen sind. Aber natiirlich ist nicht jede
quadratische Matrix A invertierbar!

182
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3) Bei quadratischen Matrizen A, B ¢ R™™ genlgt es, eine der beiden Gleichungen
AB = I bzw. BA = I nachzuweisen; dann folgt schon die jeweils andere Gleichung,
und B ist die Inverse zu A. Ist z.B. BA = [, so hat das homogene Gleichungssystem
Az = 0 nur die friviale Lésung 2z = Ier = (BA)z = B(Az) = B0 = 0. Dann aber
wigsen wir aus 3.2, weil wir gleich viele Gleichungen und Unbekannte haben, dass das
Gleichungssystem Ax = y fir jede rechte Seite y € R™ eindeutig ldsbar ist, und wegen
z = Iz = (BA)r = B(Ax) = By muss z = By diese eindeutige Ldsung sein, d.h. es gilt
auch (AByy = A{By) =y fir alle y € R® und damit AB = L. Ist andererseits AB =1
so wenden wir das Argument auf B statt A an und erhalten auch BA =1.

4) Die inverse Matrix entspricht dem linearen Umkehroperator zu einem linearen
Operator T : R” 2 2 +— Az € R"™. Dass T eine Umkehrabbildung 7 besitzt, heifit ja,
dass es zu jedem y € R™ genau ein =z € R™ gibt mit 7(z) = ¥, und dann ist 7 (y} = =.
Besitzt A eine inverse Matrix A71, so ist z = A 'y die eindeutige Lésung zu T(z) =
Az =y, also existiert die Umkehrabbildung und ist durch T7(y) = A~ly gegeben. Ist
andererseits 7~! Umkehrabbildung zu T, so ist 7% auch wieder linear (denn 7' *(sy) =
ST Hy) gilt, weil T(sz) = sy ist, und T y+y) = T-Hy)+T (7)) gilt, weil T(2+F) =
y+7 ist, wenn T(z) = y und T(Z) = §). Also wird T7! durch eine Matrix B € R™"
dargestellt, T-1(y) = By fiir alle . Das aber heifit BAz = T 1(Az) = T"YT(z)) = =z
fiir alle z € R™, also ist BA =1, und B inverse Matrix zu A.

o Line inverse Malriv zu A € R™" existier! genau dann, wenn der durch A darge-
stellte lineare Operator T :R™ — R™ umkehrbar ist; der inverse lineare Operator
T* wird dann durch die inverse Matriz A=' dargestellt.

5) Rechenregeln fiir die Inversenbildung: Die invertierbaren n x n—Matrizen bilden
eine Gruppe, d.h. mit A, B € R™*" sind auch A™!, AB invertierbar. AuBerdem sind mit
A auch die transponierte Matrix AT und Vielfache rA4 mit r € R invertierbar. Es gilt:

A=A @AB) T =BAT (AT =), (rA) = AT (r £0);

die Inverse der inversen Matrix ist also die Ausgangsmatrix, die Inverse eines Matrixpro-
dukts ist das Produkt der inversen [aktoren, aber in wmgekehrter Reihenfolge (1), das
Inverse der transponierten Matrix ist die Transponierte der Inversen. Die erste Regel be-
sagt AA™ = Tund A~'A = I und ist klar ebenso wie die letste. Die zweite folgt aus
(B A NAB) = B"Y{A™1A)B = B~'IB = B~'B = L. Die dritte beruht auf

(BA)T = ATBT,

was man sich leicht iiberlegt. (Der Eintrag des letzten Produkts in Position (7, j) ist das
Skalarprodukt der ¢-ten Spalte von A mit der j-ten Zeile von B, weil ja die Spalten der
transponierten Matrix die Zeilen der urspriinglichen Matrix sind und die Zeilen der trans-
ponierten Matrix die Spalten der urspriinglichen. Dieses Skalarprodukt ist aber gerade
der Eintrag von BA in Position (7,4}, also der von (BA)T in Position (4, 7).) Da offenbar
IT = List, folgt daraus (A=)TAT = (AA-)T =17 =1.

6) Matrizpotenzen mil ganzen Ezponenten A* exklirt man fir k € N durch Multiplikation
von k Matrixfaktoren A und, wenn A invertierbare Matrix ist, fiir k = —I ¢ Z. durch
Muitiptikation von { Matrixfaktoren A~!; fiir k = 0 wird noch A® ;= I gesetzt. Es gelten
dann die Gblichen Potenzgesetze

AR AL = AR (AR = AH fir alle k1€ Z,
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aber (AB)* = A*B* ist im Allgemeinen nicht richtig, wenn AB # BA ist; fir k = —1 gilt
sogar (AB) 1 = B'A"! gerade mit der wmgekehrten Reihenfoige der Faktoren rechts.
Fine Division von Matrizen ist nicht erklirt, selbst wenn beide quadratisch sind und der
Nenner A invertierbar ist. Das Problem ist, dass man hier zwei mogliche Definitionen
A7 B und BA™! des Quotienten “%” hat, die im Allgemeinen verschiedene Ergebnisse
liefern, und dass fiir keine der beiden Definitionen verniinftige Rechenregein gelten, die
man von einer Quotientenbildung fordern wiirde. Zum Beispiel sollte A»-% = B = %A
gelten, aber ABA™' = B bzw. A7'BA = B stimmt nur, wenn AB = BA ist, und die
Matrixmultiplikation bei nxn-Matrizen ist ja (fiir n > 2) nicht kommutativ.

7} Tiir allgemeine mxn—Matrizen A heifit B € R™™ eine Linksinverse, wenn BA =1,
ist, und ¢ € R™™ eine Rechtsinverse wenn AC = I, ist. Existiert eine Linksinverse B
zu A, so ist das Gleichungssystem Az = 0 nur trivial lésbar, weil z = Iz = (BA)x =
B(Az) = B0 = 0 folgt; also muss gemd$ 3.2 dann m = n sein (mindestens so viele
homogene Gleichungen wie Unbekannte). Existiert aber eine Rechtsinverse C', so gilt
A(Cy) = (AC)y =1,y =y, d.h. das Gleichungssystem Az = y hat fiir jede rechte Seite
y € R™ eine Losung z = Cy; gemdf 3.2 muss dann m < n sein (hochstens so viele
Gleichungen wie Unbekannte). Tm Fall m < » ist auBerdem eine Rechtsinverse ' — wenn
eine existiert — nicht eindeutig bestimmt, weil man beliebige Lsungen z # 0 von Az =0
zu den Spalten von €' addieren kann, ohne an der Gleichung AC = I, etwas zu andern.
Entsprechend ist im Fall m > n eine Linksinverse B nie eindeutig — wenn eine existiert —,
weil man zu den Zeilen von B Lésungen z # 0 des homogenen Gleichungssystems zA = (
von n linearen Gleichungen fiir m Unbekannte z = (21 ... 2n) addieren kann, ohne an
der Gleichung BA =1, etwas zu &dndern. Nur im quadratischen Fall m =n kann es also
Rechtsinverse und Linksinverse zugleich geben, und dann zeigt 3}, dass jede Rechtsinverse
und jede Linksinverse automatisch schon die eindeutige beidseitige Inverse ist.

8) Eine linksinverse Matrix zu A € R™" kann man als Losung X' = B der Matrix-
gleichung X A = I, auffassen, eine rechtsinverse Matrix entsprechend als Losung X = C
der Matrixgleichung AX = L, . Fiir allgemeine lineare Matrizgleichungen XA = R baw.
AX = § folgt, dass X = RC bzw. X = BS die Losung sein muss, wenn es eine gibt.
Ist A invertierbar und sind R, § quadratische Matrizen vom gleichen Format wie 4, so
hat XA = R die eindeutige Losung X = RA™! und AX = § die eindeutige Losung
X =A715. =2

FRAGEN, die sich nun aufdringen, sind:
1) Wie sieht man, ob eine gegebene (quadratische!) Matrix A invertierbar ist?
2) Wie berechnet man dann die Inverse A~ 7

Die Answort auf beide Fragen liegt, wie wir sehen werden, in der Herstellung der Zeilen-
Stufen-Form der Matrix mit Zeilentransformationen, und zwar gentgt fiir die Beantwor-
tung der ersten Frage eine gewdhnliche Zeilen-Stufen-Form, wihrend man zur Berechnung
der inversen Matrix noch weitere Zeilentransformationen durchfithren muss bis zur kano-
nischen Zeilen-Stufen-Form, welche bei invertierbaren Matrizen nichts anderes als die
Einheitsmatrix ist. ]

Im folgenden Satz geben wir verschiedene Kriterien fiir die Invertierbarkeit einer quadra-
tischen Matrix an und beschreiben die Berechung der Inversen genauer:
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SATZ: 1) (Kriterien fiir Invertierbarkeit)
Fiir eine quadratische nxn—Matriz A sind folgende Aussagen dguivalent:

(i
(i

A ist reguldir, d.h. die Inverse A™" existiert;

das homogene lineare Gleichungssystem Az = G hat nur die friviale Lisung;

iil) das Gleichungssystem Ax = y hat fir jede rechte Seite y € R™ eine Lésung;

(v

Vi

)

)
(iii)
(iv) der Rang von A ist mazimal, also gleich n;

VA hat als Zeilen-Stufen-Form eine nxn-Dreiecksmatriz mit Diagonaleintrdgen # 0 ;
(vi)

A hat als kanonische Zeilen-Stufen-Form die Einheitsmatriz I, .

2) (Berechnung der Inversen) /st A invertierbar, so erhdlt man die j-te Spaite
von A7 als Lisung des linearen Gleichungssystems Az = e; mit dem j-ten kanonischen
Basisvektor e; von R* als rechte Seite (j = 1...n). Man erhilt die Inverse A~ auch,
indem man die Zeilenoperationen, die von A zur kanonischen Zeilen-Stufen-Form (vi)
fiihren, in gleicher Reihenfolge auf die Einheitsmatriz 1, anwendet.

Die Aguivalenz von (ii), (i), (iv) und (v} fiir Systeme von n linearen Gleichungen mit n
Unbekannten wissen wir schon aus 3.2. Aus einer Zeilen-Stufen-Form wie in (v) kann man
offenbar durch weitere Zeilentransformationen die Einheitsmatrix I, erzeugen, daher ist
(v) auch dquivalent zu (vi). Wir haben auch schon gesehen, dass die Existenz der inversen
Matrix (i) gleichbedeutend ist mit der Umkehrbarkeit des linearen Operators z r» Az
auf R™, also mit der eindeutigen Losbarkeit {ii),(iii) von Az =y fiir alle y € R™. Damit
ist Teil 1) des Satzes schon klar. Fiir Teil 2) erinnern wir uns, dass A *e; die j-te Spalte
der Matrix A~ ist. Andererseits gilt A(A"'e;} = e;, also ist A~'e; auch die Losung zu
Az = e; . Wenn man die erweiterte Koeffizientenmatrix (Aly) durch Zeilencperationen in
die Form (L,|z) umgeformt hat, so ist z die Lésung zu Ar = y <= L,z = z. Daher
ergibt die Anwendung dieser Zeilenoperationen auf e; die j-te Spalte von A~ und die
Anwendung aul I, , also auf die Matrix mit den Spalten e;, ..., e,, gibt die Inverse A1

DISKUSSION: 1) Aus dem Satz ergibt sich ein Verfahren zur Feststellung der
Invertierbarkeit und zur Berechnung der Inversen: Man formt die aus A als lin-
ker Block und der Einheitsmatrix I, als rechter Block zusammengesetzte nx2n-Matrix
(A]L,) € R™* durch Zeilenoperationen so um, dass A auf Zeilen-Stufen-Form gebracht
wird. Falls sich dabei eine Nulizeile in der linken nxn—Matrix ergibt, so hat A kleineren
Zeilenrang als n, also existiert die Inverse nicht. Ergibt sich aber links eine Dreiecksmatrix
mit Diagonaleintrigen £ 0, so erzeugt man mit weiteren Zeilenoperationen in der nx2n
—Matrix links die Einheitsmatrix I, und erhalt als rechten nxn-Block die Inverse B=A"1!.

€11 Qi ... G| L 0 ... 9
A~ (ay) s G,:gg . a?n 0 1 ... D
Qpi Upo ... Gpp| O 0 ... 1
Zeilenoperationen
t 0 ... 0 | by by ... by,

(‘) 1 .. .. G b21 522 . bifn (b”) _ Awl

0 0 .01 | bpx boo ... bup
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Spaltenoperationen sind verboten bei diesern Berechnungsverfahren fiir die Inverse Matrix,
auch Spaltenvertauschungen! Solche Operationen sind auch nicht erforderlich; denn die
Zeilen-Stufen-Form von A kann man alleine mit Zeilenoperationen herstellen, und wenn
sie keine Nullzeile hat, also hier eine Dreiecksmatrix ohne Nulleintrége auf der Diagonalen
ist, so kann man mit weiteren Zeilenoperationen auch die Einheitsmatrix erreichen. Man
kann das Verfahren auch verstehen, indem man die Zeilenoperationen durch Multiplikati-
on von links mit entsprechenden Elementarmatrizen darstellt (siehe 3.3). Die Herstellung
der Finheitsmatrix T aus A durch Zeilenoperationen bedeutet demnach, dass es ein Pro-
dukt £ von Elementarmatrizen gibt mit EA = [. Dann ist A™' = F = ET, d.h. man
erhilt A~!, indem man dieselben Zeilenoperationen in gleicher Reihenfolge auf die Ein-
heitsmatrix anwendet. Hat man aber auch Spaltenoperationen bei A durchgefithrt, um
die Einheitsmatrix zu erhalten, so heifit das HAF = I mit einem weiteren Produkt #
von Elementarmatrizen. Daraus folgt dann £ = F7'A™  und A7 = FE = FEI, dh.
man muss nach den durch E bestimmten Zeilenoperationen an der Einheitsmatrix noch
weitere, durch Multiplikation mit F' von links gegebene, Zeilenoperaticnen ausfithren, um
A~ zu erhalten. '

2) Kennt man die Inverse zu A ¢ R™*", so kann man die eindeutige Losung eines linea-
res Gleichungssystems Az = b einfach berechnen, indem man A1 an den Spaltenvektor b
multipliziert. Das ist sicher weniger aufwendig, als das Gaufische Eliminationsverfahren.
Andererseits ist die Berechnung von A~ aufwendig: Man hat dazu n lineare Gleichungs-
systeme Az = e;, j = 1...n, zu losen. Die Irage ist also: Wann lohnt sich der Aufwand
fiir die Berechnung von A™', wenn es um die Lisung vieler linearer Gleichungssysteme
Az = b mit derselben Koeffizientenmatriz A geht?

Die simultane Losung von Az = b; fiir k verschiedene rechie Spalten by, ... , by mit dem
Rechenschema aus 1) erfordert in(n+2k—1) Divisionen und sn{n—1)(n+2k—1) Multi-
plikationen sowie in(n—1)(n+2k—1) Additionen im ungiinstigsten Fall. (Man kann die
erforderlichen Operationen zur Herstellung eines kanonischen Einheitsvektors in Spalte
j zihlen und mit der arithmetischen Summenformel fir j = 1...n aufaddieren. Gibt
man sich mit einer Dreiecksform zufrieden und 16st die Gleichungssysteme dann von
unten nach oben auf, so gentigen gn(n—1)(2n+6k—1) Multipiikationen und Additio-
nen / Subtraktionen, das ist etwas weniger.) Kennt man die Inverse, so hat man fiir die Be-
rechnung von k Produkten A~'b; offenbar kn® Multiplikationen und kn(n—1) Additionen
auszufithren. Der Aufwand fiir die Berechnung von A~ ist nicht grofer als der bei n Glei-
chungssystemen, erfordert also nicht mehr als 1n(3n~1) Divisionen und sn(n—1)(3n—1)
Additionen sowie in(n—1)(3n—1) Multiplikationen. Da die Division eine viel aufwendi-
gere Rechenoperation ist als Multiplikation und Addition, erkennt man:

e Sind mehrere lineare Gleichungssysteme Ax = b; mit derselben invertierbaren Ko-
effizientenmatriz A € R™™ zu lgsen, so lohnt sich der Aufwand fiir die Berechnung
der Inversen A=Y und der Lisungen als Matrizproduki A~'b; , wenn die Anzahl der
2u [6senden Gleichungssysteme deutlich gréfer als n ist.

Eine genauere Aussage dariiber, ab welcher Zahl k von zu lésenden Gleichungssystemen
sich die Inversenberechnung lohnt, ist nur méglich, wenn man quantitativ festlegt, wievie-
le Multiplikationen dem Rechenaufwand einer Division entsprechen. Werden (nicht reali-
stisch) Divisionen und Multiplikationen als gleich anfwendig angesetzt, so kommt man auf
eine Zahl k ~ n? erheblich groBer als . Je aufwendiger Divisionen im Verhéltnis zu Mul-
tiplikationen tatsdchlich sind, desto kleiner wird die Zahl k > n von Gleichungssystemen,
ab der sich die Losungsberechnung mit Hilfe der inversen Matrix lohnt.
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3) Kiriterien fiir die Existenz von einseitigen Inversen zu einer gegebenen Matrix
A € R™" kann man analog zum letzten Satz herleiten. Hat A eine Rechtsinverse ',
Calso AC =1, so ist Az = y fiir jedes y € R™ losbar, da man eine Lésung sofort in der
Form z = Cy angeben kann. Ist umgekehrt Az = y fiir alle y losbar, so kann man aus
Losungen « = ¢; von Ar = e; zu den kanonischen Basisvektoren e; von R™ eine Matrix
C' ={c; ... ¢y} € R"™™ gpaltenweise zusammenstellen und erhélt AC = L,,. Aus 3.2
wissen wir, dass Losbarkeit von Az = y fir alle y € R™ genau dann gegeben ist, wenn A
den Rang m hat (Zeilenrang oder Spaltenrang — am FEnde von 3.2 haben wir ja gesehen,

ist gleichbedeutend, dass T surjekiiv ist, d.h. zu jedem y € R™ gibt es (mindestens) ein
z € R® mit T'(x) = y. Wir fassen zusammen:
o A& R™*" besitzt genau dann eine Rechtsinverse (', d.h. AC =1, , wenn dus lineare
Gleichungssystem Az = y fir jede rechte Seite y & R™ ldsbar ist, bzw. dquivalent,
wenn Rang(A) = m ist. (Dies ist nur im Foll m < n mdglich.

Analog verlduft die Diskussion fir Linksinverse B € R gu A € R™*". Gilt BA = 1,,,
so hat Ar = 0 nur die triviale Losung, weil ja z = BAz = B0 = 0 folgt. Aus 3.2 wissen
wir, dass dies genau im Fall Rang(A) = n so ist. Fur den linearen Operator T'(z) = Ax
ist gleichbedeutend, dass er injektiv ist, d.h. T(z) = T(Z) gilt nur im Fall z = 7 (bzw.
T(z) = 0nur fir z = 0; das ist dquivalent wegen T'(z) —T(Z) = T(z—Z) }. Hat umgekehrt
A den Rang n, so auch die transponierte Matrix A7 (weil Zeilenrang gleich Spaltenrang
ist), also besitzt ATz = e; Losungen z = ¢; € R™ fiir jeden kanonischen Basisvektor e;
von R". Stellen wir die ¢; wieder zu einer mxn-Matrix C zusammen, so {olgt ATC =1,
und fiir B := CT dann BA = CTA = (ATC)T = 1T =1, also ist B Linksinverse zu A.
Wir fassen zusammen:

o A c R™™ besitzt genou denn eine Linksinverse B, d.h. BA =1, , wenn das homo-

gene lineare Gleichungssystem Ax = 0 nur die triviale Lésung haot, bzw. dguivalent,
wenn Rang(A) = n ist. (Dies ist nur im Fall m > n méglich.) o

BEISPIELE (zur Berechnung von inversen Matrizen):

1) Die fnverse zu einer 1x1~ Matriz (a) existiert genau dann, wenn der (einzige) Eintrag
a nicht Null ist, und dann ist A7! = (3},

[

2) Die Inwverse zu einer 2x2-Matriz (2 2) existiert genau dann, wenn ihre Determinante
ad — be van Null verschieden ist. In 3.1 haben wir ndmlich schon gesehen, dass genau

dann das Gleichungssystem (3 2) (Z) == (;) firr alle rechten Seiten eindeutig 1&sbar ist. Die
Lasung haben wir auch berechnet zu (’y‘) = = (975  Die Spalten der inversen Matrix

erhalten wir, wenn wir fiir (7) die kanonischen Basisvektoren (}} und ({) einsetzen. Das
Ergebnis ist:

a b
o Die Inverse A™' zu einer 2x2-Matriz ( c d ) existier? genau dann, wenn ihre
Determinante ad — be von Null verschieden ist, und dann gilt

1 d —b
A7l =
ad ~ be (—c a )

Man erhidlt also die inverse Matrix, indem man in der Ausgangsmatrix die Diagonal-
eintrige vertauscht, die anderen Eintrige mit —1 multipliziert und schliefilich noch alle
Bintrége durch die Determinante der Ausgangsmatrix dividiert. Der letzte Schritt ist nur
ausfithrbar, wenn die Determinante # 0 ist; sonst existiert die Inverse ja auch gar nicht.
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Konkret ist z.B. (_2 3 ) = m ( 2 1 ) ( 2/7 1/7 ) ;

-1
aber ( __1 2 ) existiert nicht, weil die Determinante 1-{(—4) —2-(=2) =0 ist,

2 —4
to4 3
3} Wir wenden das Schema zur Berechnung von Alanauf A:=[ 2 5 4
1 -3 -2

— b =
|

oL S=
!

B W O
OO
o e O
= O O

®-@-20, @-0-0

14 31 0 O
0 -3 =2{-2 1 0
0 =7 =5(-1 0 1}

 0-®-20 @-® ©-

1 4 301 0 0
i 1|-3 2 =1
0 -3 =2y-2 1 O

| ©-0-1®. ®-@+1@

1 0 -1} 13 -8 4
1y -3 2 -1
o o 1|-11 7 =3

| ©-0+0. @-0-6G

fan]
—

1 0 0 2 -1 1 2 -1 1
0 1 0 8§ =5 2 — A7l = 8 —5 2
¢ 0 1{—-11 7 =3 : -1 7 =3

L _ i 1 . 1 .
Um jetzt z.B. das Gleichungssystem Az = b fiir die rechte Seite b = ( %) zu losen, rechnen
wir einfach

1 1 2 -1 1 1 2
Az = {1 = a=A"[1 8 -5 2 1] = 5
1 1 -1 7 =3 1 ~7

Das hitten wir mit dem Eliminationsverfahren (Herstellung der Zeilen-Stufen-Form) na-
tiirlich schneller haben kénnen. Der Vorteil ist jetzt aber, dass wir fiir jede andere rechte

s

-1
Seite (%), ( 2 ), (\Q‘E), ... die Losung nun genau so einfach durch Multiplikation mit
der nun explizit bekanmten Matrix At von links erhalten.
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4} Das Verfahren zur Inversenberechnung fithrt natiirlich nicht immer zum Ziel; denn
wenn keine Inverse existiert, so kann man auch keine berechnen — mit welchem Verfahren
auch immer. Man erkennt diese Situation aber “auf dem Wege”, ohne dass vorher die
Existenz der Inversen iiberpriift werden muss. Ein konkretes Beispiel dazu:

1013106 0 101100 10 11 00
01201 0 ey 01 2101 0 — 01 200 1 0
-2 1 000 0 1 012201 g0 02~11

Die ausgefiihrten Zeilenoperationen sind hier leicht zu erkennen. Da in der Diagonaten des
linken 3x3-Dreieck-Blocks der letzéen Matrix ein Nulleintrag auftritt, existiert die Inverse
zu der Matrix A (der linke 3x3-Block der ersten Matrix) nicht. Das hétte man nach
dem ersten Schritt schon sehen kimnen: Da zwei gleiche Zeilen in der Koeflizientenmatrix
entstanden sind, hat A héchstens zwei unabhingige Zeilen und somit kann der Rang nicht
3 sein, wie es bei invertierbaren 3x3-Matrizen der Fall ist.

5) Die Inverse einer Diagonalmatrix existiert genau dann, wenn alle Diagonaleintréige
# (3 sind, und dann ergibt sich die inverse Matrix einfach, indem man alle Diagonalein-~
triige durch ihr Reziprokes ersetzt. ( Warnung: Das geht nur bei Diagonalmatrizen sol)

d] dl
¢ U Y 1/d, )

D= 0 . — i = 0 . wenn alle d; # 0.
dn 1/dln
Da bei der Multiplikation zweier DHagonalmatrizen die Diagonaleintrdge in gleichen Po-
sitionen miteinander multipliziert werden, ist klar, dass das Produkt der rechten mit der
linken Diagonalmatrix die Einheitsmatrix ist. Ein Spezialfall ist das Inverse einer skalaren
Mairiz D = dE, also einer Diagonalmatrix mit lauter gleichen Diagonaleintrigen d. Ist
d # 0, so ist die skalare Matrix %ill die Inverse. Aus den Rechenregeln fir die Matrixmul-
tiplikation ist ja auch klar, dass (3I)(dl) = 3dII = I ist. Die Einheitsmatrix I ist ibre

andere Matrizen, die ihre eigene Inverse sind; siche 8) unten.)

6) Die Inverse einer Dreiecksmatrix A existiert genau dann, wenn alle ihre Diagonal-
eintrige # 0 sind. Eine obere n x n-Dreiecksmatrix A = (ay) (also a;; = 0 fiir ¢ > j) hat
némlich schon Zeilen-Stufen-Form, und genau wenn ay; # 0 gilt fir alle ¢, so ist thr Rang
gleich n, also A~ existent. Man kann dann die kanonische Zeilen-Stufen—Form leicht her-
stellen, und das Verfahren zur Berechnung der Inversen mit Zeilenoperationen zeigt, dass
A~ ebenfalls obere Dreiecksmatrix ist, wobei auf der Diagonalen von A~ ! die Reziproken
der Diagonaleintriige von A stehen. F'ir obere Dreiecksmatrizen gilt also schematisch:

‘ 1/ay
351 ~
Qa9 * >[<
A= 0 - = Al = 1/a22' wenn alle ay # 0,
Qnn O 1/a'n.n

wobei “* " fiir irgendwelche Eintrage oberhalb der Diagonalen in A steht und “3 ” fiir ir-
gendwelche (im Allgemeinen anderen) Eintrige oberhalb der Diagonalen von A1 Es gibt
auch eine allgemeine Formel dafiir, wie man die Eintrage in “*” aus den Eintragen von
A berechnet (dazu siehe auch 10) unten). Wir diskutieren diese Formel hier aber nicht,
weil sie komplizierter ist als das Verfahren zur Inversenberechnung mit Zeilenoperationen.
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Fiir untere Dreiecksmatrizen B ist der Sachverhalt iibrigens voilig analog; die Inverse
existiert, genau wenn keine Diagonaleintrige by von B Null sind, und dann ist B! eben-
falls eine untere Dreiecksmatrix und hat Diagonaleintrige 1/b;. Das kann man analog
iiberlegen oder durch Ubergang zu der transponierten (oberen) Dreiecksmatrix A := BT
zeigen.

7) Die Inversen von Elementarmatrizen sind wieder Elementarmatrizen, und
genauer gilt (mit den Bezeichnungen aus 3.3):

Mi(r) ™t = Mi(1/r),  Agls)T = Ayl-s), V=V

Das ist sofort klar, wenn man die Elementarmatrizen als lineare Operatoren auffasst,
die durch Multiplikation von links auf passende Spaltenvektoren x wirken. M;(r) ist die
Diagonalmatrix mit Eintrag » # 0 in é-ter Diagonalposition und Eintrégen 1 auf der Dia-
gonalen sonst, und der entsprechende Operator wirkt auf z, indem die i-te Komponente
von ¢ mit dem Faktor » multipliziert wird. Dann ist natiirlich M;(1/r) die Matrix des Um-
kehroperators, der die i-te Komponente mit 1/r multipliziert und so den ursprimglichen
Spaltenvektor wieder herstelit. A;;(s) entsteht aus der Binheitsmatrix durch Ersetzung
des Nulleintrags in Position (¢, §) mit ¢ % j durch den Eintrag s € R und wirkt auf Spai-
tenvektoren z, indem das s-fache der j-ten Komponente zur ¢-ten Komponente von z
addiert wird. Um diese Operation riickgangig zu machen, muss man offenbar das s-fache
der j-ten von der i-ten Komponente subtrahieren, also ist A;;(—s) die Matrix des Um-
kehroperators. V;; entsteht aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen der i-ten mit der
j-ten Zeile fir ¢ # §, und Multiplikation von Vj; an z bewirkt eine Vertauschung der i-ten
mit der j-ten Komponente von z. Wenn man diese Operation noch einmal anwendet, so
erhélt man also wieder z, und daher ist V}; seine eigene Inverse.

Das Schema zur Inversenberechnung mit Zeilenoperationen ist iibrigens nichts anderes als
folgende Beobachtung: Wenn Ey , ..., By Elementarmatrizen sind mit £ --- Fofi A = 1
(d.h. man hat A durch Zeilenoperationen in die Einheitsmatrix umgeformt), so erhilt
man durch Multiplikation mit A= von rechts Ey--- Fy 1l = A~! (d.h. die Anwendung
derselben Zeilenoperationen auf die Emheitsmatrix gibt die Inverse).

8) Eine involutorische Matrix ‘A ist eine mit A% = I, d.h. die Matrix st ikre eigene
Inverse, A = A™'. Da bei Zahlen nur 1 und —1 ihre eigenen multiplikativen Inversen
sind, kénnte man zunéchst denken, dass nur I, und —I, involutorische n x n-Matrizen
sind. Es gibt aber sehr viel mehr. Involutorische 2x2-Matrizen sind zum Beispiel

(09) GA) Gad) G) (o) (870)

und allgemeiner

0 r 1 s 10 a b\ mit ad —bc = —1

1/r 0)° 0-1/ t -1/’ ¢ d) und a+d=70.
(Diese Beispiele erfassen tatséchlich alle involutorischen 2 x 2-Matrizen.) Eine n x n-
Diagonalmatrix D ist involutorisch, genau wenn alle Diagonaleintrige =41 sind. Jede zu

D éhnliche Malriz, d.h. jede Matrix der Form C71DC' mit invertierbarer n x n-Matrix
C, ist dann auch involutorisch; denn es gilt ja

(CT'DCY = C'DCC™'DC = C'DL,DC = C71D*C = C'DC .
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Man kann beweisen, dass jede involutorische Matrix von dieser Form C1DC ist mit
Diagonaleintrdgen 1 in der Diagonalmatrix 2. Geometrisch betrachtet ist der zu D
gehirige lineare Operator anf R™ eine Achsenpiegelung. (Die den Diagonaleintrdgen +1
entsprechenden Achsen bleiben fest, die anderen werden am Ursprung gespiegelt.) C~*DC
kann dann als Achsenspiegelung bzgl. eines allgemeinen {nicht unbedingt orthogonalen)
Achsensystems in R™ interpretiert werden. In diesem Sinne entsprechen die involutorischen
Matrizen A den Spiegelungen, und A* = [ beschreibt die charakteristischen Eigenschaft
von Spiegelungen, dass man bei zweifacher Anwendung wieder das Original erhalt.

9) TInvolutorische Matrizen A erfiillen A = I; sie sind also gewissermaBen Quadrat-
wurzeln aus der Einheitsmatrix. Man kann fragen, ob es auch k—te Wurzeln A aus der
Einheitsmatrix gibt fiir belichige k € Nso, d.h. A% = L Wegen A* 1A = A* ist dqui-
vglent, dass die Inverse von A gleich der (k—1)-ten Potenz von A ist, A~* = 4% 1. Noch
allgemeiner kann man nach der Existenz von k-ten Wurzeln A aus einer gegebenen
quadratischen Matrix B fragen, d.h. nach Matrizen A mit A* = B.

Bei beliebigen quadratischen Matrizen B ist die Antwort im Allgemeinen nein. Z.B. hat
B= (é mﬁl) keine Quadratwurzel A. Wire namlich A € R?*? eine, so gilte AB = AA® =
A* = A*A = BA und A miisste Diagonalmatrix sein; denn Multiplikation mit B von
rechts ersetzt die zweite Spalte in A durch ihr Negatives, aber Multiplikation von £ mit
links ersetzt die zweite Zeile in A durch ihr Negatives. Eine Diagonalmatrix kann aber
nicht B als Quadrat haben, weil —1 keine Quadratwurzel in R hat.

Die Einheitsmatrix I, hat dagegen fiir jedes & > 2 viele k-te Wurzeln, wenn n > 1
ist. Fiir n = 2 kann man z.B. die Matrix [z der Drehung um den Ursprung mit
Drehwinkel %‘R’ = % - 360° nehmen; deren k—te Potenz entspricht dann der Drehung um
einen Vollwinkel, die jeden Punkt festldsst, d.h. (Dqy /k)k ist die 2 x 2-Einheitsmatrix.
Diese Drehmatriz ist

Dar

oS —Sin%’r - L _; b
Dyepe=1 4, o mit {(Dagpe)® = Loy (Dawsr)” = (Daapr)” = Dty -
8111 T o8 7y

Das kann man mit Hilfe von Additionstheoremen fir die trigonometrischen Funktionen

nachrechnen, es ist aber aufgrund der geometrischen Beschreibung unmittelbar klar, Fiir

n > 2 erhélt man k—te Wurzeln aus I, indem man eine “Block-Diagonalmatrix” aus m

2x2-Diagonalblocken Dy und aus n—2m Blscken (1) des Formats 1x1 zusammenstellt.
Weitere k—te Wurzeln findet man mit folgender Uberlegung: Ist A* = B und C irgendeine

invertierbare Matrix desselben Formats wie A, so ist O AC eine k-te Wurzel aus C1BC':

denn

(CTHAC)" = (CTACHCTIAC) --- (O AC)

k
= ACCHACCTY) - ACCTH T
k
=1 AT AT ... _ =1 aBey =1
= OV AIAL- - AIC = CT'AFC = C'BC.

k
Speziell im Fall B = 1, gilt C',C = C~'C = 1, also ist mit A auch jede zu A
dhnliche Matrix C™*AC eine k-te Wurzel aus der Einheitsmatrix I,. Wenn A # -1, ist,

s0 bekomunt man durch Variation von C auf diese Weise eine unendliche Schar von k—ten
Wurzeln CLAC aus L,.
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10) Eine nilpotente Matrix ist eine quadratische Matrix N ungleich der Nullmatrix 0
mit N* = 0 fiir ein & € Nsg. Fiir den kleinsten derartigen Exponenten k heifit k—1 der
Nilpotenzgrad von N . Eine nilpotente Matrix ist selbst nie invertierbar, aber es gilt die
Formel fiir die Inverse einer nilpotenten Stérung der Einheitsmatrix 1— N

o [ — N ist stets invertierbar, wenn N nilpotent ist, und zwar st die Inverse gleich
(I-N)yP=14+N+N+. N wenn N¥=0 st
Das bestétigt man einfach durch Multiplikation mit I — N :
(I~ NYI+N+N 4+ 4N
=@+ NFN . NY (NN LN L F NS =1~ NF =T,

Typische nilpotente Maftrizen sind Dreiecksmatrizen A mit louter Nulleintrdgen auf der
Diagonalen. Im Fall einer oberen nxn—Dreiecksmatrix z.B. kann man dann nachrech-
nen, dass A® auch Nulleintrige in der ersten Oberdiagonalen hat, d.h. in den Positionen
(i,i4+1), und A* auch Nulleintréige in den beiden ersten Oberdiagonalen, also in den Pasi-

tionen (¢,4+1} und (¢,9+2) usw. Die Potenz A™ hat dann Nulleintriige in allen Positionen,
also ist A niipotent mit Nilpotenzgrad < n—1. Konkretes Beispiel:

0 1 {0 0 1 0 0 0 «reenes 01
o1 0 0 0 1 00 o
F_ o n—1__ . .
N_ .-.- N27 .-..1 N - -O
0 1 0 0 0 0
0 0 0

n n 7

Bei Erhohung des Exponenten um 1 riickt die Schrigzeile mit Eintréigen 1 jeweils um eine
Stufe nach oben, und N™ ist dann die nxn-Nullmatrix, also ist N nilpotent mit Nilpo-
tenzgrad n—1. Fir die Inverse von I, — N gilt dann gemifl der obigen Inversionsformel
fiir nilpotente Stérungen der Einheitsmatrix:

-1

— 1 1 1 e 1
L 0 111 ;
T ’ . = (]IWN)_I Aﬁ ][-[—j\f—l-j\ﬂm}“. . .+Nn.—] _ . . 1 ,
0 oo
) 1

wobei die Matrix rechts auf und iber der Diagonalen Eintrdge 1 hat und darunter 0.

Eine allgemeine invertierbare Dreiecksmatrix A kann man immer in der Form A =
D(I—N) schreiben, wobei D die Diagonalmatrix mit denselben Diagonaleintrigen wie
A ist und N die Eintrége —a,;/a; in Positionen (¢, j) mit ¢ < j hat sowie Nulleintrige in
allen anderen Positionen. Dann ist N nilpotent mit Nilpotenzgrad hichstens n—1, und
wir erhalten folgende Formel fiir die Invertierung von Dreiecksmatrizen mit Dia-
gonaleintragen = 0: '

A= [DI-N)" = I-N)'D = (I+ N+ N 4...+ N*H)D1,
Diese Formel fir die Inversen von Dreiecksmatrizen ist, weil man man die Inverse der

Diagonalmatrix D) nach 5) einfach berechnen kann und sonst nur Matrixadditionen und
Multiplikationen auszufiihren hat, auch zur praktischen Berechnung von A~} geeignet. B
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Das letzte Beispiel mit der Formel (I—A)™' =1+ A+ A%+ ...+ A*! wenn A* = 0,
erinnert an die geometrische Rethe (1—a) ! == =a+a+a® +a® +... fir Zahlen a
mit |a| < 1. Wir fragen uns daher, ob man nicht auch mit quadratischen nxn-Matrizen
A die Matrix-Reihe

T+ A+ A2+ A3 ... = ZA’“ € R
k=0

erkldren kann, wenigstens wenn A in einem passenden Sinne “Betrag” < 1 hat, und ob
man dann, wenn dies gelungen ist, vielleicht nachweisen kann, dass die Reihe die inverse
Matrix zu I—A ist. Immerhin stimmt das ja im Fall von nilpotenten Matrizen A, wo
die Reihe ab einem gewissen Index mit lauter Nullmatrizen als Gliedern abbricht, so
dass man nur endlich viele Summanden zu addieren hat. Tatséchlich funktioniert diese
zunichst spekulativ erscheinende Idee, und sie hat auch dkonomische Anwendungen, weil
z.B. Matrizen der Form I—A (mit “kieiner” Matrix A) bei Produktion mit Verflechtung
und bei Input-Output-Modellen auftreten und solche der Form D— A = (I—-AD™1)D (mit
invertierbarer Diagonalmatrix D und “kleiner” Matrix AD™!) bei der innerbetriebtichen
Leistungsverrechnung (siehe 3.2 und 3.3). Deshalb geben wir hier fiir Interessierte einen
Einblick in diese mathematische Theorie, der iiber den Rahmen der Vorlesung hinaustiihrt.

DISKUSSION (Neumannsche Reihe und invers positive Matrizen):

1) Eine formale Potenzreihe quadretischer Mairizen ist eine Reihe der Form

oG
chAk =l + A+ A® + e A’ 4.
k=0
mit Koeffizieneten ¢, € R und A & R™". (In der Mathematik werden auch komplexe
Zahlen als Koeflizienten und quadratische Matrizen mit komplexen Eintrigen zugelassen.)
“Formal” heifit die Reihe, weil sie eigentlich nur eine Absichtserkldrung ist; denn man kann
natiirlich nicht unendlich viele quadratische Matrizen addieren. Was man aber bilden
kann, ist fir jedes [ € N die I-te Partialsumme S, := Z;:o cp AF € R™" | Wir sagen, dass
die Polenzreihe gegen die nxn-Matriz B konwvergiert und schreiben
o0
ZCkAk = B oder CoH+ClA+CQA2+CSA3Jr...: B,
k=0
wenn fiir jede gegebene Fehlerschranke € > 0 ein [y € N existiert, so dass die Eintriige
atler Partialsummenmatrizen S; mit [ > Iy um weniger als £ von den Eintrigen von B
in gleicher Position abweichen. Man kann nachweisen, dass Konvergenz der Matrixreihe
gegen eine eindeutig bestimmte Matrix B vorliegt, wenn z.B. die Fintrige der Matrizen
A, e A®, 34%, ... dem Betrage nach mindestens so schuell klein werden wie eine geo-
metrische Folge ¢, ¢%, ¢% ... mit 0 < ¢ < 1, d.h. wenn es eine Konstante K gibt, so
dass alle Eintrige von c; A® Betrag < K¢® haben fiir k = 1,2,3, ... . Mit konvergenten
Matrixreihen darf man wie mit Reihen von reellen Zahlen rechnen — bei Rechnungen, die
Matrixmultiplikationen beinhalten, allerdings nur, wenn die Matrixfaktoren A, C mitein-
ander vertauschbar sind, d.h. AC = CA (was ja im Allgemeinen fiir A,C ¢ R™ ™ nicht
der Fall ist).

2) Das Matrix-Analogon zur geometrischen Reihe Y 77, ” ist die Neumannsche Reihe

I+ A+ A4 A, =) AF (A e R™™),
k=0
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also die Matrix-Potenzreihe, bei der alle Koeffizienten 1 sind. Und analog zu der Formel
L. = 5% a¥ fiir den Wert der geometrischen Reihe, wenn sie konvergiert (was genau
fiir |a! < 1 der Fall ist), gilt hier tatsichlich:

e Wenn die Newmannsche Rethe T+ A+ A% + A% 4 ... 2u A € R™" konvergent ist,
so ist I— A invertierbar und die Reihe konvergiert gegen die Inverse

- =T+ A+ AT A+ =) 4k
k=0
Der Beweis hierfiir verlsuft wie bei der geometrischen Reihe: (I—A)(I+ A+ A*+...) =

T4 A+A+. . —A—A2— A3~ . =1, und wenn die Matrix-Reihe konvergiert, so darf
man so rechnen.

3) Die Frage ist nun, fiir welche quadratischen Matrizen A die Neumannsche Rethe kon-
vergiert. Dazu miissen wir irgendwie die Gréfe der Eintrage von A beschrénken. Das
kann man am besten tun durch Einfithrung einer Norm { A} auf dem Matrizen-Raum
R dh. eine Art Betragsfunktion mit |Afl > 0 und [jA] = 0 nur fir die Nullma-
trix A, mit ||rA]l = |r|||A| fir Skalare » € R, und mit der sog. Dreiecksungleichung
W A+B| < | All + || Bl , was auch als Subadditivitit der Norm bezeichnet wird. Wenn die
Norm zusitzlich noch submultiplikativ ist, d.h. wenn ||AB] < ||A[|l| B]| erfiillt ist fiir das
Matrix-Produkt von A, B € R™", so gilt:

e Die Neumannsche Reihe T+ A 4+ A® + A% + ... konvergiert, wenn || Al < 1 ist;

denn fiir ¢ := || A]| < 1 hat man || A*}] < ¢" wegen der Submultiplikativitat, und man kann
zeigen, dass es dann eine Konstante K gibt, so dass alle Eintrige von A* Betrag < K¢~
haben, woraus die Konvergenz {wie in 1) bemerkt) folgt.

4) Brauchbare Normen auf dem Matrizen-Raum R**" sind zum Beispiel:

| Allco.c0 = IEIE;\.}XZ la] Mozimum der Zeilenbetragssummen,
=1
WAl = Zn.féfqaij] Summe der Zeilenbetragsmazima,
j:
i=1
Al = | D> Jayf Fuklidische Norm,,
=1 j=1
| Al = sup{|Az| : z € R", 2| = 1} Operator-Norm,

Die Euklidische Norm einer Matrix ist dabei ganz analog zur Euklidischen Norm jz| von
Vektoren in z € B” als die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate aller Lintrage
definiert. Die Operator-Norm || All ist die maximale Lénge, die das Bild eines Einheitsvek-
tors © € R™ unter dem durch A beschriebenen linearen Operator auf R™ haben kann, und
gleichzeitig die kleinstmbgliche Dehnungsschranke fiir diesen Operator, d.h. die kleinste
Zahl L mit |A% — Az| < L|T — z| fur alle Z,z € R*. Die Operator-Norm beschreibt
also die maximate Lingendehnung (wenn [{A]| > 1) bzw. die minimale Lingenstauchung
(wenn | A}l < 1) von Vektoren in R™ unter diesem linearen Operator. Man kann fir die
vier hier definierten GroSenmessungen von Matrizen {mit einigem Aufwand) die Normei-
genschaften nachrechnen und auch die Submultiplikativitéit dieser Normen beweisen. Es
gilt daher:
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o Die Neumannsche Reihe I+ A+ A% +... von A € R™™ konvergiert gegen (I—-A) 1,
wenn das Mazimum der Zeilenbetragssummen oder die Summe der Zeilenbetragsma-
rima oder die Fuklidische Norm oder die Operator-Norm von A kleiner als 1 ist.

In dieser Feststellung kann man {ibrigens “Zeilen” ohne weiteres durch “Spalten” erset-
zen, wenn man die Rechenregel (I— AT = (I—4)T) 1 = ((I—-A)"")7 fiw die Inversion
transponierter Matrizen beriicksichtigt und iiberlegt, dass I + AT 4 (AT)? 4+ (A7) + ...
gegen B konvergiert, wenn I+ A+ A? + A® + ... = B ist, und umgekehrt.

5) Eine mxn—Matrix B heifit positive Matrix (bzw. nichtnegative Matrix), wenn
fiir alle z € R™ mit Komponenten z; > 0 auch y = Bz lauter positive (bzw. nichtnegative)
Komponenten hat. Und B heifit invers positive Matrix (bzw. invers nichtnegative
Matrix), wenn fiir alle y € R™ mit Komponenten y; > 0 das Gleichungssystem Bz = y
nur Lésungsvektoren 2 € R™ besitzt, die lauter positive (bzw. nichtnegative) Komponen-
ten haben. Man iiberlegt dann leicht:

» B nichinegative Matriz <= alle Fintrdge von B sind > 0;
B positive Matriz <= alle Fintrige von B sind > 0 und B hat keine Nullzeile;

o B invers positiv (bzw. invers nichinegativ) <= B™! positiv (bzw. nichinegativ),
vorausgeselzt die Inverse B~ existiert;

o B kann nur dann invers nichtnegativ sein, wenn Bxr = 0 nur die triviale Losung
hat, also Rang(B) =mn > m ist
Letzteres ist klar, weil anderenfalls gewisse Komponenten der Losung frei als Parameter,
also auch negativ, wihlbar sind.

Von tkonomischer Bedeutung sind diese Begriffshildungen, weil man bei tkonomischen
Vektorvariablen z € R™, y € R™ sehr oft die Nebenbedingung hat, dass alle Komponen-
ten positiv oder wenigstens nichtnegativ sind, da negative Werte der Komponenten sinnlos
sind. Ist x z.B. ein Produktionsvektor, dessen Komponenten produzierte Mengeneinhei-
ten mehrerer Produkie oder eines Produkts an mehreren Produktionsstitten angeben,
so muss natirlich z; > 0 sein fiir alle j. Ist ¥ ein zugehoriger Rohstofiverbrauchsvek-
tor und wird ein linearer Zusammenhang y = Rz modeliiert, so sind nur nichtnegative
Verflechtungsmatrizen R sinnvoll, weil es ja keinen negativen Rohstoffverbrauch gibt, Ist
andererseits y ein Produktions-Outputvektor fiir den Verkauf und z der dazu erforder-
liche Produktionsvekior, der auch einen internen Verbrauch der erzeugten Produkte im
Produktionsprozess beriicksichtigt (endogener Input), so hat man zu gegebenem y den
Produktionsvektor x aus einem linearen Gleichungssystem Bz = y zu bestimmen, Ffir
das nur invers nichtnegative Matrizen B sinnvoll sind; denn negative Produktionsmengen
(Riickgewinnung der Rohstoffe aus den Endprodukten) werden ja nicht hergestellt.

6) Die Positivitéit einer Matrix ist nach 5) mit einem Blick auf ihre Eintréage zu erkennen.
Schwieriger, fiir 6konomische Anwendungen aber auch wichtiger, ist die Fesistellung der
inversen Positivitat. Hier hilft folgende Becbachtung:

o [st A € R™™ nichinegativ und die Neumannsche Reihe T+ A 4+ A% 4 A% 4 ...
= (I-A)"! konvergent, so ist [— A invers positiv, also (I—A)~! positiv.
Das liegt daran, dass mit A offenbar auch A%, A% ... lauter nichtnegative Eintrage hat;
daher haben die Partialsummen-Matrizen S, = I+ A+ A" +.. .4 A ebenfalls nichtnegative
Eintridge und auf der Diagonalen sogar Fintrdge > 1. Dasselbe gilt dann auch fiir den
Grenzwert (I—A)~! und hat zur Folge, dass (I-A) 'y nur positive Komponenten hat,
wenn dies fiir v der Fall ist.
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7} Wir geben noch ein direktes Argument dafiir an, dass I—A invers positiv ist, wenn
eine der in 4) betrachteten Normen von A € R™ kleiner als 1 ist. Das Argument ist zwar
weniger durchsichtig als 6), aber es benutzt keine unendliche Matrix-Reihe. Wir nehmen
dazu an, dass fiir alle z € R” fiir die Fuklidischen Normen von z und Az gilt:

(Ax] < Kl mit einer Konstanten x < 1.

Wenn die Operator-Norm || A|| < 1 ist, so gilt das mit & := ||Al|, und wenn die Euklidische
Norm ||Al|z < 1 ist, so gilt es erst recht, weil man [|A] < [|Al]> zeigen kann.

Wir zerlegen nun jeden Vektor z € R® in der Form z = z, + 2, wobei x, dieselben
Eintrage wie z hat in Positionen, in denen diese nichtnegativ sind, und Nulleintrige sonst,
wihrend z_ dieselben negativen Komponenten wie x hat und Nulleintrdge sonst. Ist A
nichtnegativ, so gilt Az = Az, + Az_, wobei Az, nur nichtnegative Komponenten besitzt
und Az_ nur nichtpositive. Die negativen Komponenten von Az haben daher keinen
griferen Betrag als die entsprechenden Komponenten von Az_ und es folgt [(dz)_| <
|Az_|. Ist nun (I-A)z =y, also © = Az +y, wobei y € R" lauter positive Komponenten
hat, so sind auch die negativen Komponenten von Az + y im Betrag kleiner als die
entsprechenden negativen Komponenten von Az, d.h. es gilt auch |(Az +y)-| < [(Az)-]|.
Setzen wir alles zusammen, so folgt jz_| = {4z +y)-| < |(Az).| < |Az_| < klz_[, und
wegen & < 1 ist das nur moglich, wenn z_ der Nullvektor ist. Das heifit zunichst nur,
dass x selbst nichtnegative Komponenten hat, aber ans z = Az 4y folgt dann sogar,
dass alle Komponenten von z positiv sind, weil das fiir y gilt und weil A nichtnegativ ist.
Damit ist gezeigt, dass I—A invers positiv ist, und mit 5) folgt dann auch die Existenz
und Positivitit von (I—A)~. (Aus |z| = |Az| < &|z| fir = Az siebt man auch direkt,
dass (I—A)z = 0 nur die triviale Lisung hat, wenn & < 1 ist.)

I8t || Afloo0o < 1 bzw. [JA]l1,1 < 1, so kann man ganz analog argumentieren, wenn man die
Euklidische Norm || von Vektoren © € R™ ersetzt durch das Komponentenbetragsmaxi-
mum {zle = maxj |#;} bzw. durch die Komponentenbetragssumme lefy = 3 20 oyl
Es gilt dann |Az|e < &|T]e fir 5 = [|Allsee < 1 bzw. |Azjy < kfz|r fir k= A <1,
und dieselben Uberlegungen wie eben zeigen inverse Positivitdt von I—A. Okonomische
Anwendungen der so gewonnenen Positivititsaussagen iiber die Inverse zu [—A mit “Kklei-
ner” nichtnegativer Matrix Abesprechen wir in den néchsten Beispielen.

8) Eine andere Matrix-Potenzreihe wollen wir noch erwahnen, weil sie im Zusammenhang
mit der Lisung von linearen Systemen gewdhnlicher Differentialgleichungen steht, die auch
zur Modellierung skonomischer Sachverhalte verwendet werden. Die Exponentialreihe
einer quadratischen Matrix A € R™*" ist definiert als

=1 1 1 t
AL oAk _ A = oA2 SoA3 X7
e 'A;k!‘% =Tt A+ At A+ eR
und stelit das Matrix-Analogon der Exponentialreihe e* = $7° ;cl-!ak =1+ %a+%a2
+3a® + ... € R von reellen Zahlen a dar. Mit einer submultiplikativen Matrix-Norm

|| - || wie in 4) kann man die Norm der Glieder durch ||3A4%| < 4lAl* abschitzen, und
weil die Fakultdten k! mit wachsendem % sehr viel schneller anwachsen als die Potenzen
i Ali¥, streben die Eintréige der Glieder der Matrix-Exponentialreihe schneller gegen Null
als geometrische Nullfolgen, so dass die Reihe tatsichlich fiir jede quadratische Matrix
konvergiert. Es ist dann sinavoll, den Matrix-Grenzwert der Reihe mit e zu bezeichnen
in Analogie zum Wert e der Exponentialreihe der reellen Zahl a. Fiir eine Diagonalmatrix
D mit Diagonaleintragen dy, ...,d, ist z.B. el die Diagonalmatrix mit den Eintrigen
eft ... edn: aber fir allgemeine quadratische Matrizen A héngt jeder Eintrag von e? im
Aligemeinen in komplizierter Weise von allen Eintrigen von A ab. B
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BEISPIELE (inverse Positivitit, dkonomische Anwendungen):

1) Die 2x2-Matrix A = (S o) ist positiv fiir s > 0 (alle Eintrége sind > 0, und es gibt

keine Nullzeile), und T — A = (1 °%) ist invertierbar fiir s # 1 mit

_1
n -1 _ ]. —8 o 1 1 3
(-4 _(—s 1) Ctesg2\s 1)

Diese Matrix ist nur fiir 0 < s < 1 positiv, fiir s > 1 sind dagegen alle Eintrége von
(I—A)~" negativ (und fiir ~1 # s < 0 hat sie zwei negative Eintrige}. Man sieht hier, dass
eine Kleinheitsbedingung wie ||Afl < 1 an die nichtnegative Matrix A nicht entbehrlich
ist, um inverse Positivitit von I — A schiieflen zu kénnen. Fiir s > 1 konvergiert natiirlich
auch die Neumannsche Reihe nicht, obwohl (I—A)~* existietrt. (Sonst wire ja (I—A)~1
positiv; hier sieht man Divergenz aber auch direkt an A% = s*1.)

2) Bei den statischen Input-Output-Modellen (nach Leontief) hatten wir in 3.3 gese-
hen, dass zwischen dem Produktionsvektor z € R und dem Nachfragevektor y € R™ der
lineare Zusammenhang
(I-Az=y

besteht, wobel A = (a;;) € R™*" die Malriz der Produktionskoeffizienten a;; = 0 ist, die
angeben, wieviele Einheiten des Produkts @ intern (“endogen”) fiir die Herstellung einer
Einheit des Produkts @ gebraucht werden. In einem “normalen” Unternehmen bzw. in
einer “gesunden” Valkswirtschaft wird es sich so verhalten, dass die a,; relativ kleine
Zahlen oder Null sind. Lassen wir Produkte auBler Betracht, die im Produktionsprozess
intern vollig verbraucht werden, und nehmen also an, dass bei laufender Produktion von
jedem Produkt @ e ,@ eine positive Menge auf den Markt gebracht werden kann, so ist
fiir jedes 7 die Summe der Produktionskoeffizienten 77, a;; kleiner als 1, d.h. die Zeilen(~
Betrags—)Summen von A sind alle kleiner als 1. Aus 4) und 6) der vorangegangenen
Diskussion folgt dann:

e Sind die Zeilensummen der Produktionskoeffizientenmatriz A alle kleiner als 1, so
hat die Gleichung (I — A)x =1y fir alle ékonomisch sinnvollen Nachfragevektoren
y € R* (d.h. alle Komponenten y; sind positiv] genau eine Lisung x € R™, und
diese ist auch dkonomisch sinnvoll (d.h. auch alle Komponenten x; sind positiv).

In der Praxis bedeutet “tkonomisch sinnvoll” fir einen Produktionsvektor z allerdings
meist nicht nur, dass seine Komponenten positiv sind, sondern man hat auch Kapaziidts-
grenzen x; < ¢; zu berlicksichtigen. Das Problem, zu welchen Nachfragevektoren y € R™
der Produktionsvektor x auch die Kapazititsbeschrinkungen erfiilit, kann man ebenfalls
mit der inversen Positivitdt von I—A behandeln. Dazu sei ¢ := (¢, ...,c,) € R"™ der
Vektor der Kapazitatsgrenzen. Dann gilt (I—A)(c -~ z) = (I—A)c — y, und aus der in-
versen Positivitit von I-- A folgs, dass ¢ —  lanter nichtnegative Komponenten hat, dass
also die Ungleichungen z; < ¢; fiir j = 1...n gelten, wenn (I—A)c — y keine negativen
Komponenten besitzt. '

o Hal dann das Produkt (I—A)c von I—A mit dem Vektor der Kapazititsgrenzen c
keine kleinere Komponente als der Nachfragewvektor y, so erfiillt der zugehdrige Pro-
duktionsvektor z euch die Kapazititsrestriktionen x; <c¢; firj=1...n.

Das ist 8konomisch plausibel; denn es hesagt, dass man den Nachfragevektor y realisieren
kann, wenn bei maximal méglicher Produktion aller Produkte der nicht intern verbrauchte
Output eines jeden Produkts die entsprechende Nachfrage iibertrifft oder erreicht.
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Allerdings ist es nur ein hinreichendes Kriterium fiir die Realisierbarkeit eines gegebenen
Nachfragevektors . Es ist durchans méglich, dass der Produktionsvektor zu y die Ka-
pazititsgrenzen einhilt, auch wenn (I—A)c eine kleinere Komponente als y hat. Es kann
sogar sein, dass (I—A)c eine nichtpositive Komponente hat, so dass kein 6konomisch sinn-
voller Nachlragevektor eine kleinere Komponente besitzt, aber dennoch sind natirlich alle
Nachfragevektoren mit hinreichend kleinen positiven Komponenten innerhalb der Kapa-
zititsgrenzen realisierbar. Genauer gilt mit den Bezeichnungen |#|s fiir das Maximum der
Komponentenbetrige von z und || Afie e < 1 fiir das Maximum der Zeilenbetragssummen

von A (vgl. 7) der vorangegangenen Diskussion):
(J—Az =y <= o= Ar+y = [2lo < [A2]e| + Yl < [ Alloo,0i2lo0 + %o

, oo
= [l £ T Al

woraus man abliest, dass der Produktionsvektor z zu jedem Nachfragevektor y mit Kom-
ponenten 0 < 4; < (1 — || Alleo,00) minG_, ¢; jedenfalls die Kapazititsgrenzen einhilt.

3) Bei der innerbetrieblichen Leistungsverrechnung hatten wir in 3.2 das lineare
Gleichungssystem

(D=Ap =k
fiir den Verrechnungspreisvektor p = (p1, ...,Pn) und den Primdrkostenvektor k =
{ky, ..., k,) aufgestellt, wobei D die Diagonalmatriz der Gesamileistungen [; > O der

einzelnen Kostenstellen @ ist, welche die Diagonaleintrige von D bilden, und A die Ver-
fechtungsmatriz, deren Eintrige a;; > 0 die von der Kostenstelle (j) an den Betriebsteil
@ abgegebene Zahl von Leistungseinheiten angeben. Okonomisch sinnvoll sind hier nur
positive Verrechnungspreise p; > 0 und nichtnegative Primérkosten k; 2 0. Wir neh-
men dabei an, dass jeder Teilbetrieb @ nur Leistungen einer einzigen Art erbringt, fiir
die der Verrechnungspreis p; zu bestimmen ist; das ist keine Kinschrénkung, weil man
sich Betriebsteile, die Leistungen verschiedener Art liefern, in einzelne Stellen aufgespal-
ten denken kann, die jeweils nur Leistungen von einer einzigen Sorte abgeben. Da die
Gesamtleistung I; eines jeden Betriebsteiles (j) nicht kleiner ist als dessen an andere
Betriehsteile abgegebene und selbst verbrauchte Leistung, gilt

ay; +.o.oota, <L Ar j=1...n,
d.h. keine Spaltensumme von A ist gréfer als der entsprechende Eintrag von D.

Wir betrachten nun zunéchst den Fall, dass jeder Teilbetrieb seine Leistung nicht aus-
schlieBlich an andere Betriebsteile abgibt, sondern auch eine direkte Leistung den Gesamt-
betrieb erbringt, d.h. ay; + ... +a,; < [; gilt fiir j = 1...n. Dann hat die Matrix AD™
Spaltensummen {a1; + ... + @y;)/l; < 1 und pach 6), 7) der vorangegangenen Diskussion
existiert daher {I—AD™1)~! und ist eine positive Matrix. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir

(D—-A)"' = {(I—AD YD = DI~ ADH 1,

d.h. unsere Gleichung {D—A)p = k hat eine eindeutige Lésung, und wenn k; > O ist fir
alle ¢, so folgt auch p; > 0 fir alle §. Wegen Dp = k + Ap, also Iip; = k; + Z?:l Qi
ist nur dann p; = 0, wenn die Primiirkosten k; und die Sekundérkosten E?zl a;;p; von
(i) Null sind. (Das entspricht dem Ansatz, aus dem man das Gleichungssystem fiir die
Verrechnungspreise erhalten hat: Die von @ erbrachte Leistung wird ja so bewertet, dass
ithr Geldwert gleich den Gesamtkosten der Steile @ ist.) Ist Leistungserbringung ohne
Primirkosten nicht moglich, also k; > 0 fiir alle ¢, so sind folglich auch alle p; positiv.



Kap. 3, Abschnitt 3.4 199

4) Bei viclen Betriebsabliufen gibt es nun aber Betriebsteile (7), die ihre Leistungen
ausschlieflich an andere Teilbetriebe abgeben und keinen Leistungstiberschuss an den
Gesamtbetrieb zur Vermarktung liefern (z.B. Reparatur- und Wartungsteilbetrieb). Dafiir
ist dann ay; + ...+ an; = I;, und somit hat in der Matrix AD~! die Spaltensumme
(G1;+...Fan;)/l; den Wert 1. [n dieser Situation ist die obige Argumentation nicht mehr
giiltig und inverse Positivitit von I— AD™! ohne weitere Skonomisch sinnvolle Annahmen
tiber die Verflechtungsmatrix nicht mehr gesichert. Eine solche Annahme ist, dass ein
System von Teilbetrieben, das keine Leistung nach auflen erbringt, ausgeschlossen ist. Die
Teile eines solchen Systems wiirden sich ndmlich nur gegenseitig Leistungen erbringen,
ohne unmittelbar oder mittelbar etwas zum Betricbsergebnis positiv beizuiragen, und
das ist eine in der Realitit zwar manchmal nicht ausgeschiossene, aber dkonomisch sicher
nicht sinnvolle Situation. Unsere Annahme verbietet z.B., dass ein Betriebsteil @ selne
gesamte erbrachte Leistung seibst wieder verbraucht ({; = a;;) oder dass zwei Betriebsteile
(2) und () ihre gesamte Leistung ausschiieBlich fiireinander erbringen (I; = a;; + a;; und
l; = a;; + a;.). Aligemeiner ist mit unserer Annahme verboten, dass die Spalten mit
gewissen Nummern jx (j1 < ... < jm, 1 < m < n) von Null verschiedene Eintrége
héchstens in diesen Positionen jy , ..., jn, haben und die Spaltensummen gleich !, sind.

Unter der Annahme, dass Systeme von Teilbetrieben, die keine Leistung nach aufien er-
bringen, nicht vorhanden sind, kénnen wir nun tatséchlich beweisen, dass D—A invertier-
bar und invers positiv ist, so dass das Gleichungssystem (D—A)p = k fir jeden Primér-
kostenvektor k € R™ genau einen Verrechnungspreisvektor p € R™ als Lésung hag, wobei
alle Komponenten p; von p nichtnegativ sind, wenn dies fiir die Kompenenten k; von k
gilt. Dazu betrachten wir eine Losung z € R zu (D—-A)z = k baw. Dr—k = Az, mit m
negativen Komponenten, 1 < m < n. Nach geeigneter Nummerierung der Betriebsteile
kénnen wir z; < 0, ..., 2, < 0 und 2.1 = 0, ...,7, > 0 annehmen. Summation der
Gleichungen liz; — k; = 377 ag;z; iiber 4 = 1...m liefert:

il,ﬁ,?-—-f:k’, = i( n aijwj)
i=1 1

=1 i=1 i= )
= Z (Z aijmj) (weil az; >0 fiir j>m)
=1 7=1
= Z (Z az-j) T; = Zi.jxj (weil > 7 ay <l und a; <Ofir j=1...m}.
=1 \i=1 =1

Sind alle k; > 0, so ist das nur moglich, wenn > . k; = 0 ist und Y% ay = I
fir j = 1...m, also insbesondere a;; = 0 fiir j = 1...m und 7 > m. Dies bedeutet
aber, dass die Betriebsteile @ .. @ ein System bilden, das keine Leistung nach aufien
abgibt, und das ist durch unsere Annahme ausgeschlossen. Folglich hai keine Lésung z
zu (D—A)z = k eine negative Komponente z;, wenn ky, ..., k, € Rsg sind. Daraus
folgt erstens, dass (D—A)z = 0 nur die triviale Lésung hat (sonst gibe es auch eine
Losung x mit negativer Komponente, weil ja mit  auch —z Lisung ist}), dass also die
quadratische Matrix D--A invertierbar ist, und zweitens, dass (D—A)"! eine positive
Matrix ist, also nur nichtnegative Eintrige und keine Nullzeile hat. Insbesondere sind die
durch (2 — A)p = k gegebenen Verrechnungspreise eindeutig bestimmt und nichtnegativ,
weil der Primérkostenvektor k lauter nichtnegative Kompanenten hat.
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Sind die Primirkosien k; fiir alle Betriebsteﬂe@ positiv, so sind dann natiirlich auch alle
Verrechnungspreise p; positiv und damit dkonomisch sinnvoll. Im Allgemeinen aber wird
es Betriebsteile geben, bei denen die Primérkosten k; = 0 sind und nur Sekundérkosten
entstehen. In dieser Situation ist nicht ausgeschlossen, dass auch einige Verrechnungs-
preise p; = 0 sind, was jedoch dkonomisch nicht sinnvoll wére, weil es ja bedeutet, dass
ein Betriebsteil Leistungen erbringt, ohne dass primére oder sekundére Kosten entste-
hen. Mathematisch ist das unter den bisherigen Voraussetzungen aber durchaus méglich,
wie das Beispiel der Nullmatrix A = 0 zeigt, in dem alle Betriebsteile @ ohne jede
Verflechtung nur Leistungen I; an den Gesamtbetrieb abgeben. Hier ist dann p; = ki/l;
and somit p; = 0, wenn &; — 0 ist. Um Derartiges auszuschliefen, alsc positive Verrech-
nungspreise zu erhalten, miissen wir eine weitere dkonomisch sinnvolle Annahme an die
Verflechtungsmatrix A und den Primérkostenvektor k machen, némlich dass ein System
von Teilbetrieben, das keine Leistung von auflen bezieht, ausgeschlossen ist. Dies bedeutet
insbesondere, dass es keinen Teilbetrieb gibt, der von keinem anderen Teilbetriel Leistun-
gen erhilt und dem auch keine Primirkosten entstehen. Und es heifit natiirlich auch, dass
der Primirkostenvektor nicht der Nullvektor sein kann. Allgemein verbietet diese Annah-

me, dass A Zeilen mit Nummern ¢, (¢ < ... < ip, 1 £m < n ) besitzt, derart dass
von Null verschiedene Eintrége in diesen Zeilen hochstens in den Positionen 4y, ..., %,

vorkommen und dass die Primirkosten k;, alle gleich Null sind (d.h. diese Teilhetriebe
beziehen Leistungen ausschlieflich voneinander und arbeiten als System ohne Kosten).

Damit kénnen wir dann auch zeigen, dass alle p; > 0 sind. Wire das namlich nicht der
Fall, so hatten wir nach geeigneter Nummerierung der Teilbetriebe py = ... = pp = 0
und Prag1 > 0, oo, p, > 0 fiir ein m € {1,...,n}. Aus (D—A)p = k folgte dann

O:ﬂipi:ki+zféijpj:ki+ z Gy furi=1...m
‘ j=1 j=m+l
und damit k; = 0 fir ¢ = 1...m sowie a;; = 0 fir 1 = 1...m und j > m. Das bedeutef
aber, dass die Teilbetriebe @ - @ ein System bilden, das keine Leistung von auffen
bezieht, und das hatten wir mit unserer Annahme ja ausgeschlossen. Zusammenfassung:

‘o (Fibt es bei der innerbetrieblichen Leistungsverrechnung mit Verflechtungsmatriz A
und Gesamtleistungsdiagonalmatriz 1D kein System von Teilbetrieben, das keine Lei-
stungen nach auflen erbringt, so ist das lineare Gleichungssystem {A~D)p = k fir
jeden Primirkostenvektor k eindeutig losbar, und alle Verrechnungspreise p; sind
nichtnegativ (wenn alle Primdrkosten k; nichinegativ sind).

e (Gibt es zu A und k auch kein System von Teilbetrieben, das keine Leistungen von
aufen bezieht, so sind sogar alle Verrechnungspreise p; positiv.

Damit ist das Problem der FEmistenz, Eindeutigkeit und Positivitdt der Verrechnungs-
preise in sehr befriedigender Weise, d.h. unter dkonomisch sinnvollen Voraussetzungen,
gelost. Wenn bei gegebenen A, D und k die Auflésung des linearen Gleichungssystems
(D—A)p = k fiir die Verrechnungspreise ergibt, dass die Losung nicht eindeutig ist, so hat
der Betrieb ein System von Teilbetrieben, die nur fiireinander arbeiten und keine Leistung
nach auBen abgeben — das muss dann natiirlich durch Anderung der Betriebsablaufe ab-
gestellt werden. Wenn sich zwar ein eindeutiger Verrechnungspreisvektor ergibt, der aber
Nullkomponenten enthlt, so muss ein Fehler bei der Aufstellung der Daten A, D und k
vorliegen, der z.B. auf der unvollstindigen Erfassung aller entstehenden Kosten beruht;
denn Systeme, die Leistungen ohne Kosten erbringen, existieren in der Realitét nicht. Ist
aber die Struktur von A, D und k so, dass tkonomisch unsinnige Systeme von Teilbe-
trieben nicht existieren, sc gibt es auch eindeutige positive Verrechnungspreise! [ ]
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Nun zum zweiten Thema dieses Abschnitts, den Determinanten. Bei 2x2-Matrizen (Zg)
haben wir schon gesehen, dass man an der Zahl ad — be direkt ablesen kann, ob die Ma-
trix invertierbar ist oder nicht: Wenn ad — be s 0 ist, so existiert die Inverse, andernfalls
nicht. Da diese aus den Matrixeintrdgen leicht zu berechnende Zahl also bestimmt (“de-
terminiert”), ob die Matrix invertierbar ist oder nicht, heifit sie die Determinante der
2x2-Matrix (22) . Auch bei der Berechnung der Inversen — dfbc (EC_Z) taucht die Deter-
minante auf, némlich als Nenner der Eintréige der inversen Matrix. Daran kann man zum
Beispiel ablesen, dass die Inverse ganzzahlige Eintrége hat, wenn das fiir die Matrix seibst
gitt und wenn die Determinante gleich 1 oder gleich —1 ist; und wenn die Determinante
den Wert +k hat mit k € N, so lassen sich alle Eintrdge der Inversen einer ganzzahligen

2x2-Matrix als rationale Zahlen mit ganzem Z#hler und Nenner k schreiben.

Die Frage ist nun, ob wir auch fiir quadratische Matrizen A mit mehr als 2 Zeilen und
Spaiten eine Zahl det(A) € R aus den Matrixeintréigen berechnen konnen, die dhnliche
Bedeutung hat, also z.B. genau dann ungleich Null ist, wenn die Matrix invertierbar ist.
Um einen Anhaltspunkt zu haben, wie man dabei vorgehen kénnte, schaut man sich die
Figenschaften der Determinantenfunktion ad— be von 2x2-Matrizen (jg) an, Eigenschaf-
ten, die ins Auge fallen, sind z.B. folgende: Die Determinante héngt linear ab von jeder
Spalte (Z”) \ (Z) der Matrix und sie #ndert sich um den Faktor —1, wenn man die zwei
Spalten vertauscht. Es stellt sich heraus, dass durch die analogen Eigenschaften und die
zusiitzliche Bedingung det(Il,) = 1 eine Funktion auf dem Raum R™" der nxn-Matrizen
schon eindeutig bestimmt ist, und dass diese Funktion tatséchlich genau auf den nicht in-
vertierbaren Matrizen den Wert Null annimmt. Dies ist dann die Determinantenfunktion

von nxn—iMatrizen.

SATZ und DEFINITION (der Determinante): Es gibt fiir jede natirliche Zahln genau
eine Funktion det:R™*" — R, die jeder nxn-Muatriz A eine reelle Zahl det(A) zuordnet,
genanni die Determinante von A, und folgende Eigenschaften hat:

(i) Normierung: det(L,) =1, die Determinante der nxn-Einheitsmotriz ist 1;

(ii) Antisymmetrie: bei Vertauschung von 2wei Spalien in A dndert sich die Deter-
minante um den Faktor —1 ;

(iii) lineare Abhingigkeit von jeder Spalte, das heifit
Homogenitét: maultipliziert man eine Spalte von A mit einem Faktorr € R, so
dndert sich auch die Determinante um den Faktor r;
Additivitit: ist eine Spalte von A die Summe von zwei Spaltenvektoren, so ist
det{A) die Summe der Determinanten der beiden Matrizen, die man erhilt, wenn
man die betreffende Spalte durch jeweils einen der beiden Spaltenvektoren ersetz,

DISKUSSION: 1) Als Erstes betonen wir:
e [he Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen definiert.

Was immer jemand tut, der mit irgendwelchen selbst erfundenen Rechenvorschriften die
“Determinante” einer nichtquadratischen Matrix ausrechnet — es ist Unsinn!

2) Ohne die Normierungsbedingung (i) wére die Determinantenfunktion nur bis auf einen
Faktor festgelegt, da auch die Funktion R**™ 3 A +— s det(A) die Bigenschaften (i) und
(iii) hat fur jedes s € R. Die Bedeutung von (i} ist also lediglich, diesen Faktor festzulegen,
und die Normierungsbedingung (i) ist die sinnvollste Art und Weise, dies zu tun.
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3) DBine Funktion von k (Spalten-)Vektoren aus R™ nennt man symmetrisch, wenn sie
ihren Wert bei Vertauschung von zwei Vektoren nicht dndert, und antisymmetrisch, wenn
sie thren Wert bei dieser Prozedur um den Faktor —1 dndert. In diesem Sinne ist also die
Determinante det(A) eine antisymmetrische Funktion von n Vektoren, ndmlich von den
n Spalten der nxn—Matrix A. Die Regel gilt nur fur die Vertauschung von zwei Spalten
in der Matrix. Allgemein folgt:

o Wenn man mehrere Spalten der Matriz untereinander permutiert (d.h. in beliebige
andere Reihenfolge bringt), so multipliziert sich die Determinante mit dem Foktor
(—1)%, wo k die notwendige Anzahl der Vertauschungen von je zwed Spolten ist, mit
denen dieselbe Permutation erreicht wird.

Bringt man also z.B. die Spalten mit den Numimern 1,2,3 in die Rethenfolge 2,3,1, so
sndert das die Determinante fiberhaupt nicht, weil man mit zwei Spaltenvertauschungen
denselben Effekt erreicht (ndmlich mit der Vertauschung von erster und zweiter Spalte
und anschlieBender Vertauschung von zweiter und dritter Spalte in der nach der ersten
Vertauschung entstandenen Matrix). Eine andere Konsequenz der Antisymmetrie ist, dass
die Determinante verschwindet, wenn zwei Spalten der Mairix gleich sind; denn bei Ver-
tauschung dieser Spalten multipliziert sie sich einerseits mit dem Faktor —1, andererseits
bleibt sie unverdndert, weil die Matrix dieseibe bleibt.

e Die Determinante ist Null, wenn die Matriz zwei gleiche Spalten hat.

4) Als Notation fiir die Determinante einer Matrix A = (a;;) € R™™ ist auch gebriuchlich

31 G1z - Qip aip iz - g

oy Oaz *-° Ozn Qo1 Qgp -+ (opn
Al =] . . C ] = det{A) = det :

Gry On2 <" Onn Qpl Qpa " Opp

Diese Bezeichnungsweise birgt die Gefahr in sich, dass man die Determinante |A] wie den
Betrag einer Zahl fiir eine stets nichtnegative GroBe halten konnte, was sie natiirlich nicht
ist; denn sie dndert ja 2.B. bei Spaltenvertauschung das Vorzeichen (wenn sie # 0 ist).
AuBerdem wird |A| auch zur Bezeichnung der Euklidischen Norm der Matrix A verwendet,
also der Quadratlwurzel aus der Quadratsumme aller Matrixeintriige, und das ist eine ganz
andere Grafe als det{A). Von der Naotation |A] [iir die Determinante von A sollte man
daher absehen. Bei Anordnung der Matrixeintréige in einem rechteckigen Schema ist es
aber praktisch, die Bildung der Determinante einfach dadurch anzuzeigen, dass man die
runden Matrix-Klammern durch gerade vertikale Striche ersetzt.

Eine andere Bezeichnungsweise, in der besser zum Ausdruck kommt, dass an die Deter-
minante als eine Funktion von n {Spalten-)Vektoren ansehen kann, ist

det{a;,az,...,a,) = det(A4)

wenn A = (ay;) die nxn-Matrix mit den Spalten a; ,ap,...,a, € R™ ist, also a; € R" die
Eintrdge ay;, Gaj, ..,y hat fir j = 1...n. Dann hingt det(a;,as,...,a,) linear ab
von jedem der n eingesetzten Vektoren a;, und bei Vertauschung von zwei der eingesetzten
Vektoren #ndert sich det{a;,ay,...,a,) um einen Faktor —1.
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5) Die Homogenitét der Determinantenfunktion in jeder Matrixspalte bedeutet, dass das
Herausziehen eines skalaren Faktors aus einer Spalte ertaubt ist. In der Notation von 4}
geschrieben lautet diese Regel fiir jedes r € R und alle j € {1,...,n}:

G11 - Thzz - Gag a1+ gy vt Qin
g1 -+ Thgy -+ oy Qgay ~r- dgy - oy
; . =r
py = Tlpg " Oan Qpy = 7 Upy 00 Gpn
oder
det(ag,...,ra;,...,a,) = r-det(a;,...,a;,...,a,) .

Eine Warnung vor einem nicht seltenen Fehler ist hier angebracht: Wenn mehrere Spalten
der Matrix mit einem Faktor multipliziert werden, so muss natiirlich aus jeder Spalte der
entsprechende Faktor herausgezogen werden,

det(ria; ,refs ..., Te@,) = Ty Tg ... 7y, -det(A) .
Wird insbesondere die ganze Matrix A, also jede ihrer » Spalten, mit dem Faktor r € R
multipliziert, so haben wir den Faktor ™ herauszuzichen:
det(rA) = r" - det{A) fir Aeg R,
Das wird als Homogenitit vom Grad n der Determinantenfunktion auf R**" bezeichnet.
Der Spezialfall » = —1 lautet:
det{—A) = (—=1)"det(4) = {

det(A), wenn n gerade ist,

—det{A), wenn n ungerade ist.

6) Die Additivitit der Determinantenfunktion in jeder Spalte bedeutet analog, dass das
Herausziehen einer Summe aus einer Spalte erlaubt ist. In der Notation von 4) geschrieben
lautet diese Regel fiir alle j € {1,...,n} sowie alle Spaltenvektoren a = (df,, ..., a};)
und aff = (ay;, ...,a,.) aus R? :

i / " ! "
arr - (@y+al) o i i1 -+ Q3; o Oip 1y o Gy -0 Gip
! 1 ! i
azr - (Gg+ag) oo aog [ G21 o Gy o Gon @1 - Gy -oc dop
. = + ;
! I ! I
a’nl e (anj+aﬂj) P ann anl . a’nj P a"m‘!. anl PR a’nj ... a’nn
oder
' )y ; ] n
det(a,...,aj+aj,...,a,) = det{ay,...,a},...,a,) + det(a;,...,a}, ..., a,).

(Dabei stehen die Eintrage mit Subskript “5” natiirlich in der j-ten Spalte der Matrix; die
Eintrége in den anderen Spalten sind links und bei den Matrizen rechts jeweils dieselben.)

7} Wenn man die Homogenitit und die Additivitit der Determinante in jeder Spalte der
eingesetzten Matrix kombiniert, so erkennt man, dass auch das Herausziehen beliebiger
Linearkombinationen aus jeder Spalte erlaubt ist, also
! ]
det(a;,. vy By ,Zskbk,ajH yoae ,aﬂ) = Sg . det(al,... i ,bk ,aj,g,...,an)
k=1 k=1

firallea;,...,a, e R, je{l,...,n},leN,by,...,b, ¢ R*und 51,...,5 € R. Dies
ist die allgemeine Form der Multilinearitit der Determinantenfunktion von n (Spalten-)
Vektoren in R™, also der linearen Abhangigkeit von jedem der n Vektoren.
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8) [ ist keineswegs selbstverstindlich, dass es eine, und nur eine, Funktion det mit
den im vorigen Satz angegebenen Eigenschaften gibt. Das zu beweisen, ist Sache der Ma-
thernatik. Weil sich im Beweis aber eine explizite Formel ergibt, welche die Determinante
einer quadratischen Matrix durch ihre Eintrage ausdriickt und viele Higenschaften der
Determinantenfunktion verstindlich macht, skizzieren wir den Beweis hier:

Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit, dass also die Determinantenfunktion die einzige mit
den Eigenschaften (i), (i) und (iil) ist. Ausgangspunkt ist die Darstellung der Spaltenvek-
toren a; von A = (a;) € R™" als Linearkombination der kanonischen Basisvektoren ¢;
von R™,

Ctlj
ag; [
a; = : Z €hiiCi -
) i=1
anj

Mit der Linearitat der Determinante in der ersten Spalte 7) folgt dann

det(A) = det(ar,az,...,a5)

Nutzen wir in den zuletzt auftretenden Determinanten die Linearitét in der zweiten Spalte
aus, so folgt weiter:

det(A) = Z Z A;1Qqa - det(ei V€, A3 ,an) .

i =1 =1

Qo fahren wir fort, bis alle n Linearkombinationen der Basisvektoren herausgezogen sind.
Wir erhalten dann eine n-fach iterierte Summe und brauchen dafiir n verschiedene Sum-

mationsindizes ¢, ¢, i, ..., die-wir mit 1 ,4s,...,4, numerieren. Das [Ergebnis ist
T L I
det(A) = E E g 5,102 " Qi - dEL(€5, 1 €1y 5oy €1 )
i1=11ip=1 in=1

In der letzten Determinante stehen nun lauter kanonische Basisvektoren. Die Determinan-
te ist Null, wenn zwei von ihnen gleich sind, also muss nur ber solche Indexkombinationen
(i1,42,-..,1n) summiert werden, die eine Permutation der Zahlen 1,2,...,n darstellen,
d.h. diese Zahlen in irgendeiner Reihenfolge auffithren. Dann kann die Matrix mit den ka-
nonischen Spalten e;, €, ...,&;, durch Spaltenvertauschungen in die Finheitsmatrix I,
verwandelt werden, also ist ihre Determinante gleich (—1)™, wobei m die Anzahi der Ver-
tauschungen ist, mit denen (¢1,4s,...,4,) in (1,2,...,7n) zu Gberfithren ist. Bezeichnen wir
dieses von iy ,4s ,...,i, abhingige Vorzeichen (“Signum”) mit sign(iy, iz, ..., 4.} = £1,
so haben wir die Formel

det(A) = Z Sign(il: (STPI iﬂ) i 1Q4p2 *** Qign

214324 00m

wobei iiber alle Permutationen der Zahlen 1,2,...,n zu summieren ist. Damit ist die
Eindeutigkeit gezeigt: Wenn es eine Funktion det:R™™ — R mit den Eigenschaften
(i),(ii) und (iii) gibt, so muss det(A) aus den Eintrdgen der Matrix A — (a7} so berechnet
werden kénnen wie in dieser Formel.
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Gleichzeitig kénnen wir nun die Fzistenz der gesuchten Funktion zeigen, indem wir sie
durch eben diese Formel definieren und dann die Eigenschaften (i},{ii),(iii) nachweisen.
(i} gilt, weil im Fall der Einheitsmatrix nur der zu ¢, = 1,4, = 2,...,%,, = n gehdrende
Summand von Null verschieden ist und den Wert I hat. (iii) gilt, weil jedes in der Summe
aufiretende Produkt von Matrixeintrigen aus jeder Spalte der Matrix genau einen Eintrag
als Faktor enthalt. Fir (i) muss man nur bemerken, dass die Vertauschung von Spalte
Nr. j mit Spalte Nr. k& (mit j < k), auf dasselbe hinauslduft wie die Frsetzung der
Vorzeichen sign{iy, ..., ¢, .. ik, ..., b,) durch sign(éy,... 45, ..., 4,...,1,); die beiden
Vorzeichen unterscheiden sich aber gerade durch einen Faktor —1, weil sich die beiden
Permutationen eben um eine Vertauschung unterscheiden. Damit alles korrekt ist, muss
man noch iiberlegen, dass das Vorzeichen sign(éy,4s,...,4,) einer Permutation eindeutig
definiert ist, d.h. dass die Anzahl der Vertauschungen von je zwei Gliedern, mit denen man
(t1,%2,...,4,) in (1,2,...,n) bringen kann, unabhéngig von der konkreten Wah! dieser
Vertauschungen immer gerade oder immer ungerade ist. Das kann man z.B. einsehen,
indem man iiberlegt, dass im Produkt [T;.,.,..(¢ — ) gerade 2(k—j) + 1 Faktoren ihr
Vorzeichen dndern, wenn man 4; mit 4 vertauscht fiir ein Paar von Zahlen j < k. Man
kann also sign{iy,is,...,¢,) einfach als das Vorzeichen dieses Produkts definteren (das
offenbar positiv ist, werm iy = 1,4 =2, ..., i, =1 ). [

Die explizite Formel, die sich fiir die Berechnung der Determinante aus den Matrixein-
trigen ergeben hat, ist zwar fiir die Berechnung der Determinante von grofien quadrati-
schen Matrizen ungeeignet (weil die auftretende Summe zu viele Summanden hat, ndmlich
n! (Fakultdt von n) Summanden im Falle von nxn-Matrizen), aber bei 3x3-Matrizen ist
sie gut brauchbar, und sie liefert weitere interessante Eigenschaften der Determinanten-
funktion. Deshalb besprechen wir die Formel noch etwas genauer in folgender

DISKUSSION mit BEISPIELEN: 1) Fur nxn-Matrizen A = (a;;) gilt die sog.
Leibnizsche Formel:

det(A) = Z sign(iy, g, . .. 1?'%) (i 10ip2 * " Gin

71,8250 500
wobel iiber alle Permutasionen (21,42, ...,1,) der Zahlen 1,2,.. ., n zu summieren ist und
das Vorzeichen sign(éy, g, .. ., i,) gleich (—1)™ ist, wenn (¢1, 43, . . ., 4, ) mit m Vertauschun-
gen von jeweils zwel Gliedern in (1,2,...,n) iiberfiihrt werden kann. Da diese Formel, die

wir oben hergeleitet haben, fiir Nicht-Mathematiker schwer zu entschiiisseln ist, geben wir
ihren Inhalt in Worten an:

e [ie Determinante einer nxn-Matriv erhdlt man, indem man auf alle mdglichen Ar-
ten . Matrizpositionen herausgreift, derart dass keine zwei aus derselben Spalte oder
derselben Zeile genommen werden, die Produkte der in den herausgegriffenen Posi-
tionen befindlichen n Matrizeintrige bildet, sie mit dem Vorzeichenfaktor +1 bzw.
—1 multipliziert, wenn die herausgegriffenen Positionen durch eine gerade bzw. un-
gerade Anzahl von Spaltenvertauschungen auf die Matrizdiagonale gebracht werden
kinnen, und schiiefilich alle so gebildeten und mit Vorzeichenfaktoren verschenen
Produkte aufsummiert.

2) Eine unmittelbare Folgerung aus der Leibnizschen Formel ist:

o [he Determinantenfunktion det:R™™ — R ist eine homogene Polynomfunktion
der Matrizeintrdige vom Grad n.



206 Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Dies bedeutet, dass det(A) fir 4 € R™*® durch eine Formel zu berechnen ist, bei der
Produkte von jeweils n Matrixeintrigen gebildet werden, die nach einer festen Regel aus
der Matrix herausgegriffen werden (hier sogar so, dass keine Faktoren eines solchen Pro-
dukts derselben Zeile oder derselben Spalte entnommen sind), und dann mit festgelegten
Koeffizienten (hier nur +1 und —1) linear kombiniert werden. Die schon besprochene
Rechenregel det(rA) = r*det(A) fiir A € R™" ist eine unmittelbare Folgerung.

3) Fir 1x1-Matrizen A = (o) ist natiirlich
det(a) = a
der einzige Eintrag der Matrix. Mehr gibt es hiersu nicht zu sagen.

4) Tiir n = 2 gibt es genau zwei Permutationen von (1,2), némlich (1, 2) (die “identische
Permutation”, bei der gar nichts vertauscht wird) und die Vertauschung (2,1). Erstere
hat das Vorzeichen +1, letztere das Vorzeichen —1, also lautet die Leibnizsche Formel
fiir die Determinante von 2x2-Matrizen:

011 G2
det = 1103 — 021042 .
(21 Gz2

Das ist genau dieselbe Formel det (*") = ad — b, mit der wir die Determinante von
2x2-Matrizen schon frither definiert hatten.

5) TFiir n = 3 gibt es bereits 6 Permutationen (1,2,3), (3,1,2), {2,3,1) mit dem Vorzei-
chen +1 und (3,2,1), (1,3,2), (2,1,3) mit dem Vorzeichen —1. Die Leibnizsche Formel
fur die Determinante einer 3x3-Matriz A = (a4;) lautet also:

de’ﬁ(f’l) = 811092033 + 31012003 + Qo1laalay — G180y — G110aztys — Q3112033 .

Mit folgendem Schema kann man sich diese Formel einpréigen: Man schreibt die beiden
ersten Spalten der Matrix nochmals rechts neben die Matrix, addiert die Produkte der
jeweils drei Eintrage auf jeder der drei Diagonalen von links oben nach rechts unten und
subtrahiert die Produkte der drei Eintrige auf jeder der drei Diagonalen von rechts oben
nach links unten. Dies ist die sog. Sarrussche Regel:

G @12 G13) 011 Gi2 11 G12 G13

Gg1 Oag Ooa
CL21 a2° Q33| Gy1 g2 ! »
X (31 (32 flag

6631 fl3° ags G31 (33

clclel ®\®®

= (11022033 + Q12023a1 + (13023032 -

= Q13Q2031 — (11Q2303 — 19021033

Wir betrachten als konkretes Beispiel die Determinante der “Telefon-Matrix”:

12:
45
78

e Oy W
}

e,
I

£ b
7 g
-1
I+
—_ DD

Die Determinante der Telefon-Masrix hat also den Wert Null.
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6) Tir n = 4 hat die Leibnizsche Formel fir die Determinante einer nxn-Matrix schon
24 Suramanden, fiir n = 5 gar 120; denn die Anzahl der Permutationen ven 1,2,...,n
ist ja n!(Fakultdt von n). Das zur Sarrusschen Regel analoge Schema bei 4x4-Matrizen
gibe aber nur 8 Summanden und kann schon deswegen keine korrekte Berechnung der
Determinante sein. Das wird aber nicht selten faisch gemacht, daher die Warnung:

e Bei quadratischen Matrizen vom Format 4x4 oder grifler gilt keine “Sarrussche
Regel” fir die Berechnung der Determinante!

7) Die Leibnizsche Formel fir die Determinante hat eine Symmetrie, die zeigt, dass
alle Eigenschaften der Determinante als Funktion der Spalten einer guadratischen Ma-
trix analog flir Zeilen gelten. Um das zu sehen, crdnen wir die Faktoren in einem nach
Spaltennummern sortierten Produkt von Matrixeintrdgen so um, dass die Faktoren mit
aufsteigenden Zeilennummern aufeinander folgen:

Giy1Q500 " On = Q15825 0 Gngy, »

Dabei ist (ji,72....,0n) die Umkehrpermutation der Permutation (i1,72,...,%,) von
1,2,...,n, dh. die Permutation, die man erhilt, wenn man dieselben Vertauschungen
von Gliedern, die {4y ,42,...,4,) in {1,2,...,n) Gberfithren, auf (1,2,...,n} anwendet.
Inshesondere hat {j1, jz, ..., j.) dasselbe Vorzeichen wie (41,42,...,%,), und deshalb kann
man die Leibnizsche Formel auch schreiben:

det{A) = Z $ign(j1, Jas -« oy n) @1 Qa5 - - - Qg
jlﬁjQ:”'ajn
weil mit (4, ,73,...,%,) auch die Umkehrpermutationen (j;, jz,. .., j) alle Permutationen
vonl,2,...,n dmchlaufen Nun ist aber a;; der Eintrag in Position (j, ) der transponier-

ten Matrlx AT zur Matrix A = (a;;} und man erkennt, dass die Summe in d{,r letzten
Formel nichts anderes ist als die Determinante von AT .

o Die nxn-Matriz A und ihre transponierte Matriz AT (deren Spalten die Zeilen von
A sind) haben dieselbe Determinante:

det(4} = det(AT) .

e Folglich gelten alle bisher und kiinftiy in Bezug auf die Matrizspalten formulierten
Figenschaften der Determinantenfunktion véllig analog auch in Bezug auf die Zeilen.

Also ist 2.3, det( A} eine lineare Funktion in jeder Zeile der Matrix A, und bei Vertau-
schung von zwei Zeilen in der Matrix #ndert sich die Determinante auch um den Faktor
—1, genau wie bei Spaltenvertauschungen. H

Die Leibnizsche Formel ist, wie gesagt, nicht gut zur Berechnung der Determinante von
grifleren guadratischen Matrizen geeignet. Aus den grundlegenden Figenschaften der De-
terminantenfunktion folgen aber Rechenregeln fiir Determinanten, mit denen man auch
die Determinante groBerer quadratische Matrizen effektiv berechnen kann. Diese stellen
wir zusammen in folgenden
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RECHENREGELN fiir Determinanten: Hier sei A stets eine nxn-Matrix,

1) Wir haben als Folge der Antisymmetrie der Determinantenfunktion in den Spalten
der Matrix schon vermerkt, dass die Determinante einer Matrix verschwindet, wenn sie
zwei gleiche Spalten hat. Das gilt wegen der Homogenitdt dann natiirlich auch, wenn
eine Spalte Vielfaches einer anderen ist; denn nach Herausziehen eines Faktors aus einer
Spalte verbleibt dann ja die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen Spalten. Und
wenn A eine Nullspalte hat, so karm man den Faktor 0 herausziehen, also ist auch dann
die Determinante gleich Null. Alles gilt, wie gesagt, analog auch fiir Zeilen statt Spalten.

o det(A) = 0, wenn A eine Nullspalte (bzw. eine Nullzeile) hat, oder zwei gleiche
Spalten (bzw. Zeilen), oder zwei Spalten (bzw. Zeilen), die sich nur um einen skalaren
Faktor unterscheiden.

2) Folgende Zeilen- und Spaltenoperationen mit Determinantentermen det (A}
sind zulassig, d.h. sie verindern den Wert des Terms nicht:

(i) Man addiert ein Vielfaches einer Zeile /Spalle von A zu einer anderen;
(i) man vertauscht zwei Zeilen/Spalten in A und multipliziert die Determinante mit —1;

(iii) man zieht aus einer Zeile / Spalte von A einen Foktor v € R vor die Determinante.

Damit ist natiirlich gemeint det(A) = det(A’} = —det(A”) = rdet(A”), wenn A’ aus
A durch Addition einer Zeile / Spalte zu einer anderen entsteht (natiirlich darf man nie
Zeilen zu Spalten addieren oder umgekehrt — das wére vélliger Unfug!), wenn A” aus
A durch eine Vertauschung von zwei Zeilen / Spalten hervorgeht, und wenn A aus A”
gebildet wird durch Multiplikation einer Zeile / Spalte mit dem Faktor r. Die Regel (iii)
folgt unmittelbar aus der Homogenitdt der Determinantenfunktion in den Spalten (und
den Zeilen) der Matrix, und die Regel (ii) ist nichts anderes als die Antisymmetrie der
Determinante als Funktion der Spalten (bzw. Zeilen). Die Regel (i) gilt fiir die Spalten
ay,...,a, von A, weil 2.B. det{A) = det(...,a; +sa,...,a,...) ist fiir gewisse j # k
aus {1,...,n} und s € R. (Die angegebenen Spalten befinden sich in den Positionen j
und k ; die nicht angegebenen Spalten sind dieselben wie bei A; der Fall j > k ist analog.)
Wegen der Linearitit der Determinante in der j-ten Spalte ist folglich det(A’) gleich der
Summe von det(...,a;,...,az,...) = det(A) und von s - det{...,ap,...,a%,...) = 0
(weil es sich ja um die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen Spalten handelt), d.h.
es gilt det{A') = det{A) wie behauptet.

3) Der Nutzen der Zeilen- und Spaltenoperationen bei der Determinantenberechnung
besteht darin, dass man mit solchen Operationen die Matrix vereinfachen kann, ohne
ihre Determinante zu &ndern bzw. mit Anderung nur um genau bekannte Vorfaktoren.
Ziel der Vereinfachungen ist natiirlich, eine Form der Matrix zu erreichen, fiir die man

die Determinante unmittelbar ablesen kann. Das ist zum Beispiel bei Dreiecksgestalt der
Fall:

¢ Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Dicgonaleintrdge.

Ist namlich ein Diagonaleintrag = 0, so kann man die Dreiecksmatrix A durch Zeilen-
operationen wie in 2) auf eine Zeilen-Stufen-Form mit mindestens einer Nullzeile bringen,
also ist dann die Determinante nach 1) gleich Null und ebenso anch das Produkt der
Diagonaleintrige der Matrix. Sind aber alle Diagonaleintrége a;; # 0, so kann man durch
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Zeilenoperationen vom Typ 2) (i) Diagonalgestalt der Matrix erreichen, ohne die Diago-
naleintrige zu verdndern; dann zieht man die Faktoren a1, ..., dn, nacheinander aus den
Spalten Nr.1,... Nr.n heraus und erhalt det(A) = a1y ... G - det(D) = @11 - ... - @y,

4) Auf den Rechenregeln in 2) und 3) beruht das wichtigste

» Berechnungsverfahren fiir Determinanten: Bringe die Matriz durch Zeilen-
und/oder Spaltenoperationen auf Dreiecksgestalt und halte fest, um welchen Faktor
sich die Determinante dabei dndert (wenn Gberhaupt); die noch verbleibende Deter-
minante der Dreiecksmatriz ist einfach das Produkt threr Diagonaleintrdge.

Da man fiir die Determinantenberechnung Zeilenoperationen und Spaltenoperationen vor-
nehmen darf, ist es hier meist viel einfacher, die Matrix auf Dreiecksform zu bringen, als
bei der Lésung linearer Gleichungssysteme, wo nur Zeilenoperationen (und allenfalls noch
Spaltenvertauschungen) zugelassen sind. Insbesondere kann man bereits vorhandene Null-
eintrége in der Matrix zur Vereinfachung der Rechnungen hier besser ausnutzen.

5) Es gilt eine auch oft niitzliche Verallgemeinerung von 3), der sog. Késtchen-Satz:

o [ie Determinante einer Drelecks-Block-Matrix st das Produkt der Determi-
nanten ihrer quadratischen Diagonalbldcke.

Fine obeare Dreiecks—Block—Matrix A hat die nebenste-

hende Form mit quadratischen Matrizen Ay, Az, ..., Ax Ay

auf der Diagonalen (das sind die “Diagonalblécke” bzw. A *
die “Késtchen”), deren Zeilenzahlen nq,ns,...,ny sich A= 2

zur Zeilenzahl n der quadratischen Matrix A addieren, '

und mit Nulleintragen unterhalb der Diagonalblécke 0

sowie beliebigen Eintrédgen in den Diagonalblocken und Ay

oberhalb dieser Blicke. Der “Kiéstchen-Satz” besagt:

det(A) = det(A;) - det(As) - ... - det(Ax) .

Er gilt fiir untere Dreiecks-Block-Matrizen analog und wird oft in Situationen angewen-
det, in denen man nur zwei Diagonalblécke hat. Der Beweis ergibt sich aus 2) und 3),
indem man die Diagonalblécke der Reihe nach auf Dreiecksform bringt, wobei man die
Zeilenoperationen jeweils nur mit Zeilen ausgefiihrt, die durch den betreflenden Diago-
natblock verlaufen., Die Determinanten der einzelnen Blicke sind danach die Produkte
ihrer Diagonaleintrige, und die Determinante der ganzen Matrix, die dann auch Drei-
ecksgestalt hat, ist das Produkt aller Diagonaleintrige, also auch gleich dem Produkt der
Blockdeterminanten.

6) Bei der rekursiven Berechnung einer Determinante durch Riickfithrung auf die Deter-
minanten von kleineren quadratischen Matrizen ist folgende Terminologie niitzlich: Die
Restmatriz einer nxn-Matrix A zur Position (4, j} ist die (n—1)x(n—1)-Matrix A;;, die
aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht {also durch Streichen
der durch die Position (4, j) gehenden Zeile und Spalte). Das Positionsvorzeichen zur
Position (£, 7) ist {—1)""7. Dieses Vorzeichen ist +1, wenn man die Position durch eine
gerade Anzahl von Vertauschungen unmittelbar benachbarter Zeilen oder benachbarter
Spalten auf die Diagonale der Matrix bringen kann, und es ist —1, wenn dafir eine unge-
rade Anzahl von solchen Vertauschungen erforderiich ist. Der Kofaktor von A zur Position

(¢,7) ist das Produkt der Restmatrixdeterminante mit dem Vorzeichen der Position, also
(—1)*7 det(Ay)
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Es gilt dann der sog. Determinanten-Entwicklungssatz von Laplace:

» Die Determinante von A ist die Linearkombination der Kofaktoren von A zu allen
Positionen in einer beliebig gewdhlten Zeile oder Spalte mit den an diesen Positionen
befindlichen Eintrdgen von A als Koeffizienten; in Formeln.

det(A) = Z a;;(—1)77 det(Ay) ( Entwicklung nach der i-ten Zeile) ,
i=1 '

det(4) = Zaij(—l)"‘*j det(As;) (Entwicklung nach der j-ten Spalte)
i=1

wobei in der ersten Formel i die Numiner der ausgewihlten Zeile ist und in der zwei-
ten Formel § die Nummer der ausgewihlten Spalte. Mit dem Entwicklungssatz wird die
Berechnung der Determinante einer nxn-Matrix zuriickgefithrt auf die Berechnung der
Determinanten von maximal n Matrizen des Formats (n—1)x(n—1}. In der Praxis wahlt
man die Zeile oder Spalte, nach der die Determinante “entwickelt” wird, natiirlich so,
dass die Rechnungen méglichst einfach werden, dass also z.B. viele Nulleintrage in der
Zeile / Spalte stehen.

U den Entwicklungssatz zu beweisen, schreiben wir z.8. die j-te Spalte von A als Linear-
kombination 37, a;;e; der kanonischen Basisvektoren und ziehen die Linearkombination
aus der Determinante heraus: det(A) = .7 ai; det(;ﬁlvij), wobei Eij aus A entsteht,
indem man die j-te Spalte durch ¢; ersetzt. Durch j—1 Vertauschungen unmittelbar ne-
beneinander liegender Spalten und i—1 Vertauschungen unmittelbar iibereinander liegen-
der Zeiten in A bringt man die Position {4, 7}, aul der nun 1 eingetragen ist, in die
Position (1,1) und erhélt so die Matrix Izl\ij mit erster Spalte e; und mit der Restmatrix
Aq; als diagonaler Block in Zeilen und Spalten Nr. 2...7n. Nach 2) und 3} gilt dann
C‘tet(;gij) = (—z)iiprjwl det(ﬁl\ij) - (—1)1#“1. -1- det(Aij) .

Es gibt noch eine allgemeinere Version des Entwickiungssatzes, wobel man nach k fest
gewshlten Spalten (bzw. nach k fest gewihlten Zeilen) entwickeit (1 < k < 7). Man greift
dann auf alle moglichen Arten k& Zeilen heraus (bzw. k Spalten) und bildet das Produkt
der Determinante der durch die jeweils betrachteten k Spalten und & Zeilen gegebenen
k xk-Untermatrix (gebildet aus den Positionen, in denen sich diese Spalten und Zeilen
kreuzen) mit der Determinante der nach Streichen dieser Spalten und Zeilen verbleibenden
(n—k)x{n—k)-Restmatrix. Das Produkt wird noch multipliziert mit dem Vorzeichen (—1)
hoch Zah! der Vertauschungen benachbarter Spalten oder Zeilen, mit denen man die
kx k—Untermatrix in eine zur Diagonalen symmetrische Lage bringen kann, und dann ist
die Summe der mit diesen Vorzeichen verschenen Determinantenprodukte itber alle (})
Moglichkeiten aus 1 Spalten (bzw. Zeilen) & herauszugreifen, gleich der Determinante der
gegebenen nxn-Matrix. Dies ist der allgemeine Leplacesche Entwicklungssalz, der aber
mehr theoretische als praktische Bedeutung hat; deshalb unterlassen wir es, dafiir eine
Formel aufzuschreiben {die schwerer zu dekodieren wiire als die gegebene Beschreibung).

7) Es gibt eine — auf den ersten Blick iiberraschend einfache — Regel fir die Berechnung
der Determinante eines Produkts von zwei gleichformatigen quadratischen Matrizen:

o Determinanten-Produktsatz: Die Determinante des Produkts zweier (gleich-
formatiger, quadratischer) Matrizen A, B ist das Produkt-ihrer Determinanten,

det(AB) = det{A) - det(B).

Man sagt dazu auch: Die Determinantenfunktion ist multiplikativ auf R™" .
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Unmittelbare Folgerungen sind (mit & € N):

det(A¥) = (det(A)*, det(AB) = det(BA),
1 1

© det(A)’ (det{A))*"
det(CT'AC) = det(4),  wenn C invertierbar ist.

wenn A invertierbar ist,

det(A™") det(A™F) =

Die letzte Gleichung besagt, dass dhnliche Matrizen dieselbe Determinante hoben. Man
kann den Produktsatz aaf mehrere Arten beweisen, z.B. mit den in 3.3 eingefihrien
Elementarmatrizen AM;{r), A;;(s) und V;;, deren Multiplikation von links an A entspre-
chende Zeilenoperationen bei A bewirken. Aus 2) und 3) sieht man det(M;(r)) = r,
det{A;;(s)) = 1, det(Vi;) = —1 und daher det(#A) = det(F)det(A), wenn /£ irgend-
eine Flementarmatrix ist. Ist A invertierbar, so kann man A durch Zeilenoperationen
in die Einheitsmatrix transformieren, d.h. es gibt Elementarmatrizen Fi...., F, mit

FEp---EyA=1. Dann folgt
1 = det(I) =det{Fy - EyA) = det{Ey) - ... - det(F£y) - det(A)

det(B) = det(IB) = det(£, --- L AB) = det(£) - ... - det(E}) - det(AB),

also det(B) = #(A) det( AR} . Ist aber A nicht invertierbar, so hat A eine Zeilen-Stufen-
Form mit einer Nullzeile, also ist det(A) = 0, und dieselben Zeilentransformationen,
welche diese Zeilen-Stufen-Matrix herstellen, ergeben bei Anwendung auf AB ebenfalls

eine Matrix mit Nullzeile, so dass auch det(AB) = 0 ist.

und

Eleganter ist der Beweis des Produktsatzes, wenn man die charakterisierenden Eigen-
schaften der Determinantenfunktion aus ihrer Definition benutzt. Man sieht sofort, dass
det(B) := det(AB) bei fester Matrix A eine antisymmetrische und multilineare Funktion
der Spalten von B ist. Aus dem friitheren Beweis der Eindeutigkeit der Determinanten-
funktion folgt dann schon det(B) = 5 - det(B) mit dem Faktor s = det(I) = det{4), d.h.
det(AB) = det(A) - det(B) .

Bei Verwendung der Notation |A| fir die Determinante von A4 erhalt der Produktsatz die
Form |AB| = |A}]|B/ eines Rechengesetzes fiir Betriige. (Aber die Determinante [A] ist
kein Betrag! Sie kann ja auch negative Werte annehmen.} m®

BEISPIELE (zur Determinantenberechnung);

I) Wir berechnen nochmals die Determinante der Telefon-Matrix, einmal mit Transfor-
mation auf Dreiecksform durch Zeilenoperationen,

123 1 2 3 1 2 3
456 =|0-3 -6;=1|0-3~-6|=1-(~3)-0=0,
789 0 —6 —12 0 0 0
einmal mit Entwicklung nach der ersten Zeile,
1t 23 i :
45 6| =100 020 o145 50 6.8)-2.(4.9-6.7)43-(48=5.7) = 0.
78 9 89 79 78

Die zweite Berechnungsart ist hier aufwendiger, weil man keine Nulleintrége in der Ma-
trix nutzen kann. Bei der ersten Berechnung hitte man auf die zweite Matrix auch den
Kéastchen-Satz anwenden kénnen und 1 - |i2 jgf = () als BErgebnis erhalten. Noch besser
wére es gewesen, gleich zu erkennen, dass die letzte Zeile dieser Matrix das 2-fache der
mittleren Zeile ist und daher die Determinante verschwindet,
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2) Wir berechnen die Determinante von

1 0 2 -1
3 -2 0 2
1 2-1 0
3 0 22

mit dem Entwicklungssatz. Es bietet sich die Entwicklung nach der zweiten Spalte ein,
wetl diese zwei Nulleingrige hat:
1 G 2 -1

3-2 0 2 102 -1 L 9 1
1 ~2 -1 0 = (_—2)(——1)2+2 1 -1 0 +2(ﬂ#1)3+2 30 2
3 0 2-2

Die beiden noch zu berechnenden Determinanten von 3x3-Matrizen kann man mit der
Sarrusschen Regel ausrechnen oder z.B. durch Entwickeln nach der zweiten Zeile:

. {1(“_]_)%1 R Mt s }
. {3(_1)%1 g :;|+2(w1)?+3 é 3 }

= =2 [(-1)(—4+2) + (D=2 + 3] -2+ [(=3) (-4 + 2) + (-2 (2 - )
=-2-2-1-2-[6+8 = -30.

3) Wir berechnen die Determinante der Matrix aus 2) nochmals, diesmal mit Transfor-
mation auf Dreiecksform durch Zeilen- und Spaltenoperationen. Zundchst addieren wir
die zweite zur dritten Zeile, subtrahieren die erste von der vierten Zeile und klammern
den Faktor —2 aus der zweiten Spalte aus (Letzteres muss man nicht tun; wir wollen aber
auch diese Spaltenoperation vorfithren),

1 0 2-1 1 0 2 -1
3-2 0 2 131 0 2
1 2—10“(_2)'404 2"
3 0 22 2.0 0 -1

dann addieren wir das Doppelie der letzten Spalte und das 8-fache der vorletzten zur
ersten Spalte,

5 0 2 -1 17 ¢ 2
T o2 e 015 2 =b e e )] =
0 0 0 -1 0 0 0-1

wobei wir im vorletzten Schritt die ersten beiden Spalten und die ersten beiden Zeilen
vertanscht und im letzten Schritt die Determinante als Produkt der Diagonaleintriige der
Dreiecksmatrix berechnet haben. Statt der beiden letzten Schritte hitten wir auch den
Kistchen-Satz anwenden kénnen und direkt {(—2)[(15- 1) - (~1)*] = —30 erhalten. a

Man sieht, dass man bei Determinantenberechnungen auf vielen verschiedenen Wegen
zum Ziel kommen kann. Das Bestreben ist stets, die Zeilen- und Spaltenoperationen o 2u
wiihlen, dass schon vorhandene Nulleintrige ausgenutzt werden, und auferdem so, dass
Briiche nach Maglichkeit gar nicht, oder erst méglichst spat in der Rechnung auftreten.
Das letzte Beispiel demonstriert, dass die Transformation der Matrix auf Dreiecksgestalt
mittels Zeilen- und Spaltenoperationen meist die einfachste Methode ist.
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(K. Steffen, Heinrich-Heine-Universitat Diisseidorf, WS 2006/07)

Wir komimen nun zum Ausgangspunkt unserer Diskussion der Determinanten zuriick: Wir
hatten ja eine jeder quadratischen Matrix A zugeordnete und (verhaitnismaBig) einfach
zu berechnende Zahl det(A} gesucht, mit der man anhand des Kriteriums det(A4) # 0 die
Invertierbarkeit der Matrix leicht feststellen kann. Dass dieses [nvertierbarkeitskriterium
tatséchlich gilt, hatten wir im Prinzip schon im Beweis des Produktsatzes gezeigt: Wenn
Al existiert, so gilt 1 = det(I} = det(A4™!) = det(4) - det(A 1), also muss dann
det(A) #£ 0 sein. Wenn andererseits 4! nicht existiert, so lisst sich mit Zeilenoperationen
eine Zeilen-Stufen-Form aus A herstellen, die eine Nullzeile hat, also ist dann det{A) = 0.
Man kann mit Determinanten aber nicht nur die Invertierbarkeit von A priifen, sondern
auch explizite Formeln fiir die Eintrige von A~! und damit auch fiir die Losungen z =
A1 eines linearen Gleichungssystems Az == b angeben. Wir tun das in folgendem

SATZ (Determinante und inverse Matrix): Sei A eine nxn-Matriz. Dann gilt:

(i) Determinantenkriterium fiir Invertierbarkeit:
A invertierbar G det{A) # 0.

(ii) Cramersche Regel fiir die Inverse: Wenn sie existiert, so ist die Inverse A~
die transponierte Kofaktor-Matriz zu A dividiert durch die Determinante von A,

_ ) 1 oy I
Al = (bji) mit bji = m(ml) “det(Aij} fiﬂ‘ E,j ﬁl ..
(iii) Cramersche Regel fiir die Lésung von linearen Gleichungssystemen: Wenn
det{A) # 0 ist, so ist die eindeutige Losung z € R" des linearen Gleichungssystems
Ar =b zu b € R™ gegeben durch

“det(A mit j-ter Spalte ersetzt durch & .
Ti = ( 2 et (A) ) firji=1...n.

Wir erinnern daran, dass A;; die (n—1)x(n—1)-Restmatrix bezeichnet, die aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht; (~1)**7 det(A;;) heifit dann der
Kofaktor von A zur Position (7, j}, und dies ist laut (ii) gerade der Eintrag in Position
(,2) bei der inversen Matrix, wenn sie existiert. Die Regel (iii) sagt, dass die j-te Kom-
ponente des Losungsvektors der Quotient von zwei Determinanten ist, ndmlich det{A)
als Nenner (wenn # 0) und als Zahler die Determinante der Matrix, die aus A entsteht,
indem man die j-te Spalte von A ersetzt durch den Spaltenvektor der rechten Seiten des
Gleichungssystems.

213
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Den Beweis von (i) haben wir oben schon gegeben. (ii} folgt aus dem Entwicklungssatz
det(A) = S0, ai;{—1)"" det(Ay) . Ersetzt man in der Summe a;; durch ay; mit einer
Zeilenmummer h £ 4, so lauft das auf die Bildung der Determinante einer Matrix mit zwei
gleichen Zeilen hmaus, also hat die Summe dann den Wert Null. Somit gilt:

T

Z .(“1)i+j det(Aij) G — 1 fiirh= ‘l‘,
e T det(A) T 0 fiw h# 4,

d.h. fur die Matrix B = (b;) mit den in (ii) angegebenen Elntragen gilt AB = 1 und
damit (weil es sich um quadratische Matrizen handelt) B = A7, Die eindeutige Losung
z = A'bzu Az = b hat dann die Komponenten

;= ;E_:lbﬂbi == t(A Zb( 1)+ det(Ay) -
Die letzte Summe kann aber nach dem Entwicklungssatz aufgefasst werden als die Ent-
wicklung nach der j-ten: Spalte der Matrix, die aus A mit Ersetzen der j-ten Spalte durch
b entsteht, und das beweist (iii).

DISKUSSION: Die Cramersche Regel ist nicht geeignet zur Berechnung der inversen
Matrix oder der Losung eines quadratischen linearen Gieichungssystems — der Rechen-
aufwand ist viel zu groB! (AuBer der Determinante von A braucht man noch n weitere
Determinanten von nxn-Matrizen.) Die Bedeutung der Regel liegt vielmehr darin, dass
sie Strukturaussagen iiber die Abhéngigkeit der Inversen A*1 bzw. der Losung zu A:c =b
von den Eintrigen der quadratischen Matrix A = (a;;) und der Spalte b der rechten Seiten
erlaubt.

Da beim Gaufschen Eliminationsverfahren nur die Grundrechenarten angewendet werden,
ist von vorneherein klar, dass die Eintrige von A™! rationale Funktionen der Eintrége von
A sind. Die Cramersche Regel zeigt nun, dass man bei diesen rationalen Funktionen die
Determinantenfunktion als Hauptnenner verwenden kann. Genauer sind die Eintrage von
A1 homogene Polynomfunktionen des Grades n—1 in den Bintrigen a;; von A mit gan-
zen Koeffizienten dividiert durch die homogene Polynomfunktion det(A) des Grades n.
Und die Komponenten des Losungsvektors £ = A71b sind homogene Polynomfunktionen
des Grades n in den Eintrigen a; vori A und b von b dividiert durch det(A4). (Eine
Funktion von mehreren Variablen heifit Polynomfunktion won mehreren Verdnderlichen,
wenn sie sich als Linearkombination von Produkten dieser Variablen schreiben lafit, wo-
bei die Variablen in den Produkten auch mehrfach, also in Potenzen, auftreten diirfen.
Kommen dabei immer nur Produkte mit derselben Zahl k& von Faktoren vor, so heifit die
Polynomfunktion homogen vom Grad k. )

Fiir Matrizen mit gonzen Zahlen als Eintragen folgt aus der Cramerschen Regel insbeson-
dere:

o Hat A € R™* ganzzahlige Eintrige, so ist auch die Determinante ¢ = det(A)
eine ganze Zahl, und wenn g # 0 ist, so sind alle Fintrige von A~ als Briiche
mit ganzem Zihler und mil Nenner ¢ darstellbar; dasselbe gilt dann auch fir die
Komponenten der Lésung x zu Az = b, wenn auch b nur ganzzahlige Eintrdge hat.

o Hat A ganzzahlige Eintrige und Determinante det{A) = &1, so hat auch A~
ganzzohlige Eintrige, und wenn alle Komponenten von b ganzzahlig sind, so hal
auch die Lésung x zu Az = b lauter ganzzahlige Komponenten. ' [
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Eine (auch fiir die Okonomie) wichtige Anwendung des Determinantenkriteriums fiir In-
vertierbarkeit von quadratischen Matrizen besteht in der Bestimmung der Eigenwerte
einer quadratischen Matrix. Hierunter versteht man Folgendes:

DEFINITION, Eine Zahl A heifit Eigenwert einer nxn-Matrix A (bzw. des zugehori-
gen linearen Operators L:R™ — R", L(z) = Az ), wenn es einen Vektor 0 # z € R™ gibt
mit Az = Az, d.h. z wird bei Multiplikation mit der Matrix A {bzw. bei Anwendung des
linearen Operators L) bis auf den Faktor A reprodugziert. Jeder solche Vektor z # 0 heifit
dann ein Eigenvektor von A (bzw. von L) zum Eigenwert A. |

DISKUSSION: 1) Die Begrifle “Eigenvektor” und “Eigenwert” sind nur bei quadrati-
schen Matrizen erklart. Ist A nicht quadratisch, so hat der Vektor Az ein anderes Format
als x, also ist eine Gleichung der Form Az = Az unsinnig! (A ist der kleine griechische
Buchstabe “Lambda” und fiir Eigenwerte eine {ibliche Bezeichnung wie auch der kleine
griechische Buchstabe “Mu” pu. )

2) Die Bedingung z # 0 fiir Eigenvektoren ist ntig, weil Az = Az ja fiir jede Zahl A stets
die triviale Losung z = 0 € R™ hat (wenn A € R™*™). Wir sind hier aber an nichttrivialen
Lisungen der Gleichung Ax = Ar interessiert, und nur diese heifien “Eigenvektoren” und
nur die Zahlen A, zu denen Eigenvektoren existieren, “Eigenwerte”. Es stellt sich heraus,
dass Az = Az fir die meisten Zahlen A nur die triviale Losung hat. Nur fir endlich
viele “Ausnahmezahlen” A gibt es eine nichttriviale Losung dieser Gleichung, und diese
Ausnahmen sind gerade die Eigenwerte von A. m

BEISPIELE (von Figenwerten und Figenvektoren):

1) Fir die Finheitsmatriz I, sind alle 2 # 0 in R™ Eigenvektoren zum Eigenwert 1; denn
es gilt ja L,z = x. Von 1 verschiedene Eigenwerte gibt es nicht (da aus [,z = Az folgt
z == Az und daher A = 1, wenn z nicht lauter Nullkompoenenten hat).

2) Skalare Matrizen A = 51, erfiillen Ar = sz fiir alle z, also ist A = s ihr einziger
Eigenwert, und alle z +# 0 sind Eigenvektoren.

3) Diagonalmatrizen D haben genau ihre Diagonaleinirige dy,...,d, als Eigenwerte;
denn fiir den Spaltenvektor = = {z1,...,2,) ist Dz der Spaltenvektor (dyuy,...,d,2z,),
und dies ist gleich Az = (Azy,...,Az,), mur wenn A = d; ist fiir mindestens ein j oder

wenn alle z; = 0 sind. Fiir den i-ten kanonischen Basisvektor gilt De; = die;, also ist
er ein Eigenvektor von D und d; der zugehorige Eigenwert. Allgemeiner sieht man, dass
Dz = Az genan dann gilt, wenn d; = A gilt fiir alle j mit z; # 0. Falls also alle Diago-
naleintrige verschieden sind, so sind nur die kanonischen Basisvektoren und Vielfache
davon (# 0} Eigenvektoren zu D. Sind aber mehrere Diagonaleintriige gleich, so sind alle
Linearkombinationen (£ 0) der zugehdrigen kanonischen Basisvektoren Eigenvektoren.

4) A € R*™ hat den Eigenwert Null, genau wenn Az = 0 eine nichttriviale Lésung
besitzt, also genau wenn det(A) = 0 ist. Die nichttrivialen Losungen sind dann die Eigen-
vektoren zum Eigenwert A = 0.

5) Potenzen A* von A mit Exponenten k € N haben die Potenz \* als Eigenwert und z
als zugehdrigen Eigenvektor, wenn z Eigenvektor von A zum Eigenwert X ist; denn aus
Az = Az folgt AFz = AR 1(Az) = A () = MA* 'z = APAF 2 = ... = Mz, Wenn
A~1 existiert, so gilt das auch fiir negative ganze Exponenten; denn A*z = Mz ==
AR = ATRATR(AR) = AR AR\ ) = AR |
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FRAGE: Wie findet man die Eigenwerte einer nxn-Matrix A und wie die zugehorigen
Eigenvektoren 2 € R*7

Hierzu schreiben wir die Gleichung Az = Az um in der Form Az = Alz &= (AL—A)xr =0
und sehen, dass A genau dann ein Eigenwert ist, wenn das homogene Gleichungssystem
(M — A)z = 0 nichttriviale Lasungen hat (die dann die zu A gehdrenden Eigenvektoren
sind). Dies ist nun genau dann der Fall, wenn A micht invertierbar ist, also gemifl dem
Determinantenkriterium fiir (Nicht-)Invertierbarkeit genau dann, wenn det(Al — A) =0
ist. Nun wissen wir aber aus der Leibnizschen Formel, dass die Determinante einer nxn—
Matrix ein vom Grad n homogenes Polynom in den Matrixeintrégen ist. Bei der Matrix
{1 — A sind diese Eintriige —ay; fiir ¢ # j baw. £ — ay fir ¢ = j. Daher ist det(tI — A) als
Funktion der skalaren Variablen ¢ (bei fester Matrix A) eine Polynomfunktion vom Grad
héchstens n . (Der Grad ist tatséchiich genau gleich n ) Und die Eigenwerte A sind gerade
die Nullstellen dieser Polynomfunktion!

DEFINITION: Das charakteristische Polynom einer nxn-Matrix A ist die Poly-
nomfunktion vom Grad »

pa(t) = det(tll—A4) = "+ Cpat T Fatt .

SATZ: Die Eigenwerte von A sind genaw die Nullstellen A des charakteristischen Poly-
noms von A . (Es gibt also hichstens n FBigenwerte.) Die zu einem Figenwert A gehoren-
den Figenvektoren sind genau die nichitrivialen Lisungen © € R" des homogenen linearen
Gleichungssystems (M — A)z = 0. |

DISKUSSION: 1) Dass das charakteristische Polynom den Grad n und den fithrenden
Koefzienten ¢, — 1 hat, kann man aus der Leibnizschen Formel sehen. det(tl — A) ist
danach eine Linearkombination (mit Koefiizienten +1 und —1) von Produkten von » aus
verschiedenen Zeilen und Spalten der Matrix herausgegriffenen Eintragen t6;;—ai; - Nur ein
solches Produkt, namlich das Produkt der Diagonaleintrage (t—ayi)(t—aaz)-.. ot—lpn) =
t" +..., gibt einen Beitrag zur fithrenden Potenz .

2) Alle anderen auftretenden Produkte haben sogar zwei nichtdiagonale Eintrige, tragen
als hchstens zu Potenzen t* mit 0 < k < n—2 bei. Der Koeflizient ¢, | des charakteri-
stischen Polynoms vor £ ist daher derselbe wie bei (t — an)(t —as) ... {t - Q) =
t*—{a1y+aget. . . Fan)t" 1. .., und das ist gerade das Negative der Spur von A {Summe
der Diagonaleintrige). Auch den Koeffizienten ¢g des charakteristischen Polynoms kénnen
wir sofort angeben, er ist ¢y = pa(0) = det(0I — A) = det(—A) = (—1)" det(A) . (Im letz-
ten Schritt haben wir aus n Spalten den Faktor —1 herausgezogen!) Wir haben damit
folgende genauere Information iiber die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms:

palt) = t* —Spur(A)t"' + Crat™ 2 et (=) det(A)
Speziell bei 2x2-Matrizen A = (22) ist

palt) = t* —Spur(A)t +det(A) = £ — (at+d)t + (ad—bc}

was man natiirlich auch direkt durch Berechnung der Determinante det(tl — A) =
e bl (t-a)(t—d) —bc erhilt, |
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3) Es ist auch bekannt, wie man die anderen Koeffizienten des charakteristischen Poly-
noms pa(t) im Fall n > 2 berechnet: (—1)%¢,_j ist die Summe aller sog. k-Hauptminoren
von A, d.h. der Determinanten aller kxk—Matrizen, die man aus A durch Streichen von
n—k Zeilen und n—k Spalten mit denselben Nummern wie die Zeilen erhalten kann. (Diese
kxk-Untermatrizen liegen also symmetrisch zur Diagonalen von A; wenn die Nummern
der gestrichenen Spalten nicht alle mit denen der gestrichenen Zeilen dbereinstimmen,
so nennt man die Determinante der kxk—Restmatrix einen k-Nebenminor von A.) Der
Beweis kann gefiihrt werden, indem man det({l — A) als Funktion der Spalten te; —a; von
t1— A auffasst und die Differenz sowie den Faktor ¢ aus jeder Zeile herauszieht. Man findet
so, dass der Koeffizient von ** die Summe der Determinanten aller Matrizen ist, die aus
—A mit Ersetzen von n—k Spalten durch die entsprechenden Spalten der Einheitsmatrix
hervorgehen, und diese Determinanten sind — bis auf den Faktor (—1)* — gerade die k—
Hauptminoren. Letzteres sieht man nach geeigneten Zeilen- und Spaltenvertauschungen
mit dem Késtchensatz fiir die Determinantenberechnung.

4} Nicht jede nxn—Matriz hat einen reellen Eigenwert, weil nicht jede Polynomfunktion
eine reelle Nullstelle hat. Zum Beispiel ist fiir 4 = (?“é) das charakteristische Palynom
pa(t) = t* + 1 chne Nullstelie in R. Geometrisch beschreibt A eine 90°-Drehung in der
Ebene RB?, und es ist auch anschaulich klar, dass dabei kein Vektor # 0 auf ein Vielfaches
von sich selbst abgebildet wird. Da aber jede Polynomfunktion von ungeradem Grad eine
Nullstelle auf R hat (z.B. wegen des Zwischenwertsatzes), gilt andereseits:

o Ist n ungerade, so hat jede nxn—Matriz A mindestens einen reellen Figenwert,

Dies ist iibrigens die algebraische Erklirung dafiir, warum Drehungen im R? (anders als
in R? oder auch R*) stets eine Achse festlassen.

5) Dem Fehlen von Figenwerten kann man abhelfen, indem man kompleze Eigenwerte
A € Czuldsst, d.h. komplexe Nullstellen des charakteristischen Polynoms p4(2) . Im Kom-
plexen gilt der Fundamentalsatz der Algebra, wonach jedes Polynom vom Grad n genau n
Nullstellen hat, wenn man jede mit ihrer Vielfachheit zihlt. Somit hat jede nxn—Matrix
auch genau n Eigenwerte A im Bereich C 5 R der komplexen Zahlen, wenn man jeden mit
seiner Nullstellenvielfachheit beim charakteristischen Polynom z#hlt. Um zu A gehoérende
Eigenvektoren zu finden, also nichttriviale Lésungen r zu (Al — A)x = 0, muss man dann
natiirlich auch n-gliedrige Vektoren z mit komplexen Zahlen als Komponenten zulassen
(wenm A nicht reell ist).

- Sind Aq,..., A, die komplexen Eigenwerte, jeder mit seiner Vielfachheit aufgefiihrt, so
siecht man aus der Linearfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms p4(t) =
(t—A1) ...« (t = A,) durch Vergleich mit den in 2) angegebenen Koeffizienten:

o Die Summe aller (mit ihrer Vielfachheit aufgefihrten) komplezen Eigenwerte der
nxn-Matriz A st die Spur von A, ihr Produkt ist die Determinante von A.

Das gilt erst recht, wenn A € R™*" (zufillig) n reelle Eigenwerte hat (mit Vielfachheit). m

BEISPIELE: 1) Die Eigenwerte von Dreiecksmatrizen A = (a;;) € R™™ sind
gerade ihre Diagonaleintréige; denn hier ist ja auch ¢I — A Dreiecksmatrix, also pa(t) =
det(tI— A) das Produkt der Diagonaleintrige (¢—ay1)-... (¢t —any,), und dieses Polynom
hat genau die Nullstellen ay;. Die zum Eigenwert A = a;; gehorenden Eigenvektoren
bekommt man durch Auflésen des homogenen linearen Gleichungssystems (aul- A)z = 0
(die nichttrivialen Losungen sind die Eigenvektoren). Das ist hier auch einfach, weil dieses
Gleichungssystem ebenfalls Dreiecksform hat. Konkretes Beispiel:
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t6 1
0o 2 1 hat die Eigenwerte 1,2 und —1;
0 0 -1
Das Gleichungssystem fiir die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 ist:
0 G -1 Ty 0 =7 R r
0 -1 -1 zo | = [ 0] &= x:=0 ., Bigenvektoren: 0 | (r+#0);
¢ 0 2 Z3 0 T3 =0 0
das Gleichungssystem fiir die Eigenvektoren zum Eigenwert 2 lautet:
1 0 -1 T 0 z1 =20 0
0 0 -1 2o | = | 0 | <= m=s€R , Eigenvektoren: s | (s#0)
6 0 3 Z3 0 a3 =0 0
das Gleichungssystem fur die Eigenvektoren zum Eigenwert —1 ist schlieBlich:
-2 0 —1 4 0 T = —it —%t
0 -3 -1 z | = | 0] & =,=-5t , Eigenvektoren: —st | (t#0).
0 0 0 X3 0 rz=teR i

2) Die Eigenwerte einer Potenz A% von A € R™" gind genau die Potenzen A* aller
komplexen Eigenwerte A von A. (Diese Potenzen kénnen durchaus reell sein, auch wenn
\ nicht reell ist. Z.B. ist i = v/—1 eine nichtreelle komplexe Zahl, aber i* = —1 ist reell.)
Der Beweis kann am einfachsten gefiithrt werden, indem man das Problem fiber dem Zahl-
bereich € betrachtet, wo es auf den Fall von Dreiecksmatrizen riickgefiithrt werden kann.
Ist aber A Dreiecksmatrix, so auch A*, und die Diagonaleintriige, also die Eigenwerte, von
A* sind gerade die Potenzen {ay)* der Diagonaleintrige von A.

3) Nilpotente Matrizen N € R™" haben nur den Figenwert 0 (mit Vielfachheit n); denn
aus Nz — Az folgt N¥z = Mz und wegen der Nilpotenz ist N* = 0 fiir geniigend grofe
k. Man kann zeigen, dass auch umgekehrt jede nxn-Matrix mit n-fachem Eigenwert O
nilpotent ist.

4) Involutorische Matrizen A, d.h. A% =T, haben nur die Eigenwerte A = 1 oder A = —1,
da A? = 1 ist nach 3). Geometrisch gedeutet sind involutorische lineare Abbildungen
Spiegelungen. Die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 (und der Ursprung 0) entsprechen dabei
den Punkten des “Spiegels”, die unter der Abbildung auf sich setbst abgebildet werden.

5) Die transponierte Matriz hat dasselbe charakteristische Polynom wie A, also auch
dieselben Eigenwerte; denn es ist ja det({l — ATy = det((tI — A)T) = det(tI — A). Die
Bigenvektoren bei AT sind aber im Allgemeinen andere als bei A. '

6) Ein geschlossenes Leontief-Modell ist ein Input-Output-Modell (I— A)z = y (siehe 3.2
und 3.4 oben), in dem es zum Absatzvektor y = 0 eine Lésung z 0 mit lauter nichtnega-
tiven Komponenten gibt. Dies bedeutet, dass die gesamte Produktion fiir den endogenen
Input verwendet wird, Bei einem Unternehmen wiirde das nicht lange gut gehen, aber bei
einer Volkswirtschaft ist es denkbar. Wegen (I — A)z =0 <= Az = x ist ein Leontief-
Modell genau dann geschlossen, wenn die Produktionsmatrix A einen Eigenvektor zum
Eigenwert 1 mit lauter nichtnegativen Komponenten besitzt. Ist A positiv wie hier (d.h.
alle a;; > 0 und A chne Nullzeile), so gibt es iibrigens stets einen positiven Eigenwert
und einen zugehorigen Eigenvektor mit lauter pesitiven Komponenten. Dies garantiert
der sog. Satz von Perron& Frobenius, der in der Mathematik bewiesen wird. |



3.5 Lineare Unabhingigkeit, Unterrdume und Basen

~ In diesem Abschnitt prazisieren und vertiefen wir einige fundamentale Konzepte der Li-
nearen Algebra. Diese Begriffshildungen sind fiir die mathematische Theorie zentral und
sie sind auch niitzlich fiir das Versténdnis von einigen Skonomischen Problemstellungen,
insbesondere fiir die Lineare Optimierung (siche 3.6), die mit Hilfe der Linearen Algebra
mathematisch modelliert werden. Es handelt sich dabei um die linearen Unabhangigkeit
von Vektoren und wm parametrisierte lineare Scharen von Vektoren. Beide Konzepte sind
in einer speziellen Situation im Zusammenhang mit linearen Systemen von m Gleichungen
fiir n Unbekannte in 3.2 schon eingefithrt worden, wo wir von der maximalen Zahl [ der
(linear) unabhingigen Gleichungen des Gleichungssystems gesprochen hatten und von der
(n—1)-parametrigen Schar der Lsungen des homogenen Gleichungssystems bzw. von der
k-parametrigen linearen Schar der konsistenten rechten Seiten.

Die grundlegende und einfache Natur dieser Konzepte wird aber — wie oft in der Mathema-
tik — erst richtig deutlich, wenn man sich von der speziellen Situation 18st. Wir betrachten
daher statt des Zahlenraums R"* im Folgenden allgemeiner einen beliebigen Vektorraum
V iiber dem Zahlbereich R. (Man spricht hier auch von einem “reellen Vektorraum”. In
der Mathematik werden auch Vektorrdume iiber anderen Zahlbereichen behandelt, z.B.
komplexe Vektorrdume, bei denen der Zahlbereich C zugrunde liegt. Fiir Anwendungen
in der Okonomie ist diese grofiere Allgemeinheit aber nicht nétig.) Darunter versteht man
eine Menge V' mit einem ausgezeichneten Element 0, fiir deren Elemente u, v, w, ... eine
Summe u+v € V und die Vervielfachung rv € V mit Skalaren r € R erklért sind, derart
dass die grundlegenden Rechenregeln (Axiome) gelten, die wir in 3.3 fiir das Rechnen mit
(Spaiten-)Vektoren angegeben haben; das sind die Folgenden:

utv=vtu, (utv)+w=ut(v+w), v+0=v, utv =0 v = {-1)u,
lv=v, ow=0, r(sv)=(rs)v, {r+sjv=rv+sv, r{utv)=rutrv

Die Elemente von V nennt man dann “Vektoren”, das ausgezeichnete Element 0 den “Null-
vektor”. Es ist hierbei irrelevant, wie die Elemente von V' genau definiert sind, sondern es
kommt nur darauf an, nach welchen Regeln man mit ihnen rechnet. Wer aber eine konkre-
te Situation leichter verstindlich findet, kann sich im Folgenden unter den Vektorréumen
V,W,... einfach Zahlenrdume R™,R™, ... mit den aus 3.3 bekannten “komponentenwei-
sen” Rechenoperationen vorstellen.

Zu den Vektorrgumen V,W,... gehdren die Abbildungen 7:V — W dazwischen, die
mit den Rechenoperationen vertréglich sind, d.h. die Gleichungen T(u+v) = T(u)+T(v)
und T(rv) = »T'(v) gelten fiir alle u,v € V und r € R (wobei auf der linken Seite der
Gleichung jeweils die Rechenoperation in V' ausgefithrt wird und suf der rechten Seite die
Operation in W). Eine solche Abbildung 7' eines Vektorraums V' in einen (anderen oder
denselben) Vektorraum W nennt men lineare Abbildung oder linearer Operator.
Eine unmittelbare Folgerung ist T(0) = 0 (links der Nullvektor in V, rechts der in W).
In der speziellen Situation V = R"®, W = R™ haben wir lineare Operatoren schon in
3.3 betrachtet und gezeigt, dass sie sich durch m x n-Matrizen A beschreiben lassen in
der Form T(x) = Ax fiir (Spalten—)Vektoren x € R™ Ein linearer Operator ist also
in dieser Situation einfach eine Matrix, bzw. genauer gesagt, die Multiplikation einer
{festen) Matrix von links an einen (variablen) Spaltenvektor. In der allgemeinen Situation
von beliebigen Vektorriiumen sind die linearen Abbildungen die Objekte, die den Matrizen
entsprechen.

219
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Fin Vorteil, den die Entwicklung der linearen Algebra im Rahmen von allgemeinen Vek-
torrsumen und linearen Abbildungen bietet, ist die Einfachheit und bessere Verstandlich-
keit der grundlegenden Konzepte. Ein weiterer Vorteil ist, dass alle abgeleiteten Rechen-
operationen und Folgerungen, die man in diesem allgemeinen Rahmen herleiten kann,
automatisch auch in jeder konkreten Situation anwendbar sind, in der die grundlegenden
Rechenregeln gelten. Diese konkreten Situationen kannen ganz unterschiedlich aussehen
und betreffen z.B. das Rechnen mit Vektoren in R", oder mit Matrizen eines festen For-
mats m X n, oder mit reellen Funktionen auf einem gemeinsamen Definitionsbereich, . ..

Eine abgeleitete Rechenoperation ist z.13. die Bildung der Differenz u—v = u+(~1)v €V
von Vektoren w,v in einem Vektorraum V. Eine andere ist die Bildung der Summe
Z?:l v; = vy +vpt ..ty € Vovon beliebig (endlich) vielen Vektoren v; € V, die nicht
von der Reihenfolge und Klammerung der Summanden abhingt. Fiir das Thema dieses

Abschnitts besonders wichtig ist die Moglichkeit der Bildung der Linearkombination

von endlich vielen Vektoren vy, ..., v €V mit Koeflizienten ry,.... 7% € R, also der Sum-
me der Vielfachen r;v; der Vektoren vj,
k
ervj :T1U1+T2®2+...*}—T;€Ukev (’Uj eV, ?"jE]Rﬁh‘ji 1}6)
j=1

[ineare Abbildungen T:V — W zwischen Vektorrdumen sind dann automatisch auch
mit dieser abgeleiteten Rechenoperation vertriglich, d.h. man kann die Linearkombina-
tionsbildung “herausziehen” im Sinne von

k : k
T(Z'ﬁf“j’t}j) = ZT’jT(T}j) .
j=1 =1
Das intuitive Konzept, dass gewisse Vektoren v € V durch gegebene Vektoren vy,..., 0k

“ausgedriickt” werden konnen (oder auch nicht), kann man mit dem Begriff der Linear-
kombination nun prizise fassen wie folgt:

DEFINITION: (i) Wir sagen, dass ein Vektor v durch gegebene Vektoren vy, ...,
des Vektorraums V linear ausgedriickt werden kann (oder dass v von den Vektoren

v, .., U linear abhingig ist), wenn er sich als Linearkombination v = E?:l ryu; dar-
stellen lisst (mit geeigneter Wahl der Koeffizienten ;)
(i) Die Vektoren vi,..., ve €V heiflen linear unabhingig (voneinander), wenn keiner

von ihnen durch die anderen linear ausgedriickt werden kann. (Im Fall k=1 heifit der eine
Vektor vy linear unabhéngig in ¥, wenn er nicht der Nullvektor ist.) Andernfalls heiflen

die Vektoren linear abhéngig. B
DISKUSSION: (1) Es gibt verschiedene dquivalente Beschreibungen der linearen Un-
abhéngigkeit von Vektoren vy,...,vx im Vektorraum V: '
e Keiner der Vektoren v, ist Linearkombination der vorangehenden vy,..., i 1.
e Der Nullvekior ist aus vy, ..., v nur auf triviale Weise linear kombinierbar, d.h.
Uy R Tels L+ TRl = 0 gilt nur, wenn T, =Ty = .. =T = 0.

o Die Koeffizienten von Linearkombinationen der v; sind eindeutig bestimmi, d.h. aus
Py oty AL TR = S1UpH St . SEUk folgt 71 =81, 79 =89, ..., 7% = Sk.
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Aus der linearen Unabhingigkeit von vy, ..., v, gemid der Definition folgt offenbar die
erste Aussage; denn kann man keinen der Vektoren v; durch die anderen vy, j # 4, aus-
driicken, so erst recht nicht durch die vorangehenden vy, ..., v;—1. Aus der ersten Aussage
folgt die zweite; denn hétte man eine nichftriviale Linearkombination 0 = Z?:ﬂ’j”}':
also r; # 0 fiir einen gréften Index 4 und somit rjpq = ... = 1, = 0 # 73, so kdnnte
man durch Division mit r; und Auflésung nach v; den Vektor v; — Z;.;ll(—g-)vj durch
die vorangehenden Vektoren vy,...,v; 1 linear ausdriicken. Die dritte Aussage folgt aus
der zweiten durch Differenzbildung 0 = Z?ﬂ(sj—rj)vj. SchiieBlich folgt aus der dritten

Aussage die lineare Unabhéngigkeit von vy,...,v; wie definiert, weil insbesondere eine

(2) Eine triviale Beobachtung, die sich unmittelbar aus der Definition ergibt, ist folgende:

s Fntfernt man aus einem System linear unabhdngiger Vektoren einen oder mehrere
Vektoren, so ist das verkleinerte System erst recht linear unobhdngig.

o Nimmi man zu einem System linear abhdngiger Vektoren in V weilere Vektoren aus
V' hinzu, so ist das vergréferte System erst recht linear abhdngig.

{8) Rechenkriterium fiir lineare (Un-)Abhiingigkeit in R™:

e Die Vektoren vy, ...,v, € R® sind linear unabhdngig, genau wenn das homogene
lineare Gleichungssystem Ax = 0 mit der aus den Spalten v; zusammengestelllen
n X k-Matriz A= (vyv2 ... vy) nur die triviale Lisung x = 0 € R hat.

Das ist mit (1) klar, weil Ax nichts anderes ist als die Linearkombination zivi+4-... +2pvs
der Vektoren v; mit den Komponenten z; des Vektors x ¢ R* als Koeffizienten. Die
Uberpriifung der linearen Unabbh#ngigkeit bzw. Abhéngigkeit von gegebenen Vektoren in
R™ ist damit zuriickgefithrt auf die Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems:
Hat es nur eine Losung, nidmlich die triviale Losung x = 0, so sind die Vektoren linear
unabhingig; gibt es aber mehrere Losungen, ndmlich eine unendliche lineare Losungsschar,
so sind die Vektoren linear abhingig.

Dra weniger als & homogene lineare Gleichungen fiir & Unbekannte gem#8 3.2 imymer nicht-
triviale Losungen haben, ist eine unmittelbare Konsequenz:

o Mehr als n Vektoren aus R™ sind immer linear abhdngig.

Fiir k < n dagegen gibt es viele Systeme von k linear unabhéngigen Vektoren in R™. Zum
Beispiel kénnen wir aus den kanonischen Basisvektoren ey, ..., ¢, einfach k verschiedene
auswihlen (siehe die folgenden Beispiele).

(4) Die Lisung des linearen Gleichungssystems aus (3) bewerkstelligt man geméf 3.2
durch Herstellung der Zeilen-Stufen-Form der Koeffizientenmatrix A € R™** mit Zeilen-
operationen. Solche Operationen erhalten die Losungsmenge von Az = 0, also die lineare
(Un-)abhéngigkeit der Spalten von A. Letzteres gilt aber auch fiir Spaltenoperationen
mit A; denn diese laufen bei der Matrix A = (v vs ... vy) darauf hinaus, dass man zwei
der Spaltenvektoren vy, v; (i % j) vertauscht, oder einen Spaltenvektor v; ersetzt durch
rv; mit r € Ryg, oder v; ersetzt durch v;+v; (bzw. durch v; 4 sv; bei einer Kombination
der beiden letzten Operationen). Solche Operationen dndern aber offenbar nichts an der
linearen Abhingigkeit oder Unabhingigkeit der Vektoren wy,...,v;. Daher ergibt sich
folgendes
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offcktiveres Rechenkriterinm fiir lineare (Un~)Abhiingigkeit in R™:

o Zeilen— und Spaltenoperationen bei einer Matriz dndern nichts an der linearen
Abhingigkeit bzw. Unabhingigkeit threr Spaltenvektoren.

o Die Vektoren vy, vs, ..., v (k < n) sind genau dann linear unabhdngig in R®, wenn
man die Matriz A = (vivg ..., v,) mit den Spalten v, durch Zeilenoperalionen
und / oder Spaltenoperationen auf eine Form bringen kann, deren erste k Zeilen
cine Dreiecksmatriz ohne Nullen auf der Diagonalen bilden.

o Die Vektoren vi,va, ...,V sind gencu dann linear abhingig in R", wenn man ous
der Matriz A= (vyve ..., v;) durch Zeilenoperationen und/oder Spaltenoperationen
eine Matriz mit einer Nullspalte bzw. mit mehr als n—k Nullzeilen erzeugen kann.

Um Missverstandnissen vorzubeugen, betonen wir, dass man aus der Erzeugung einer
einzigen Nullzeile nichts schlieBen kann, wenn n > %, und dass hier nur von Umformungen
der Koeffizientenmatrix A selbst durch Zeilen— oder Spaltenoperationen die Rede ist, nicht
otwa von der Umformung einer erweiterten Koeffizientenmatrix (Alb).

(5) Niitzlich fiir die Untersuchung von gegebener Vektoren in R™ auf lineare (Un-)
Abhangigkeit ist oft folgende Beobachtung;
o Sind die Vektoren v; (j = 1...k] linear abhingig in R", so gilt das auch fir die
Vektoren ¥; in R™™™, die aus den v; durch Streichen von m Komponenten mat
vorgegebenen Positionen entstehen.

o Sind die Vektoren v, (j=1...k) linear unabhingig in R”, so gilt das auch fiir die
Vektoren ©; in R™™, die aus den v; durch Hinzufiigen won m Komponenten mit
vorgegebenen Positionen und beliebigen Eintrdgen (bei jedem T; )} entstehen.

Die erste Aussage ist klar, weil eine Linearkombination des Nullvektors in R™ nach Strei-
chen von m Komponenten (in denselben Positionen bei allen Vektoren) eine nichttriviale
Linearkombination des Nullvektors in R"™™ ist. Die zweite folgt aus der ersten, indem
man die hinzugefiigten Komponenten wieder streicht. Kann man z.B. in der n x k-Matrix
A = (vy ... vg) eine k x k—Untermatrix A finden, die linear unabhéngige Spalten in R*
hat, so sind auch die Spalten v; der Matrix A selbst linear unabhéngig in R™ (weil sie
durch Hinzufiigen von Kompenenten zu den Spalten der Untermatrix entstehen).

(6) Da geméif 3.4 das homogene lineare Gieichungssystem Ax =0 genau dann nur trivial
l6sbar ist, wenn die k x k-Matrix A invertierbar ist, wenm also det(ﬁ) # 0 ist, kénnen wir
aus (3) und (5) folgendes Determinantenkriterium fiir lineare (Un~)Abhéngigkeit
von Vektoren in R™ folgern:

e Die Vektoren vy, va,..., U sind linear unabhdngig in R®, wenn die Matriz A =
(vivy ... vy) mit den Spallen v; eine (durch. Streichen von n—k beliebigen Zeilen

in A entstandene) k x k-Untermalriz A mit det(g) #+ 0 besitzl.

o Haben aber alle derartigen k x k-Untermatrizen von A Determinante 0, 80 sind
die Vektorem vy, va, ..., vy sind linear abhingig in K"

Die erste Aussage ist klar, weil eben Ax = 0 nur die triviale Lésung hat, wenn det(ﬁ) £0
ist, und weil aus der linearen Unabhingigkeit der Spalten von A die der durch Kompo-
nentenhinzufiigung entstehenden Spalten von A folgt. Die zweite Aussage gilt, weil man
i Fall der linearen Abhingigkeit von w,...,v durch Spaltenoperationen bei A eine
Matrix B mit Nullspalte herstellen kann; dann haben auch alle k x k—Untermaitrizen von
B eine Nulispalte also Determinante 0, und da Spaltenoperationei die Determinante nicht
sindern, gilt das auch fiir alle k x k-Untermatrizen der urspriinglichen Matrix A.
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Das Determinantenkriterium fiir lineare (Un-)abhéngigkeit ist eher von theoretischem In-
teresse und fir praktische Rechnungen im Allgemeinen zu aufwendig. SchlieBlich muss man
bei seiner Anwendung die Determinanten von allen (7) Untermatrizen des Formats & x k
berechnen, wenn man die lineare Abhiéngigkeit von vy, ..., v, verifizieren will. (Allerdings
gentigt eine einzige derartige Determinante zum Nachweis der linearen Unabhingigkeit —
wenn sie nimlich # 0 ausfillt!} Selbst im Fall k& = n, wo nur det(A) selbsi auszurechnen
ist, sind die Rechenverfahren in (3) und (4) im Allgemeinen weniger aufwendig.

(7) Eine theoretische Folgerung, die man aus dem Determinantenkriterium ziehen kann,
ist zum Beispiel: Lineare Unabhingighkeit ist bei k < n Vektoren in R™ der Normalfall in
dem Sinne, dass eine beliebig kleine Sérung der Vektoren zu einem linear unabhéngigen
System fihrt. Dazu addiert man zu den Spalten v; von A Vielfache se; der kanonischen
Basisvektoren e; von R™. Ist A die Untermatrix der ersten k Zeilen von A, so ist dann
A3l die entsprechende Untermatrix zu den Vektoren v;-+se;, und es gilt det(Aers}Ik)% 0
fir alle Zahlen s € R bis auf endlich viele (weil die Determinante eine Polynomfunktion
des Parameters s € R ist, die ja nur endlich viele Nullstellen hat}, insbesondere also
firr alle Zahlen s € R von hinreichend kleinem Betrag. Man kann den “Normalfall” in
einem Sinne, der mathematisch prézisiert werden kann, auch so beschreiben: Wdhil man
k < n Vektoren zufdllig in R™, so sind sie mit Wahrscheinlichkeit 1 linear unabhdngig.

(8) Aus T(Z?:l riv;) = Z?:l r;T(v;) fur lineare Abbildungen 7:V — W gzwischen
Vektorrdumen liest man ab, dass die Bildvektoren T'(vi1),...,T{vs) genau dann linear
unabhéngig in W sind, wenn es keine nichttriviale Linearkombination v = Z?ﬂrjvj
gibt mit T(v) = 0. Gilt T(v) = 0 nur fir v = 0, so foigt also aus der linearen Un-
abhangigkeit der v; auch die der Bildvektoren. IFiir lineare Abbildungen ist die Eigenschaft
T(v)=0=>v = 0 dquivalent mit v # v = T(u) # T'(v}, d.h. verschiedene Vektoren
haben auch verschiedene Bilder. (Die Aquivalenz sieht man an T(u)—T(v) = T{(u—v).)
Solche Abbildungen nennt man injektiv, also kénnen wir sagen:

e Lineare Abbildungen T erhalten lineare Abhingigkeit von Vekloren, aber im Allge-
meinen nicht lineare Unabhingigkeil.

o [st aber T injektive lineare Abbildung [also T{v) == O nur fir v =10), so erhdlt T
auch lineare Unabhingigkeit.

{9) Die Definition der linearer Unabhangigkeit haben wir fir endliche Folgen vy, ..., v
von Vektoren in einem Vektorraum V formuliert. Sie ldsst sich aber ganz genau so fiir
unendiiche Folgen oder fiir beliebige Familien (v;);e; von Vektoren v; € V aussprechen,
die mit einer endlichen oder unendlichen Indexmenge J nummeriert sind. Dabei hat man
unter einer Linearkombination der v; immer eine Summe Zle r;0;, it beliebig (endlich}
vielen Summanden zu verstehen, wobei ji, ..., jp aus der Indexmenge J ausgewéhlt sind.
(Summen von unendlich vielen Vektoren sind im Rahmen der Linearen Algebra nicht
definierbar.}) Also ist (v;);er linear unabhéngig, genau wenn man kein v; durch endlich
viele v; mit j € J linear ausdriicken kann. Aquivalent ist, dass keine nichttriviale
Linearkombination (von endlich vielen) der v; den Nullvektor ergibt.

Im Zahlenraum R™ und allgemeiner in einem Vektorraum V endlicher Dimension n (s.u.),
ist die Betrachtung unendlicher Familien von Vektoren in der Definition der linearen
Unabhéngigkeit nicht sinnvoll, weil mehr als n Vektoren dann stets linear abhingig sind
(vgl (3) oben). Es gibt aber auch “griBere” Vektorrdume, die in der Mathemasik und auch
in einigen Anwendungen auf tkonomische Fragestellungen relevant sind und unendtiche
Systeme von linear unabhingigen Vektoren besitzen (siehe (5) der folgenden Beispiele). B
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BEISPIELE: (1) Ein einziger Vektor vin R® (oder in einem beliebigen Vektorraum)
ist linear unabhingig, genau wenn er nicht der Nullvektor ist. Das ist die Definition der
linearen Unabhingigkeit in diesem Fall, und mehy gibt es dazu nicht zu sagen.

(2) Zwei Vektoren v,w in R™ (oder in emem beliehigen Veltorraum) sind genau dann
linear abhingig, wenn einer der Vektoren ein Vielfaches des anderen ist, also v = rw oder
w = sv fir gewisse 7, s € R™. Das ist immer der Fall, wenn (mindestens) einer der beiden
Vektoren der Nullvektor ist (wegen ov = 0w = 0), und im anderen Fall isi bei linear
abhingigen Vekioren v, w jeder ein V ielfaches des anderen (wegen v = rw <= W == 1y
fiir 7 € Rp). Geometrisch hedeutet die lineare Unabhangigkeit von v, w, dass nicht beide
Vektoren auf derselben Geraden durch den Nullpunkt des R™ liegen.

Fine niitzliche Beobachtung ist, dass zwei linear abhdngige Vektoren u #+ 0 £ 0 in RY
Nulleinirige in denselben Positionen heben missen; damit kann man oft schon die li-
" neare Unabhingigkeit mit einem Blick auf die Nulleintriige der beiden Vektoren ablesen.
Auch fiir zwei beliebige Vektoren v,w in R™ lésst sich die lineare Abhingigkeit oft ohne
Rechnung “durch Hinsehen” feststellen: Man betrachtet eine Komponente v; # 0 von
(gibt es die nicht, so ist v = 0, also sind v,w linear abhéingig) und findet damit den
einzig moglichen Faktor s = w;/v;, fiir den w = sv gelten kann. Dann hat man noch
nachzupriifen, ob auch w; = sv; fiir alle Komponenten mit Nummern j # ¢ gilt mit
demselben Faktor s = w;/v;; falls ja, so gilt w = sv und w,w sind linear abhéngig, an-
dernfalls sind die beiden Vektoren linear unabhéngig. (Das Determinantenkriterium fiir
lineare Abhédngigkeit lautet hier iibrigens wv;w; — vW; £ 0 fir 1 <4< j <n und lanft
i Wesentlichen auf dieselbe Vorgehensweise hinaus.) So sind z.B.

1 1

1 /0N T ) o s

(2>, (m 4) linear unabhéngig in R* und g i, 51 linear unabhingig ir R”,

-1 _1
weil in ciner bestimmten Position jeweils ein Vektor einen Nulleintrag hat, der andere
aber nicht (und weil keiner der Vektoren der Nullvektor ist). Dagegen sind

1 1

(;), (_3) linear abhingig in B* und f)l o
V2 \7

_weil der zweite Vektor ein Vielfaches des ersten ist (bzw. der erste ein Vielfaches des
sweiten, wie man unmittelbar sicht. (Man findet den Vervielfachungsfaktor durch Blick
auf die obersten Eintrdge und priift fin die anderen Komponenten denselben Vervielfa-
chungsfaktor nach.) Bei zwei Vektoren, deren Fintrige Parameter enthalten, kann man
~mit denselben Methoden feststellen, fiir welche Wahlen der Parameter sie linear abhéngig
sind oder nicht. So sind in R? zwei allgemeine Vektoren

(?;), (Z) linear unabhingig, genau wenn ad — bc # 0 ist.

o oed

linear abhingig in RY,

[V

Das besagt hier das Determinantenkriterium, weil ad — he = det (‘:2) ist. Und

r 1
v={s], w=|2] sind linear abhiingig in R®, genau wenn r € R, 8 = 2r, { = 5r;
L 3

denn an den obersten Komponenten vy = v, wy = 1 sieht man, dass v = rw gelten
muss, wenn v iiberhaupt ein Vielfackes von w ist, und die Gleichungen s = 2r, t = 3r
bedeuten, dass dann auch v; = rw; fiir die Komponenten mit Nummern j = 2,3 gilt.
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(3) Bei 8 Vektoren in R™ karm man die lineare (Un—)Abh#ngigkeit im Allgemeinen
nicht mehr “durch Hinsehen” erkenmen, sondern muss zu einem Rechenverfahren grei-
fen. Natiirlich muss n > 3 sein, damit {iberhaupt 3 Vektoren in R™ linear unabhéngig sein
konnen! Man stellt also die Vektoren spaltenweise zu einer nx 3-Matrix A zusammen und
berechnet die Lésungen des homogenen Gleichungssystems Ax = 0 {nur triviale Lésung
<= lineare Unabhingigkeit). Oder man bringt A durch Zeilen- und /oder Spaltenope-
rationen in eine Form, an der man die lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhingigkeit der
Spalten direkt ablesen kann, indem man z.B. eine 3 x 3-Untermatrix von Dreiecksgestalt
und ohne Nulleintrige auf der Diagonalen erzeugt (<= lineare Unabhéngigkeit) oder eine
Nullspalte (<= lineare Abhingigkeit). Geometrisch bedeutet lineare Unabhéngigkeit von
w,v,w € R, dass u # 0 ist, v nicht auf der durch w bestimmten Ursprungsgeraden liegt
und w nicht auf der durch u, v bestimmten Ebene durch den Ursprung 0 € R™.

Fiir die drei Vektoren (mit beliebigen Eintrigen r, st in der letsten Komponente)

1 2 3
R 10 11 o d
w= o= folw=|o in R*,
r 3 t

ergibt sich z.B. die folgende Matrix A = {u v w) und thre Umformung durch zwei
Zeilenoperationen und eine Spaltenvertauschung:

1 2 3 1 2 3 2 1 3
A= 10 1 . 1 0 1 . o1 1
267 0 0 -1 G 0 —1
r 8 t r s s r t

Zuletzt hat die Untermatrix der drei obersten Zeilen Dreiecksgestalt ohne Nulleintriige
- auf der Diagonalen, also sind u,v,w linear unabhingig. Andern wir bei w den Eintrag 7
ab zu 8 und bilden so den Vektor 10, so fithrt dieselbe Rechnung fiir w, v, w auf die Matrix

(2) i ? 2 1 3 21 3
B= ' mit 3 x 3-Untermatrizen B :=§ 0 1 1 |, B"=1 011

g 0 o0

s 71 0 00 5 r t

Hier ist die Untermatrix B’ der obersten 3 Zeilen von Dreiecksform mit einem Nullein-
trag auf der Diagonalen. Das heifit freilich noch nicht, dass die Vektoren u,v,@ in R?
linear abhingig sind, sondern eben nur die 3 Spalten dieser Untermatrix. Eine ande-
re 3 X 3-Untermatrix kiénnte aber unabhingige Spalten haben, und dann wéren auch
u, v, linear unabliéingig. Wegen der Nullzeile kommt als derartige Untermatrix einzig
die aus den Zeilen Nr. 1,2 und 4 zusammengestellte in Frage, die cben als Untermatyix
B" angegeben ist. (Die drei anderen 3 x 3-Untermatrizen haben eine Nullzeile und daher
linear abhéngige Spalten.) Mit Spaltenoperationen erzeugen wir bei dieser Untermatrix
(0,0,t—r—s) als letzte Spalte und mit Zeilen— und Spaltenvertauschung dann Folgendes:

Diese Dreiecksmatrix hat keinen Nulleintrag auf der Diagonalen,

10 0\  wemn t = r+g ist; in diesem Fall sind also u, v, w linear unabhéngig.
L2 0 Im Fall ¢t = r4+s dagegen hat diese Matrix und auch die 4 x 3-
v s t-r—s/ Matrix, die durch entsprechende Umformung ans B hervorgegan-

gen ist, eine Nullspalte, also sind dann u, v, @ linear abhéingig. Das-
selbe Ergebnis hédtte man durch Berechnung von det{B"} = 2(t—r—s) erhalten. Da die
anderen 3 x 3-Untermatrizen von B eine Nullzeile und damit Determinante ¢ haben, zeigt
das Determinantenkriterium, dass w,v,@w genau im Fall ¢ = r4-s linear abhiingig sind.
(Dann ist ibrigens w = u-v, was man auch direkt sehen kann.)
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(4) Analog iiberpriift man die lineare Unabhéngigkeit von k > 3 Vektoren in R™. Mit
wachsenden k,n wichst auch der Rechenaufwand. (k < n, sonst lineare Abhangigkeit!)

Relativ tbersichtlich ist noch der Fall von n Vektoren in R™. Hier besteht lineare Un-
abhéngigkeit, genau wenn die aus diesen Vektoren spaltenweise zusammengestellte rn x 7
Matrix invertierbar A ist; denn genmau dann ist das homogene System Ax = 0 von
n linearen Gleichungen fiir n Unbekannte ja nur trivial losbar. Der Tatsache, dass sich
an der linearen (Un-)Abhiingigkeit der Spalten dieser Matrix durch Zeilen— und Spal-
tenoperationen nichts dndert, entspricht, dass die Determinante bei solchen Operationen
héchstens um einen Faktor # 0 geiindert werden kann, also entweder vor und nach den
Operationen von Null verschieden ist oder vorher und nachher Null. Zur Uberpriifung der
linearen (Un-)Abhéngigkeit von n Vektoren in R” stehen damit alle Verfahren aus 3.4
zur Verfiigung, mit dem man die Tnvertierbarkeit von quadratischen Matrizen bzw. das
Nichtverschwinden ihrer Determinante feststellen kann.

Die n kanonischen Basisvektoren ey, ..., e, in R™ bilden das einfachste Beispiel eines Sy-
stems von n linear unabhingigen Vektoren in R™. Da die Vektoren e; mit = ¢ allesamt
Nulleintriige in i~ter Position haben, gilt das auch fiir jede Linearkombination dieser e;,
und deshalb kann der Vektor e;, der ja den Eintrag 1 in é-ter Position hat, nicht linear
ausgedriickt werden durch die ¢; mit j # ¢ Die Matrix mis den Spalten es,...,e, ist
nichts anderes als die n X n—Einheitsmatrix L, und die Invertierbarkeit dieser Matrix
(I:' = I, bzw. det(ll,) = 1 # 0) ist ein weiterer Nachweis der linearen Unabhéingigkeit
der kanonischen Basisvektoren, Natiirlich gibt es viele andere Systeme von n linear un-
abhingigen Vektoren in R", z.B. die Spalten einer beliebigen n X n—Dreiecksmatyix mit
Diagonaleintriigen # 0; denn die n Vektoren sind ja linear unabhangig in R”, genau wenn
sie die Spaiten einer invertierbaren n x n-Matrix sind. Alle Systeme von 7 linear abhangi-
gen Vektoren in R™ erhélt man analog, indem man die Spalten von nicht invertierbaren
n % n—Matrizen nimmt. Beispiele dafiir sind natiirlich weniger interessant; man kann ia
einfach alle n Vektoren als Nullvektor wihlen, oder als Vielfache eines festen Vektors,
oder den dritten als Summe der beiden ersten etc.

(8) Unendlich viele linear unabhdngige Vektoren gibt es z.B. im Vektorraum R* aller un-
endlichen reellen Zahlenfolgen {71, 75, .. .) mit mur endlich (aber beliebig) vielen Kintragen
7; # 0. Diese Folgen addiert und vervielfacht man genau so komponentenweise, wie man
es bei den n-gliedrigen Folgen (r1,...,7,) € R™ macht. In R™ hat man die kanonischen
Basisfolgen ¢;, die einen Eintrag 1 in 4-ter Position haben und sonst nur {unendlich viele)
Nulleintriige, Mit derselben Argumentation wie in (4) sieht man, dass keine Basisfolge ¢;
als Linearkombination von (endlich vielen) Basisfolgen e; mit j # ¢ dargestellt werden
kann, weil solche Linearkombinationen den Eintrag 0 in der +—ten Pasition haben.

Ein dquivalentes, aber vielleicht weniger “konstruiert” erscheinendes, Beispiel ist der
Raum P aller Polynomfunktionen p(x) = o O 1" L Fejz e einer reellen Va-
riablen = € R mit beliebigem Grad n und beliebigen Koeffizienten co,...,cn € R, ¢, #0
(auBer im Fall n = 0, wo auch ¢g = 0 erlaubt ist, so dass p die Nullfunktion ist). Die Po-
lynomfunktionen addiert und vervielfacht man wie iiblich “koeffizientenweise” und erhalt
o einen Vektorraum P. Darin haben wir als Vektoren insbesondere die Potenzfunktionen
pa(z) = 2™ fiir n € Ng (mit po(z) = 1 fiir alle z), und diese sind linear unabhingig.
Andernfalls kénnte man nimlich p, fiir ein n durch py, ..., pa_y linear ausdriicken, d.h.
Dp = Sp_1Pn_1+-..+53p1+80po ghlte mit gewissen Koeffizienten sp, 81, . ., 8n—1 € R. Dies
wiire aber eine fiir alle z &€ R giiltige algebraische Gleichung z™ = IR A SU B FE L -
und eine derartige Gleichung hat bekanntlich (siehe 1.2) hichstens n Losungen. B
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Wir kommen nun zum zweiten fundamentalen Begriff dieses Abschnitts, mit dem wir das
Konzept einer k—parametrigen linearen Schar v(r,...,7) von Vektoren in einem Vektor-
raum V prazise fassen. Die Linearitit der Schar bedeutet, dass R 3 r = (ry,...,7%) —
v(r) = v{ry,...,rx) € V eine lineare Abbildung ist, also mit der Bildung von Line-
arkombinationen vertauscht. Da r == Z?ﬂ?ﬂjej als Linearkombination der kanonischen

Basisvektoren e; des R* darstellbar ist, bedeutet das v{ry,...,m) = E?Zl r;v; mit den
Vektoren v; := v{e;) € V. Eine k—parametrige lineare Schar in V' ist also nichts an-
deres als die Bildung aller méglichen Linearkombinationen von k gegebenen Vektoren
vy, ...,v € V. Dabei muss man die lineare Parametrisierung, das ist die Abbildung
(PryevesTh) b= 2?21 r;v;, unterscheiden von dem hierdurch parametrisierten Unterraum
von V, das ist die Menge aller durch die Parametrisierung erfassten Vektorven aus V. Diese
Unterscheidung ist notig, weil verschiedene Parametrisierungen, d.h. verschiedene Wahlen
der Vektorfoige (vq,...,v,), denselben Unterraum parametrisieren kénnen. Diese Uberle-
gungen fithren letztlich zu folgender

DEFINITION: (i) Eine nichtleere Teilmenge U # 0 des Vektorraums V heifit ein
(linearer) Unterraum von V, wenn U/ den Nullvektor enthilt und mit je zwei Vektoren
u, % auch die Summe w4 sowie alle Vielfachen ru (r € R).

(ii} Sind vy,...,vx gegebene Vektoren im Vektorraum V), so heifit die Menge aller Linear-
kombinationen Ej?:l r;v; mit Koeffizienten 7q,..., 7, € R der von den Vektoren vy, ..., vk
aufgespannte Unterraum U/ und wird Span(vy,...,v;) oder Ruj+ ...+ Ry, notiert.
Man sagt auch, dass die Vektoren vs, ..., ein Erzeugendensystem des Unterraums U
bilden und dass die Abbildung B* 2 (rq,...,7r%) += E?Zl rv; € U eine k—-parametrige
lineare Parametrisierung des Unterraums UJ ist. - |

DISKUSSION und BEISPIELE: (1) Unterrdume von V sind insbesondere V' selbst
und der Nullraum {0}, der nur aus dem Nullvektor von V besteht. Die von V' verschie-
denen Unterrdume nennt man auch echte Unterrdume. Mit den Rechenoperationen
des Vektorraums V ist jeder Unterraum U wieder ein Vektorraum; denn Summen und
Vielfache von Vektoren aus U liegen ja per Delinition wieder im Unterraum U und die
grundlegenden Rechenregeln gelten fitr das Rechnen mit Vektoren aus I/ natiirlich auch,
da. sie ja sogar fiir das Rechnen in V Giiltigkeit haben. Mit Summen und Vielfachen
enthilt ein Unterraum auch beliebige Linearkombinationen seiner Vektoren.

(2) Die Menge U aller Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v, in (ii) ist tatsichlich
ein Unterraum von V; denn mit « = Zf’:i s;v; € Uund u = 2?21 t;v; € U sind auch
uta = Z?Zl(strtj)vj und ru = Z’;:}(rsj)vj fir alle » ¢ R Linearkombinatioxlen der
Vektoren v;, Da ein Unterraum alle Linearkombinationen seiner Vektoren enthalt, ist U
offenbar der kleinste Unterraum von V, in dem alle Vektoren wvq,..., v liegen. In der
Literatur sind neben den in (ii) angegebenen Benennungen und Notationen noch andere
verbreitet. So wird U auch als der von vy, ..., v erzeugte Unterraum oder als lineare Hiille

der Vektoren vy, ..., v bezeichnet und Lin{vy,..., vz} oder (vy,...,vs) notiert.

(3) Der Nullvektor 0 € V' erzeugt den Nuliraum {0} (dem man auch das leere Erzeu-
gendensystem formal zuordnet). Der von einem Vektor v # 0 aufgespannte Unterraum
Rv von V besteht aus allen Vielfachen rv (r € R) und wird eine Ursprungsgerade in V
genannt, weil er im Fall der “Zeichenebene” V' == R? oder des “Anschauungsraumes” eine
Gerade beschreibt, die durch den Ursprung (Nullvektor) verlduft. Zwei Vektoren v,w € V'
spannen dieselbe Ursprungsgerade Rov auf, wenn w ein Vielfaches von v ist und v # 0,
und eine sog. Ursprungsebene Rv + Rw in V, wenn v, w linear unabhéngig sind.
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(4) Ein Erzeugendensystem des n—dimensionalen Zahlenraums R™ ist z.B. die kanonische
Basis €1,...,e,; denn jeder Vektor x = (x1,...,7,) € R" ist ja Linearkombination x =

", zje; der kanonischen Basisvektoren. Ein Vektorraum V' heifit endlich erzeugt,
wenn er — wie R* — ein endliches Erzeugendensystem besitzt. Man kann dann zeigen
(s.1.), dass auch jeder Unterraum endlich erzeugt ist (von hochstens so vielen Vektoren,
wie man zur Erzeugung von V braucht). Daher lassen sich in diesem Falle alle Unterraume
von V in der Form Ru; + ... + Ru, beschreiben mit geeigneten Wahlen von k € Ny und

von vy, ..., us € V. Das gilt inshesondere fiir alle Unterrdame von R™,

(5) Mit jeder m x n—Matrix A sind zwei Unterrdume assozilert, namlich die Lésungs-
menge L € R* des homogenen Gleichungssystems Ax =0 und der Raum K C R™
der konsistenten rechten Seiten, also die Menge der Vektoren b € R™, fiir die Ax =b
léshar ist. Hat A dic Spaltenvektoren ay,...,a,, so gilt Ax = zja; +... + Tnay, daher
wird K von den Spaltenvektoren von A aufgespannt.

o Der Raum der konsistenten rechten Seiten zu A € R™™ ist der von den Spollen-
vektoren der Matriz A aufgespannte Unterraum von R™.

Die Lisungsmenge L hatten wir in 3.2 linear parametrisiert, indem wir die Nicht—
Basisvariablen einer Zeilen-Stufen-Form als Parameter gewiihlt hatten. Dies kann man
so beschreiben:

o Der Lisungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems Ax =0 wird aufge-
spannt von den Ldsungsvektoren, die man erhdlt, wenn man in emer Zeilen—Stufen—
Form von A jeweils einer der Nicht-Basisvariablen den Wert 1 zuweist und den
anderen Nicht-Basisvarioblen den Wert 0.

(6) Wir haben damit zwei verschiedene Moglichkeiten, Unterrume U von R™ zu be-
schreiben: Bei einer impliziten Darstellung des Unterraums wird I/ angegeben als
Lbsungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0 fiir Unbekannte
x = {21,...,7,); bei einer parametrischen Darstellung des Unterraums gibt man
eine lineare Parametrisierung von U an oder, was auf dasselbe hinauslduft, ein Erzeu-
gendensystem ay, ..., a; von U. Mit Hilfe der Zeilen-Stufen—Form von A kann man, wie
gerade in (5) beschrieben, den Ubergang von einer impliziten zu einer parametrischen
Darstellung vollziehen.

Auch der umgekehrte Ubergang, also die Aufstellung eines homogenen linearen Glei-
chungssystems, das einen parametrisch gegebenen Unterraum als Losungsmenge hat, Idsst
sich mit der Zeilen-Stufen—Form erledigen. Dazu bildet man die n x k-Matrix A mit
den Vektoren a; des Erzeugendensystems von U als Spalten, erweitert sie zu {Alx)
durch eine Spalte x von Unbekannten und bringt sie durch Zeilenoperationen aul Zeilen—
Stufen—Form. Die Spalte der rechten Seiten der Zeilen-Stufen—Form hat dann Eintrége
£,(%) = cpi21 + ... + ChnTn mit linearen Funktionen £, deren Koeffizienten ¢, sich aus
den durchgefithrten Zeilenoperationen ergeben. Hat die Koeffizientenmatrix der Zeilen—
Stufen—Form [ Stufen und darunter n—! Nullzeilen, so sind die Gleichungen £(x) = 0
fiir h = I4+1...n Aquivalent damit, dass x eine zu A konsistente rechte Seite ist, also
ein Vektor im Unterraum I/ = Raj+...+Ra,. Damit ist I/ beschrieben als Losungs-
menge des homogenen linearen Gleichungssystems 5.7 | e = 0, ko= I+1... n. (Im Fall
[ = n ist jeder Vektor x € R" konsistent mit A, d.h. U ist dann der ganze Raum R"
selbst. Diesen kann man als Ldsungsmenge einer homogenen linearen Gleichung mit lauter
Nullkoeffizienten darstellen.)
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Fine einfachere Methode, zu einem parametrisch heschriebenen Unterraum U von R™ ein
homogenes lineares Gleichungssystem zu konstruieren, das U als Lasungsmenge hat, wer-
den wir spiter in diesemn Abschnitt beschreiben. Es sei noch darauf hingewiesen, dass we-
der die linearen Gleichungssysteme, noch die linearen Parametrisierungen / Erzeugenden-
systeme, die einen gegebenen Unterraum beschreiben, eindeutig bestimmt sind: Verschie-
dene homogene lineare Gleichungssysteme konnen dieselbe Lésungsmenge haben und ver-
schiedene Systeme von endlich vielen Vektoren denselben Unterraum aufspannen!

(7) Analog zu (5) sind mit jeder linearen Abbildung T:V — W zwischen Vektorrium-
en zwei Unterrdume assoziiert. Einer ist der sog. Kern oder Anullierungsraum von T,
notiert Kern(7) oder T71{0}; das ist die Menge aller Vektoren v € V' mit T'(v) = 0.
Der zweite ist das Bild der linearer Abbildung T, notiert Bild(T) oder T'(V), das ist
die Menge aller Werte T{v) € W, die T annimmt, wenn v den Definitionsbereich V
durchléuft. Mit Hilfe der Linearitit der Abbildung 7' priift man leicht nach, dass Kern{T)
ein Unterraum des Ausgangsraums V ist und Bild(7) ein Unterraum des Zielraums
W. Die Kerne und Bilder linearer Abbildungen verallgemeinern die in (5) mit Matrizen
assoziierten Unterrdume. Im Fall ¥V = R™ W = R™ und T(x) = Ax mit einer mxn-
Matrix A ist ndmlich Kern(T') der Losungsrawm des homogenen Gleichungssystems
Ax = 0 und Bild(T) der Raum der mit A konsistenten rechten Seiten.

Allgemeiner ist fiir jeden Unterraum U von V das Bild T(U) := {T{u) : w € U} des
Unterraums unter einer linearen Abbildung T:V ~» W wieder ein Unterraum von W,
und fiir jeden Unterraum U von W ist das Urbild T7'U = {v € V : T(v) ¢ 73!
ein Unterraum von V. Das folgt aus der Unterraum-Definition und der Deﬁmtion der
Linearitdt von Abbildungen auch sofort. Wir halten fest:

o Fir T:V — W linear ist das Bild T(U) jedes Unterraums U von V' ein Unterraum
von W und das Urbild T—1U jedes Unterraums U von W ein Unterraum von V.

o Das gilt insbesondere fir Bild(T) = T(V) C W und fiir Kern(T}=T"{0} C V.
Beziiglich der Wirkung von linearen Abblldungen T:V — W auf Erzengendensysteme
kénnen wir anhand der Gleichung T(EJ (TU;) = E?:} r;T(v;) folgende einfache Beob-
achtung machen: Wird der Unterraum [J aufgespannt von den Vektoren vy,...,v € V,
so bilden die Bildvekioren T'(v1),...,T(v) ein Erzeugendensystem im Bild T{U) C W.
Bin Erzeugendensystem des Zielraums W selbst bekommt man auf diese Weise aus ei-
nem Erzeugendensystem von V aber nur, wenn Bild(7") = W ist, d.h. wenn es zu jedem
we W ein v €V gibt mit w = T(v). Abbildungen mit dieser Eigenschaft nennt man
surjektiv (bzgl. des Zielranms W), so dass wir festhalten konnen:

e Fine lineare Abbildungen T:V — W fihrt ein gegebenes Evrzeugendensystem von
V in ein Brzeugendensysieme von W iiber, genou wenn sie sujekiiv ist.

(8) Die Losungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems Ax = b fir n
Unbekannte x = (23,...,2,) ist kein Unterraum von R"™, wenn wirkliche Inhomogenitét
vorliegt, wenn also der Vektor b der rechten Seiten nicht der Nullvektor ist. Dann ist
némlich die Lésungsmenge leer (der Inkonsistenzfall — damit muss man immer rechnen,
wenn das Gleichungssystem inhomogen ist!) oder sie enthélt jedenfalls nicht den Nullvek-
tor des R™. Da aber die Lésungsmenge M des inhomogenen Systems im Konsistenzfall in
der Form M = x, + L := {x,4+%x : x € L} beschrieben werden kann, wo [, die Lésungs-
menge des homogenen Systems Az = 0 ist und x, irgendeine {“spezielle”) Losung des
inhomogenen Systems, unterscheidet M sich von dem Unterraum L nur durch die Ver-
schiebung am einen festen Vektor x,. Geometrisch bedeutet dies, dass M parallel zu dem
Unterraum £ ist (aber nicht durch den Nullpunkt geht, wenn b # 0 bzw. x. € L).
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Eine Teilmenge M eines Vektorraums V, die durch Parallelverschiebung u = v-+u eines
Unterraums [/ von V um einen festen Vektor v € V' entsteht, d.h. es ist M = v + U=
{v4u : u € U}, heift affiner Unterraum (oder qffin-linearer Unterraum) von V. Dies
ist kein linearer Unterraum, abgesehen von dem Fall v € U, in dem M = U ist. Mit
dieser Terminologie kénnen wir nun sagen:
e Die Lisungsmenge eines beliebigen linearen Gleichungssystems fiir n Unbekannte
(homogen oder nicht) ist entweder leer oder ein affiner Unterraum von R"™, der zur
Lisungsmenge des zugehirigen homogenen Gleichungssystems parallel isi.

e Nur bei einem homogenen linearen Gleichungssystem ist die Losungsmenge ein li-
nearer Unterraum von R™; andernfalls ist sie leer oder ein nichileerer affiner Un-
terraum, der nicht den Nullvektor enthdll.

Geometrisch sind die affinen Unterriume v -- U beliebige, d.h. nicht unbedingt durch
den “Ursprung” 0 € V gehende Punkte, Geraden bzw. Ebenen, ... in V', wenn [/ der
Nullraum, eine Ursprungsgerade bzw. eine Ursprungsebene ... in V' ist. Man kann auch
den Inkonsistenzfall geometrisch verstehen: Eine einzelne lineare Gleichung {(x) = b fir
n Unbekannte beschreibt, wenn sie nicht schon in sich inkonsistent ist {d.h. die linke Seite
ist Null fiir alle x, aber die rechte Seite ist nicht Null), eine sog. affine Hyperebene Hin
R", d.h. eine Gerade in R?, eine Ebene in R3, einen 3-dimensionalen affinen Unterraum
in R* usw. (den Dimensionsbegriff erkléren wir gleich noch genauer). Die Losungsmenge
eines Systems von konsistenten linearen Gleichungen £;(x) = b;, ¢ = 1...m, ist nun der
Durchschnitt der entsprechenden Hyperebenen H;. Wenn z.B. zwei dieser Hyperebenen
parallel sind, aber nicht identisch, so schneiden sie sich gar nicht, und die Lésungsmenge
des Gleichungssystems ist leer. Dies ist die Situation, in der schon zwel der Gleichungen
im Widerspruch zueinander stehen. Allgemeiner liegt der Inkonsistenzfall vor, wenn fiir
ein i der Durchschnitt H, N ...N H;_; paraliel aber nicht identisch ist mit einem affinen
Unterranm von H;, so wie z.B. der Durchschnitt von zwei Ebenen in R® eine Gerade sein
kann, die eine dritte Ebene nicht schneidet.

Der obigen Feststellung, dass die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems leer ist
oder ein affiner Unterraum, entspricht bei linearen Abbildungen T:V — W zwischen
allgemeinen Vektorrdumen die Aussage, dass das Urbild T-Hw} ={ve V : T(v) = w}
eines beliebigen Punktes w € W entweder leer ist (wenn némlich w ¢ Bild(T) ist) oder
ein zu Kern(T) paralleler affiner Unterraum von V' (n&mlich T-Hw} = v + Kern(T)
fiir jeden Vektor v € V mit T(v) = w). Allgemeiner gilt, dass die T-Urbilder afliner
Unterrdume von W affine Unterrdume von V sind und die 7~ Bilder affiner Unterréume
von V affine Unterriume von W. Dieser geometrischen Eigenschaft, dass sie “lincare
Mengen” wie Punkte, Geraden, Ebenen, ... in lineare Mengen (nicht unbedingt derseiben
Dimension) tiberfiihren, verdanken die “linearen” Abbildungen letztlich ihren Namen!

(9) Die Riume R* und P aus (5) der letsten Beispielserie sind nichi endlich erzeugte
Vektorrawme (man sagt auch Vektorrdume unendlicher Dimension), d.h. die Linearkom-
hinationen van endlich vielen gegebenen Vektoren erfassen nie alle Vektoren des Raumes.
7.B. sind die Linearkombinationen von endlich vielen Polynomen pi,...,px € P Poly-
nome von einem Grad, der héchstens so groff ist wie das Maximum m der Grade von
D1, .., D% also kann man kein Polynom p € P vom Grad > m als Linearkombination
von i, .. ., p darstellen. Bei unendlichdimensionalen Vektorrdumen V lassen sich nur die
endlich erzeugten Unterrdume in der Form Rui+... + Ry wie in (4) darstellen; es gibt
aber (sehr viel mehr) nicht endlich erzeugte Unterriume, die man (von wenigen Ausnah-
men abgesehen) nicht explizit durch lineare Parametrisierungen oder als Lésungsréume
zu homogenen linearen Gleichungssystemen beschreiben kann. [
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Ein Vektorraum oder Unterraum hat, wenn er endlich erzeugt und nicht der Nullraum ist,
viele verschiedene Erzeugendensysteme und Parametrisierungen. Beispielsweise erzeugen
201, U9, ..., und v;+svs, vs,...,v; offenbar denselben Unterraum wie vy,v9,... 0.
Natiirlich gibt es fiir jeden Raum auch Erzeugendensysteme mit unterschiedlich vielen
Vektoren bzw. lineare Parametrisierungen mit unterschiedlicher Anzahl von reellen Pa-
rametern. Fligt man ndmlich zu einem EFrzengendensystem eines Unterraums beliebige
Vektoren aus diesem Unterraum hinzu, so erhélt man offenbar wieder ein Frzeugen-
densystem dieses Unterraums. Daher stellt sich die Frage nach Parametrisierungen mit
der kleinstmoglichen Zahl von Parametern. Bei linearen Gleichungssystemen wollen wir
schlieBlich die allgemeine Losung auch nicht mit mehr Parametern beschreiben als notig.
Die Antwort liegt in der Verbindung von Erzeugendensystemen mit linearer Unabhéngig-
keit und fiihrt zur dritten grundlegenden Begriffsbildung dieses Abschnitts:

SATZ und DEFINITION: Fir jeden Vektorraum U/ (und insbesondere fir jeden Un-
terraum U eines Vektorraums V wie 2.B. V = R") sind folgende Aussagen tber eine
endliche Folge vy,. .., v, von Vektoren aus U dquivalent:

(i) wv1,...,% ist ein minimales Erzeugendensystem fir U;

(ii) wvy,...,% ist ein maximales System linear unabhingiger Vektoren in U;
(iii) v1,..., v, ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem fir U;

(iv) jeder Vektor uw € U ist eindeutige Linearkombination von vy, ..., v.

Hat die Folge diese Figenschaften, so heifit sie eine {endliche) Basis des Vektorraums U.
Eine Basis von U # {0} ezistiert genaw dann, wenn U ein endliches Erzeugendensystem
besitzt. Alle Basen von U haben dann dieselbe Anzahl k € N von Vekioren, und diese
Zahl wird die Dimension des Vektorraums U genanni und dimU notiert. (Fir den
Nullrawm vereinbar{ man noch dim{0} = C.} Ist U # {0} Unterraum eines endlich er-
zeugten Vektorraums V' (wie z.B. R™), so hat U eine Basis und es gilt diml < dimV,

Binige Worte zur Erklirung der hier verwendeten Terminologie: (i) besagt natiirlich,
dass man nach Entfernung eines Vektors aus wvy,..., v, nicht mehr jedes v € U/ als Li-
nearkombination der restlichen Vektoren darstellen kann. (ii} bedeutet, dass Hinzufiigen
eines eingigen Vektors aus IJ zu vy,...,v; schon die lineare Unabhéngigkeit zerstort. (iii)
ist selbsterkidrend. (iv) besagt erstens, dass jeder Vektor w € U als Linearkombination
U = Z?zl r;v; darstellbar ist, und zweitens, dass dies nur auf eine Weise moglich ist,
d.h. mit eindeutig bestimmten Koeffizienten r;. Die Vektoren u € U/ und die k-tupel
(r1,...,7%) € R* ihrer Koeffizienten bzgl. der Basis bestimmen sich daher gegenseitig.
[Das bedeutet letztlich, dass man in einem k—dimensonalen Vektorraum mit Basis genau
so rechnen kann wie mit Vektoren im Zahlenraum R*, und darin liegt die Bedeutung des
Basishegriffs! (Wir prizisieren diese Bemerkung weiter unten.)

Obwohl es fiir das Verstédndnis und die Anwendung des Satzes nicht nétig ist, wollen wir
auch einige Worte zum Beweis sagen, weil er einfach ist und letztlich auf Aussagen tiber
lineare Gleichungssysteme zurtickgefiithrt werden kann, die wir schon in 3.2 behandelt ha-
ben. Zunéchst ist (iii)<=>(iv) klar; denn die Erzeugungseigenschaft ist Aguivalent mit der
Darstellbarkeit © = Z?:l r;v; eines jeden Vektors uw € U und die lineare Unabhéngig-
keit ist dquivalent mit der Eindeutigkeit der Koeffizienten in jeder solchen Darstellung.
Kliar ist auch, dass man ein System wvy,..., v, mit der Eigenschaft (iii) nicht verkleinern
kann, ohne die Erzeugungseigenschaft zu verlieren (der weggelassene Vektor kann ja nicht

linear durch die anderen ausgedriickt werden), und auch nicht vergréBern kann, ohne die
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lineare Unabhingigkeit zu zerstoren (jeder aus U hinzugenommene Vektor kann ja durch
die v; linear ausgedriickt werden). Daher folgen (i) und (ii) aus (iii). Schliefilich muss ein
minimales Erzeugendensystem vi,..., v von U linear unabhéngig sein, weil man sonst
einen der Vektoren, den man durch die anderen linear ausdriicken kann, fiir die Erzeugung
von [J gar nicht briuchte, und ein maximales linear unabhéngiges System vy, ...,V 11l
[/ muss U erzeugen, weil man sonst einen Vektor aus [/, der sich nicht linear durch die
v; ausdriicken ldsst, hinzunehmen kénnte, ohne die lineare Unabhéngigkeit zu zerstoren.
Damit ist die Aquivalenz der vier Aussagen schon gezeigt.

Wenn U # {0} ein endliches Erzeugendensystem us, ..., u besitzt, so kénnen wir darin
cin linear unabhingiges Erzeugendensystem vy = ti;, J = 1...k, auswihlen, indem wir
die Vektoren u; in aufsteigender Nummerierung durchgehen und diejenigen wegstreichen,
die Null sind oder sich durch die vorangehenden Vektoren linear ausdriicken lassen. Da-
her hat dann [/ eine Basis v1,...,7. Sind nun ug,...,w irgendwelche Veltoren aus
U, so konnen wir sie darstellen up = Z?:l rpv; mit einer eindeutigen k x I-Matrix
R = (rp). Ist k& < I, so hat gemsB 3.2 das homogene Gleichungssystem RBs =10
nichtiriviale Losungen s = (s1,...,8), also Zlh:l ripgy = 0 far j = 1...k. Dann ist
S L SKU = 2?31(251:1 spsn)v; = O eine nichttriviale Linearkombination, die den
Nullvektor darstelit, also sind uj,...,u linear abhingig in U. Dieses Argument zeigt,
dass mehr als k Vektoren in [/ stets linear abhingig sind, d.h. dass keine Basen mit
mehr als k& Elementen existieren. Dasselbe Argument mit vertauschten Rollen der v; und
g, zeigt aber, dass auch keine Basis mit weniger als k FElementen existiert, also haben
alle Basen gleich viele Elemente, und die Dimension dim{/ = k ist eindeutig definiert.
SchlieBlich zeigt das Argument noch, dass jedes linear unabhingige System in einem Un-
terraum von [/ héchstens k Elemente hat, und das gilt dann auch fiir ein maximales
derartiges System, also eine Basis des Unterraums, weshalb seine Dimension < E=diml
sein mmuss. Damit ist der Satz vollsténdig bewiesen (wobei wir die letzte Aussage im Satz
fiir Unterrdnme von V' formuliert haben statt von ).

DISKUSSION: (1) Die oben definierte Dimension von Vektorraumen bzw. Unterrdum-
en stimmt iiberein mit unseren intuitiven Vorstellungen und mit dem in 3.2 schon ver-
wendeten Dimensionsbegriff. In R™ hat also der Nullraum {0} die Dimension 0, jede
Ursprungsgerade Rv (v # 0) die Dimension 1, jede Ursprungsebene Ru 4+ Ro (u, v linear
unabhiingig) die Dimension 2, ... und der ganze Raum natiirlich die Dimension n.

Mit (i} und (i1} des vorigen Satzes haben wir zwei verschiedene Interpretationen der Di-
mension eines Vektorraums baw. Unterraums U. Da die Frzeugendensysteme vi,..., U
von U/ den linearen Parametrisierungen RF 3 (r4,...,7%) = ij:l r;v; von U entspre-
cher, ist die kleinstmégliche Anzahl der Parameter einer soichen Parametrisierung gleich
der Anzahl der Vektoren in den minimalen Erzeugendensystemen, also gleich dim U, Dies
ist eine Interpretation der Dimension, die wir schon in 3.2 verwendet haben. Die Beschrei-
bung von dimIJ = k als Anzahl der Vektoren eines eines maximalen linear unabhingigen
Systems v,...,us in [ gibt eine zweite Interpretation der Dimension: Jedes solche
System definiert eine sog. Fahne in U, d.h. eine aufsteigende Folge von Unterrdumen
{Bt=U,cUiclhC...C U, = U von denen jeder echter Unterraum des folgenden
ist, namlich U; := Ru;+. .. +Ry;. Und die Lange k dieser Fahne ist maximal, d.h. es gibt
keine lingere Folge von Unterrdumen U/; von U mit derselben Eigenschaft {sonst erhielte
man durch Wahl von v; in U; \ Uj_; eine Folge von mehr als k linear unabhéngigen
Vektoren in ).
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e Die Dimension eine Vektor{-Unter—)Raums U ist die minimale Zahl der Porame-
ter, die man fir eine lineare Parametrisierung von U bendligl.

e Die Dimension von U ist auch die Linge jeder maximalen Fahne in U, also die
Anzahl der Glieder einer lingstmdglichen Folge von echten Unterrdumen von 17,
von denen jeder ein echter Unterraum des folgenden ist.

Die zweite Interpretation entspricht der geometrischen Anschauung noch direkter als die
erste. Z.B. hat der “Anschavungsraum” R® die Dimension 3, weil es darin eine Folge
Ursprung ¢ Ursprungsgerade C Ursprungsebene der Lange 3 gibt, aber keine langere Fol-
ge von echt ineinander enthaltenen echten Unterrdumen. Als Dimension eines affinen
Unterraums M = v+ U eines Vektorraums V' definiert man nattirlich die Dimension des
zu M parallelen Unterraums I/ von V), der durch den Nullpunkt verlauft. Somit haben
beliebige Punkte, Geraden, Ebenen, ... in V die Dimensionen 1,2, 3, ...

(2) In (1) haben wir stillschweigend vorausgesetzt, dass U endlich erzeugt ist. Sonst hat
ja U par keine endliche Basis, und in diesem Fall setzt man formal dim 1/ := co, weil
es dann unendliche Folgen von linear unabhiingigen Vektoren in U gibt (wie man zeigen
kann). In der Mathematik wird auch fir Vektorrdume V' unendlicher Dimension der Be-
ariff einer Basis definiert als (unendliches) System (v;);cs von Vektoren in V, derart dass
sich jeder Vektor v € V' als eindeutige Linearkombination von endlich vielen der Vekto-
ren v; darstellen lasst. (Eindeutigkeit bedeutet hier, dass die in der Linearkombination
auftretenden Koeffizienten r; # 0 eindeutig bestimmt sind.) Es kann bewiesen werden,
dass anch jeder unendlichdimensionale Vektorraum V eine Basis in diesem Sinne hesitzt;
jedach ist dies eine reine Existenzaussage ohne praktischen Nutzen, und man kann nur in
seltenen Ausnahmefillen eine unendliche Basis konkret angeben.

Im Raum R* der unendlichen Zahlenfolgen mit endlich (aber beliebig) vielen vor Null
verschiedenen Gliedern bilden z.B. die kanonischen Basisfolgen e; (mit dem Eintrag 1 in
j—ter Position und unendiich vielen Nulleintrigen sonst) eine Basis. Und im Raum P der
Polynomfunktionen von einer reellen Variablen z sind die Potenzfunktionen p;(x) =27
(7 € Ny) eine Basis. Im Raum aller unendlichen reellen Zahlenfolgen {ohne die Bedingung,
dass nur endlich viele Glieder von Null verschieden sind) und im Raum aller Funktionen
einer reellen Variablen (die z.B. stetig sind oder differenzierbar) kann dagegen niemand
eine unendliche Basis konkret angeben (obwohl man weif, dass solche Basen existieren).

(8) Ist V ein Vektorraum (z.B. Unterraum eines hiherdimensionalen Zahlenraumes)
mit Basis vy,...,v,, so kann man zu jedem Vektor v € V' seinen eindeutig bestimmten
Koeffizientenvektor x = (zy,...,2,) € R bilden, d.h. es gilt v = > 7 2;v; in der Li-
nearkombinationsdarstellung bzgl. der gegebenen Basis. Die Abbildung V 3 v — x € R",
die jedem Vektor seine Koeffizientenvektor zuordnet, ist dann linear und hat die lineare
Umkehrabbildung R™ 3 {z1,...,2,) = 3 7 z;v; € V, die jedem gegebenen Koeflizien-
tenvektor die zugehérige Linearkombination der Basisvektoren zuordnet.

Man nennt eine lineare Abbildung T:V — W zwischen Vektorrdumen einen (linearen)
Isomorphismus von V auf W, wenn sie eine lineare Umkehrabbildung besitzt. Aqui-
valent ist, dass 7" linear, injektiv und surjektiv ist. (Die Umkehrabbildung 7-1: W — V
existiert dann und ist automatisch auch linear.} Hat man einen Isomorphismus 7' zwi-
schen zwei Vektorrdumen V, W, so kann man damit alle Aufgabestellungen und Aussagen
der Linearen Algebra in V iibertragen in dquivalente Aufgabenstellungen und Aussagen
m W. Zum Beispiel ist ein System von Vektoren in V' genau dann linear unabhéingig baw.
Erzeugendensystem bzw. Basis in V', wenn Entsprechendes fiir das System der T-Bilder
dieser Vektoren in W gilt,



234 Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Fiir Vektorrdume V' mit gegebener Basis wie oben bedeuten diese Feststellungen konkret
das Folgendes:

e Die Abbildung, die jedem Vektor aus V' seinen Koeffizientenvektor bzgl. einer ge-
gebenen Basis von 'V zuordnet, ist ein Linearer Isomorphismus von V  auf den
Zahlenraum R™ der Dimensgion n = dimV,

o Mit diesem Tsomorphismus kann man alle Aufgabenstellungen der Linearen Algebra
in V iibertragen in dquivalente Aufgaben im Zahlenraum R™ und alle Aussagen der
Linearen Algebra in R™ in dquivalente Aussagen in V.

Das prizisiert die im Anschluss an die Basisdefinition gemachte Bemerkung, dass man
in einem Vektorraum mit Basis genau so rechnen kann wie in einem Zahlenraum glei-
cher Dimension. Durch diese “Identifikation” eines Vektorraum V' mit gegebener Basis
mit einem Zahlenraum R* kann man insbesondere den in 3.2 - 3.4 entwickelten Vektor—
und Matrix-Kalkiil auch fiir Aufgabenstellungen in beliebigen endiichdimesionalen Vek-
torrdumen einselzen.

Fs ist aber nicht immer sinnvoll, diese Identifikation wirklich vorzunehmen, weil dabel
susiitzliche Struktur von V' verloren gehen kann., Z.B. kann man den Vektorraum V =
RFxk der k x k-Matrizen mit dem Zahlenraum R* identifizieren, indem man die Spalten
einer k % k-Matrix untereinander schreibt als ein Spaltenvektor der Lange k% oder die
Zeilen nebeneinander als ein Zeilenvektor der Linge k%, Beides aber ist nicht zweckmafig,
weil damit die durch die Matrix-Multiplikation gegebene Zusatzstruktur in RE*F nicht
mehr erkennbar wére.

(4) FEine Warnung ist angebracht: Die Identifikation von Vektoren v € V mit ih-
rorn Koeffizientenvektor x im Zahlenraum R™ héingt wesentlich von der gegebenen Ba-
sis vy,...,0, ab! Wihlt man eine andere Basis U1,..., 0y, so hat derselbe Vektor v
bzgi. dieser zweiten Basis im Allgemeinen einen anderen Koeffizientenvektor X. Um den
Unterschied zu berechnen, stellen wir die Vektoren der zweiten Basis als Linearkombi-
nationen der ersten Basis dar, U; = y o.qcyv fir j = 1.1 und erhalten so die
sog. Ubergangsmatrix C = (¢;) € R von der ersten zur zweiten Basis. Aus
S r = U=y B = S (3 Tjeip)w und der linearen Unabhingigkeit der v;
erhalten wir dann x; = 2?:1 c;Z; Tur ¢ =1...n, also in Matrix-Schreibweise x = CX.
Da hier x und ¥ beliebige Vektoren in R sein kénnen und sich gegenseitig eindeutig
bestimmen, muss (' invertierbar sein, und wir sehen:

o Den Koeffizientvektor X von v € V bzgl. der zweiten Basis erhdll man ous dem
Koeffizientenvektor x bzgl. der ersten Basis durch Multiplikation mit der Inversen
der Ubergangsmatriz, X = C7'x.

Hier sind die Koeffizientenvektoren natiirlich als Spalten zu schreiben, und man muss sich
genau an die Anordnung der Indizes bei der Definition der Ubergangsmatrix halten (also
T = Yor ., cyv; und nicht Uy = Y0 cipv;)l Die Argumentation zeigt tibrigens auch, dass
ein System von n beliebigen Vektoren ¥, = >/, ¢;;v; in V' genau dann Basis ist, wenn
die Matrix C = {c;;) invertierbar ist und dass ¢! dann die Ubergangsmatrix von der
sweiten Basis zur ersten ist. Fiir eine dritte Basis %, ..., T, und die ﬁbergangsmatrix D
von den ¥; zu den @, folgt wegen D~'C~! = (CD), dass CD die Ubergangsmatrix
fiir den direkten Ubergang von der ersten zur dritten Basis ist. ]
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BEISPIELE: (1) Das Paradebespiel einer Basis ist natiirlich die kanonische Bosis
€1y...,6, des n-dimensionalen Zahlenraums R”. Hier ist die fundamentale Basiseigen-
schaft unmittelbar klar: Jeder Vektor x = (21,...,2,) € R"™ ist Linearkombination der
kanonischen Basisvektoren, und der Koeffizient hei e; muss dabei die entsprechende Kom-
ponente r; von X sein:

1 1 0 0
g 0 1 0 "
x=1% | =z, | O] +a OF 4. .4, |0 :Zm‘jej.
: A
Ty, 0 0 1

Fin anderes System von n Vektoren in R™ ist Basis, genau wenn die Zusammenstellung
dieser Spaltenvektoren zu einer n x n-Matrix invertierbar ist. Diese Matrix ist dann gerade
die Ubergangsmatrix von der kanonischen Basis zu dieser zweiten Basis.

(2) In R® bilden z.B. die Spaltentripel folgender {invertierbaren} Matrizen Basen:

100 111 0 3 -1
Iy:=1 010}, C=30114j, D= 2 1 1
001 ¢ 01 -1 0 0

Die erste Basis ist die kancnische, zur zweiten bzw, dritten ist €' bzw. [ die Ubergangs-
matrix. Der (Spalten—}Vektor x :=(2,2,1) hat als Koeffizientenvektor bzgl. der kano-
nischen Basis natiirlich sich selbst, sein Koeffizientenvektor bzgl. der zweiten Basis ist
C~'x = (0,1,1) und sein Koeffizientenvektor bzgl. der dritten Basis ist D=1x = (0,1,1),
was “zufillig” derselbe Koeffizientenvektor wie bzgl. der zweiten Basis ist (das ist ja nicht
ausgeschlossen, auch wenn die Basen verschieden sind). Man braucht dazu die Inversen
der Ubergangsmatrizen nicht zu berechnen, weil man hier direkt sieht, wie x aus den
Spalten der Matrizen C, D linear zu kombinieren ist: Jeweils als Summe der beiden letz-
ten Spalten. Die UUbergangsmatrix von der zweiten zur dritten Basis ist ¢"~'D und muss
(0,1,1) auf sich abbilden, weil dies der Koeffizientenvektor von x bzgl. beider Basen ist.

(3) Basis in einem 1-dimensionalen Vektorraum V ist jeder Vektor v # 0 (und der
Nullvektor natiirlich nicht). Die Ubergangsmatrix von v zu einer andern Basis 7 = cv
(c € Rye) ist die 1 x 1-Matrix (¢). In einem 2-dimensionalen Vektorraum wie R? gibt es
auBer {0} und V nur I1-dimensionale Unterrdume.

(4) In R® haben wir aufer {0} und den Ursprungsgeraden noch die Ursprungsebenen
E als echte Unterrdume. Diese kann man beschreiben als lineare Hille Ruy + Rvs von
zwel linear unabhéngigen Vektoren, die dann eine Basis bilden, oder als Ldsungsmenge
einer homogenen linearen Gleichung oy + oz + azxs = 0, deren Koeffizienten nicht
alle Null sind. Z.B. werden die drei Koordinatenebenen aufgespannt durch Paare e, €3
hzw. e1,e3 baw. e, es von kanonischen Basisvekteren oder beschrieben durch die lineare
Gleichung 1 = 6 bzw. zp = 0 bzw. 3 == 0. Dies sind die drei Ursprungsebenen in R3,
die jeweils zwei der Kartesischen Koordinatenachsen enthalten.

Die durch z; +z2+ 25 = 0 beschriebene Ebene £ der Vektoren mit Komponentensumime
Null in R? hat als Basis z.B. (—1,1,0), {—1,0,1) und auch (1,0,—1), (0,1, ~1). Um nun
z.B. den Koeffizientenvektor x = (x1,23) von v = (1,2, —3) € F bzgl. der ersten Basis
71 bestimmen, miissen wir das das folgende homogene Gleichungssystem losen:
-1 -1 1
] 1 + z9 0 == 2
0 1 -3
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Durch Betrachtung der sweiten und dritten Komponenten findet man hier sofort x; = 2,
2y = —3. {Wir wissen ja, dass das Gleichungssystem eindeutig losbar ist, weil die Spalten
der Koeffizientenmatrix eine Basis von [ sind und v in E liegt; also brauchen wir
die Gleichung fiir die ersten Komponente gar nicht mehr nachzurechnen — oder allenfalls
zur Probe!) Die Ubergangsmatrix von der ersten zur zweiten Basis ist hier ' = (fi fl),
sie hat, als Spalten die Koeffizientenvektoren der zweiten Basisvektoren bzgl. der ersten
Basis. Der Koeffizientenvektor von v bzgl. der zweiten Basis ist dann gegeben durch

x=C YN =0GD0E= (1), ( Das kann man natiirlich direkt sehen.)

Die affine Ebene M = {x € R? : z; + a2 + 3 = 1} aller Punkte in R? mit Komponenten-
summe ! kann man nun durch Verschiebung von £ um einen beliebigen Vektor u € R?

mit Komponentensumme 1 beschreiben, also z.B. w = (-é—, %, %—) Dann ist M = u+ E.

(5) Die Bestimmung einer Basis in einem Unterrawm U von R™ ist im Prinzip einfach,
wenn [/ parametrisch gegeben ist, also mit einem Erzeugendensystem usy,...,u. Man
geht dann diese Vektoren in aufsteigender Nummerierung durch und streicht diejenigen,
die Null sind oder Linearkombination der vorhergehenden, und behilt eine Basis v1,..., Uk
von U/ iibrig. (Wenn { groB ist, so kenn das natiirlich einen erheblichen Rechenaufwand
bedeuten.) Ist dagegen U implizit beschrieben als Lsung eines homogenen linearen Glei-
chungssystems Ax = 0, so fithrt die Umformung in Zeilen-Stufen-Form zum Ziel. Man
bestimmt die Losungsvektoren, die sich ergeben, wenn man eine der Nicht—Basisvariabien
1 setzt und die anderen 0, und erhélt so ein Erzeugendensystem fiir den Losungsraum U,
Diese Lésungsvektoren sind aber auch linear unabhingig, bilden also eine Basis in U. Das
Verfahren ist um so weniger rechenaufwendig, je kleiner die Kodimension n —dimU des
Unterraums U/ in R™ ist, weil man ja n—k unabhéngige Gleichungen braucht, um einen
k- dimensionalen Unterraum zu beschreiben.

Fiir eine Ursprungshyperebene H C R™, das ist ein durch eine einzige Gleichung o,z +
.t a2, = 0 (deren Koeffizienten nicht alle Null sind) beschriebener Unterraum, kann
man als Basisvariable z; wahlen, wenn a; # 0 ist. Das Verfahren liefert fiir H dann
als Basis die n—1 Vektoren (0,...,0,—a;/a;0,...,0,1,0,..., 0) € R™ mit dem Eintrag
-/ in i—ter Position, dem Eintrag 1 in einer Position j 7 7 und Nulleintrégen sonst.
Fiir eine Ursprungsgerade ' C R™ andererseits, die durch n—1 unabhingige homogene
lineare Gleichungen beschrieben wird, hat mean nur eine einzige Basisvariable und erhiit
dementsprechend einen einzigen Losungsvektor # 0, der Basis ist.

Konkret betrachten wir z.B. eine Ursprungsgerade in R’

1 —x3 =0 B ) 10 -1 o ar 10 -1
o 420y —2g = 0} hat Koefl.—Matrix (1 9 1 ) mit Z.-St.—Form (O 5 9 ) )

Hier ist z3 Nicht-Basisvariable, und wenn man 3 = 1 setzt, ergibt sich der Lésungsvek—
tor (1,—1,1) als Basisvektor der Geraden. (Man hiitte mit Spaltenvertauschungen hier
auch z; oder xy als Nicht-Basisvariable wihlen kénnen. Wenn aber der Basisvektor der
Geraden einen Nulleintrag hat, so kann man die zugehorige Variable natiirlich niemals
Nicht-Basisvariable sein.)

Als letztes Beispiel betrachten wir noch eine Ursprungsebene in R

Iy +$3+$4:O B . i011
2y tre =0 }, Koeff ~Matrix (O 101

Qetzt, man fir die Nichi—Basisvariablen (xs,z4) die kanonischen Basisvekioren des R?
ein, go erhdlt man (-1,0,1,0), (=1,—=1,0, 1) als Basis der Ebene. B

) hat schon Z.-St.~Form,
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Mit den nun eingefithrten Konzepten der Basen und der Dimension kénnen wir die in 3.2
gefundenen Ergebnisse iiber den Rang von Matrizen systematischer herleiten und besser
verstehen:

DISKUSSION (Rang von Matrizen und von linearen Abbildungen):

(1) Der Spaltenrang einer m x n-Matrix A ist die maximale Zahl & von linear
unabhingigen Spalten der Matrix. Da die Spalten von A den zugehorigen Unterraum
K C R™ der zu A konsistenten rechten Seiten erzeugen, ist der Spaltenrang die Dimen-
sion von K. Spaltenoperationen mit der Matrix A dndern offenbar diesen Unterraum
nicht, daher ist k auch die Anzahl der Stufen (also der Spalten, die nicht lauter Nul-
leintrdge haben) in einer Spalten—-Stufen—Form von A. Somit stimmt der hier definierte
Spaltenrang mit dem in 3.2 definierten itberein. Entsprechend ist der Zeilenrang von A
die maximale Zahl [ von linear unabhingigen Zeilen und wird durch Zeilenoperationen
nicht gedndert.

Nun #dndern aber auch Zeilenoperationen den Spaltenrang k nicht. Eine Untermatrix
aus k linear unabhéngigen Spalten von A behalt némlich bei Zeilenoperationen linear
unabhéngige Spalten, wie wir schon gesehen haben, daher hat auch jede aus A durch Zei-
lenoperationen entstehende Matrix A mindestens k unabhéngige Spalten. Andererseits
hat jede aus mehr als k Spalten von A gebildete Untermatrix von A linear abhingige
Spalten, und das gilt dann auch fiir die entsprechenden Untermatrizen von A, so dass
k auch die maximale Zahl der unabhidngigen Spalten von A ist. Entsprechend &ndern
Spaltenoperationen auch den Zeilenrang nicht. (Das folgt, indem man zu transponierten
Matrizen ubergeht.) Nun kann man A (wenn das nicht die Nullmatrix ist) durch Zeilen—
Operationen auf Zeilen—Stufen-Form bringen und danach durch Spaltenoperationen auf

die einfache Form (g 8), wo I eine Einheitsmatrix ist und 0 fiir Nulimatrizen von pas-

senden Formaten steht (evtl. auch fir leere Matrizen). Fiir diese einfach gebaute Matrix
sind nun aber offenbar Zeilenrang und Spaltenrang gleich, und das gilt folglich auch fir
die beliebige Ausgangsmatrix A, so dass wir das in 3.2 schon formulierte (aber dort nur
plausibel gemachte) Ergebnis bewiesen haben:

Zeilenrang = Spaltenrang.
Diese Zahl wird infolgedessen einfach der Rang der Matrix A4 genannt und Rang(A)

notiert. Das ist also sowohl die maximale Zahl linear unabhéingiger Zeilen von A als auch
die maximale Zahl linear unabhéngiger Spalten.

237



238 Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

(2) Eine Konsequenz der Uberlegungen aus (1) ist, dass man die Matrix A beliebig mit
Zeilenoperationen und Spaltenoperationen umformen darf, wenn man den Rang bestim-
men will. Man bringt so die Matrix — unter bestmoglicher Ausnutzung ihrer Nulleintrége
— auf eine einfache Form, z.B. eine Zeilen— oder Spalten-Stufen—Form, an der man den
(Zeilen— oder Spalten—)Rang unmittelbar ableser kann. Fiir praktische Rangberechnungen
weniger geeignet, aber theoretisch interessant, ist folgendes Minoren~Kriterium:

o Der Rang einer Matriz ist k, genau wenn sie eine (durch Streichen von Zeilen und
Spalten entstehende) k X k-Untermatriz mit Determinante # 0 hat, wihrend alle
{k+1) x (k+1}-Untermatrizen Determinante = 0 haoben.

Dies heifit “Minoren—Kriterium”, weil man die Determinante einer quadratischen Unter-
matrix als einen “Minor” der Matrix bezeichnet. Fiir & = 0 ist das Kriterium natiirlich
so zu verstehen, dass nur die Nullmatrizen Rang Null haben, und fir k41 groer als die
Zeilen— oder Spaltenzahl der Matrix so, dass die zweite Bedingung entfallt. Der Beweis
des Kriteriums ergibt sich daraus, dass im Fall Rang(A) = k& > 0 einerseits & linear
unabhingige Spalten existieren und daher, wie frither gesehen, eine invertierbare & x k-
Untermatrix dieser k Spalten, wihrend andererseits k+1 beliehig ausgewihlte Spalten
stets linear abhéingig sind und daher alle (k+1) x (k+1)-Untermatrizen dieser £+1 Spal-
ten singuldr.

(3) Zwei einfache Ungleichungen fir den Rang von Matrizen sind:
Rang(A) < max{Zeilenzahl(A), Spaltenzahl(A4)} = max{m,n} fir A€ R™",
Rang(BA) < min{Rang(B}, Rang(A4)} fir 4 € R™", B e R»™,

Die erste Ungleichung besagt einfach, dass die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen von
A nicht gréBer sein kann als die Zahl aller Zeilen von A und die Zahl der unabhéngigen
Spalten nicht gréfer als die Zahl aller Spalten. Wenn in der Ungleichung Gleichheit ein-
tritt, wenn alsc A den gréfiten Rang hat, der bei dem vorliegenden Format der Matrix
itberhaupt méglich ist, so nennt man A eine Matrix von maximalem Rang. Fir qua-
dratische Matrizen ist diese Bedingung gleichbedeutend mit Invertierbarkeit. Die zweite
Ungleichung gilt, weil erstens die Spaiten von BA Linearkombinationen der Spalten von
B sind und zweitens die Zeilen von BA Linearkombinationen der Zeilen von A. Ist B
eine invertierbare m x m-Matrix, so gilt auch Rang(A) = Rang(B 1BA) < Rang(BA),
und analog Rang(B) < Rang(BA), wenn A invertierbar ist. Daher kann man hinzufiigen:

e Die Multiplikation einer invertierbaren Malriz von links oder rechts an eine zweile
passende Matriz andert den Rang dieser zweiten Matriz nichi.

(4) Hat 4 € R™*" den Rang k, so hat jede Zeilen-Stufen-Form von A genau &
Stufen, d.h. k Zeilen, die keine Nullzeilen sind (in der nicht durch rechte Seiten erweiterten
Matrix). Als gibt es dann n—k Nicht—Basisvariable und dazu, wie oben gesehen, eine Basis
des Losungsraums L zu Ax = 0 aus n—k Vektoren (wenn k < n). Der Losungsraum
hat somit die Dimension dim L = n—k, und dieses Ergebnis ist der sog. Rangsatz:

Rang(A) + Defekt(A)} = Spaltenzahl{ A)
oder
dimK + dimL = n fir A € R™™

wobei die Dimension des Losungsraums L der Defekt der Matrix A genannt wird und
K den Raum der zu A konsistenten rechten Seiten bezeichet. Anschaulich gesprochen ist
der Raum der konsistenten rechten Seiten um so viele Dimensionen kieiner als der Raum
R", wieviel bei der Multiplikation von A an Spaltenvektoren aus R™ “anulliert” wird.
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(5) Fiir lineare Abbildungen T{x) = Ax von R"™ nach R™ ist Bild(T) == K der Raum
der zur Matrix A € R™*" konsistenten rechten Seiten, also Rang(A) = dim Bild(T"). Da-
her definiert man sinnvollerweise fiir lineare Abbildungen 7': V' — W zwischen beliebigen
Vektorrdumen den Rang der linearen Abbildung durch

Rang(7) := dim Bild(7T")

(sofern diese Dimension endlich ist). Dem Losungsraum L zu Ax = O entspricht in der
allgemeineren Situation Kern(T) = {v € V : T(v) = 0} und dessen Dimension wird
wiederum als Defekt der linearen Abbildung bezeichnet. Der Rangsatz gilt nun auch
m dieser allgemeineren Situation, sofern das Bild und der Kern endlichdimensicnal sind:

Rang(T) -+ Defekt(T) = dim Def(T),
bzw. ausfithrlicher

dim Bild(T") + dim Kern(T') = dim V' fiir lineare T:V — W.

wobel Def(T') den Definitionsbereich der linearen Abbildung bezeichnet, also den Vek-
torraum V', in dem der Kern gebildet wird. Die Dimension des Bildes ist somit exakt um
soviele Dimensionen kleiner wie die Dimension des Anullierungsraums von T im Defini-
tionsbereich V.

Zum Beweis wihlen wir eine Basis wy,...,wy im Unterraum Bild(7) von W, wobei k
dessen Dimension ist, alsc der Rang von 7. Zu jedem w; wéhlen wir ein 7-Urbild v; in
V und erginzen diese Vektoren durch eine Basis tgy1,...,v, in Kern(7T). (Wir konnen
annehmen, dass 7' nicht die Nullabbildung ist. Im Fall Kern(T) = {0} ist die Ergénzung
nicht nétig.) Dann sind vq,...,v, linear unabhéngig; denn aus Z?Zl rju; =0 folgt mit
Anwendung von T unter Ausnutzung von T(v;) = w; fir j = 1...&k und T(v;} = 0
fiir § > k zundchst m = ... = r, = 0 wegen der Basiseigenschaft von w,...,w; und
sodann auch vy = ... = r, = 0 wegen der Basiseigenschaft von vx.1,...,v,. Auberdem
erzeugen vy, ...,%, auch V;denn fiir v € V und Koeffizienten s; mit T'(v) = Z?:1 S5
liegt v — Z?:] s;v; im Kern von T, ist also eine Linearkombination von veis, ..., v,
Somit ist vq,..., v, eine Basis in V, und die Behauptung lauft einfach auf die Gleichung
k + {n—Ek) = n hinaus. '

Der Rangsatz in der hier bewiesenen Form ist allgemeiner als {3), weil er sich z.B. auch
auf Unterrdume  von V anwenden ldsst. Der Kern von T im Ausgangsraum U ist
dann der Durchschnitt {v € U : T(u) = 0} = U N T {0}, und der Rangsatz lautet
dim T(U) + dim(U N T7H{0}) = dim U. Fiir ein lineares Gleichungssystem Ax = 0 mit
A € R™™ und Lisungsmenge L besagt das dim AU +dim L NU = dimU fiir jeden
Unterraum U von R™. Eine Konsequenz, die auch einfach ans der Tatsache folgt, dass T
jede Basis in U auf ein Erzeugendensystem von 7{U/) abbildet, ist:

o Lineare Abbildungen T kinnen Dimensionen nicht vergrdfiern, d.h. fir Unterrdume
[/ des Definitionsbereichs gilt stets dimT'(U) < dimU.

Der Rangsatz sagt aber genau, wann tatsichlich eine Dimensionsverkleinerung stattfindet,
némlich wenn U N Kern(T") # {0} ist, und um wieviel die Dimension dann verkleinert
wird, nimlich um die Dimension von U N Kern(T') # {0}.
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(6) Sind in den Vektorrsumen V bzw. W Basen vy,...,v, bzw. wy,... w,, fixiert,
so kann man jeder lineare Abbildung 7:V — W eine m x n-Matrix A = (a;) zuord-
nen, indem man die Bilder der Basisvektoren v; durch die Basisvektoren w; ausdriickt,
T(v;) = S0, ai;w; (die Reihenfolge der Indizes bei a;; ist zu beachten). Diese Matrix A
heifit die Matrixdarstellung der linearen Abbildung bzgl. der gegebenen Basen.
Sie hat als Spalten die Koeflizientenvektoren der Bilder T(v;) bzgl. der Basis in W. Im
Fall der Zahlenrdume R™ und R™ mit kanonischen Basen ist das gerade die Matrix mit
T(x) = Ax fiir alle (Spalten-)Vektoren x € R". Umgekehrt kann man mit einer gege-
benen Matrix A € R™*" eine lineare Abbildung T mit Matrixdarstellung A definieren,

indem man zunichst fiir Basisvektoren T(v;) = Y -, a;;w; setzt und fir allgemeine
v = 3" &y dann T(v) o= 30 T (v;) = 2370307 ayz;)w; definiert. {Das ist

moglich, weil die Koeffizienten z; eindeutig bestimmt sind.) Die Argumentation zeigt
insgesamt Folgendes:

e Fine lineare Abbildung T:V — W ist eindeutig bestimmt durch ihre Werte auf den
Vektoren einer gegebenen Basis vq,...,v, wvon V', diese Werte kdnnen beliebig in
W worgegeben werden, um eine lineare Abbildung von V' nach W zu definieren.

o Ordnet man jeder linearen Abbildung T:V — W die Matriz A € R™™ 2u, de-
ren Spalten die Koeffizientenvektoren der Bilder T(v;) bzgl. einer gegebenen Basis
Wy, ..., Wy, von W sind, so erhilt man einen Isomorphismus zwischen dem Raum
der linearen Abbildungen von V. noech W und dem Raum der m x n-Matrizen.

e Dabei ist Ax € R™ der Koeffizientenwektor von T{v) € W bzgl wy, ... W, wenn
x der Koeffizientenvektor von v € 'V bzgl. vq,..., v, ist.

(7} Das Bild eines k-dimensionalen Unterraums von W, unter dem Isomorphismus,
der den Elementen von W ihren Koeffizientenvektor in R™ bzgl. der Basis wy,...,wy,
zuordnet, ist eine k-dimensionaler Unterraum von RB™. Das ist klar, weil injektive lineare
Abbildungen lineare Unabhingigkeit erhalten. Andererseits ist dieses Bild nach der letzten
Bemerkung gleich der Menge aller Ax zu x € R", also gleich dem Raum der zu A
konsistenten rechten Seiten, und dessen Dimension ist der Rang von A. Also gilt:

e Der Rang einer linearen Abbildung T ist gleich dem Rang der Matriz, die T' bzgl.
gegebener Basen im Ausgangsraum und im Zielraum darstelit.

Eine Folgerung ist, dass alle Matrizen, die dieselbe lineare Abbildung T' bzgl. verschie-
dener Basen darstellen, denselben Rang haben.

(8) Mit der letzten Bemerkung in {(6) kann man genau sehen, wie sich die Matrixdar-
stellung von T #ndert, wenn man zu anderen Basen 7; in V und 4; in W iibergeht.
Fiir die Matrix A bzgl. der neuen Basen gilt AC™'x = D 'Ax, wenn C bzw. D die
Ubergangsmatrizen zwischen den Basen in V bzw. in W sind, weil ja X = C'x die
Anderung der Koeffizientenvektoren von Elementen in V' beschreibt und ¥ = D~y die
Anderung der Koeffizientenvektoren von Elementen in W. Somit ist

A= DTAC die geiinderte Matrixdarstellung nach dem Basiswechsel.

Da die Matrizen ¢ und D invertierbar sind, folgt insbesondere, dass A und A denselben
Rang haben.
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(9) Speziell im Fall ¥V = W arbeitet man normalerweise mit derselben Basis v; = w;
in V' als Ausgangsraum und als Zielraum, Dann lautet die durch Wechsel zu einer Basis
v; gedinderte Matrixdarstellung A = CAC, wobei (0 die Ubergangsmatrix zur neuen
Basis ist. A ist also eine zur Matrix A € R™*™ shnliche Matrix. Hieran erkennt man die
eigentliche Bedeutung des Ahnlichkeitsbegriffs fiir quadratische Matrizen: Ahnliche Matri-
zen beschreiben dieselbe lineare Abbildung, nur eben bzgl. verschiedener Basen. Wegen des
Muitiplikationssatzes fiir die Determinante haben dhnliche Matrizen dieselbe Determinan-
te. Dies ermoglicht, die Determinante einer linearen Selbstabbildung T:V — V
eines endlichdimensionalen Vektorraums in sich zu definieren durch det(7') := det(A) fiir
die Matrixdarstellung A von T bzgl. einer beliebigen Basis von V; diese Zahl hingt
dann nur von T ab und nicht von der Wahl der Basis.

Man kann versuchen, sich einen Uberblick tiber die Struktur einer linearen Selbstabbildung
T von V zu verschaffen, indem.man eine Basis bestimit, bzgl. der T eine moglichst
einfache Matrixdarstellung hat. Das lduft darauf hinaus, dass man in einer Klasse von
zueinander dhnlichen Matrizen eine Matrix von mdoglichst einfacher Form sucht. Dies
ist ein Problem, das in der Mathematik mit sehr befriedigendem krgebnis behandelt
werden kann, allerdings nur tiber dem Zahlbereich € der komplexen Zahlen. Man kann
dann stets erreichen, dass die gesuchten “einfachen™ Matrizen Jordansche Normalform
haben, das sind spezielle Dreiecksmatrizen, in denen auier auf der Diagonalen und evtl.
der ersten Oberdiagonalen nur Nulleintrage stehen. (Uber dem Zahlbereich R ist die
Antwort komplizierter; es lasst sich dann nicht in jedem Fall eine Basis finden, bzgl.
der die Matrixdarstellung von T Dreiecksgestalt hat. Das kann man schon daran sehen,
dass bei Darstellung durch eine Dreiecksmatrix mindestens ein Basisvektor v ein reeller
Eigenvektor wire, d.h. T(v) = lv; gilte mit einem Eigenwert A € R. Aber nicht jede
lineare Abbildung eines reellen Vektorraums in sich hat einen reellen Eigenwert, z.B. nicht
eine Drehung um 0 in R? mit einem Drehwinkel echt zwischen 0 Grad und 180 Grad.)

Statt weiter auf diese schon recht fortgeschrittene mathematische Theorie einzugehen,
begniigen wir uns mit einem Beispiel, das zeigt, wie ein Basiswechsel die einfache Struk-
tur einer linearen Abbildung aufdecken kann (oder auch verschleiern, wenn man ihn in
umgekehrter Richtung vornimmt). Dazu betrachten wir die lineare Abbildung von R® in
sich, die gegeben ist durch

Ty 5$1+3582 3 . _ 53
T (2:2> = (33?1 +5$2) mit Matrixdarstellung A = (3 )

heziiglich der kanonischen Basis von R?. Gehen wir nun von der kanonischen Basis zur
Basis (1,1), (—1,1) iber, so ist die Ubergangsmatrix ¢ = (i_ll) mit der Inversen

C~'=%( 7). Die Matrixdarstellung von T bzgl. der neven Basis ist dann

-1 1
g a1 N5 11y _ (80
¢ AC?(—1 1)(35)(1 1)”(02)‘

Dies bedeutet, dass die Abbildung bzgl. der neuen Basis (die abgesehen von einer Ma$-
stab&nderung einer Drehung der Koordinatenachsen wm 45 Grad entspricht) einfach eine
Achsenstreckung ist, wobei die erste Achse um den Faktor 8, die zweite um den IFaktor 2
gestreckt wird. Diese einfache Struktur der linearen Abbildung war an der urspriinglichen
Matrixdarstellung bzgl. der kanonischen Basis nicht unmittelbar zu erkennen.

Wir erkldren am Ende dieses Abschnitts, wie man systematisch eine Basis bestimmen
kann, bzgl. der die obige lineare Abbildung durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird.
Die Symmetrie der Matrix A ist dabei wesentlich. [



242 Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Die Berechnung des Koeffizientenvektors x eines Vektors v in einem Unterraum U von
R" beziiglich einer allgemeinen Basis vy,...,v;, von U erfordert einigen Aufwand: Man
muss ein System Ax == v von n linearen Gleichungen fiir & Unbekannte l6sen, wobei A
die Matrix mit den Spalten v; ist. Es gibt aber eine Klasse von speziellen Basen, bei
denen diese Aufgabe viel einfacher zu erledigen ist; man kann die Koeffizienten eines Vek-
tors bzgl. einer solchen Basis in vielen Féllen direkt ablesen und jedenfalls sehr einfach
berechnen. Diese fiir viele Rechnungen sehr praktische Basen sind der letzte Gegenstand
dieses Abschnitts.

DEFINITION: Eine endliche Folge von Vektoren wy,...,u, in R" heilt Orthonor-
malsystem in R” oder Orthonormalbasis des davon anfgespannten Unterraums, wenn
die Vektoren paarweise senkrecht zueinander sind und die Lange 1 haben, wenn also gilt:
Hierbei ist xey = 2191 +... + 2y, das in 3.3 cingefithrte (Euklidische) Skalarprodukt
von Vektoren x = (z1,...,2,) und y = (41, ..., %) in R" Die Bedingung xey = 0
bedeutet geometrisch, dass die Vektoren (bzw. die dadurch definierten Ursprungsgeraden)
orthogonal (senkrecht) zueinander sind, wofiir man auch x 1L y schreibt. Das haben
wir ebenfalls schon in 3.3 erklért und ebenso, dass /xs+x, also die Wurzel aus der Qua-
dratsumme der Komponenten von x, als Linge des Vektors x zu interpretieren ist und
auch |x| notiert und (Euklidische) Norm des Vektors genannt wird. Ein Vektor x mit
Norm 1 heift Einheitsvektor oder normiert. [st x 5 0, so kann man den Vektor nor-
mieren, d.h. auf die Linge 1 bringen, indem man ihn mit-dem Reziproken seiner Norm

multipliziert; \_)qu ist also ein Einheitsvektor. Die kanonischen Basisvektoren e; des R”
sind Beispiele von Einheitsvektoren, aber auch —e; und viele weitere wie (% %) in 2,
-g;, %, -32-) in B3, ... und eben alle Vektoren in R”, die durch Pleile im Ursprung reprisen-

tiert sind, deren Spitze auf dem Rand der Kugel vom Radius 1 um den Ursprung liegt.
Die Bedingungen der Definition besagen, dass erstens u;eu; = 0 ist fiir ¢ # 7, also ver-
schiedene Vektoren des Systems orthogonal zueinander, und zweitens u;eu; = 1, also alle
Vektoren des Systems normiert, Das erklart die Wortbildung “orthonormal”.

Da wir sie im Folgenden benotigen, wiederholen wir die grundlegenden Eigenschaften
von Skalarprodukt und zugehériger Norm. Unter einem Skalarprodukt oder innerem
Produkt auf einem Vektorraum V versieht man eine Vorschrift, die je zwei Vektoren
v,w € V einen Skalar, also eine reelle Zahl vew zuordnet mit folgenden Eigenschaften:

( Positivitdt) pev >0 wenn v #0 (und 00 = 0),
(Symmetrie) Vew = we,
( Bilinearitdt) (ro)ew =r(vew) fiir reR, (vH+0)ew=vew-+vew.

Die letzten Gleichungen gelten wegen der Symmetrie natiirlich analog fiir den zweiten
Faktor, d.h. vew ist eine lineare Funktion von v, wenn man w fixiert, und von w,
wenn man v festhilt. (Das ist mit “Bilinearitdt” gemeint.} Die mit dem Skalarprodukt
assoziierte Norm ordnet jedem v € V' die nichtnegative Zahl |v| := \/v+v 2u und hat
folgende Grundeigenschaften:

( Positivitit) [2] >0 wenn v #0 (und [0] = 0),

(absolute Homogenitit) [rv| = |rilv} fir r €R,

( Dreiecksungleichung) v+ w| < vl 4 Jw|.
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Diese Normeigenschaften folgen aus denen Grundeigenschaften des Skalarprodukts. Die
erste ist kiar. Die zweite besagt, dass man einen skalaren Faktor aus der Norm mit seinem
Betrag herausziehen kann, und ist ebenfalls leicht zu sehen. Die Dreiecksungleichung liuft,
wenn man quadriert und mit Bilinearitdt und Symmetrie v + w|? = (v + w) (v + w) =
vev +wev +vew +wew = v + 2vew + Jw|? berechnet, auf die sog. Cauchy-Schwarz—-
Ungleichung hinaus: -

{vew| < lvllwl.

Der Betrag des Skalarproduktes ist also hochstens so groBl wie das Produkt der Normen
seiner Faktoren. Diese Ungleichung ergibt sich aus der Beobachtung, dass die quadratische
Funktion |v+twl? = |v]*+2tvew+ i lw|® der Variablen ¢ € R nur nichtnegative Werte hat.
Daher kann die Diskriminante nicht positiv sein, und das heift (vew)? — |v|*jwl* < 0. Die
geometrische Bedeutung der Dreiecksungleichung ist, dass die Norm der Differenzvektoren
v — w| eine sinnvolle Definition fiir den Abstand zwischen den Punkten v,w in V ist;
denn es gilt dann |u—w| < |u—v|+ |v—w|, d.h. der Abstand von u nach w ist héchstens
so groB wie die Summe der Absténde, die sich beim “Umweg” iiber v ergeben.

Fir das oben angegebene Fuklidische Skalarprodukt auf R™ sind die Grundeigenschaf-
ten leicht nachpriifbar, und der Kuklidische Abstand |x — y| zwischen Vektoren in R”,
also die Wurzel aus der Quadratsumme der Komponentendifferenzen der Vektoren, ist
der iibliche geometrische Abstand in der Zeichenebene R? bzw. im Anschauungsraum R?,
der durch den Satz des Pythagoras motiviert wird. Die fiir das Euklidische Skalarprodukt
oben eingefithrte Notationen und Sprechweisen verwendet man ganz analog fir allgemei-
ne Skalarprodukte, also bedeutet Orthogonalitdt v L w von Vektoren, dass vew = 0
ist und Vektoren v mit |v] = 1 heiflen Einheitsvektoren oder normiert. Die Definition
der Orthonormalsysteme ist damit sinnvoll fiir jeden Vektorraum V, der mit einem Ska-
larprodukt versehen ist, und diese Situation setzen wir im Folgenden stets voraus. Das
wichtigste Beispiel, das man sich immer vorstellen sollte, ist dabei der Zahlenraum R™
mit dem kanonischen (Fuklidischen) Skalarprodukt.

Wir kommen nun zu den angekiindigten besonders schénen Eigenschaften der Orthonor-
malbasen. Die erste Aussage des folgenden Satzes rechtfertigt auch, dass wir iiberhaupt
von “Basen” sprechen.

SATZ: (i) Jedes Orthonormalsystem uy,...,uy in V' ist linear unabhingig, also Basis
des davon aufgespannien Unterraums U;

(i1) Die Koeffizienten eines Vektors v € U bzgl. der Orthonormalbasis sind die Skalar-
produkte von v mit den Basisvektoren, also v = Z?:I(Uj s,

(iii) Skalarprodukt und Norm von Vektoren v,w € U lassen sich berechnen als Euklidi-
sches Skalarprodukt bzw. Euklidische Norm ihrer Koeffizientenvektoren in R, also

vew=3T (o) (e w)  und ol = Y (uye0);

(iv) Jeder endlichdimensionale Unterraum U + {0} von V hat eine Orthonormalbasis.

Die Aussage (ii} bedeutet, dass man fiir die Berechnung der Koeffizienten eines Vektors
bzgl. der Basis kein lineares Gleichungssystem mehr 16sen muss, sondern nur Skalarpro-
dukte auszurechnen braucht - das ist nattrlich viel einfacher.
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Zum Beweis von (i) und (ii) bilden wir das Skalarprodukt von wu; mit einer Linearkom-
bination v == Zfﬂl riu;. Wegen der Bilinearitét gilt w;ev = Z?ﬂ ru; s u;, und weil
ujeu; = 0 st fiir j # ¢ sowie wyeu; = 1, folgt w; e v = r;. Das zeigt, dass die Ko-
effizienten der Linearkombination eindeutig bestimmt sind, also die behauptete lineare
Unabhiingigkeit der wu;, und gleichzeitig die Behauptung (ii). Mit der Bilinearitdt folgt
aus (ii) vew = Z;f':l(uj svujew = Zif:}(uj «v) S8 (uy  w)uy « u;. Beriicksichtigt man
wieder w;eu; = 0 fir § # ¢ und u; e u; = 1, so erhdlt man die erste Gleichung von (iii);

die zweite ist der Spezialfall v = w davon.

Eine wesentliche Aussage, die z.B erst die Anwendung des Satzes auf beliebige Unterrdnme
von R" méglich macht, ist (iv). Dies beweist man mit einem niitzlichen Verfahren, das
ausgehend von einer beliebigen Basis vy,...,v von U rekursiv eine Orthonormalbasis
U,...,u; berechnet und fiir praktische Anwendungen wichtig ist. Deshalb beschreiben
wir nun dieses sog. Gram~Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren:

SN Ug == (’u1 01‘}2)’&1 _ v; — (u; -'uj)ul —_— . (Uj,l "Uj)ujgg__

Ty == Y
27 Norm des Zahlers’ 7 7 Norm des Zahlers

Uy = "Ul |a
Man erhiilt also u; durch Normierung des ersten Basisvektors vy, Vor dem j—ten Schritt
des Verfahrens hat man bereits die Vektoren g, ..., ;.1 des Orthonormalsystems berech-
net, die denselben Unterraum aufspannen wie v1,...v;_1. Beim j—ten Schritt subtrahiert
man zunichst von v; die Linearkombination Y77/ (w;%v;)u; der bereits berechneten Vek-
toren, also den Vektor aus Ruj+.. . +Ru;_1, der dieselben Skalarprodukte mit wy, ... 451
hat wie v. [)ies bedeutet, dass der Differenzvektor orthogonal zu u; ..., u;_4 ist (er ist ge-
wissermaBen die Komponente von »; senkrecht zu us, ..., %;.1). Br ist auch nicht der Null-
vektor; denn sonst wire v; eine Element von von Ruy+.. .+Ru;_ = Ruy+.. .+ Rv;_y, was
der linearen Unabhingigkeit von vy,...,v; widerspriiche. Daher kann man den Differenz-
vektor noch normieren durch Multiplikation mit dem Reziproken seiner Norm und erhilt
so den zu us,...,u;—; orthogonalen FEinheitsvektor u;, der zusammen mit wy,...,u;
denselben Unterraum aufspannt wie v,...,v;. Das Verfahren kann bis j = & fortgesetst
werden und liefert die gesuchte Orthonormalbasis in U = Ry + ... + Ru,.

BEISPIELE: (1) Die kanonische Basis ei,...,€, im Zahlenraum R™ mit dem kano-
nischen (Buklidischen) Skalarprodukt ist das Paradebeispiel einer Orthonormalbasis. Das
Skalarprodukt verschiedener kanonischer Basisvektoren ist offensichtlich 0 und die Bu-
klidische Norm jedes e; ist offensichtlich 1. Wenn man einige kanonischen Basisvektoren
e; durch ihre Negativen ersetzt, so hat man natiirlich ebenfalls eine Orthonormalbasis.
Natiirlich gibt es noch sehr viel mehr Orthonormalbasen in R™. Anschaulich erhéit man
sie alle durch (verallgemeinerte) Drehung der in (1) beschriebenen Basen. Eine Diskussion
dieses Sachverhalts geben wir etwas spéter.

(2) Gesucht ist eine Orthonormalbasis in der Ursprungsebene des R?, die beschrieben
wird durch die Gleichung
i) ——25U2 +3$3 ={.

Eine Basis des Lésungsraums erhalten wir, indem wir z.B. s, 23 als Basisvariable withlen.
Das gibt die Basis (2,1,0) und (~3,0,1} der Ebene. Daranf wenden wir das Orthonor-

malisierungsverfahren an:
2

1 ) =1

N T YA

— N

=]
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Dieser Einheitsvektor ist der erste der gesuchten Orthonormalbasis. Die Kompoenente von
{(—3,0,1) senkrecht dazu ist

~3 ~3 ~3 '
ﬁg = 0 — Uy 0 Uy = 0 - :5—61 1 =
1 1 1 ' 0

i~
=

Dieser Vektor muss jetzt noch normiert, also mit dem Resiproken seiner Norm multipliziert
werden. Das ergibt

N 1 -3\, (-3
S N o) DU Y A
R AR/ o=z W T W

und u;, uo sind eine Orthonormalbasis der Ursprungsebene. Soll diese durch ug erginzt
werden zu einer Orthonormalbasis des R?, so kénnen wir einen weiteren Schritt des Or-
thonormalisierungsverfahrens anwenden aufl irgendeinen von wu;, ug linear unabhéngigen
Vektor v. Man hildet also %y = v = (uy e v)u; — (uz+v)us und normiert dann diesen Vek-
tor noch, um wg zu erhalten. Einfacher ist folgende Beobachtung: Die homogene lineare
Ausgangsgleichung, die uy, us erfiillen, bedeutet, dass der Koeffizientenvektor dieser Glei-
chung (1,-2,3) (als Spaltenvektor aufgefasst) orthogenal zu wj, uy ist. Wir brauchen
also nur noch diesen Koeffizientenvektor zu normieren und erhalten

1 1

= 1 2] =L {-2].
V(2T . VI 4 -

g

Die am Ende des letzten Beispiels gemachte Beobachtung, dass der Koeflizientenvektor
einer homogenen linearen Gleichung orthogonal zu deren Losungsvektoren ist, konnen wir
systematischer beschreiben und anwenden mit Hilfe des folgenden Satzes, wobel wieder
ein allgemeiner Vektorraum V mit Skalarprodukt zugrund liegt:

SATZ und DEFINITION: Jst U ein endlichdimensionaler Uniterraum von V, so ist
Ut ={veViveu=0 firaleu &€ U} wieder ein Unterraum von V, genanni der zu
U orthogonale Unterraum in V oder das orthogonale Komplement von U in V.
Jeder Vektor v € V' besitzt eine eindeutige orthogonale Zerlegung

v=u+ut mit vel und utel-~.
Hat V' endliche Dimension, so gilt
dim¥ +dimU*+ =dmV und (U5 =1.

Beweis: Mit der Bilinearitat des Skalarprodukts sieht man sofort, dass mit v, ¥ auch rv
und v+% orthogonal zu allen w € U sind, also ist U1 ein Unterraum von V. Um die
orthogonale Zerlegung zu beweisen, wihlen wir eine Orthonormalbasis ug,...,ux in U.
(Wenn U7 = {0} ist, so gilt U' =V und die Behauptungen sind klar.) Ist v = u +u*
zerlegt mit v € 7 und u' € Ut so zeigt Skalarprodukthildung mit u;, dass veu; = ueu;
gelten muss fiir 7 = 1...%. Da die Koeffizienten von u bzgl. der Orthonormalbasis die
Skalarprodukte mit den Basisvektoren sind, folgt u = Z?:ﬂ“j » v)u;. Dag demonstriert,
dass u eindeutig durch v bestimmt ist und u* = v—u dann natiirlich auch., Um die Exi-
stenz der Zerlegung zu zeigen, definieren wir fiir gegebenes v € V nun u := Zjﬂ(uj-v)uj.
Dann hat « mit allen wu; dasselbe Skalarprodukt wie v, und wegen der Bilinearitdt des
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Skalarprodukts bedeutet dies, dass v—u orthogenal ist zu allen Linearkombinationen der
u;, also zu allen Vektoren aus /. Mit w' := v—u € U* haben wir also die gesuchte Zerle-

gung v = u . Im Fall dimV < oc kénnen wir uy, ..., u, durch eine Orthonormalba-
SIS U1, ..., Uy, von U' erginzen. (Wenn UV+-={0} ist, so gilt aufgrund der bewiesenen
orthogonalen Zerlegung U/ = V und die Behauptungen sind klar.) Dann ist uq,...,ux

Orthonormalbasis von V, da diese Vektoren wegen der bewiesenen Zeriegung V' erzeugen
und als Vektoren eines Orthonormalsystems auch linear unabhéingig sind. Daraus folgt
nun die Dimensionsgleichung und auch die letzte Aussage, weil eine Linearkombination
zj 18545 genau dann zu Ugyis ..., U orthogonal ist, wenn sgyq = ... = s, = 0 gilt,
Wenn also die Linearkombination in {J liegt.

Allgemein heifit ein Unterraum U ein Komplement des Unterraums [/ eines Vektor-
raums V, wenn jeder Vektor v € V' eindeutig zerleghar ist v = w + U mit u € U und
iel. Man schreibt symbolisch V = U & [/ fiir diesen Sachverhalt und nennt w bzw.
% die Komponenten von v bzgl. der Zerlegung. Im endlichdimensicnalen Fall ist
dquivalent, dass sich Basen von U/ und U zu Basen von V erganzen Eine besondere
geometrische Eigenschaft der orthogonalen Zerlegung v = u + ut ist, dass hier u der
Punkt in I/ mit kleinstem Abstand zu v ist, also der Fulpunkt des Lo‘ces von v auf den
Unterraum /. Das sieht man daran, dass das Quadrat des Abstands von v zu v’ € U
gleich v —u/* = |(u—vu/) +ulf® = Ju—v/|* + ju'|® ist (die letzte Gleichung gilt wegen
(u—t') sut = 0 und ist nichts anderes als der Satz des Pythagoras} und am kleinsten
wird, genau wenn ' = v ist. Analog sieht man, dass ut der zu v nichste Punkt in U+
ist., Man nennt daher u bzw. ut die Orthogonalprojektionen von v auf U bzw. auf
U+, Der Beweis oben liefert folgende Formel fiir die Orthogonalprojektion von v € V' auf

U/ in Termen einer Orthonormalbasis u,...,ux von U:
k
Z(uj «v)u; ist die Orthogonalprojektion von v auf U= Ru; + ...+ Ru,.
=1

BEISPIELE (Anwendungen auf lineare Gleichungssysteme):

(1) Ist Ax = 0 ein homogenes lineares Gleichungssystem und sind a; = (a1, .., i)
die Zeilenvektoren der Koeffizientenmatrix, so kann man die i-te Gleichung schreiben
a;eX = a2 + ... + amz, = 0. Losungsvektoren sind also genau die x € R", die
orthogonal zu allen Koeffizientenzeilen sind. Mit anderen Worten:

e Der Lisungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems fiir n Unbekannle ist
das orthogonale Komplement des Unterraums von R", der von den Zeilenvekioren
der Koeffizientenmatriz aufgespannt wird.

(Wenn man die Vektoren des R™ als Spalten schreibt, so muss man diese Zeilenvektoren
natiirlich transponieren, also als Spaltenvekioren umschreiben.)

Das ertffnet folgende prinzipielle Mdglichkeit, eine Orthonormalbasis des Losungsraums
zu berechnen: Man wihlt eine maximale Anzahl % von linear unabhéngigen Zeilenvekto-
ren der Koeffizientenmatrix aus und ergiingt sie zu einer Basis von R™. Auf diese Basis
wendet man dann das Orthogonalisierungsverfahren an und lasst die ersten k Vektoren
der erhaltenen Orthonormalbasis weg, die ja denselben Raum aufspannen wie die Zeilen-
vektoren der Koeffizientenmatrix. Die Erginzung kann man immer so vornehmen, dass
man kanonische Basisvektoren hinzunimmt, das ist rechnerisch giinstig.
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(2) Eine Ursprungsgerade G in R? beschrieben durch eine Gleichung axy + bay = 0
(mit @ # 0 oder b # 0) ist das orthogonale Komplement G = (R())* des vom Koeffizien-
tenvektor erzeugten 1~dimensionalen Unterraums von R®. Binen zum Koeffizientenvektor
(a,b) orthogonalen Vektor # 0 kann man divekt angeben, nimlich (b, a), und dieser
Vektor ist dann Basis von G. Die Lésungsmenge ist alse G =R(7") und G+ =R(}) ist
die zu (G orthogonale Ursprungsgerade, beschrieben durch die Gleichung —bzy +azs = 0.

(3) In der Ebene x; — 22 + 3z3 = 0 in R? soll eine Orthonormalbasis bestimmt
werden. Hierzu ergéinzen wir den Koeffizientenvektor vy = (1, -2, 3) durch vs := (2,1,0)
und wg := (0,0,1) zu einer Basis von RY. (vy ist ein schon zu v; senkrechter Vektor,
den man direkt “erraten” kann, und der kanonische Basisvektor wvs ist glinstig, weil vq
einen Nulleintrag in dritter Position hat.) Da Orthonormierungsverfahren liefert dann die

Vektoren
1 2 -3

1
2 L1 s

?:11:-‘-1— e , = — 4] ,
VS Gl T Tm s

und die beiden Vektoren us, ug sind eine Orthonormalbasis der Ebene. Ein solche Ortho-
normalbasis hitte man auch erhalten konnen, indem man eine Basis des Losungsraums
direkt bestimmt, z.B. (2,1,0), (~3,0,1) durch Wahl von z,, z3 als Nicht-Basisvariable,
und diese dann orthonormiert. Hier ergibt sich so “zufillig” dieselbe Orthonormalbasis.
Die zweite Vorgehensweise filhrt schneller zum Ziel, aber wir woilten hier die in (1) be-
schriebene Methode veranschaulichen.

Man erkennt, dass das in (1) beschriebene Verfahren, das die Berechnung von n ortho-
normaien Vektoren in R™ erfordert, im Allgemeinen aufwendiger ist als die Berechnung
einer Basis des Lésungsraums mit Hilfe der Zeilen-Stufen—Form und anschliefiender Or-
thonormierung dieser k& Vektoren.

(4) Will man einen (z.B. parametrisch, also durch ein Erzeugendensystem) gegebenen
Unterraum U7 . von R™ als Losungsmenge eines Gleichungssystems darstellen, so kann
man sich Folgende zu Nutze machen:

e Nimmt man die Vektoren einer Basis des orthogonalen Komplements U+ in R™ als
Zeilen einer Koeffizientenmatriz A € R™™, so hat das Gleichungssystem Ax = ()
den Unterraum U als Lisungsmenge.

Die Losungsmenge ist ndmlich nach (1) gleich (U+)*, und das ist nach dem letzten Satz
gleich U. Eine Basis von U' kann man bestimmen, indem man wie in (1) eine Basis von
U zu einer von R™ erginzt und darauf das Orthenormierungsverfahren anwendet, oder
indem man die Vektoren einer Basis (oder eines Erzeugendensystems) von U als Zeilen
einer Matrix B nimmt und mit Transformation auf Zeilen-Stufen—Form eine Basis der

Lisungsmenge des Gleichungssystem Bx= 0 berechnet; denn die Lésungsmenge ist ja U=,

(5) Zu der ven u = (1,2, —1) erzeugten Geraden in R* soll ein beschreibendes Glei-
chungssystem aufgestelit werden. Dazu miissen wir gemif (4) nur zwei linear unabhingige
zu u orthogonale Vektoren finden. Das kann man “im Kopf” erledigen, z.B. sind (1,0,1)
und (—2,1,0) solche Vektoren. Diese nimmt man nun als Koeffizientenzeilen eines ho-
mogenen linearen Gleichungssystems und erhilt fur die gegebene Grade das Gleichungs-
system. '
Iy 4xz=10
—211 g =0
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+I'3 =0

(6) Zur der durch -
1
{ o +x3+x4 =10

definierten Ursprungsebene £ in R* soll eine Basis und fiir die dazu orthogonale Ur-
sprungsebene eine Basis und ein Gleichungssystem bestimmt werden. Das gegebene Glei-
chungssystem hat schon Zeilen-Stufen—Form (é?i ? 8) und mit der Wah! von x5, 24 als
Nicht-Basis—Variable erhilt man {-—1,-1,1,0), (0, —1,0,1) als Basis von E. Ein Glei-

chungssystem fiir £+ ist somit
—X1 —Xg +$3 e
a0

Fine Basis von E* ist gegeben durch die Koeffizientenzeilen {1,0,1,0) und (0,1,1,1)
des urspriinglichen Gleichungssystems (da diese linear unabhingig sind). Wenn man an-
dererseits in dem fiir £+ aufgestellten Gleichungssystem 3,24 als Basis—Variable wéhls,
so erhiilt man die Basis (1,0,1,0), {—=1,1,0,1) der Lésungsmenge E*. Das Gleichungs-
system mit diesen beiden Vektoren als Koeflizientenzeilen
7 +xq =0
{ —x1 -+ +xs="0

hat dann wiederum E als Losungsmenge. (Es entsteht auch durch eine leicht erkennbare
Zeilenoperation aus dem urspriinglichen Gleichungssystem fir F.) B

Die folgende Diskussion soll die frithere Ankiindigung prézisieren, dass man alle Ortho-
normalbasen in RY durch Drehung der kanonischen Basis erhalt und einen Eindruck von
der Gesamtheit aller Orthonormalbasen vermitteln

DISKUSSION (orthogonale Matrizen und orthogonale Transformationen):

(1) Ist A € R™" die Ubergangsmatrix von der kanonischen Basis zu einer anderen
Basis v1,...,V,, sind also v1,...,v, die Spalten von A, so ist das Skalarprodukt der i—
ten Zeile der transponierten Matrix AT mit der j—ten Spalte von A gleich v; ev;. Dieses
Skalarprodulkt ist aber nichts anderes als der Eintrag in Position {7, ) beim Matrixprodukt
ATA. Also ist v, ..., v, genau dann eine Orthonormalbasis in R", wenn gilt

ATA=1, = AAT bzw. dquivalent AT = AT,

d.h. die zu A transponierte Matrix ist die Inverse zu A. Eine quadratische Matrix mit
dieser Eigenschaft heiBt orthogonale Matrix. Aquivalent ist, wie die Uberlegung gezeigt
hat, dass die Spaltenvekioren Euklidische Linge 1 haben und paarweise orthogonal zuein-
ander sind. Aquivalent ist auch dieselbe Aussage iiber die Zeilenvektoren, weil A offenbar
genau dann orthogonale Matrix ist, wenn dies auch auf AT zutrifft (wegen (AT)T = A).
{Die Benennung “orthonormale Matrix” statt “orthogonaie Matrix” wire daher préziser,
ist aber uniiblich.) Eine Konsequenz aus dem Multiplikationssatz fiir die Determinante
ist 1= det(I) = det(AT A) = (det AT)(det A) = (det A)(det A) = (det A)?, also gilt

det(A) = £1 fiir orthogonale Matrizen A.

(2) Wir betrachten allgemeiner einen n-dimensionaler Vektorraum V' mit Skalarprodukt
und mit Orthonormalbasis wu.,...,u, und eine zweite Basis vy,..., 4, mit Ubergangs-
matrix A = (a;;) von den u; zu den vy, also v; = 3" . ayu;. Dann ist nach dem
fritheren Satz itber Orthonormalsysteme das Skalarprodukt zwischen zwei der Vektoren
v; dasselbe wie das Skalarprodukt ihrer Koeffizientenvektoren bzgl. der Orthonormalbasis
Uy,..., Un, also zwischen den entsprechenden Spaltenvektoren von A. Daran sieht man,
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dass die Ubergangsmatrix genau dann eine orthogonale Matrix ist, wenn auch die zwei-
te Basis orthonormal ist. Insbesondere ist die Ubergangsmatrix zwischen zwei beliebigen
Orthonormalbasen eine orthogonale Matrix.

(3) Die orthogonalen n X n-Matrizen A, A, ... bilden bzgl. der Matrix-Multiplikation
eine Untergruppe der Gruppe aller invertierbaren n x n-Matrizen (d.h. A~! und AA sind
wieder orthogonal), genannt orthogonale Gruppe von R™. Unter Beachtung der Sym-
metrie von A' A und von I, enthilt die Matrix—Gleichung AT A = I, formal %n(?ﬂ—l)
verschiedene quadratische Gleichungen fiir die n? Matrixeintrdge a;; von A. Man wird
also erwarten, dass bei einer orthogonalen Matrix in gewisser Weise n® — %ﬂ.(nJrl) =
$(n—1)n Eintréige frei gewshlt werden kénnen. Dies trifft tatsichlich zu und kann ma-
thematisch prézisiert werden. Die orthogonale Gruppe und damit auch die Menge al-
ler Orthonormalbasen in R™ ist eine “Mannigfaltigkeit” der Dimension z(n—1)n. Das
erwithnen wir, damit man einen Eindruck davon gewinnen kamm, “wieviele Orthonormal-
basen es gibt”. Die Gruppe aller invertierbaren n x n—Matrizen, bzw. die Mannigfaltigkeit
aller (nicht unbedingt orthonormalen) Basen in R, hat dagegen Dimension n*; denn man
kann in einer invertierharen n x n—-Matrix 4 alle Eintrége im Wesentlichen frei wahlen.
(Man muss nur den Ausnahmefall det(A) = 0 vermeiden.)

(4) Die orthogonalen 2 x 2-Matrizen sind genau die der folgenden Form:

cosc —sin o cosa sina
D, = ( ) und S, = ( ) .

sinc  cosa sine —cosa

D, beschreibt eine Drehung um 0 in R? mit dem Winkel @ und S, die Spiegelung in R®
an der Ursprungsgeraden mit Winkel 2a zur ersten Koordinatenachse. Die Spaltenvektor-
paare dieser Matrizen sind also die Orthonormalbasen in R®. (Das lduft auf die bekannte
Gleichung (sin o) + (cos @)® = 1 hinaus.)

Die Gruppe der orthogonalen 2 x 2-Matrizen hat die Dimension 1(2—1)2 = 1. In solchen
Matrizen kann man daher einen reellen Parameter frei wihlen, und das ist der Winkel a.
Die Gruppe der orthogonalen 3 x 3-Matrizen hat Dimension £(3—1)3 = 3, also kann man
in einer orthogonalen 3 x 3-Matrix 3 reelle Parameter frei wahlen. Entsprechende Matri-
zen, die von 3 Winkeln abhingen, lassen sich explizit angeben. Eine bessere Einsicht in die
Struktur der Abbildungen T'(x) = Ax von R"™ in sich, die durch orthogonale Matrizen
gegeben sind, gewinnt man aber fiir n > 3, wenm man statt der kanonischen Basis eine
giinstigere, zu T' “passende” Orthonormalbasis wihlt. Wie sich zeigen ldsst, kann man
dies stets so machen , dass die Matrixdarstellung von 7' bzgl. der neuen Orthonormalba-
sis eine einfache “Niagonal-Blockgestalt” besitzt, wobei auf der Diagonalen 2 x 2-Blacke
Deyyoony Dy, mit Winkeln oy zwischen ( und 180 Grad stehen und aufierdem evtl noch
Eintrage +1 und, wenn det{A) = —1 ist, noch ein Eintrag —1 (alle anderen Fintrige sind
Null). Dies bedeutet geometrisch, dass die Abbildung in m paarweise zueinander senk-
rechten Ursprungsebenen eine Drehung um die Winkel a4,...,a, bewirkt und in dem
zu diesen Ebenen orthogonalen Unterraum (wenn er nicht {0} ist}, alle Punkte festlésst
bzw. als Spiegelung wirks.

{5) Die lineare Abbildung 7:R™ — R”, T'(x) == Ax, die durch eine orthogonale Matrix
A definiert wird, fithrt die kanonische Basis in eine Orthonormalbasis vy,...,v, iiber
(die Spaltenvektoren v; = T(e;) = Ae; von A). Der Vektor T(x} hat bzgl. dieser Basis
den Koeflizientenvektor x. Da man die Skalarprodukte von Vektoren als Skalarprodukte
ihrer Koeflizientenvektoren berechnen kann, folgt T(x)«T'(y) = x+y fiir alle x, y € R",
d.h. die lineare Abbildung T erhalt Skalarprodukte zwischen Vektoren. (Das kann man
auch direkt nachrechnen mit (Ax)s{Ay) = (Ax)T Ay = xT AT Ay = x"Iy = xTy = x+y.)
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e Eine n x n-Matriz ist orthogonal, genau wenn die lineare Abbildung T(x) = Ax
Skalarprodukte erhilt, d.h. (AX)e(Ay) =Xy fir alle x, y € R™

Daran erkennt man die geometrische Bedeutung orthogonaler Matrizen A. Mit den Ska-
larprodukten erhalt T(x) = Ax nimlich alle geometrischen Gréflen und Relationen,
die mit dem Skalarprodukt definiert werden kénnen, also z.B. Lingen |T(x)| = |x| (da
x| = /x+x), Orthogonalitit x Ly <= T{x) L T(y) (da x Ly < x+y = 0) und die
Winkel <(x,y) zwischen Einheitsvektoren (die definiert sind durch die Bedingung, dass
ihr Kosinus gleich x«y ist). Man nennt solche Abbildungen 7:R™ — R"™ daher auch
verallgemeinerte Drehungen des n-dimensionalen Zahlenraumes, genauer (eigentli-
che) Drehungen, wenn det(4) =1 ist, und Drehspiegelungen im Fall det(4) = —1.

(6) Eine lineare Abbildung 7:V — W szwischen Vektorrdumen mit Skalarprodukt heifit
orthogonale Abbildung, wenn sie Skalarprodukte erhilt, wenn also gilt T'(v) «T(7) =
pe¥ fiir alle v, ¥ € V. Nach (5) sind die orthogonalen Automorphismen des R™ (d.h.
die orthogonalen Abbildungen des Raums in sich} genau die der Form x +— Ax mit einer
orthogonalen n x n~Matrix A. Wie in (5) sieht man auch fiir allgemeine orthogonale Ab-
bildungen 7°:V — W, dass T die Linge von Vektoren erhdlt. Insbesondere gilt T(v) = 0
nur fiir v = 0, d.h. T ist injektiv; daher muss dimW > dimV sein, wenn eine ortho-
gonale Abbildung von V' in W existiert. AuBerdem erhilt T auch Orthogonalitit (und
allzemeiner die Winkel) zwischen Vektoren, also transformiert T Orthonormalsysteme
in V in Orthonormalsysteme in W und, wenn V und W dieselbe endliche Dimension
haben, Orthonormalbasen von ¥ in Orthonormalbasen von W . Genauer sind fiir lineare
T:V — W zwischen Vektorrdumen mit Skalarprodukt folgende Aussagen Aquivalent:

(i) T ist orthogonale Abbildung, erhdll also Skalarprodukte, T(v)«T(w) =vew;
(i) T erhilt die Norm von Vektoren, [T(v)| = jv;

(iti) T erhélt Abstinde, |T(v) —T(w)| = v —wi;

(iv) T fihrt Orthonormalsysteme in Orthonormalsysteme dber;

und wenn dim V' < o und eine Orthonormalbasis in V' spezifiziert ist, auch noch:
(v} T fihrt die gegebene Orthonormalbasis in ein Orthonormalsystem von W dber.

In den Gleichungen ist dabei auf der linken Seite natiirlich stets das Skalarprodukt bzw.
die asscziierte Norm in W zu nehmen und rechts im Raum V. Dass aus (i) die anderen
Aussagen folgen, haben wir schon iiberlegt. Mit dem Argument aus (5) sieht man, dass
aus {iv) und daher erst recht aus (v) auch (i) folgt, weil zwei linear unabhéngige Vektoren
in V stets in einer von zwei orthonormalen Vektoren aufgesparmten Ursprungsebene
liegen. Die Aquivalenz von (ii) mit (ili) ist klar wegen der Linearitat T(v) — T(w) =
T'(v — w). Bs muss also nur noch itberlegt werden, dass aus der Léngenerhaltung (ii) die
Skalarprodukterhaltung (i) folgt. Dies liegt daran, dass man Skalarprodukte durch Léngen
ausdriicken kann mit folgender sog. Polarisationsformel:
[+ wff = o —wf =l + 2ew + jwf = {off —2vew + w]?) =dvew.

Wenn man iiberlegt, welche linearen Abbildungen T:V — W Orthogonalitdts—erhaltend
sind, also v L w == T{v) L T{w) erfilllen, so findet man, dass dies genau die Vielfachen
T = rS von orthogonalen Abbildungen §:V — W sind {r € R). Solche Abbildungen
nennt man, wenn 7 # 0, also T nicht die Nullabbildung ist, Ahnlichkeitsabbildungen,
weil sie Abstandsverhiltnisse erhalten (wenn auch nicht unbedingt die Absténde selbst)
und weil man in der elementaren Geometrie Figuren mit gleichen Abstandsverhiltnissen
“shnlich” zueinander nennt.
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{7} Abstandserhaltende Abbildungen zwischen Raumen, in denen eine Abstandsmessung
zwischen Punkten definiert ist, heiflen isometrische Abbildungen oder Isometrien.
Fiir Isometrien ¥V — W zwischen Réumen mit Skalarprodukt kann man zeigen, dass
sie antomatisch linear sind, wenn man noch eine Verschiebung in W so vorgenommen
hat, dass der Nullpunkt von V in den Nullpunkt von W abgebildet wird. Gema$ (6)
haben solche Isometrien also die Form V 3 v — T(v)+w € W mit einer orthogonalen
Abbildung 7' von V' nach W und einem festen Vektor w € W. Umgekehrt sind aile
Abbildungen dieser Gestalt auch isometrisch. Im Fall V' = W = R" sind also die iso-
metrischen Selbstabbildungen genau die der Form x +— T(x) + b = Ax + b mit einem
orthogonalen Automorphismus 7' des R™ hzw. einer orthogonalen n x n-Matrix A und
einem Vektor b € R™. Diese Abbildungen nennt man auch Bewegungen oder Kongru-
enzen des n—dimensionalen Fuklidischen Raumes. [

Wir schlieBen diesen Abschnitt, der schon recht weit in die lineare Algebra geliihrt hat,
mit einem Hauptsatz der linearen Algebra, der spéter bei der Optimierung (Maximum-—
oder Minimum-Bestimmung) von quadratischen Funktionen oder von allgemeineren dif-
ferenzierbarern Funkiionen mehrerer Verdnderlicher nitzlich sein wird. Der Satz hangt
zusammen mit der fritheren Beobachtung, dass einé lineare Selbstabbildung 7'(x} = Ax
des R™ bzgl. einer “giinstigen” Basis w.,...,u, unter Umstinden eine Matrixdarstellung
hat, die viel einfacher ist als die Matrix A € R™", welche T bzgl. der kanonischen
Basis ey,...,e, darstellt. “Einfach” wire in diesem Zusammenhang z.B. eine Diagonal-
matrixdarstellung, d.h. es gilt T'(w;) = Au; mit gewissen reellen Zahlen A; (den Diago-
naleintragen}. Anders gesagt: Die Basis uy,...,u, besteht aus Eigenvektoren von A und
die Zahlen A; sind die zugehorigen Eigenwerte (siehe 3.4), Wenn dies gilt und wenn die
Basis w4, ...,u, orthonormal ist, so haben wir {wegen &, = 0 fiir ¢ # j)

Ui » (A’Uj) = U;e ()\J’LLJ) = Ajé’i’j = Aifsij = ()\iui) eU; = (Aui) °Uj,

n T

und fiir Linearkombinationen v = 3°7  ruy und w = >"7 | s;u; daher:

n T

ve (Aw) = Z Zrisj uye (Au;) = Z Zrisj(Aui) cu; = (Av)ew,

=1 j=1 i=1 jeel
Fiir die Eintriage der Matrix A folgt insbesondere
Cbij = g e (A(Ej) = (AEI) '€j = (Iji,

d.h. die Matrix 4 ist symmetrisch, Wenn wir also eine Chance haben wollen, zur linearen
Abbildung T(x) = Ax eine Orthonormalbasis zu finden, bzgl. der die Abbildung durch
eine Diagonalmatrix dargestellt wird, so muss A symmetrisch sein! Der folgende Satz
sagt, dass man allein unter dieser — notwendigen — Voraussetzung dann auch tatsschlich
schon die gesuchte Orthonormalbasis wie gewiinscht finden kann.

Satz (von der Hauptachsentransformation):
Ist A eine symmetrische nxn-Matriz, so gibt es eine Orthonormalbasis uy, .. ., u, von R"
aus figenvektoren von A, also Au; = \u; fir gewisse Eigenwerte ;€ R und 1 =1...n.

Ist B die orthogonale Matrix mit den wu; als Spalten, so ist also dann B~!AB = BTAB
die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten A; € R als Diagonaleintrigen.
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Zum Bewess geniigt es im Wesentlichen, einen einzigen Eigenwert A und zugeh6rigen nor-
mierten Eigenvektor u von A zu finden, Wegen der Symmetrie us(Av) = (Au)ev = Ausv
bildet A dann das orthogonale Komplement (Ru}* in sich ab. Dieses Komplement ist
ein (n—1)-dimensicnaler Unterraum und dafiir kénnen wir den Satz bereits als bewiesen
annehmen (Induktionsbeweis), so dass es eine Orthonormalbasis von (Ru)* aus Eigen-
vektoren von A gibt, die u zu einer Orthonormalbasis von R™ ergiinzt. {Genauer bildet
man {Ru)® mittels Wahl einer Orthonermalbasis durch einen Isomorphismus auf R1
ab, wobei Skalarprodukte erhalten werden und die Wirkung von A anf (Ru)™ daher im
Bild R* ! durch eine symmetrische (n—1) x (n—1)-Matrix A’ dargestellt werden kann.
In R*~! gibt es dann nach Induktionsannahme eine orthonormale Basis aus Bigenvekto-
ren von A’, und unter dem Isomorphismus entspricht diese einer Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von A in (Ru)*.)

Um den Eigenwert A und Eigenvektor u zu finden gibt es zwei Wege. Ein algebraisches
Argument ist, dass es jedenfalls einen komplexen Eigenwert A € € gibt, weil die algebrai-
sche Gieichung det(tl,—A) = 0, deren Lisungen ja die Eigenwerte sind, gemi8 dem fir
C giltigen Fundamentalsatz der Algebra stets eine Losung hat. Zu A gibt es dann auch
einen Eigenvektor, der allerdings komplexe Eintrége haben kann, also die Form x-+1y # 0
hat mit x, y € R* (und der imagindren Einheit 1, also 1 R ) Die mit der Symmetrie
der Matrix A dquivalente Gleichung ve{Aw) = (Av) «w gilt nun aber auch fiir Vektoren
mit komplexen Eintragen. Wahlen wir insbesondere v := x +iy und w =7 = x —1y, $0
folgt: AveT = (Av)sT = ve(AT) = v+ (Av) = ve () = Mv+T. (Hier bezeichnet Z = z — Iy
die konjugiert komplexe Zahl zu z = z + iy fiir z,y € R.) Da nun v+7 = [x]* + |y|*
reell und positiv ist, folgt A = X, d.h. der Eigenwert A ist in Wahrheit reell. Dann gibt
es dazu natiirlich auch einen reellen normierten Eigenvektor w.

Das zweite Argument ist analytisch und hat mehr Bezug zu den Optimierungsaufgaben,
auf die der Satz spater angewendet wird. Hierbei wihlt man u als einen Einheitsvektor,
fiir den x s (Ax) einen kleinstmdglichen Wert hat. Eine solche Stelle existiert, weil die
quadratische Funktion x + xs(Ax) = > 7., a;;2:7; auf der Menge der Einheitsvektoren,
die eine beschrinkte und abgeschlossene Menge in R” ist, ein Minimum annimmt. (Das
wird in der Analysis bewiesen.} Fiir jeden zu u orthogonal@n Einheitsvektor und alle t € R
gilt dann we(Au) < ﬁ(u-}—tv)-(fiu%—f:m;) = s (Au) + tue( Av) +tve{ Au) -+t ve( Av)],
weil m(u + ) auch ein Einheitsvektor ist. Fir kleine £ > 0 kann das nur sein, wenn
we(Av) +ve{Au) = 0 ist; denn die Terme mit 1* sind vernachldssighar, wenn 0 < ¢ < 1.
Wegen der Symmetrie u-(Au) (Au)sv = ve(Au) folgt dann ve{Au) = 0 fiir alle zu u
senkrechten Einheitsvektoren v. Dies bedeutet aber, dass Au in dem zu diesen Vektoren v
orthogonalen Unterraum liegt und das ist Ru. Also gilt Au=Au mit einer reellen Zahl A.

DISKUSSION: (1)} Sind V,W endlichdimensionale Vektorrdume mit Skalarprodukt
und T:V — W eine lineare Abbildung, so gibt es eine eindeutig bestimmie Abbildung
T W — V mit

weT(w)=T*w)sv firalle veV, weW

T* heiBt diezu 7 adjungierte lineare Abbildung. Sind Orthonormalbasen vy,...,v,

bzw. wy,..., Wy in V bzw.in W gegeben und hat T diesbeziiglich die Ma,trmda:zs‘rellung
A, also a;; = w%-T( 3), 50 hat T* bzgl. derselben Basen die transponierte Matrix AT als
Matrixdarstellung; denn es ist v; « T%(w;) = T(v;) ¢ w; = a;;. Damit kann man auch die
Existenz und Eindeutigkeit von T* einsehen: Es muss T™(w) = > °_; (T(v;)+w)v; gelten,
und durch diese Formel kann man T* definieren und 7*(w)ev = w«T{v) nachweisen.
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Ist nun TV — V eine Abbildung von V' in sich, so heiflt T selbstadjungiert, wenn
T = T gilt. Aquivalent ist, dass die Matrixdarstellung von T bzgl. einer (und jeder)
Orthonormalbasis in V' symmetrisch ist. Die selbstadjungierten Abbildungen entsprechen
also hier den symmetrischen n x n-Matrizen im vorigen Satz. Und man kann den Satz
mit gleichem Beweis oder mittels Ubetragung durch einen orthogonalen Automorphismus
von R™ auf V' in folgender Form aussprechen (fiir endlichdimensionale V'}:

e [st T:V — V eine selbstadjungierte lineare Abbildung, so hat V eine Orthonor-
malbasis aus Figenvektoren zu T,

(2) Eine Funktion auf R™ der Form
Q(X) = Z CLij.’I'il‘j- fiir x = (331, ce ,Cl?n) e R™

ij=1
nennt man eine gquadratische Form oder eine homogene quadratische Polynom-
funktion von n Variablen. Man kann hier stets Symmetrie der Matrix A = (a;;) € R™*”
annehmen; notigenfalls ersetzt man a;; durch %(aij +a;), ohne den Wert der Summe zu
andern.

S(x,y) =x+{Ay) = Z a;xy; fir x, y € R?
ij=1

heifit die zu ¢ (oder zur symmetrischen Matrix A) gehdrende symmetrische Bilinear-
form auf R". Diese hat alle Eigenschaften eines Skalarproduktes bis auf méaglicherweise
die Positivitdt, d.h. man hat Symmetrie S(x,y¥) = S(y,x) und Linearitét in jeder der
Variablen x, y, wenn man die andere jeweil festhiilt. Die symmetrische Bilinearform S
bestimmt @ durch Q(x) = S(x,x) und die symmetrische Matrix A durch a;; = S{e;, ;).
Umgekehrt bestimmt ¢ auch S durch die Polarisierungsformel 45(x,y} = Q{x+y)} —
Q(x—y). Quadratische Formen, symmetrische Bilinearformen und symmetrische Matrizen
sind also dquivalente Begriffsbildungen.

(3) Fir quadratische Formen Q(x) = x+(Ax) folgt, wenn man x = > 0 (u;e2)u; als
Linearkombination einer Orthonormalbasis von Eigenvektoren wu; von A schreibt und
Uje (/iul) = U e (/\?’UZ) — /\15%, bEJI'ﬁCkSiChtigt:

Q(X) = )\](ul OX)Q + )\Q(UQ 'X)2 + ...+ )\n(un °X)2.

Dies bedeutet, dass ) darstellbar ist als Linearkombination von “vollstdndigen Quadra-
ten”, genauer von Quadraten linearer Funktionen 7;(x) = uyzy + ... 4 Up@, mit linear
unabhéngigen Koeflizientenvektoren. Das ist gewissermafien ein allgemeiner Satz iiber
quadratische Ergédnzung.

Sind alle Eigenwerte A; positiv, so beschreibt die Gleichung Q(x) = 1 ein im Allgemeinen
“schief” in R™gelegenes Ellipsoid (Ellipse, wenn n = 2; sind einige A; < 0, so kénnen
auch andere Kegelschnitte wie Hyperboloide, Paraboloide,... auftreten). Die durch die
Eigenvektoren definierten Geraden Rug,...,Ru, sind dann die geometrischen Achsen
dieses Ellipsoids. Daher riihrt der Namen “Hauptachsentransformation”.

(4) lm Hinblick auf Anwendungen in der Optimierung ist man an Kriterien dafiir interes-
siert, dass eine quadratische Form Q(x} = x+(Ax) auf R” die eindeutige Minimumstelle
0 hat, dass also Q(x) > 0 gilt fiir alle x £ 0. Man nennt in diesem Fall die quadratische
Form ¢ bzw. die symmetrische n x n-Matrix A positiv definit. An dem Ausdruck
Z? g1 Qi L kann man das oft nicht direkt ablesen, selbst wenn alle a;; > 0 sind, weil
die gemischten Produkte z;2;, i # j, ja auch negative Werte annehmen kénnen.
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Aus (3) sehen wir aber sofort:

o Die symmetrische Matriz A ist positiv definit, also x+(Ax) >0 fiir alle 0#x€R",
genau wenn alle Figenwerte der symmetrischen Malriz A positiv sind.

Die quadratische Form ist dann eine Summe von “vollsténdigen Quadraten”. Da die De-
terminante von A gleich der Determinante der Diagonalmatrix B7YAB ist, also das Pro-
dukt der Eigenwerte (mit ihrer Vielfachheit aufgefiihrt), ist dann folglich auch det(A4) > 0.
Allgemeiner sind die Eigenwerte und die Hauptminoren, d.h. die Determinanten der zur
Diagonalen symmetrisch gelegenen k x k—Untermatrizen, positiv; das sicht man, indem
man in die quadratische Form Vektoren einsetzt, die Nulleintréige in den Positionen haben,
die den gestrichenen Zeilen und Spalten entsprechen, und die entstehende quadratische
Form auf B* betrachtet. Insbesondere sind die Diagonaleintriige a; = e+ (Ae;) einer po-
sitiv definiten Matrix allesamt positiv. An diesem notwendigen Kriterium kann man oft
direkt erkennen, dass keine Definitheit vorliegt. Interessant ist, dass man umgekehrt an
der Positivitit der Determinante von wenigen speziellen Untermatrizen schon die positive
Definitheit von A erkennen kann. Man braucht dazu nur die sog. fithrenden Hauptmi-
noren zu betrachten. Unter dem k—ten fihrenden Hauptminor von A € R™™ versteht
man dabei die Determinante der Untermatrix, die aus A durch Streichen der letzten
n—k Zeilen und der letzten n—k Spalten entsteht (k = 1...n). Es gilt dann folgendes
Hauptminoren—Kriterium:

e Fine symmetrische Matriz A ist positiv definit, genau wenn all ihve fiihrenden
Huauptminoren positiv sind.

Beim Beweis mit Induktion kann man wieder annehmen, dass das Kriterium fiir sym-
metrische {(n—1) x (n—1)-Matrizen schon bewiesen ist. Die Untermatrix A’, die aus A
durch Streichen der letzten Zeile und Spalte entsteht, ist also positiv definit. Daher gibt
es eine orthogonale {(n—1) x (n-1)-Matrix B, so dass B'TA'B' Diagonalmatrix ist mit

positiven Diagonaleintrigen A%, ..., A, ;. Es folgt:
Mo... 0 ¢
0 0 ! !
BrT : B . 0
- A . — : . :
0 0 5 \
0...0 1 0...0 1 n-1 Cn-1
€1 +v- Cp—1 Onp
= B

Die Determinante der linken Seite unterscheidet sich nur umn einen positiven Faktor (das
Quadrat von det(B)) von det(A), und die der Matrix rechts kann mit Zeilenoperationen
leicht zu § = app — /N — ... — A _1 /A, | berechnet werden. Dieser Ausdruck ist also
positiv. AuBerdem erhélt man

n—1 n—1
C'x e {AC1x) = Z(}\imf 4 20i5,)  QppTE = Z N(ztcima /NP -+ 622,
i=1 =1

wobei die rechte Seite > 0 ist, wenn (0 # x € R®. Da mit x auch C~!x alle Vektoren in
R\ {0} durchlauft, ist damit die positive Definitheit von A bewiesen.

Eine Warnung noch: Die symmetrische n x n-Matrix A ist negativ definit, d.h. —A
ist positiv definit, genau wenn all ihre Eigenwerte negativ sind. Fiir die Hauptminoren
gilt das aber nicht! Weil sich die Determinante einer k x &-Matrix um den Faktor (—1)*
indert, wenn man sie mit —1 multipliziert, ist negative Definitheit vielmehr Hguivalent
damit, dass der k—te fithrende Hauptminor das Vorzeichen (—1)F hat fir k=1...n. ®
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BEISPIEL und DISKUSSION: Die quadratische Form

aus R3 soll auf Hauptachsenform gebracht und auf positive Definitheit untersucht werden.
Zuniichst bestimmen wir die symmetrische 3 x 3-Matrix A mit Q(x) = x«(Ax). An den
Koeflizienten von ) liest man ab (beachte, dass a;; = a;; die Halfte des Koeffizienten von
x;2; ist fir ¢ < j, wenn nur Produkte z;z; mit ¢ < j aufgefiihrt sind):

1 -1 2
A=1]~-13 O
2 060

Um die BEigenwerte zu bestimmen, berechnen wir das charakteristische Polynom:

t=1 1 -2
pat) =det{tly — A)=det | 1 t=3 0 | = —10# + 22¢.
-2 0 t-6

Die Bigenwerte sind die Nullstelien. Ein Eigenwert ist also A; = 0, zwei weitere ergeben
sich dann durch Lésen einer quadratischen Gleichung zu Ay = 5—/3, A3 = 5+/3.
Zugehorige Eigenvektoren berechinet man nun als nichttriviale Ldsungen der homogenen
Gleichungssysteme (I3 — A)x = 0. Man findet damit die Eigenvektoren

3 H 1
Uy = 1 s :‘:I‘Z — —2_-\/3 , GS — __2_!_\/5
-1 1-v3 14+/3

oder Vielfache davon. Diese Vektoren sind schon paarweise orthogonal zueinander, und
das muss auch so sein; denn es giit allgemein:

o [Lligenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer symmetrischen Maltriz sind or-
thogonal zueinander.

Das sieht man aus Aluwev) = (Au)ev = uve (Av) = plue+v), wenn Au = Au ist und
Av = pv. Wenn Eigenwerte A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms mit einer
Vielfachheit k& > 1 auftreten, so hat der entsprechende Eigenraum, das ist die Ldsungs-
menge des Gleichungssystems (Al — A)x = 0, die Dimension k; das folgt aus dem Satz
iiber die Hauptachsentransformation. Bei der Berechnung von k linear unabhéngigen
- Losangen wird man dann zuniichst im Allgemeinen nicht schon & zueinander orthogona-
le Eigenvektoren zu diesem Eigenwert A erhalten, aber man kann k linear unabhang1ge
Eigenvektoren ja immer orthonormieren.

Um die Hauptachsentransformation fiir das obige Beispiel abzuschlielen, brauchen wir die
Figenvektoren %; also nur noch zu normieren. Resultat ist die folgende Orthonermalbasis
des R?® aus Eigenvektoren von A:

1 1
g 1 o 1 = 1
=t 1], el -2v3]|, Tzt |-2+/3

VIEL 1242v3 \ [_/3 12-2V3 \ 1../3
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Damit, ergibt sich nun die folgende Darstellung der quadratischen Form als Summe “yoll-
sténdiger Quadrate”:

Q(X): A (ul ® X)2 -+ )\Q(UQ o X)Q + )\3(%3 s X)2

B f"?ifif—g[mlm(2+\/§)wz+(1—\/§>$3]” %{ml—@—x/‘é)m(lﬂ/ﬁ)m#

Auf diese Darstellung von @Q(x) als Summe von Quadraten linearer Ausdriicke in x
wire man durch Probieren wohl kaum gekommen. Die Berechnung einer Hauptachsen-
transformation ist, wie man sieht, zwar aufwendig, erfordert aber nur einfache Standard-
algorithmen. Tm ersten Schritt muss man die Eigenwerte bestimmen als Nullstellen des
charakteristischen Polynoms. Das ist bel Grad n > 3 nur “mit Glick” exakt durchfiihr-
bar. Wenn man die Eigenwerte alle gefunden hat, so sind die weiteren Schritte elementare
lineare Algebra; man muss nur noch homogene lineare Gleichungssysteme lgsen und die
Lisungen normieren, bzw. bel Dimension des Lisungsraums > 1 eine Orthonorimalbasis
von Losungen darin bestimmen.

Da der Eigenwert A\; = 0 auftritt, ist ibrigens ¢ nicht positiv definit; vielmehr nimmt
Q(x) den Wert Null auf gewissen Vektoren x # 0 an, genauer gesagt: Q(x) = 0 <=
x € Ru;. Immerhin sieht man, dass Q(x) > 0 gilt fir alle x. Dann nennt man die
quadratische Form bzw. die zugehérige symmetrische Matrix A positiv semidefinit.
Aquivalent ist, dass A keine negativen Eigenwerte hat. Bei positiv semidefiniten Matri-
zen sind alle Hauptminoren nichtnegativ, insbesondere also die Diagonaleintrage und die
Determinante.

Das Hauptmincren—Kriterium fiir positive Definitheit lasst sich nur teilweise zu einem Kri-
terium fiir Semidefinitheit erweitern. Der Beweis des Hauptminorenkriteriums oben zeigt
immerhin, dass A jedenfalls dann positiv semidefinit ist, wenn alle fiihrenden Hauptmi-
noren bis auf den zum grofiten Format n x n positiv sind und wenn nur der Hauptminor
zum grifien Format, also die Determinante der n x n-Matrix A selbst, Null ist. Es gibt
danm einen Null-Eigenwert mit Vielfachheit 1, und alle anderen sind positiv. Wenn A
aber den Eigenwert Null mit Vielfachheit > 1 hat, so ist auBer det{A) auch mindestens
noch ein fithrender Hauptminor zu kleinerem Format Null. Und man kann leider nicht
umgekehrt auf positive Semidefinitheit schlieBen, wenn etwa die fithrenden Hauptminoren
zu den beiden groften Formaten n x n und (n—1) x (n—1) Null sind und die anderen
positiv. Das zeigt z.B. die Matrix

= et e
— et b

die zur quadratischen Form
2
x] + ’L‘% b Qg + 2223 + 20073

gehort, welche indefinit ist, d.h. positive und negative Werte annimmt. Aquivalent ist,
dass die symmetrische Matrix positive und negative Eigenwerte hat. -



