Kettenbriiche und Euklidischer Algorithmus

I. Definition.
Sehen Sie die folgende Gleichung von Ramanujan':
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Die rechte Seite dieser Gleichung enthélt zwei berithmte mathematiche Konstanten
und e. Die linke Seite enthélt zwei Summanden: die erste (in Klammern) ist die Summe

einer unendlichen Reihe und die zweite ist ein unendlicher Kettenbruch.
Wir werden nur endliche Kettenbriiche betrachten. Seien ag und a; zwei natiirliche

Zahlen. Schreiben wir das Schema des Euklidischer Algorithmus fiir sie:

.
ag = a1q1 + as, 0<as <ay,
ay = asqs + as, 0 < as < ao,

Op—2 = Qp_1Gn-1 + Qn, 0< ap < Qp-1,

Gp—1 = QpQp + 0.
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Dann haben wir
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Setzen wir so so fort, dann erhalten wir:
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Den Ausdruck in der linken Seite dieser Gleichung nennt man einen endlichen
Kettenbruch. Also haben wir den Bruch g—(l] als Kettenbruch dargestellt.

'Ramanujan ist ein genialer indischer Mathematiker (1887-1920).
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Definieren wir Ndiherungsbriiche:
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Satz. Setzen wir Py = 1, Qp = 0 und P, = ¢,Q; = 1. Dann kann man die
Néherungsbriiche induktiv berechnen:

Piyn=qin P+ Py,
Qit1 = ¢i+1Qi + Qia

Der Bruch Q’i immer zwischen seiner Ndherungsbriiche g und 5”1 liegt. Der Abstand
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zwischen 2 und Lit ist kleiner als der Abstand zw1schen und L
a1 Qi—f—l Qz
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Aufgabe 1.

(a) Schreiben Sie das Schema des Euklidischen Algorithmus fiir die Zahlen ap = 125
und a; = 92 auf. Berechnen Sie den gréfiten gemeinsamen Teiler (125,92).

(b) Finden Sie ganze Zahlen u, v, so daf gilt 125u + 92v = 1.

(c) Stellen Sie den Bruch 19225 als einen Kettenbruch dar.

(d) Berechnen Sie entsprechende Niherungsbriiche.

Aufgabe 2
(a) Beweisen Sie per Induktion und mit Hilfe der Formel (2), daB fiir jeweils zwei

nebeneinander stehende Ndherungsbriiche g und d_H gilt

Pi+1Qi - Pi@i+1 = (—1)Z+1-
(b) Beweisen Sie, da} P, und Q; teilfremde Zahlen sind.
(c) Beweisen Sie, daf gilt
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(d) Sei a ein Bruch und 5 522 ..,% seine Ndherungsbriiche. Beweisen Sie, daf3
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Aufgabe 3. Sei a = % Finden Sie einen Bruch g mit minimalem @), so dafl
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