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1. EINLEITUNG

Diese Ausarbeitung soll zunéchst ein Verfahren vorstellen, dass den grofiten gemeinsamen
Teiler (ggT) von zwei ganzen Zahlen berechnet. Dieses Verfahren ist einfacher und in der
Regel schneller, als die gemeinhin bekannte Primfaktorzerlegung: Der Euklidische
Algorithmus. Dass dieser Algorithmus schneller ist, zeigt die darauthin dargestellte
Laufzeitanalyse von Lamé.

Im Anschluss wird der Restklassenring Z,,und die kartesiche Summe mehrerer Ringe
definiert und kurz wiederholt, worum es eigentlich geht, wenn man von Ringen spricht.
Ebenfalls soll eine Aussage iiber die Struktur des Restklassenringes gemacht werden.

Zum Schluss wird ein Verfahren erldutert, dass ein System von Kongruenzen 16sen kann,
welches heute vielfach in der Kryptographie zum Einsatz kommt und schon etwa 3000 v. Chr.

entdeckt wurde: Der Chinesische Restklassensatz.
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2.1. Der Euklidische Algorithmus

2.1.1. Satz (Euklidischer Algorithmus)

Im Folgenden soll der Algorithmus, der bereits etwa 300 v. Chr. von Euklid veroffentlicht
wurde, dargestellt werden. Dieser Algorithmus bendtigt, wie anfangs erwéhnt, keine
Primfaktorzerlegung und ist daher ein viel schnelleres Verfahren, um den groften
gemeinsamen Teiler (ggT) zweier Zahlen a und b zu bestimmen.
Setzt man die Zahl a = a, und b = a4 so ergibt sich zur Berechnung des ggT das folgende
Verfahren, dass erst endet, wenn man bei den dargestellten Divisionen mit Rest den Rest 0
erhalt:

ap = a14; t+ a

a; = axq; +as

Ap-2 = Ap—1qn-1 +ayn

an—l = anqn + 0; 0 < an < an_l < e < al'

Dann ist der ggT(a,b)= a,

Der Mathematiker Bézout hat den Euklidischen Algorithmus noch erweitert, indem er in
einem Lemma feststellte, dass es zwei Zahlen u und v gibt, so dass gilt:
ggT(a,b) = ua + vbh.
Diese Zahlen erhélt man ebenfalls durch oben vorgestelltes Verfahren.
Zudem gilt, falls der ggT(a, b) = 1 ist:
ua = 1 (mod b)
Das bedeutet, dass ua bei Division durch b den gleichen Rest ldsst wie 1. Dies ergibt sich

direkt aus dem Lemma von Bézout, wenn man es in modulo- Schreibweise betrachtet.
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2.1.2. Beispiel

Suche in diesem Beispiel den ggT(517,96):
a=517,b =96
517 =96 -5+ 37
96 =37-2+22
37=22-1+15

22=15-1+7
15=7-2+1
7=1-7+0

99T (517,96) =1
Durch die Erweiterung des Algorithmus lassen sich die Zahlen « und v ermitteln, so dass gilt:
99T (517,96) = ua + vb:

99T(517,96) =15—-7-2=15-2(22—-15)=3:15—-2:22

=3(37—-22)—2:22=3-37-5-22=3-37-5(96 —2-37)

=13-37—-5:96 =13(517—-5-96) —5-96 =13-517 — 70 - 96
Ebenfalls gibt es also die Zahl u, so dass u96 = 1 (mod 517):

96 -u = 1mod(517) mitu = —70

denn: 96 - (—=70) = —6720 und (—6720 — 1): 517 = —13.

2.1.3. Laufzeitanalyse

Um die Laufzeit des Euklidischen Algorithmus analysieren zu konnen, muss erst die
Beschaffenheit der Fibonacci- Zahlen erklért werden:
Man bezeichnet jede Fibonacci- Zahl mit einem F und als Index die Nummer der jeweiligen
zahl. So ist:

Fi=F=1LF=F_1+F_
und es ergibt sich fiir die ersten neun Zahlen:

i|1‘2‘3‘4‘5|6|7|8|9

Fi‘l‘l‘2‘3‘5‘8‘13‘21‘34
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Ein Satz von Lamé besagt nun, dass der Euklidische Algorithmus bei zwei Zahlen a, b mit
a > b > 0 maximal 5k Divisionen benotigt. Dabei entspricht & der Anzahl der Ziffern der
Zahl b.

Beweis

Um diesen Satz zu beweisen, muss zunichst ein Hilfssatz eingefiihrt werden:

Lemma: n > 2: F,.c > 10E, (¥)

Fopn+t B+ g+ B+ By = Fopg + By +4F00 + 2B, = 5F 4 + 3F, =

1
5(F, + F,_,) + 3F, = 8F, + 5F,_, > 8F, + 4F,_, > 8F, + 2F, = 10F, O
Y 2F,_4>F, 1+F,_,=F,

Nun kann man den Beweis von Lamé fiihren:
Esista, = 1 = F,, hierzu betrachte man das oben vorgestellte Verfahren von Euklid. Auch
die weiteren Schliisse sind dort ohne weiteres nachzuvollziehen.

An-1>a,=21=F,

>a,,=22=F

Apn-2 = Ap_1 ' Qqn1tap=an_1ta, =2F+F =F,

>ap,=>F,

Ap-3 2 Ap2qn—2+tAp12ap 2t an 1 2F +F3=Fs
Nimmt man diese Idee auf und fiihrt sie analog weiter, gelangt man zu

b=a; =2Fyq
Setze nun n > 5k, um im weiteren Verlauf zu einem Widerspruch zu gelangen, womit
gezeigt wire, dass die Anzahl der Divisionen nur kleiner als 5k sein kann.

()

b = Fsky2 = Fs(e-1)+2)+5 S 10Fs(e—1y42 = 10F(5(k-2)+2)+5
()
= 10(10Fs(e—z)+2) = 102 F(sqe-3)+2y45 = 102 (10F5e—3)42)

() (x)
10°F(s(—a)+2)+5 = 10°(10F5—gy42) = - = 10%F, = 10*

~
—

*

Widerspruch! o
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2.2. Der Restklassenring Z,,

2.2.1. Einfithrung

Hier soll kurz wiederholt werden, was eine Gruppe beziehungsweise ein Ring ist.

Eine Menge G heilit Gruppe, falls mit innerer Verkniipfung -: GxG — Ggilt:

a) (a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c €G

b) are=e-a=a Va € G, e heildt neutrales Element

1 1

c) zujedema € G existierteina ! €Gmita-al=al-a=e

d) G heiit zusitzlich abelsch, falls gilt: a-b =b -a Va,b € G
Eine Menge R heifit Ring, falls mit inneren Verkniipfungen ,,+*“ und ,,- ": RxR — R gilt:

a) (R, +)istabelsche Gruppe
b) Assoziativgesetz gilt bzgl. ,,-*

c) Distributivgesetze gelten

2.2.2. Definition Restklassenring Z,,

Seien x und m natiirliche Zahlen. Teilt man x durch m bekommt man einen Rest r, so dass
x=mq + r,wobei q,r €EZ;0 <r <m— 1list

Der Rest r wird als Rest,, (x) bezeichnet. Wenn man m fixiert und x variiert, bekommt man
Reste aus der Menge Z,, = {0,1, ..., m — 1}.

Mit der Addition: i+,,j = Rest,, (i + j) und der

Multiplikation: i -, j = Rest,, (i - j) ist dies ein Ring.
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2.2.3. Definition der kartesichen Summe von Ringen

Seien Kj, ..., K¢ Ringe. Man bezeichnet K, ®K,® ... ®K; = {(14, ..., 15); 1; € K;Vi}
als die kartesische Summe der Ringe K3, ..., K.

Dies ist mit den Verkniipfungen

+:(ry, e, ) + (1) =y + 14, o, 5 + 1) und

o (ry, ., 15) - (r{, ..15) = (ry - 14, ..., 15 - 1) ein Ring.

2.2.4. Satziiber die Struktur des Restklassenringes Z,,

Sei m = m;my...m;, wobei my, my, ..., m; paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen sind. Dann
ist Zy, isomorph zu Z, ® ... ®Z, .
Also existiert eine bijektive, verkniipfungstreue Abbildung
D: Ly 2 Ly, ® ... ®Lpy,  mit
D:x - (Restml (%), ...,Restms(x)).
Dieser Satz zeigt, dass zwei Mengen, die zunéchst vollig verschieden sind, im eigentlichen
Sinne doch ,,gleich* sind: Eine Menge mit einzelnen Elementen ist isomorph zu einer Menge,
deren Elemente aus Tupeln bestehen. Anhand eines Beispiels wird die Tragweite dieses
Satzes klar:
Betrachte Z,®Z; = {(0,0), (1,1), (0,2), (1,0),(1,1), (1,2)} und
Z¢ = {0,1,2,3,4,5}.
Nach Satz gilt: Zg = Z,®Z5.

Bewelis

1. Injektivitét

Annahme: x,y € Z, mitx >y > 0 und Rest, (x) = Rest,, (y)
Esistx =m;q; +rundy = m;q; + s
Also muss gelten:

r=s

X —myq; =y —mq;
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x—y=mq; —m
@x—y=my(q; —q;) (*)

m;teiler fremd
~

= x —y =mq Widerspruch,dam>x >y >0

2. Surjektivitit

Die Anzahl der Elemente von Z,, ist gleich der Anzahl der Elemente der

kartesichen Summe und @ ist injektiv => @ surjektiv. O

3. @(x+vy)=® (x)+ P(y)

= Resty, (x +y) = Rest,, (Resty,, (x) + Resty,, (¥))

O]
S m; teilt (x + y) — (Restmi(x) + Restmi(y))

= m; teilt (x - Restmi(x)) + (y - Restmi(y))
= m; teilt (x —(x - miql-)) + (y — (y — miq]-))

= m; teilt m;(q; — q;) i

4. @ (xy)=® (x)P ()

= Resty,, (xy) = Resty, (Resty,, (x) - Rest,,, (¥))
3

3 m; teilt xy — (x — myq;) - (y - miqj)

= m; teilt m;(—xq; — yq; + m;jq;q;) O
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2.3. Der Chinesische Restklassensatz

2.3.1. Der Satz

Seien m;, my, ..., my paarweise teilerfremde ganze Zahlen. Dann existiert fiir jedes Tupel
ganzer Zahlen x;, x; ..., x; eine ganze Zahl x, so dass die folgenden Kongruenzen erfiillt sind:
x = x; (mod m,)
X = x, (mod m,)

x = x; (mod my)

Setzt man m = mym, ... my, dann findet man x mit
S
Z (m>
Ly \my)
=1

dabei ist ¢; Inverses zu —in /-
i

Also istc; (%) = 1(mod m;). Dies zeigt, dass zur Berechnung der c¢; der Euklidische

Algorithmus, insbesondere seine Erweiterung genutzt werden kann.
Alle anderen x sind zu diesem kongruent (mod m).
Dieser Satz wurde bereits etwa 3000 v. Chr. entdeckt und ist heute noch elementar in vielen

Anwendungen, beispielsweise der Kryptographie.

Bewelis

1. Existenz:

Es gilt, dass m; % furi # j teilt.

Betrachte dazu: % =mym, ..Mm;_1M;4q1 ... Ms. Wenn nun i # j ist ldsst sich die rechte Seite
l
durch m; teilen. Somit gilt:
m e - -
C; (—) x;, =0 (mod mj) firi #j

L

und ¢; (%) X, = X; (mod mj) firi =j
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Also gilt fiir die Reihe
S
m
¢i\—)x; = x; (mod m;)
m;
i=1
X0

Daher gilt xy = x; (mod mj) Vj=1,..,s, wie gewiinscht.

2. Eindeutigkeit:

Annahme: x = x, mit x = x; (mod m;)
= Rest,,, (x) = Rest,y,, (x,)

= m; teilt (x — x,) Vi
m; teiler fremd

-
= X —Xg = mq
> x—x9=0

=X =X, m

2.3.2. Beispiel

Man bestimme ein x so, dass folgende Kongruenzen erfiillt sind:

x = 2 (mod 3)
x = 3 (mod 4)
x = 2 (mod)5)
Es gilt:
S
m
Xg = Z Ci (H) X;
i=1

60 60 60
:C1<?>'2+C2<T>'3+C3(?)'2

=2:-20-24+3-15-34+3-12-2
= 287
= x = 47 (mod60)

10
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Es wurde in dieser Ausarbeitung also klar, dass der Euklidische Algorithmus eine Bedeutung
hat, die noch heute relevant ist. Zum einen ldsst sich dadurch nach wie vor, der ggT zweier
Zahlen auf einfache Weise berechnen und zum anderen flieBt er in den Chinesischen
Restklassensatz, der heutzutage sehr aktuell ist, indirekt mit ein.

Ebenfalls ist ersichtlich geworden, welche Struktur der Restklassenring aufweist und dass es
auch Isomorphismen zwischen Mengen gibt, die zunédchst vollig kontrir erscheinen.

Ein interessanter Aspekt wire sicherlich noch die Frage, wozu der Chinesische
Restklassensatz zur Zeit seiner Entdeckung gedient hat, doch die Quellenlage hierzu ist eher

diirftig.

11
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4. QUELLENANGABE

Prof. Bogopolski, Oleg: Algorithmische Zahlentheorie mit Anwendungen in der
Kryptographie.

Beutelspacher, Albrecht: Lineare Algebra. Eine Einfiihrung in die Wissenschaft der Vektoren,
Abbildungen und Matrizen

Fischer, Gerd: Lineare Algebra.
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