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Normalformenvon Matrizen -Jordansche Normalform

1) Matrizen linearer Abbildungen

1.1 Definition
SeiV ein C -Vektorraum der Dimension undg :V - V eine lineare Abbildung. Wir
stellen die Vektore(g),....¢ (€, ) in der Standardbas'fs::{ 8,..., q} dar:

d(e)=a,e+..+a,e

¢(eh) =a,6+..+ta,€
Die Matrix (@) heiRtDarstellungsmatrix vor bzgl. der Basie. Sie wird mit
[(15]e =(a;) bezeichnet.

1.2 Definition
Sei v::{vl,...,v} eine weitere Basis vo¥ . Dann kann diese Basis in der

n

Standardbasis dargestellt werden:

Vi= et fr 6

Vn = ﬁnle.l.+"'+ﬁan1
Die Matrix T == (,Bij ) heilRtUbergangsmatrix vore zu V.

1.3 Satz
Seig:V - V einelineare Abbildung{,(ﬁ]e, [¢]V Darstellungsmatrizen vo@ bzgl. der

BaseneundV und T = (,Bij ) die Ubergangsmatrix vo@ zu V. Dann gilt:

4], =T"[e].T

2)Jordansche Normalform fir nilpotente Abbildungen

2.1 Definition
Eine lineare Abbildungs :V - V heif3tnilpotent wenn es eirk (N gibt mit

$p20,0°20,.05 2 0g* = (

2.2 Definition
Eine ¢ -Tabelle ist eine nicht-leere Tabelle der Form
Vl V2 V3 “us Vk
Vk+1 Vk+2 e VI
. Vm+1 R Vn
mit:

1) Tabelle ist rechtsbindig
2) Fur die Elemente der Tabelle gilt: 1V

3) Fir jede Zeilev,,v,,,,...,v, gilt: v, 01 v,

sl

O v,00..00 vOf0



2.3 Lemma

Sind die Vektoren,,V,,...,v, der letzten Spalte de# -Tabelle linear unabh&ngig, so
sind alle Vektoren der Tabelle linear unabhéngig.

Beweis:
Sei v, v, v,
Vy Vs
Ve V7 Ve Vo eine ¢ -Tabelle, wobei

V3, V5, Vg linear unabhangig sind. Betrachten wir die Glenghu
VL + AV, Ha oV,
(1) TAN, T AVs
+AgVg + AN+ A Ng+ O Vg=0
Anwenden von@ liefert:
o (V) +ap(Vy) +a H(v)
+a,p(v,) + asp(Vs)
+agp(Ve) + ap(vy) +a (V) +a $(vg =0
(2) <
AN, TaV;+a P
+a,ve + a0
+agV, +a Vgt agvyta Pd=0
Erneutes Anwenden vog liefert:
@ P(V,) +a H(Vs)
+a,0(Vs)
tagp(vy) +a(vg) +agh(vy =0
3) <
av;+a,0
+a,0
tagVgtaNg+a0=0
Erneutes Anwenden vo@ liefert:
a,p(Vs)
+asp(Vg) + a4(vo) =0
(4) a,0
+agVy+a,0=0
agVy =0
Da vy linear unabhéangig ist, alsg # 0 gilt, folgt: a5 =0.



Setzen wir dies in (3) ein, so erhalten wir diei@lang a,v; + a,v, =0, wobei wieder
V3, Vg linear unabhéangig sind und somif = a, = 0 folgt. Setzen wir nur,,ag,a in

(2) ein, so erhalten wirar,v; + a Vs + a Vg = 0. Aus der linearen Unabhéangigkeit der
Vektoren folgt:a, =a, = a5 =0. Setzen wir nun noch
a=a,=a,=as=0a,=a4=0in (1) ein, so erhalten wir letztlich:

V5 + Vs + agvy= 0, wobei auch hier die lineare Unabhangigl®it=a; = a4, =0
liefert. Insgesamt folgt alsar; =...= a4 = 0 und somit die lineare Unabh&ngigkeit von
Vi, Vg.

Ziel: Da die Vektoren in der letzten Spalte @&fTabelle i.d.R. nicht linear unabhéngig sind,
wollen wir eine @ -Tabelle konstruieren, fiir welche diese Bedinguniglleist.

2.4 Definition
Mit folgenden Operationen kénnen wir eigle Tabelle in eine neue Uberfiihren:
(ET1) Multiplizieren einer Zeile mit einer Zalat # 0
(ET2) Addieren eines Teils einer langeren Zeilemer kirzeren

(ET3) Streichen eines Kastchens, das den Nullvekitralt und die Tabelle
rechtsbiindig machen

Diese Operationen nennt malementare Transformationen

2.5Lemma

i) Mit Hilfe der elementaren Transformationen kann rdanletzte Spalte eingp -
Tabelle linear unabhangig machen.
i) Die elementaren Transformationen verandern denrSgang -Tabelle nicht

Beweis:
)" Um dies zu beweisen konstruieren wir einen édghmus:
1) Stelle mit den Vektoren,, ...,V der letzten Spalte dep -Tabelle die O dar:
av,+..+a,Vv,=0
2) Sind hierbei allea; =0 (i=1,...,m), so sind die Vektoren linear unabh&ngig und
wir sind fertig.
3) Sind nicht allea; =0 (i=1,...,m), so wahle diejenigen Vektor@!p mit a; z0
und stelle folgende Linearkombination auf:
(*) ailvil +"'+qs\(s =0

4) Wahle jenesx/ij , welches in der kirzesten Zeile der Tabelle siaeltitse die

: , 1
Gleichung (*) danach auf. O.B.d.A. sei digs: v, :a,—(—aiz\(2 —...—agsys).
i1

Wenden wir nun (ET1) auf die Zeilen Vf),...,M_an und mit diesen Zeilen

dann (ET2) auf die Zeile VoM , SO erhalten wir:

a; a;
Vi +—2v +..+—Vy =0
1 a 2 a s

lh I

Die Anzahl der Vektoren in der Tabelle sinkt also eins.



5) Beginne bei 1)
L) Seien vi,...,V,, die Vektoren deg -Tabelle undsp(\, ..., ¥, ) deren Spann.

SJETL) Z.Z: SP(M, - Voo Wy )= SAV, -l VoY

X=aVv+..+a N +..+a,\,
ai
:alv1+...+7(/lvi)+ Lt aL v,

= xOsp( VoA Voo W)

= SP( ooy Yoo Yo ) 0SB ¥1eed Vo)
SeixUsp(V,...AY,.... ) ), d.h.
X=aV+..+a Ay +. . +a,\,

=V, t..ta v+t a

= XOsp( Vyeoes Yy ens W)

= SP( Ve Yoo Yo ) O SH Vel VL)
Insgesamt folgtSp(\f,..., ¥,---s ¥, )= SPEV, . V .Y .

HET2)" Z.Z.: SP(Myees Yiseeos Y seedh 'SPV, eV VeV
Bew: Sei XU S Y, Yoy Y 5oy dih.

X=aV+..+ay+.ta v+ oFay,
=aVv,tot@lap N L Aa Lt
=avt.ta vt tap v ta vt Lta
=avtota 't ta (VY)Y LAan

= xU sp(\(,...,y,...,y+ i\/,...,,}{)

= sp(\i,...,y,...,\{ ,..,vm) U sp( Vo VoY ,\/,...,M)

Sei XUSH Yooy Yieens Y+ Vo duh.

X=a+..tay+.ta; (Y +V)+.+a, |
2R 7 AV S 7 VIR ' AAVA SN 7 SV)
SEZAVR N 7 AV 7 SRV S 7 (VA S 7 SV)
=gVt (@ o) Fta Y LA,

=avt.ta vt ota vt tan
= xUJ sp( \{,...,y,..,vj,...,vm)
:>sp(\{,...,y,...,\( M) O s() VoV iv,..m\a



Es folgt:SP( Yy ey Yyeus Y seeesMy ' SPVyeeeiVyeeigVH VgV
JET3)" Z.Z.: sp(M,.., ¥,)= SH V,...,0,..., ¥
Bew: Sei xU s \,..., ¥, )d.h.

X=aV +...+a,V,

=av,+..+a; 0+ ..+ a,V,

= x0sp(\,.-,0,...,Yp)

= sp( .., Vo) O SH ¥,-..,0,.., )
SeixOspy,...,0,...,\, d.h.
X=a+..+a,0+ . +a,V,

=aVv, +..+d\Vy,

= xOsp( Y, Vo)

= sp( ..., Vo) O SH ¥-..,0,...,¥)

Insgesamt folgtsp( \, ..., \,,)= SH ¥...,0,..., ¥

2.6 Satz
SeiV ein C -Vektorraum der Dimensionund ¢ :V - V eine nilpotente lineare
Abbildung. Dann existiert eine Basis:{vl,...,vn} vonV, so dass die
Darstellungsmatrix vo bzgl. dieser Basig folgende Jordansche Normalform hat:

J, 0
J
[¢], = 2
0 NN
wobei jeder BlockJ, (i =1,...k) einelementarer Nilpotenzbloder folgenden Gestalt ist:
0 1 0
0 1
J = 0
1
0 0

Beweis:
Wir betrachten die Standardbasis={ g,..., &} vonV. Da @ nilpotent ist gilt

e 08 ¢(e)0f .00 ¢ (g) 0% 0
e, 0 ¢(e)0%. .00 ¢%(g)0%- 0

e, 0t ¢(e)0- .00 ¢"(e)0%- 0



Die obigen Vektoren erfillen die Bedingungen fiergente eineg -Tabelle, also
existiert folgendep -Tabelle:

& é(e) P"(e)
e #"7(e,)
6 - | ()

Fur die Vektorer{el,...,¢r" (q.])} der ¢ -Tabelle gilt: sp(g,...,¢" (€))=V, da der

Spann die Basisvektoren enthalt. Nach Lemma ZX&rih man nun die letzte Spalte der
Tabelle mit Hilfe von elementaren Transformatiofieear unabhangig machen. Dann ist
nach Lemma 2.3 die gesamte Tabelle linear unabyabgi nach Lemma 2.5.ii) der
Spann der Vektoren unter elementaren Transformati@nhalten bleibt, gilt fur die

Vektoren{v;,...,v,} der Tabelle

A e v
\/l RIS oo Vk+l
Vn Vm+1

sp(\,-.., ) = V. Da{v;,...,v,} linear unabhangig sind und sfeaufspannen, haben wir
eine Basis gefunden.

Sei eine solche Tabelle z.B.: Dann gilt:
v, v, v 0o 0% v
Ve v, Vy v, 0915 0y, 010 v
V7 Ve v, 0% v 0% 0
Vs v, 0% v 0% 0
Erstellen wir nun die Matri*¢]v, so erhalten wir:
0 1;,0 0 00 O
O 00 0 00 O
O 0/0 1 0/0 O
0O 0,0 0 1;0 O
[1.=/6 00 0 0 0 0
O 0{0 O O0{0 1
O 0j0 0 00 O
O 0;0 O 0/0 O

Wir erhalten also die gewlnschte Form.



2.7 Beispiel

01 2
Seig:V - V; V> Avmit A:=|0 0 1| eine lineare Abbildung. Diese ist
0 0O

O 0 1 O 0O
nilpotent, daA’={ 0 0 0|, A>=|0 O 0] gilt. Wir bilden die Einheitsvektoren
O 0O O 0O

immer wieder mit¢ ab, bis der Bildvektor auf 0 abgebildet wird:
e =(1,0,0f ~ (0,0,0)
e, =(0,1,0f ~ (1,0,0) ~ (0,0,0)
e;=(0,0,1) ~ (2,1,0) > (1,0,0)— (0,0,0

Wir erhalten folgende? -Tabelle:

1,0,0 0,0,0

0,1,0 1,0,0 = 0,1,0 1,0,0

| 001 2,1,0 1,0,0 | 001 2,1,0 1,0,0

= 2,0,0 0,0,0 = -2,0,0

| 001 21,0 1,0,0 \ 0,0,1 \ 2,1,0 1,0,0
| 0,0,1 \ 2,1,0 \ 1,0,0 \

Somit erhalten wir als Bas'hz;={(1,0,0)T ,(2,1,0) ,(0,0,I} :
Bilden wir diese mit@ ab, so erhalten wir:
10,0y 0% (0,0,0)
010
(2,1,0f 0% (1,0,0)=v,=[¢],=| 0 O
0 0O
(0,0,2f 011, (2,1,0) =v,

Bilden wir nun die Transformationsmatrix verzuv, indem wir die Vektoren
{vl,vz, V3} in der Standardbasis darstellen. Dann erhaltemiMatrix

T =

o O B+
o N
O O

Nach Satz 1.3 giIEgIﬁ]V :T'l[¢]eT. Also mussen wir in der Gleichuﬁ@[¢]V = [¢]eT
zwei gleiche Matrizen erhalten. Dies lasst sicbHenachrechnen.



3) Jordansche Normalform fir lineare Abbildungen
3.1Definition
Ein Untervektorraunt vonV hei3t @ -invariant, wenn gilt: ¢(U) du .

3.2 Satz(Zerlegungssatz)
Zerfallt das charakteristische Polynogr (A) der Abbildungg:V - V und sind

A, ..., die paarweise verschiedenen Eigenwerte gorso gibt es eing -invariante
Zerlegung

V=V, 0.0V, mitV, = Kern| (¢-Aid)* |= Ker{w")
W,:=¢-Aid

und V. W, -invariant (=1,...,k). Daruiber hinaus i$¥; nilpotent aufV, .

3.3Satz
SeiV ein C -Vektorraum der Dimension undg :V - V eine lineare Abbildung. Dann

existiert eine Basiy::{vl,...,vn} vonV, so dass die Darstellungsmatrix v@nbzgl.
dieser Basi¥ folgende Jordansche Normalform hat:

J, 0
J
[e,=|
0 NN
wobei jeder BlockJ, (i =1,...k) einelementarer Jordanbloatter folgenden Gestalt ist:
A1 0
A1
J, = A (A Eigenwertvogp)
1
0 A

Beweis:
Da wir uns Uber dem Korpdt befinden, zerfallt das charakteristische Polyn,qp(ﬁ)

nach dem Fundamentalsatz der Algebra in Linearfaktdann kénnen wir den
Zerlegungssatz anwenden Widvie folgt zerlegenV =V, U...00 V| . Hierbei gilt wie in

Satz 3.2V, = Kern| (¢ - A id)" |= Kerr(LIJi"), wobeiV, W, -invariant ist (=1,...,k).
%,—/

W, :=g-Aid



Die Nilpotenz vonW¥; nutzen wir aus, um auf den einzelnen UVRémlen Satz 2.6
anwenden zu kénnen. Dieser Satz sagt aus, dasgegkem UVR eine Basis
vi={y,...;} gibt, do dass die Matrik¥, | die folgende Gestalt hat:

A1 0
J; 0
A1
[W], = %2 mit J, = A
1
0 Jy 0 )
Da W, =(¢_Aiid)\vi gilt, folgt:
Oy =[Gy =[] = [gy = [W]+ [ @id)
In Matrizen sieht dies wie folgt aus:
0 1 A
0 -
1
0 +
0 1
0
1
0 A

DaV =V, 0...0 V, qilt, folgt:

4]

[4], =

9]




