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Orthogonale und unitire Matrizen

Fiir lineare Abbildungen gilt:

Definition 1:
Eine lineare Abbildung f: U — V, {iber euklidischen Rdumen, ist eine orthogonale Abbildung oder
orthogonale Transformation wenn gilt:

IAal=0xll firalle xeU
Ebenso gilt, dass eine normerhaltende Transformation iiber unitdren Rdumen unitdr ist.

Andere Definition:
Eine lineare Abbildung f: U — V wird orthogonal genannt, wenn fiir alle v,welV gilt:

S fw)=(v.w)

Auf einem unitdren Vektorraum heil3t eine solche Abbildung unitiir.

Fiir Matrizen gilt:

Definition 2:
Eine Matrix hei3t unitir, wenn gilt:

A4"=1 (1)
wobei gilt 4"=A4" (dh. dem komplex kojugierten Transponierten entspricht).

Eine lineare Abbildung aus einem unitdren Raum in sich selbst ist unitér, wenn ihre Matrix,
beziiglich einer orthogonalen Basis, unitér ist.
Mit (1) erkennt man, dass A invertierbar istund A" ihre Inverse Matrix ist.

Eine reelle unitire Matrix erfiillt AA" =1 . 2)
Eine solche Matrix nennt man erthogonal, und zwar so, dass eine lineare Abbildung aus einem
euklidischen Raum in sich selbst orthogonal ist, wenn ihre Darstellungsmatrix beziiglich einer
Orthonormalbasis orthogonal ist.

Somit konnen wir folgende Zusammenfassung anfertigen:
Aquivalent sind:

f ist unitar - fist orthogonal
AT A=1 - AdA"=1
A4 =1 - A" 4=1
AA"=1
AT A=1

Formal kénnen wir euklidische Rdume und orthogonale Transformationen als Sonderfall der
unitiren Situation betrachtren, bei dem der zugrundeliegende Korper reell ist.
Hierfir gilt, dass die komplexe Konjugation auf die Identitdt beschrankt wird.



Satz 1:
Die unitiire nxn- Matrizen mit Koeffizienten aus C bilden eine Gruppe, genannt

_ o —l_ T
unitire Gruppe : Un(C)—{AEC-A =4 }

Satz 2:
Die orthogonalen nxn- Matrizen mit Koeffizienten aus einem Korper F bilden eine Gruppe,

genannt orthogonale Gruppe : O, (F)={AcF"":4"'=4"|

Satz 3:
Jede unitire Matrix hat Determinante |1| .
Insbesondere hat jede orthogonale Matrix Determinante =1

Beweis:

Nur fiir den Fall, dass A reell (also orthogonal):
|=det]=det AA"=det A.det A" =det A.det A=(det AY

Das zeihen der Quadratwurzel liefert die Behauptung.

Bemerkung:
Eine zu einem Objekt assoziierte Grofle, welche sich bei einer passenden Klasse von

Modifikationen des Objekts nicht &ndert nennt man Invariante.

Beispiele:
- Die Dimension eines Vektorraums ist eine (Isomorphie-) Invariante, dh. , wenn V und W
isomorphe Vektorrdume sind, so stimmen ihre Dimensionen iiberein.
~ Die Determinante einer Matrix ist eine (Ahnlichkeits-) Invariante, dh., wenn A und B
Matrizen sind und es gilt B=S4S~' (vorausgesetzt S existiert) so haben A und B die
gleiche Determinante.

Wir werden herausfinden, dass jede hermitsche Abbildung auf einem unitiren Raum
diagonalisiert werden kann mit Invarianten der gegebenen Form auf der Diagonalen, und
zwar mit unitirer Transformation.



Diagonalisieren von hermitschen Formen

Definition 3:
Eine lineare Abbildung aus einem unitdren Raum in sich selbst welche (3) erfiillt nennt man
hermitesch oder selbstadjungiert.

(f(x),y)=(x,f(y)) ,firalle x,y€V . (3)

In Matrixschreibweise heil3t dies nicht anderes als dass die Matrix A seinem komplex konjugierten
und transponierten entspricht, also A=4"=4" . (4)

Eine lineare Abbildung aus einem unitiren Raum ist selbstadjungiert, falls ihre Matrix (beziiglich
einer Orthonormalbasis) hermitesch ist.

Definition 4:
Sei A eine n x n- Matrix liber einem Korper K. Ein Skalar A€ K heilit Eigenwert von A, wenn es
einen Zeilenvektor xe€K" gibt mit:
(1 x#0 (il) x4A=Iix . (5)
Jedes solche x heiflt dann Eigenvektor von A zum Eigenwert 4 .

nxn

Unter dem charakteristischen Polynom von Ain K verstehen wir das Polynom
det(2—A) . (6)

Dies ist ein normiertes Polynom von Grad n in A; offensichtlich konnen wir es fiir jede quadratische
Matrix erhalten und priifen, welche nicht notwendigerweise hermitesch ist.

Definiere V,=[x€C"| xA=cx| ,
dann kann man leicht zeigen, dass V. eine Untergruppe von V ist. Man nennt Diese Menge den
Eigenraum von c.

Bemerkung:
Ein Skalar A€ K heilit Eigenwert von der linearen Abbildung f, wenn es einen Vektor

x€K" gibt mit:
(i) x#0 (i) f(x)=ix . (5%)
Jedes solche x heifit dann Eigenvektor von A zum Eigenwert 4 .



Lemma 1:

Die Eigenwerte einer hermiteschen Matrix A sind alle reel;

genauer, das charakteristische Polynom einer hermitschen n xn — Matrix lisst sich mit n reellen
Linearfaktoren schreiben.

Beweis

Nach dem Fundamentalsatz der linearen Algebra wissen wir, dass C algebraisch abgeschlossen ist
und, dass jedes Polynom n-ten Grades, in x , in n Linearfaktoren x—4; zerfillt, wobei 4, die
Nullstellen des gegebenen Polynoms darstellen.

Somit gilt: Wenn die Eigenwerte reell sind, zerféllt auch das Charakteristische Polynom in n reelle
Linearfaktoren.

Sei ¢ ein Eigenwert von A (evtl. komplex) und u ein von Null verschiedener Eigenvektor,
dann gilt uA=cu
und multiplizieren mit " =g3" liefert yAu"” =cuu® .

H_ T ! _ _ 2
Nun gilt uu =ull =(uy,.ou,)| =u1u1+...+unun=2|ui| >0 da w0 ,

u

n

und  udu” =(udu™ ) =(udu™) =" A" u" =ud" " =udu” da  A"=4
Dies zeigt, dass  udu” reell ist.
udAu" =cuu™  |(uu™)
eudu (uu™) '=cuu (uu™)”
esudu” (w) '=c

1

Somit gilt, da  udu" und (uu™)™" reell sind , dass c reell ist.

Lemma 2:
Zwei Eigenvektoren einer hermitschen Matrix A, beziiglich zwei verschiedener Eigenwerte, sind
orthogonal.

Beweis:
Seien c, d zwei Eigenwerte von A, u Eigenvektor beziiglich ¢ und v Eigenvektor beziiglich d.
Wegen (5) gilt dann: 1.) ud=cu , 2.) vA=dv ,

dann liefert die Gleichung 2.): (vA) =(av) = (vAd) =(dv) o " =dv" .
Multipliziert man nun diese Gleichung mit u von der

linken Seite erhillt man udv’=du" .
Falls man die erste Gleichung mit " von der rechten

Seite multipliziert erhéllt man udv'=cuw" .

Der Vergleich der entstandenen neuen Gleichungen zeigt: udv'=dw" |(-1)

udv”=cuy"”
0=(c—d)w" .
Demzufolge gilt wenn c¢#d immer yv”=( , also sind uund v orthogonal .



Lemma 3:

Der Eigenraum, beziiglich eines festen Eigenwertes c, hat Dimension, welche der Vielfachheit
von c als Nullstelle des charakteristischen Polynoms entspricht.

Das heift: dimV =m ,wenn ¢ m-fache Nullstelle ist.

Beweisidee:
Sei V.=(xeC"| xA=cx] Eigenraum von c.

1 Schritt: Definiere folgende Abbildung: ¢:V =V mitv—vA
Dann gilt, dass A Darstellungsmatrix von ¢ ist beziiglich der Basis E.

2. Schritt: Zeige, dass die Abbildung ¢ auf V. und seinem orthogonalen Komplement U
operiert .

Falls xA=cx , danngilt ¢(x)Ad=cp(x)=(x4)A=c(xA4) ,deshalbbildet V. in sich selber
ab durch A.
Sei U das orthogonale Komplementzu V,: U= Vcl=1y €C'|Fiirallex€V , gilt xy" =0} |
c'=UeV, ; (7)
Wir behaupten, dass A auch U in sich selbst abbildet:
Gegebensei yeU ,danngilt xp”=0 fiiralle Xx€V, , deswegen gilt
x(y4)'=x4" y"=cxy"=0 und somit y4€U .

3.Schritt: Zeige, dass die Eigenvektoren aus ¥, nicht in U liegen konnen.

4 Schritt: Verwende: Falls gilt C'=V ,@U dannist Ch,(A)=Chy, (A).Ch,,(A)

Theorem 1: (Transformation zur Hauptachsenform)
Sei A eine hermitesche Matrix; dann existiert eine unitire Matrix T so, dass

TAT"=4 , (8)
wobei A die Diagonalmatrix ist mit den Eigenwerten ( beziiglich ihrer Vielfachheit) auf der
Diagonalen.

Im Reellen Fall ist A symmetrisch und man kann man die Gleichung (8) schreiben als
TAT =4 . )

Beweis:

Vorgehen:

1.) Finde Orthonormalbasis E* von V , sodass die Darstellungsmatrix von A Diagonalgestallt hat.
2.) Zeige dass die Transformationsmatrix T unitér ist.



Zul.)

Sei Ch(A)=det(AM—A)=(A—c,)"...(A=c,)* ,mit c¢,,.....c,ER Eigenwerte von A , und
V.=(xeC"| xd=cx|

Wir wissen:  dimV =k, und V ist orthogonal zu Vc] )

Somit gilt V=V &..eV,

Finde nun Basen, welche man zum Beispiel mit dem Gram-Schmidt-Verfahren orthonormieren

kann, und dies sei dann unsere gesuchte Orthonormalbasis E* .

Falls T die Matrix ist mit diesen Vektoren als Zeilen, dann wiirde gelten 747" =4 , wobei A die
Diagonalmatrix ist mit den Eigenwerten als Diagonaleintrige von A (beziiglich der passenden
Vielfachheit) auf der Hauptdiagonalen.

Zul.)

Sei p=C" ein Raum mit skalarer Multiplikation.

Dann gilt fir (c,,....c,)€Vund(c’,,...,c’,)€EV mit den Einzelnen c,,c ",€C
{(e},unrc,) ey, e’ ))=cc’ \+te,c, |

Weiter seien E( €,,...,¢, )undE'( e’,....,e , )zwei Orthonormalbasen von V mit

Ubergangsmatrix T, das heiB3t

E'=ET

In“n

also e’ |=t, e, t..+t

e’ =t ,et..+t e,

Nun gilt:

(e’ e’ )=(t, e+ ..+t,e,,t,e+. .+t
da gilt (e; e;) =9,

Ebenso gilt: (e';,e’,)=0;

Das heiB3t also abschlielend:
tyo tal| [t 1
S | IR L I also 7T7"=]1
t, vt e £ 1

nn In nn

jne”>=ti1 t;]<el e )+t { (e, en>=ti1t_j,+ ottt

Somit haben wir eine unitare Matrix welche 1.) erfiillt.

Definition S:
Die Gruppe aus Eigenvektoren einer linearen Abbildung wird Spektrum genannt.

Theorem 1': (Spektralsatz)
Sei f eine selbstadjungierte Abbildung auf einem unitiiren Raum V, mit den unterschiedlichen
Eigenwerten A, ...,A. und den dazugehorigen Eigenriumen V...,V . . Dann gilt
V=V, pls..plusV, |
Vektoren und den verschiedenen V', 's sind orthogonal und dimV ; ist ein
Vielfaches von A, . m



Theorem 2: (Quadratwurzel - Lemma)
Sei A eine positiv-semidefinite hermitesche Matrix. Dann existiert genau eine positiv-semidefinite
hermitesche Matrix B mit A=5" .

Beweis:

Nach Theorem 1 wissen wir, dass wir zu jeder hermiteschen Matrix A eine unitdre
Transformationsmatrix U finden konnen damit gilt: U4U"”=D (D ist Diagonalmatrix mit den
Eigenwerten von A auf der Diagonalen).

Somit gilt: UAU"=D
D ist ebenfalls positiv semidefinit, da gilt, dass die Eigenwerte einer positiv-semidefiniten Matrix
grofBer gleich Null sind.

d, 0 Vd, 0
Also D= mit d,,...,d, >0 . Seinun D,=VD= dann gilt:
0 dn 0 \/d”

A=U"'D(U"'=U"DU 42 U '=U" .
Nun sei B definiert wie folgt: B:=U"D U .
Danngilt B’=U"D,U.U"D,U=U"DU=4 ,da UU"=E und D,ED=D |

Alsokurz B’=4
n

Aus Theorem 1 kann man leicht ein scheinbar viel allgemeineres Resultat iiber die simultane
Reduktion zweier hermitescher Matrizen herleiten:



Simultane Diagonalisierung

Korollar:
Seien A und B zwei hermitesche Matrizen, von denen eine, sagen wir A, positiv definit ist.
Dann existiert eine unitdre Matrix Q so, dass

040" =1, OBO"=4 . (10)

Wir gehen folgendermafien vor:
0.Schritt: Priife ob A positiv definit ist.

1.Schritt: Diagonalisiere A mit Theorem 1 und, da wir die Kongruenz von A zu I erhalten wollen ,
dh U4U"=71 mit U=T K [finde eine Matrix K welche diese Gleichung erfiillt.

2. Schritt: Diagonalisiere B und versuche die gewiinschte Form zu erhalten, indem man die
Ubergangsmatrix aus Schritt 1 auch auf B anwendet: B—T, AT =B,

Dann wende K (von oben) auf B, an: B,—KB,K"=B,

Um nun endlich die Darstellung QOBQO" =4 zu erhalten, wende Theorem 1 auf die Matrix B,
an. Dann ist die gesuchte Matrix Q=T ,KT,

Somit ist A eine Diagonalmatrix ist mit den Nullstellen folgender Gleichung als Diagonaleintriage
det(xI—B,)=0 . (11)

Zusammengefasst haben wir folgende Schritte unternommen um die Form (13) zu erhalten:
A—-T,AT,"=D, - KD, K" =1
B—T,BT,"=B,-KB,K"=B,—T,B,T,""=D,=4



Beispiel (reeller Fall)

Finde eine eine Matrix Q welche A und B simultan diagonalisiert mit

040" =1, 0BO"=4

_[5 -3 _[—5 3
Gegeben A—(_3 5) und B—(3 11)

0.Schritt: Priife ob A positiv definit ist
Betrachte dafiir die Unterdeterminanten:
det(5)>0, det(A4)=25—-9=16>0 .AlsoistA pos. definit.

1.Schritt: Diagonalisiere A mit Theorem 1

1.1 Charakteristisches Polynom/ Eigenwerte:

Ch(X)=det(XI—A)=P~ X 73 ‘

O Eee-2)x-g)

Somit sind die Eigenwerte 2 und 8.
1.2 Eigenrdume/ Eigenvektoren:

_ e 3 -3)_ 30
V,=Kern(A-2I) Kern(_3 3) Kern(_3 0)

Somit gilt V,=sp((1,1)) .

1 1
Normieren liefert: V2=SP((E,E )

Vs=Kern(A—8I)=Kern :g :§)=Kem(:g )

o O

Somit gilt . Vg=sp((—1,1))

1 1
Normieren liefert: Vi=sp (( —E ) E ))

1.3 Transformationsmatrix und ihre Inverse bestimmten:

1 1 1 1
T .= \/? \/15' Dann gilt: T1T= \/15 \16
V2 2 V2 V2
1.4 Diagonalmatrix bestimmen:
1 1 1 1
D=T AT, = V2o V25 =3)(v2 o V2|2 o
ol slL 1 [Tl
7 2 7
1.5 Transformiere D, zur Einheitsmatrix:
1
— 0
_[V2
Behauptung: K= 1
0 —

22



1 1
V2 0(2 o)ﬁ 0_(1 0)

0 8/l , _L [\o1
242 242

Probe: KD, K'=

Also erfiillt die Matrix  Q,=KT, die Bedingung fir Amit Q,40,"=I

2. Schritt: Diagonalisiere B und versuche die gewiinschte Form zu erhalten

2.1 B transformieren mit 7, :

1 1 1 1
B=T BT = V2o V2|(=5 3)[V2 2_(6 8
B S U | U T 0¥ U0 S T L VI
V2 2 V2 V2
2.2 Wende K auf B, _an:
1 1
— 0 — 0
B,=KB K'= V2 6 8|2 _(3 2
1 8 0 0 1_ 2 0
22 22
2.3 Schrittel.1 bis 1.4 fiir B, :
1.1 und 1.2 Figenwerte.Eigenvektoren Eigenrdume:
3-X 2
Chy (X)=det(XI —B,)= 5 o—x =.=(X—-4)(X+1)

Somit sind die Eigenwerte 4 und -1.

-1 2 -1 0
=K B,—41)= K =K
V,=Kern(B,—41) ern( 5 _4) ern( 5 0)

Somit gilt ¥ ,=sp((2,1))
2 1
Normieren liefert: V,=sp ((—5 , T ))
4
2

0 1
Somit gilt. V_,=sp((1,-2))

1
Normieren liefert: V_,=sp ((ﬁ y —))

11



1.3 Transformationsmatrix und ihre Inverse bestimmten:

2 1 2 1
V5 s o |V5 W5
Tz—L 2 Dann gilt: Tz—L 2
NEERE N
1.4 Diagonalmatrix bestimmen:
21 21
D,=T, AT, = V55 |3 2)|[Vs o VS | (4
122l 2]
5V NI

Nun haben wir die gewiinschte Form:
A-T,AT,"=D,—-KD,K'=1
B—T,BT,'"=B,»KB,K'=B,—»T,B, T, =D,=A

Sei unser geduchtes Q also: QO=T,KT,
Somit haben wir: 040"=1, OBO' =4 .

12



Alternierende Bilinearformen

Definition 6:
Seien V und W Vektorraume iiber dem Korper K dann gilt:

Eine Funktion g:V XW — K heil3t Bilinearform, wenn sie in jedem Argument linear ist, das
heil3t, wenn sie folgende Regeln erfiillt:

(1) glayvi+o,v), w)=a, g (v, w)te,g(v,,w)

(1) gv, 0w +ow,))=a, g(v,w))+a,g(v, w,)
Im Fall V=W heift g Bilinearform auf V.

Eine Bilinearform g auf einem Vektorraum V wird alternierend genannt, falls gilt

g(x,x)=0 , fiirallexeV . (12)
Eine Bilinearform g ist antisymmetrisch, wenn gilt g(x, y)=—g(y,x) . (13)
Fiir Matrizen gilt:
Beziiglich einer Basis Vy,...,V, vonV, wird eine alternierende Form g genau durch ihre Matrix

A=(a,j) augedriickt, wobei a,=g (v,, v].) .
Mit (12) und (13) sehen wir, dass gilt ;=0 | a,;=—a; ;eine Matrix, welche diese
Bedingungen erfiillt nennt man alternierend oder schiefSsymmetrisch.

Satz: Jede alternierende Bilinearform auch antisymmetrisch.

Beweis:

Man betrachte g(x+y,x+y)=0 , da g alternierend ist.

Weiter ist g linear in jedem der beiden Argumente, also erhélt man:
glx+y, x+y)=g(x,x)+g(x,y)+g(y.x)+g(y,»)

und umstellen liefert
glx,y)+g(y.x)=g(x+y,x+y)-g(x,x)-g(y,»)=0

da g alternierend ist gilt weiter:
glx, y)+g(y,x)=0

Somitalso g(x,y)=—g(y,x)

Definition 7:

Die Charakteristik ist eine Kennzahl eines Ringes oder Korpers. Sie gibt an, wie oft man die im
Ring bzw. Korper enthaltene Zahl 1 aufaddieren muss, um als Ergebnis 0 zu erhalten.

Somit ist sie die kleinste natiirliche Zahl n>1 |, fiir die die n-fache Summe des Einselementes 1
gleich dem Nullelement wird, also

I+1+...+1=0 (n-mal).

Merke: Ist jede endliche Summe von Einsen ungleich Null (wie das zum Beispiel bei den reellen
Zahlen der Fall ist), dann wird dem Korper definitionsgemdf die Charakteristik 0 zugeordnet.

13



Satz:
Bei Charakteristik ungleich 2 miissen wir nicht zwischen alternierenden und antisymmetrischen
Formen unterscheiden.

Beweis:

Falls g eine antisymmetrische Form ist, miissen wir y=x (in (13)) setzen, dann gilt
2g(x,x)=0 . Falls der zugrundeliegende Kdrper Charakteristik ungleich 2 hat

folgern wir, dass g alternierend sein muss.

Bemerkung:
Falls die Charakteristik gleich 2 ist gilt diese Schlussfolgerung nicht, und da wir uns nicht

wiinschen den Korper einzuschrianken, werden wir die stirkere Aussage (12) verwenden.

Definition:
Falls Charakteristik ungleich 2 gilt, ist eine Matrix alternierend ist falls A" =— 4

Theorem 3:

Gegeben sei eine alternierende Bilinearform g auf einem Raum V (iiber einem beiliebigen
Korper), diese Form hat geraden Rang. Sei A ihre Darstellungsmatrix bzgl. der Basis ¢,,...,¢, .
Dann existiert eine invertierbare Matrix U, so dass gilt

0 7 0
UAU '=|-1 0 o] . (14)
0 0 O
Ziel:
Wir werden zeigen, dass V eine Basis Uy, ..., 4, Vy, ..., V,, Wy ,..., W hat, mit dimV=2r+s,

Rang g=2r. Des Weiteren soll gelten g (u;,v,)=—g(v;,4,)=1 | wihrend alle anderen Werte
gleich Null sind. (Genau dass soll das Theorem aussagen.)

Beweisidee:
Fiihre eine Induktion nach dem Rang von A:

Falls rk(A)=0 so folgt g=0. Also A=0 (Nullmatrix) . Dann gilt mit U=I (Einheitsmatrix) die
Behauptung.

Falls 7k(A)#0 nehme u,vEV so,dass g(u,v)#0 ,dann erhalten wir mit Dividieren von x
oder y durch g(x,y) Vektoren u,v, dass gilt glu,,v,)=1
Das heil3t z.B.:

Falls u,= 4 !

und v=v,, danngilt g(u,,v,)=g( V)= g(u,v)=1
g(u,v) g(u,v)

gl(u,v)

Wir bemerken, dass %, und Vv, linear unabhiingig sein miissen, damit falls v,=/Au, gilt
glu,,v)=g(u,, Au))=2g(u,,u;)=0 | ein Widerspruch.

Sei ¥V, der Raum welcher durch u, und v, erzeugt wird
undsei U=zeV | g(z,u,)=g(z,v,)=0} .Genauer ist U ein Unterraum von V.

14



Dann ist klar, dass  Span(u,,v,)NU=0 |

Zeige:

1.)V= Span(”l! V1)+U

2.)Jedes x€V kann geschrieben werden als x=g(x,v,)u+gu,x)v,+x’ , fur einen
eindeutigen Vector x'.

3) x'eU

Aus 1.),2.)und 3.)folgt V=V U .

Weiter gilt, jeder Vektor aus U ist orthogonal zu jedem Vektor in 7/,

Demnach gilt dimU= dimV-2, und nun folgt die Behauptung durch Induktion in dimV.
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