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Thema:
Normalformen von Matrizen

(Teil 1)



1. Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei
0:V—->V (1)

ein Endomorphismus eines Vektorraumes V ( iiber ein Korper K ) und sei A die zu 0
gehorende Matrix.

1. A € K heisst Eigenwert von A bzw. von 0, falls es ein v € V, v # 0 existiert mit
Av =\v Jfir beliebige L e K (2)
2.Eig(AL)={veV|Av=D>»v } heisst Eigenraum von A zum Eigenwert A.
3.veFEig (A\N), v#0, dann heisst v Eigenvektor von A zum Eigenwert A.
Die Gleichung in (2) kann in dieser Form
(A- A, )v=0 3)

umgeschrieben werden.

Satz 1.1 :

Sei A eine quadratische Matrix iiber ein Korper K. Ein Element A von K ist ein
Eigenwert von A, wenn und nur wenn A die Gleichung in (4) erfiillt:

det (A-21,)=0 g @)

In diesem Fall wird (4) die charakteristische Gleichung genannt und seine linke Seite,

also
XA(X) =det (A-AL) (5)

wird das charakteristische Polynom von A genannt.

Also sind die Eigenwerte von A die Nullstellen des charakteristischen Polynoms in

(5).

Deshalb ist die Anzahl der Eigenwerte < Grad des Polynoms = dim V = Die Grofle
von A.



Ausfiihrlich lasst sich die charakteristische Gleichung so ablesen:

Hall-/\ a, H
det! -, : 0= 0.
0 0
0 -0
: a Anp AD

Es nimmt also 1diese Forman:
(%) = Ate ) +.4c, =0

Satz 1.2 :

Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom und folglich dieselbe
Spur und Determinante.

Beweis:

Seien A und B nxn- Matrizen und seien A und B dhnlich, dann gilt fiir eine

invertierbare Matrix P :

B =PAP-!' ( Transformationsformel )

Nach Definition gilt:

PAP! =P(A- AL P! = (PA- PAL )P =PAP - (PAI, P') =PAP-!- Al, = B- Al

Also gilt:

P(A- M,)P! =B- Al und daraus folgt:

det (B- AL,) = (det P)-(det (A- AL, ))-(det P') = (det P)-(det (A-AL ))-(det P)!
=det (A-AL,)

Somit ist: det (B- Al,) = det (A-Al,) mm

Satz 1.3 ( Cayley- Hamilton- Satz ):
Jede Matrix erfiillt seine eigene charakteristische Gleichung, dh. wenn
XA(K) = det (A- Al,), dann ist A(A) =0.

Bemerkung:

Viele neigen dazu, beim ersten Treffen mit diesem Ergebnis, es als trivial zu
betrachten:

'Setze einfach A = A in det (A- Al ) und man erhélt det (A- A) =det0'.

Natiirlich ist dieses Argument nicht zuldssig, weil im Auswerten der Determinante,
A als ein Skalar behandelt werden soll und nicht als eine Matrix.

Was bewiesen werden muss, ist das

A+e A+ 4 1, =0

Also ist zu zeigen: XA(A) =0.



Beweis:
Wir setzen zunichst C =A- Al ,wobeiC!= 1 -adjC & C' -detC=adjC

det C & 1 -detC=C-adjC
Somit finden wir fir C:
XA - 1, =(A-LL) - adj (A- AL) (6)

Jetzt ist die adj (A- Al,)) selbst ein Matrixpol;fnom des Grades n-1.
Wir setzen nun fiir adj (A- AI,) =X B,+ A" B, +..+ B,
und ersetzen es in (6), somit erhalten wir

LM 1, = (A- ML) (W BgNB +.. 4B, ) (7)

Um jetzt die Werte von B, zu finden, berechnen wir die rechte und die linke Seite von

(7).
Rechte Seite von (7):
(A- ML) (X' BB +..4B, )

= A7(AB )1 (AB ). AUAB, JHAB,  ANLB)A"(IB)-..A1B, )
- kn('BO)H‘n_ I(ABO_B 1)+' ~+MAB,,-B, )TAB,

Linke Seite von (7):

(M) - 1,= (§“+c1x“1'1+...+cn) 1,
=M e L e, Lie 1)

Wir setzen jetzt fA in die linke und in die rechte Seite ein und erhalten:
1(A) = AT +A" ¢l .. +Ac, Iic,l,

= A'(-B)+A" (ABB))*..*A(AB,,-B, ) *AB,

= -A'B;+A'B,-A"'B,+A" B-A"’B +..+A’B_,-AB_+AB,_,

=0
Also folgt daraus: y A(A) =0 m



Satz 1.4:

Sei V ein K- Vektorraum, 0: V — V K- linear und seien N4 Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten kl,...,Kk. Dann sind Viseens V) linear unabhingig.

Beweis:

Zunichst definieren wir eine Menge M = {ai1Vi1+”‘+aisVis: 0 | ailsé 0,...,(115# 0},
wobei {i,...,1 E{1,...k}.

Die Menge M enthilt eine Gleichung, die eine minimale Lange besitzt.

Nun nehmen wir an, dass die Eigenvektoren v ,...,v, linear abhéngig sind. Dann ist
unsere Menge M # Q.

Sei nun

(M a,v.

-i-oci \ +...+a. v. =0 eine kiirzeste Kombination in M.
1 i

2 1t 1¢

@ 0 - mal anwenden

Q) o, A, v ta. A v, totoy A v =0
1Ty ahh t 1t 1t

r (D) - Q)

A (o v o v ot vo)-(a A
1 iy ip i ip i

vV ta. AV
5 i¢ i i in i i

+.ta, A v )=0
1 a2 tht
a (A, -A ) +.ta (A -A)v =0
" 2 h P P T )
Widerspruch ,
denn nach Definition sind die a.'s # 0 und die Xi's sind verschieden voneinander,

daher sind o, (A, -A, ) #0,...,0, (A -A. ) # 0.
21 th

Somit wird diese Gleichung nie erfiillt und daraus folgt, dass VsV linear
unabhingig sein miissen. gy



2. Invariantenteiler
Im Folgenden sei R ein euklidischer Ring.

Satz 2.1 ( Invariantenteilersatz ):

Ist C € IR™", so kann man C durch R- elementare Zeilen- und Spaltenumformungen
in die Form

D =(d; ) e R™ bringen mit

d;, fallsi=]
0 ,fallsi#]

wobei d, | d,, furi=1,.., r-1. Die d. sind bis auf Einheiten ( bis auf Assoziiertheit )
eindeutig bestimmt und heillen Invariantenteiler.



3. Rationale kanonische Form einer Matrix
Im Folgenden sei K ein beliebiger Korper.

Bemerkung 3.1:

Die charakteristische Matrix X, einer Matrix A e K™ ist dquivalent zu
diag (1,...,1,gl,l,....,l,gz,...,l,...,l,gs) .

Dabeisind g , ..., g die von 1 verschiedenen normierten Invariantenteiler von X,
mit g | g.. firi=1,...,s-1.

Insbesondere ist det ( X, ) = L= 88

Korollar 3.2:

Es seien Ae K™ und g ,..., g die von I verschiedenen normierten Invariantenteiler
von X, mit

g | g, firi=1,..., s-1.

Weiter sei Agl e g = diag (Agl,..., Ags) )

Dann ist X, dquivalent zu

1

diag ( XAg yeres XAgs) =Ag1’m,gs -MI = XAg

B

Definition 3.3 ( Begleitmatrix):
Istg=X"+a_ A"'+.. + a, A +a, € K[x] ein normiertes Polynom vom Grad
m € IN, so heisst die Matrix

0 -a
Ag= \ | 0 e K™ Begleitmatrix zu g.
\ 0 _am_2
1 -am_l



Satz 3.4 ( Rationale kanonische Form ):

Jede Matrix A e K™ ist dhnlich zu genau einer Matrix der Form
Agl,,.,, g mit g, | g, furi=1,..,s1.

Dabei sind g ..., g, gerade die normierten Invariantenteiler ungleich 1 von X, .
Ausserdem ist Ky~ 8 Bs und p, = g. Die Matrix Ag ...y g

heisst rationale kanonische Form von A
oder auch Frobenius' sche Normalform von A.

Beispielaufgabe:
Gegeben sei eine 3x3- Matrix A iiber dem endlichen Korper Z, mit
H 1 1 2D
A=71 1 1DD 733
0
72 1 1 0

a) Bestimmen Sie die rationale kanonische Form von A.
b) Geben Sie das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von A an.
Bestimmen Sie, sofern sie existiert, die Jordan'sche Normalform von A.

Zu a):
Wir bringen zunichst die charakteristische Matrix auf die Diagonalgestalt und
erhalten somit die Invariantenteiler bzw. die Invariantenfaktoren. Also:

-0 1 20 0«20 1 20 02+l 1 0 [
X,=A-ML=0 1 1-4 1 3=0 1 1+20 1 SAy,m 1 2041 20424,
Hz 1 I—AH H 2 1 1+2/\H E 2 1 2A+2H
I 0 10 1 0o o 0 1 071
A, 1 20 A+2DA'21()I+2) 207420 2041 2+72o4%,220%42) 4 20+ 2¢
@0 2} +2 /\+1H H2A2+1 2} +2 /\+1§ H2A2+1 0 A+1H

10 1 7 0 1 00 0 0 1 0C¢
4,020 21 0 2A+2DA3,2DP—+2A+1 0 0 LA, IA+2041 0 0 D4,
H2A2+1 0 /\+1H ﬁ 20741 0 A+1ﬁ ﬁ2A2+A+2 0 A+1ﬁ

D 0 1 ODV2D1 0 0 0
Di2vons1 0 0 B Bo g+t o U
H 0 +H H 0 /\2+2/\+1H



Somit sind die Invariantenfaktoren: 1, A+1, A2+ .

Die Begleitmatrizen fiir die rationale kanonische Form entstehen mit Hilfe von den
Invariantenfaktoren! Wir erhalten fiir die jeweiligen Invariantenfaktoren folgende
Begleitmatrizen:

) 00 20
4,724, " El 1%

Also sieht die rationale kanonische Form wie folgt aus (vergessen wir nicht, dass
unser Korper Z, ist ) :

12 0 00
[ [
00 0 2p
0 1 1

Zub):
Durch die Invariantenfaktoren erhalten wir das charakteristische Polynom
XA(X) = 1-(M1)-(A+1)>= (A+1)’ (da XA(X) = gl-...-gs) . Somit wissen wir, dass unser

Eigenwert A = 2 ist (mit dreifacher algebraischer Vielfachheit)! Und da der grof3te
Invariantenteiler unser Minimalpolynom ist (da p,(A) = g ), ist (A = (A+1) .

Somit sieht die Jordan- Normalform wie folgt aus:

02 1 080
{ {

J,=00 2 0
Hoozﬁ

Bemerkung 3.5:
Vorteile der rationalen kanonischen Form:

(1) Existiert (anders als die Jordan'sche Normalform) iiber jedem Korper und fiir
jede Matrix.

(i1) Ist unabhingig von dem zugrunde liegenden Korper.

(i11) Ist absolut eindeutig.

(iv) Macht das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom sichtbar.



