Polynome

1 Faktorisierung

1.1 Definition:

K ist einIntegritatsbereichwenn er folgende Eigenschaften besitzt:
1)K={0,1, ..}

2) K ist kommutativ

3)a, b*0=>ab?0

1.2 Definition:

a heiBtAtomin K, wenn & ay& (a;, @sind nicht invertierbar)

1.3 Definition:

K ist einBereich mit eindeutiger ZerlegufBEZ), wenrJalK gilt: a=aa& ... a ,
wobei a Atome sind.
Wenn aul3erdem gilt: a 5ltp ... bs (b ebenfalls Atome), folgt, dassr=s
Es qgilt: by = c& , g invertierbar
b, = @& , G invertierbar
br = Ga , G invertierbar
und: GGz ... G =1
Also: (Cia) (Co2p) ... (G&) = @@ ... & C1C2 ... &



1.4 Definition:

Der Ingegritatsbereich R hei@uklidisch wenn es eine Abl? R - Np = {0, 1, ...} gibt

und es gilt:
E1%@b)=?(@ 0ab*0inR
E.2 Oa,b, falls 0 =>Cq, rOR: a = bg+r,? () < ? (b) oder r = 0

1.5 Satz:

Polynomringe sind euklidisch.

Bew.: ? (a) = deg a

E.1: deg (f(x)*g(x)) = deg (f(x))
E.2: klar

=> RJ[x] ist euklidischer Ring

1.6 Theorem:

In einem eukl. Ring besitzen alle Elemente a, kreiggT.
Es gilt: ggT(a, b) = au+bv , UFR

aqT: dist ggT, wenn gilt:
. d|a, d|b
. d’|a, d’|b:> d’|d

Der ggT ist nicht eindeutig.

Bew.: Sei ¢ (a)= ¢ (b). Wende E.2 wiederholt an. Nach einer endlichenahl an

Schritten erhalten wir das Restglied O:
a=bagtn ¢ (r) < ¢ (b),



b = noptrs ¢ (r2) < ¢ (ro),

1)
-2 =Mttt @ () < @ (M),
fn-1 = On+1 h+1=0

@ (b) >¢ (r1) > ... >¢ (ry) ist streng mon. fallende Folge von nichtnegatiganzen
Zahlen, die nur abbricht, wenn ein Restglied O ist.

Aus der ersten Gleichung sehen wir, dasfie Form ax+by hat (x,[¥R). Durch Induktion
l&sst sich zeigen, dass das gleiche;fgiltr

Denn wennin = ax+by undir = ax’+by’ ist, gilt:

[ = -faGitriz = -(ax+by)grax'+by’ = -axg-byg+ax'+by’ = a(x'-xqg)+b(y"-yq)

Also gilt: r, = au+bv (u, VIR) (2)

r, teilt r, und g4, also auchr,und es gilt: ,ﬂ|r i Oi
Am Schluss erhalten wir.;,|b und B|a (nach (1))

Also ist I, ein gemeinsamer Teiler von a und b. Nach (2) &eitth jeder Teiler von a und b
M.

=> 1, ist ggT von a und b und hat die Form (2)

g.e.d.

1.7 Theorem:Jeder eukl. Ring ist ein BEZ.
Da F[x] euklidisch:

1.8 Korollar:
In jedem Korper F ist der Polynomring F[x] ein BEZ.

1.9 Korollar:
a

Sei f = a+ax+ ... +ax" aus Z[x]. f hat eine rationale Né, a, I sind teilerfremd und



ganzzahlig.

Dann gilt'g| a, und wennd #0: a|30
Wenn @ = 1, sind alle rat. NSTen ganzzahlig.

1.10 Theorem:(Eisensteins Kriterium)

Sei f = a+ax+ ... +ax"aus Z[x]. Wenn es eine Primzabhl p gibt, so dags gil
i p'an,

(i) plafuro<i<n,

(i) p*! .

dann ist f unzerlegbar ib@.

Bew.: Angenommen, f ist zerlegbar iQrund daher tbeZ. Sei f = gh, g und h besitzen
positiven Grad und haben ganzzahlige Koeffizienten.

g = ythx+ ... +hx’

h = g+ox+ ... +6x°

rts=n=degf,r,s>0

3= hCo

& enthélt p bis zur ersten Potenz, also ist nur edéwly oder g durch p teilbar.
AulRerdem ist f&s = a,nicht durch p teilbar => p teilt nicht bnd p teilt nicht ¢
Also ist der erste Koeffizient von g durch p teillgadoch nicht der letzte.

Sei b der erste nicht durch p teilbare Koeffizient vorbgnn i > 0 und

a = heotbigCit ... +he

Wenn wir mit mod p kiirzen, wird diese Gleichungoag = 0 (mod p)

Dies ist ein Widerspruch, da pund @ nicht teilt.

Also folgt, dass f unzerlegbar ist.

g.e.d.



2 Ableitungen

2.1 Satz:

Sei @ eine NST von f(x)/R[x] mit der Vielfachheit m. Dann ist die Vielfachit von &

in f(x) m-1.

Anwendung: Sei f(x) = (x@ ) ... (x-T O
O;und k(i =1, ..., s) sind nicht bekannt.
Ziel: Konstruiere g(x) = (x4 1) ... (x-0 )
Es gilt: F(x) = (x- ) .. (-0 9 x-T 6, )*™ L (x-T )™
wobei ¥ 4,4, ..., 4 ,, NS von f'(x), aber nicht von f(x) sind
gaT (f(), F(x)) = (x- ) L. (x-a 9
f(X)
g0 = 99T(F(, T'(¥) = (o)) . (xer

2.2 Folgerung:

Wenn die NSTen eines Polynoms versch. Vielfachhdigsitzen, kann man die NSTen

mit Hilfe des Satzes 3.1 berechnen.

Bsp.: f(x) = (x-0 )3(x- B )(x-¥ )*

f(x)
gx): = 99T(F 00, F'() = (x.a)x-Pyx-¥) (1)
(X
h(: = 90 = (x-a y(x-P)
h(x)
i(x): = 99T(h(X¥), W' (X)) = (x-a)(x-£) )

h(9
I(X) = (X_a)



Aus (2) finden wi® und aus (1.

2.3 Sturmische Kette

Sei f(x)DE[x]\E ohne doppelte NSTen. Sei [a,@JR. Wie viele NS hat f(x) in [a, b]?

fo = f, fl =f
Es qilt: fo = aufs-f2
f1 = gpfo-f3

fr1 = Ofn-frsn

fn = Cheafner
Bei f,+1handelt es sich um eine konstante Funktion.
Man schreibe{x), f1(x), ..., fi(X), fa+2(X) in eine Reihe.
Darunter: §(a), fi(a), ..., fi(a), +1(a)

fo(b), fi(b), ..., f(b), fr+1(b)

Sei W(x) die Anzahl der VorzeichenveranderungedenReihe §(x), fi(x), ..., f1(x),
frea(X).

2.3.1 Satz von Sturm:

Die Anzahl von NSTen von f(x) in [a, b] ist W(a)-BJ(

Bsp.: f(x) = x>+5x-1, [-10,10]
f(x) = 3x*+5 = f

fo= =x*f+-(1-—x) =>f, = 1-—X
° 3 ! ( 3 ) ? 3



9 27 27 27
f1 = (—x-—)*»-(-5-—) =>f;=-5-—
1= 006 100 7 10¢) T S0
Schreibe §(x), f1(x), f2(x), f3(x) in eine Reihe und darunter die Vorzeichen w10),

f1(-10), £(-10), f(-10) und §(10), fi(10), H(10), (10)

X+5x-1 3%+5 10 27
-—x+1 -5—
10C W
-10 - + + - 2
10 + + - - 1

W(-10)-W(10) =2-1 =1
Also hat f(x) im Intervall [-10,10] eine NST.

3 Symmetrische Polynome

3.1 Definition:

Sei R bel. Ring. Ein Pol. in R{x..., X,] heil3t symmetrisch, wenn es bei jeder Permutation
der Unbestimmten unveréndert bleibt.
Bsp. fur symm. Funktionen: Xj+xo+ ... +X,,
X124+ X2+ .4 X2
Ist x,°+ x5*> symmetrisch? Wenn ja, wo?

Losung: in R[X, X3]

3.2 Elementare symmetrische Polynome:

O 1(X1, ..., X0) = XgHXot ... +Xq

O (X1, ..., %) = XpXo+X1Xat+ ... X XnHXoXaHXoXa+ ... +XoXpt ... +XNX,

ak(Xl,...,Xn):z Xi1Xi2 ... Xik ,Fii<ib<...<ikSn




O (X1 vy %) = XaX2X3 ... Xn

3.3 Viéte:

X-TD)X-T ) ... (x-T ) =xX-0 (A, ., A)XHO (T, T )X L +(-
1)nan(a 1y =ony an)

3.4 Satz:

Jedes symmetrische Polynom lasst sich als ein emdlynom, das aus elementaren

symmetrischen Polynomen besteht, darstellen.

3.4.1 Beispiel.:

f(X) = X2*+X2"+Xa® = (Xa+HXo+X3)*-2(XaXo+X1X3+XX3)
— 2
—0 200,
g(X) = X X 2HXaS = (X+XatXa) - B(XaXoP+HXa X XoX52+XoX 12+ XaX1 2+ XaXo7)-BXaXoX3
=0 13-3(XaXoP+X1Xa HXoXa + XX 1 +XaX1 "+ X3X27)-6 O 3
gesuchtAlgorithmus, mit dem das blau Geschriebene in elgaren symmetrischen

Polynomen darstellbar ist

3.4.2 Algorithmus:

Sei f(x) symmetrisch.

1) Bestimmen des Hauptmonoms (nach lexikographischerdxung)

kn

Sei f(X) = X %% ... %™+

Betrachteg’ lkl—kZa’ 2k2—k3 . g n_1kn—l—kn0' nkn



Lemma:HM( g lkl-k20’ 2k2-k3 . g r]_:I-kn-l-kna' nkn)
= (HM(@ )" 4HM((T ) ... (HM((T )"
= XM x0) 22 L (X e X)) R XX LX)
= X% L%
2) Dann ist g(x) = f(x)-0 <1*20 )&k g knlkng kn

Es gilt: HM(g(x)) < HM(f(x))

3.4.2.1 Beispiel:

f(X) = XaXo2+XaXaHXoX a2+ XoXe 2+ XaX1 2+ XX
1) HMistxx°=>k =2,k =1,k =0
Betrachte? 1kl—kZU 2k2—k30 3k3 =0 l10 210 30 = (X1+X2+X3)(X1X2+X1X3+X2X3)

X12X X1 X3 XX o X g XX 22 XX X g H X X g X1 X oX g X1 X g+ XoX a2
= XX+ X1 XXX 2+ X0 X g+ XX g2+ XoX 52+ 3K X X3
2) Dann qilt:
g(x)=f(x)-9 19 »

= XX HXIXG HXoXG H XX 1 +XX 1+ XaXo
X1 X+ X1 X3+ XaX o X X gt X1X52+XoX 32+ X1 XoX3)

= -3XX3 = -39 3
f lasst sich also darstellen als:

f(x) =0,0,30,4



