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1 Gruppen - Einfiihrung

1.1 Definition: Die Gruppenaxiome
Eine Menge G heifst Gruppe, wenn es eine bindre Verkniipfung - : G x G — G gibt, so
dass folgende Axiome gelten:
1. (ab)c = a(bc)
2.deeG: ea=ae=¢e Vae(@
3.Vae G IbeG: ab=ba=e.
Eine Gruppe heilt kommunitiv oder abelsch, wenn gilt: ab = ba V a,b € G.

Im weiteren Verlauf sein G eine Gruppe mit der inneren Verkniipfung -.

1.2 Definition: Potenzgesetze

Sei a € G. Das Element a”, n € Z, sei wie folgt definiert:

e Wennn >0,dann ist a” :=g-a-...-a,
n

e wenn n < 0, dann ist a” := (a™ )™ =g '-at- . a7

n|

e wenn n = 0, dann ist a¥ :=e.

1.3 Satz

Sind a,b € G invertierbar, so ist auch ab invertierbar und es gilt: (ab)~! = b"ta 1.

Beweis: ab(b™'a™') =1=(b""a"")ab W

Ein Beispiel aus dem Alltag zur Verdeutlichung: Sei a eine Socke und b ein Schuh, dann
ergibt es Sinn, morgens erst die Socke und dann den Schuh anzuziehen (also ab). Will
man dieses Vorgehen aber abends riickgingig machen (invertieren), dann sollte man sich
zuerst des Schuhs und dann der Socke entledigen (also b=ta=1).

1.4 Definition: Untergruppe

Eine nichtleere Teilmenge G C G heikt Untergruppe (in Zeichen: Gy < G), wenn
L. V1,92 € Gy gilt: g1g2 € G,
2. Vge G gilt: g7t € Gy.

(G ist selbst wieder eine Gruppe.



1.5 Beispiele
1.5.1 Symmetrien eines Quadrats

Wir betrachten die Gruppe von Symmetrien eines Quadrats. Sie besteht aus:
Sym(0) = {ro, r90, 7180, 7270, 51, 52, 83, 54},

wobei r; die Rotation um den jeweiligen Winkel 7 und r; die Spiegelung an der entspre-
chenden Achse j meint. Somit ist |Sym(O)| = 8.

Sym(0) ist offensichtlich nicht kommunitiv, da z. B. rggsy # sargp, fiir eine Seitenhal-
bierende so.

Weiter sollen nun alle Untergruppen von Sym([) bestimmt werden. Dazu stellt man
zunichst das neutrale Element fest, da dies in jeder Untergruppe vorhanden sein muss,
und sucht sich des Weiteren Elemente, die durch Verkniipfung mit anderen sich in dieser
Untergruppe befindenden Elementen weiterhin in der Untergruppe liegen. So ergeben
sich folgende Untergruppen:

Go = Sym(0O)
Gl = {7’0}

G2 = {ro, 7180}
G3 = {ro,s1}
G4 = {ro, 52}
G5 = {ro,s3}
Ge = {ro,s4}

Gr7 = {ro, 52,54,7180}
G's = {70,790, 7180, 7270 }

Dass dies alle Untergruppen von Sym([J) sind, ergibt sich schnell, wenn man versucht,
andere Kombinationen der Elemente zu bilden sofort zu einer der genannten Untergrup-
pen fiihrt.

1.5.2 n x n-Matrizen

Wir betrachten die Menge GL,(Z) := {Opxn € Z™" 0 det(Opxn) = £1}, auf der die
Matrizenmultiplikation als bindre Verkniipfung definiert ist. Dass GL,(Z) eine Gruppe
ist, lasst sich z. T. leicht {iberpriifen:

1. (AB)C = A(BC)

1 0

2. 3 0 =F
0
0 0 1



3. VAeGL,(Z) 3 Al e GLn(Z) . AA'=F
mit A~ = ﬁAadj-

Zeige, dass det(A~!) = £1 und somit A~! € GL,(Z):
1 =det(E) = det(AA™) = det(A) det(A™) = det(A™ ) =+1 W
——

+1

Offensichtlich ist z.B. SL,(Z) := {0 € GL,(Z) | det(d) =1} eine Untergruppe von
GL,(Z). Weiterhin ist auch leicht nachvollziehbar, dass die Untermenge

1 *
0
Do(Z) = .
.ox
0 0 1

aller Oberen-Dreiecksmatrizen eine Untergruppe von SL,(Z) (und natiirlich auch von
GL,(Z)) ist, wenn man beriicksichtigt, dass 1) und 2) gelten und die fiir 3) benétigte
inverse Matrix sich mit A= = ﬁAadj berechnen lésst, wobei sich am Beispiel zeigt,
dass sie wieder in Dp(Z) liegt:

1 2 4 1 -2 2
013 = 1o 1 -3]=A"1€eDyZ)
00 1 0 0 1

1.5.3 Permutationsgruppen
SeiX(S)={f:5— S, f bijektiv} die Permutationsgruppe von S, mit S := {1,2,3,4,5}.

Es ist offensichtlich, dass 3(S) die Gruppenaxiome erfiillt: es gilt Assoziativitit, es exis-

tier ein Neutralelement f. = (% 2 % 1 g) und das Inverse lisst sich durch einfaches Ver-
n

tauschen der Zeilen bestimmen, z.B. f = (13342) = f~1=(13343).

1.6 Definition

Sei H < G und g € G. Dann heifst die durch Komplexmultiplikation entstehende Menge
gH bzw. Hg Links- bzw. Rechtsnebenklasse von H.

1.7 Beispiel

Sei G := X({1,2,3}) = {id, (12), (13), (23), (123), (132)} und H := {(id), (12)} eine Un-
tergruppe von G.

Bildung der Nebenklassen von H fiir g = (13):



e linke Nebenklasse:
(13)H = {(13),(12)(13)} = {(13), (123)}
e rechte Nebenklasse:

H(13) = {(13), (13)(12)} = {(13), (132)}

Bemerkung:
Offensichtlich miissen Rechts- und Linksnebenklasse mit einem festem g € G nicht gleich
sein.

1.8 Satz von Lagrange

Sei G eine endliche Gruppe und H < G. Dann gilt:
G| = |H|-|G: H],
mit |G : H| als der Anzahl von Nebenklassen, genannt Index von H in G.

Beweis
Jede Nebenklasse von H enthilt genau so viele Elemente wie H selbst, was leicht in folgendem Schaubild
ersichtlich ist:

Dass die Vereinigung aller Nebenklassen tatsdchlich eine disjungte Zerlegung von G ist, folgt aus der
Annahme, dass fiir ein goh; ¢ g1 H gelte g1h; = g2hj. Dann folgt g2 = g1fuhj_1 € g1 H und somit ein
Widerspruch.

Mit der Definition des Index ergibt sich die Behauptung MW

2 Zyklische Gruppen

2.1 Definition

Eine Gruppe G heift zyklisch, wenn 3 g€ G: G = (g9) = {g¢" | n € Z}.



2.2 Satz

Wenn G eine zyklische Gruppe ist, dann ist G = Z fiir |G| = oo bzw. G = Z,, n €
{1,2,3,...,n — 1} fur eine endliche Gruppe.

Beweis
Behauptung folgt, wenn man betrachtet, dass Z bzw. Z,, durch 1 erzeugt wird. l

2.3 Bemerkung

Betrachte Z4 = {0,1,2,3}.
Dann ist 2+ 3 = 1, aber 2-3 = 2. Daraus ergibt sich, dass (Z, -) keine Gruppe ist, jedoch
(Z,+) durchaus.

2.4 Satz
¥, die Gruppe aller Permutationen, wird erzeugt von (12), (13), ..., (1n).

Beweis

Die Elemente von ¥, bestehen entweder aus mehreren Zyklen, die unterschiedlich lang sein koénnen,
aus einem Zyklus der Lange n > 2 oder aus einem Zweierzyklus. Ein Zweierzyklus lésst sich aus-
driicken durch (i) = (14)(15)(14). Da sich ein Zyklus der Linge n > 2 schreiben ldsst als (i142...in) =
(i132)(3293)...(4n—1n), kann man auch diesen durch Elementarzyklen ausdriicken. Aus diesen beiden Ar-
ten von Elementen aus X, setzt sich die fehlende Art von Elementen (i1i2...i5)(j172..-J1)-.-(t1t2...t7) € X

zusammen, die sich folglich auch durch Elementarzyklen ausdriicken lésst.

2.5 Satz und Definition

Die Gruppe Alt, = {oc € ¥,, | signo = 41} heilt alternierende Gruppe vom Grad n.
Sie ist eine Untergruppe von Sym,, und wird erzeugt von (123),(124), ..., (12n). (ohne
Beweis)

AuRerdem gilt: |X,, : Alt,| =2, da %, = Alt,, U(12)Alt,
—_————

sign=-+1 sign=—1

2.6 Satz von Cayley

Jede Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe.

Beweis

Wir zeigen, dass es eine Einbettung IT : G — X(G) gibt. Definieren wir II wie folgt: I1(g) = ( gg, o ).
Es ist klar, dass II(g) in X(G) liegt. Man kann leicht nachpriifen, dass II(g1g2) = I(g1) - II(g2) gilt.
Auferdem ist IT injektiv, womit die Behauptung folgt. B



3 Orbits

3.1 Definition

Sei M eine Menge und G eine Gruppe. Wir sagen G operiert von rechts auf M bzw. von
links auf M (in Zeichen: M O G), wenn V g € G, ¥V m € M ein Element mg € M
definiert ist und folgende zwei Axiome gelten:

L. (mg1)g2 = m(g192) bzw. gi(gam) = (g192)m

2.m-1=mbzw.1l-m=m.

3.2 Beispiel: Abbildungsmatrizen

ai C11 - Cin

Sei M := : |y €R 3 und G := GL,(Z) = : : | cij €R
79 Cnl **° Cpn

i1 o Cm\ [oa B

M O G lasst sich nun beispielhaft darstellen als: ; : =1

Cnl " Cnn Qp Bn

cG eM eM

3.3 Definition

Die Menge Orb(m) = {mg | g € G}, fir m € M, heift der Orbit von m.

Orb(m)

Orb(m')
®i( e
; ; Orb(m) O s f \

— Q’l g veey g?l

®17, o'y,

M

3.4 Satz und Definition

Sei m € M. Die Menge Stab(m) = {g € G | mg = m} ist eine Untergruppe von G. Diese
Menge nennt man auch Stabilisator von m.



Beweis

1. Abgeschlossen bzgl. - : Sind g1,g2 € Stab(m) :  m(g1g2) = (Mmg1)g2 = mga =m = ¢ig2 €
Stab(m).
-1
2. Existens eines Inversen: Sei g € Stab(m): mg=m L m(gg ) =mg ! & m=mg!

3.5 Satz
Sei Orb(m) ein Orbit von m € G und Stab(m) der Stabilisator von m. Dann gilt:
|Orb(m)| = |G : Stab(m)|, mit |G : Stab(m)| als Index von Stab(m) in G.

Beweis

|G : Stab(m)| ist laut der Definition die Anzahl von Nebenklassen. Betrachte nun

n: {mg|geqG}— {Stab(m)-g | g € G} , mg +—— Stab(m) - g.
|y
Orb(m) Menge von rechten Nebenklassen von Stab(m) in G

Ist » nun bijektiv, ist die Behauptung erfiillt.

1. Imjektivitat: Zu zeigen ist mgr # mgs = Stab(m)g1 # Stab(m)gz. Nehmen wir an: Stab(m)g1 =
Stab(m)ge. Dann ist gig; ' € Stab(m) = m(gig; ') =m = mgi =mgs = Behauptung

2. Surjektivitit: Da n(mg;) = Stab(m)g: laut Definition ist die Surjektivitdt offensichtlich MW



3.6 Beispiel: Symmetrieachsen eines Wiirfels

Z %;--‘“
=

x

Sei M := {1,2,...,8} die Menge der Eckpunkte eines Wiirfels und G die Gruppe von
Rotationen im R3, die den Wiirfel in sich selbst abbilden. Fiir den Stabilisator gilt
Stab(m) = {id, %, q?40}, wobei ¢1%°, ¢?4° die Drehung um den jeweiligen Winkel um die
Achse durch m und den gegeniiberliegenden Punkt, also z. B. 6 und 2, ist. Insbesondere

ist |Stab(6)| = 3.

Fiir z.B. den Punkt 6 gilt Orb(6) = {1, 2, ...,8}, da durch die Elemente von G der Punkt
6 auf alle Punkte abgebildet werden kann. Somit ist |Orb(6)| = 8. Nach obigen Satz
muss also auch |G : Stab(6)] = 8 sein. Mit dem Satz von Lagrange folgt weiterhin:
|G| = |Stab(6)] - |G : Stab(6)| = 3-8 = 24.

Dies bestiitigt sich durch geometrische Uberlegungen zum Bestimmen der Elemente von
G zu

id, 90, T80 70 60> 180> 72705 760> T1805 T270;
G = 117127l3al4al57l67
G20, 120 120 4120 (240 (240 ;240 240
()
? .
die um die Achse durch die gegeniiberliegenden Kantenmitten und ¢ die um die Achse
durch die gegeniiberliegenden Eckpunkte sind.

wobei r,”/ die Rotationen um die Achsen durch die gegeniiberliegenden Seitenmitten, I;

3.7 Satz von Burnside
Sei Orb(@G) := die Menge aller Orbits von G auf M, Stab(m) := {g € G | mg =m} C G,
Fiz(g):={m e M | mg=m} C M und M O G. Dann gilt:

'Quelle: http://tbookdtd.sourceforge.net/datb-no-mathml/f43m-web.png, 09.03.09. Enthilt Anpassun-
gen.




— 1 ;
0rb(G)| = &7 - 2gec [Fiz(g)]-
Beweis
Wir betrachten die Kapazitit der folgenden Menge auf zwei unterschidlichen Wegen:

H(m,g) |me M, geG: mg=m}|

7 N
61" Lgec [ Fiz(g)l & X ear [Stab(m)|
_ |Stab(m)| __ 1
- ZmEIW TG\m - ZmeM —IGT__

Stab(m)

Satz 3.5 Z 1 _ Z |[Orb(m)|
- meM |Orb(m)| me€Repr. v. Orb. |Orb(m)]|

= ZmeRepr. v. Orb. 1= |O7’b(G)|

3.8 Beispiele
3.8.1 Punkte auf Kreisrand

Sei M :={1,2,3,4,5} eine Menge von Punkten auf einem Kreisrand, die jeweils gleich-
méfig in einem Winkel von 72° auseinander liegen, und G := (Rot7a) = {id, 172, ...,T4.72}
die Menge der Rotationen um den Kreismittelpunkt.

Es ergibt sich mit obigen Definitionen:
|Orb(G)| =1, |Fizx(rgz2)| =0fir 0 < k <4, |Fiz(id)| =1{1,2,3,4,5}| =5.

Anwendung der im vorrausgehenden Satz bewiesenen Gleichung ergibt:

0rb(G)| = & Yypeq | Fiz(g)] = 1=1%-5=1 ©

3.8.2 Eckpunkte eines Wiirfels

Erneut wird der Wiirfen aus Beispiel 3.4.1 betrachtet und die gewéhlten Notationen
iibernommen.

Es lasst sich leicht feststellen, dass |Orb(G) = 1 ist, da ein beliebig gewéhlter Punkt mit
M O G auf jeden anderen abgebildet wird und somit nur ein Orbit entstehen kann. Des
Weiteren gilt |G| = 24. Fiir die einzelnen Summanden von >, .~ |Fiz(g)| lassen sich
folgende Aussagen treffen:

\Fiz(id)| = 8, |Fiz(r?)| = |Fiz(l;)| =0, |Fiz(g?°)| = |Fiz(q2')| = 2

)

geG

= ]Orb(G)\:ﬁ-zgeG\Fiw(g)] = 1=5-8+2:8)=1 O
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