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Determinante und Resultante

Definition und Grundeigenschaften:

sei U, V, W und Vektor-Raum (iber Koérper F und beachte eine Abbildung f(u,v) von
kartesische Produkt:
f: UxV - W

Diese Abbildung ist bilinear, wenn fiir alle v €V die Abbildungu — f(u, v ) und genauso fir
alle u €U die Abbildung v - f(u, v) linearist.
Auf diese Weise benotigen wir:

f(Au+ANy,v) =AM(uv)+Nf(u,v) Vuu €eU, Vyvev
VANANE

fF(UAV+HAN V) =Af(u v)+ATF(u V') Vuu €y, Vyvev
VA NEF

Ganz allgemein: fiir die Raume Uy, ..., U, tber F, die Abbildung f: U; x ... x U, —» W ist
multilinear, wenn sie linear in jedem Argument sind (wenn die anderen fixiert sind),
d.h.fir i=1, .., n undy; € U; die Abbildung.

X = f ( Ui, ..., Ui, X, Uis1, -, Up ) Von Ui — W st linear

Definition:

Sei A eine nxn-Matrix Uber einen kommutativen Ring R, dann wird eine d( A ) Funktion von
Spalten von A, mit n* Eintrage Determinante der Ordnung n genannt, wenn die folgenden
Bedingungen erflllt sind.

D.1.) dist eine lineare Funktion in jeden einzelnen Spalten von A.
D.2.) d (A) =0, wenn zwei Spalten von A gleich sind.
D.3.) d(I)=1

ZuD.1.)

Seien die Spalten von A: ay,..., a,
* Fursie gilt:
d(A a;+A ag,....an) =A d(a1,..., an)+ A d(a1 ,..., an )
und es gilt ahnlich fiir die anderen Spalten, d.h. die Funktion d(A) ist linear in alle Spalten,
Multilinearitat.

Aus D.1)- D.3.) folgt die folgenden Eigenschaften fiir Determinante:

E.1) Wenn die Spalten von A permutiert bzw. vertauscht werden, dann wird d(A) mit dem
entsprechenden Vorzeichen multipliziert (mit (-1)).
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- d(A) ist eine alternierende Funktion von Spalten von A, d.h. wenn z.B. zwei Spalten von A
mit einander vertauscht werden, wird d(A) mit (-1) multipliziert.)
Beweis:
Seien die Spalten von A: a,,..., a, seien weiterhin a;, a; zwei beliebige Spalten von A, dann gilt
nach D.1.) und D.2):
Um den Ausdriick zu vereinfachen, betrachten wir zwei beliebigen Spalten von A :
d(a; +a;, a; +a; )=0
& d(ai, a; )+ d(ai ,a )+d(a; ,ai )+d(a; ,a; )= d(ai ,a; )+ 0 +d(a;,a; )+ 0=0
< d(ai,a )=-d(a,a)

=> Behauptung

- d(A) ist eindeutig.
Beweis:

Um zu beweisen, dass d eindeutig bestimmt ist (durch D.1) — D.3.) ), definieren wir zu nachst
eine Funktion &(iy,..., in), wobei (iy,..., in) Uber {1,...,n} permutieren. Also:

1 wenn (iy,..., in), eine gerade Permutation tber {1,...,n}
g(iy,..., in)=< -1 wenn (iy,..., in), eine gerade Permutation Uber {1,...,n} ist
0 sonst

Die j-te Spalte von der Matrix A = (a; ) kann wie folgt geschrieben werden:

a;= z €.3jj

somit:

d(a1 yesey an) =d ( Zeilaill yoseny Zei"ainn ) *

= Z Ao d( e, ...e; ) mit Linearitat.

Wenn (iy, ..., in ), €ine Permutation tber {1,...,,n} ist, dann gilt wegen E.1.):

1

d( €,,-.e; )= +d (e1, ... , €n) .|

+ oder - je nachdem, ob die Permutation gerade oder ungerade ist.
Aber wegen D.3) gilt: d(er, e ,en)=1
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Und wenn (iy,..., i, ), keine Permutation Gber {1,...,n} ist, muss also eine Wiederholung sein
und somit verschwindet die linke Seite von @ wegen D.2.)
Daher gelten fir alle Fallen:

Wir fligen es in * ein:
d(al’m’ an): Zf(il,...,l‘n) ( aill,...,ainn ) (**)

Diese Formel zeigt, dass die Determinante eindeutig bestimmt ist, wenn sie existiert.

Um Existenz von Determinante zu Uberprifen, muss die rechte Seite von (**) untersucht
werden, ob sie die D.1.)- D.3.) erfillt.

Kontrolle:

D.1): ist erfiillt, da jeder Begriff auf der rechte Seite von (**) nur einen Eintrag der ersten
Spalte a; enthalt, somit ist der gesamte Ausdruck linear in a; und dhnlich linear in anderen
Spalten.

D.2): Sei a; = a, und iy = i,, dann verschwindet die rechte Seite von (**) ,wenn i, > i, dann
gibt es einen entsprechenden Begriff mit i; und i, vertauscht, d.h. wegen Permutation haben
die entgegengesetztem Paritat.

Somit haben wir:

d(ai,.. an) = z f(ip s in)(aillaizl_aizlaill)ai33"'ai,,n

i|>i2
und diese verschwindet, weil a,,4a, ,=a,,aq,,

Mit ahnlicher Argumentation gilt es fiir alle anderen zwei Spalten von A.
Also D.2) ist erfillt.
D.3.): Trivial

E.2 ) Die Determinante ist vielfache von A, wenn alle Elementen von j-te Spalte vielfache von
A sind.
Es folgt aus Linearitat.

E.3. ) Die Determinante von A bleibt unverandert, wenn mehrfache von einer Spalte auf
einer anderen Spalte addiert wird.

Erklarung:

Wegen D.1) und D.2) gilt:

d(a;, aj+A a;)=d(a;, a) +A d(a;, @) = d(ai, a)) +A . 0 = d(a;, q))
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D.1)- D.3 ) und E.1)- E.3.) gelten auch analog fir die Zeilen.

E.4) d(A")=d(A)

Es gilt noch:

E.5 ) Sei A=(a;) eine quadratische Matrix mit den Eintrage, die unter bzw. tber seiner
Hauptdiagonale liegen, gleich Null sind, d.h. a;=0 furi>j. bzw. furi<j.

Dann gilt:
d(A)= d11. d22 ... .dpn

Notation: det(A), | Al

Vandermonde Matrix:

AKX, Y, Z)= | X Y Z

X? y> 7

n-te Ordnung der Det. Von Vandermondematrix:

Satz:
det( vandermondematrix)= Produkt von der Variablen-Differenzen

d.h.:

1 i O 1

X1 ) GO Xn

A(xl: ’xn)= ......................................... = H l(x’_xf)
nzi>j=
X" XK X"t
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Beweis:
Es wird mit Induktion bewiesen.
Sei
1 X1 X X"t
1 X X oo, X1
AETA= | e
1 X, XnZooreeeann X"t

Induktionsanfang: n=2

det(A)= “Xi=%,= Il (x,=x)

22> j>1

Induktionsvorraussetzung:
det(A) = H (X, = X))

I<i<j<n

Induktinsschritt: n - n+l
1 X Xi2.... X"t X"
1 X ) LI Sl X"
AetA= | e
1 X, XnZreoeanan, X"t X"
1 Xn+1 Xn+12 ------- Xn+1n ! X n+1n

Zu erst multipliziere die vorletzte Spalte mit X; und ziehe sie von der letzten ab, dann
multipliziere (n-1)-te mit X; und ziehe sie von der n-te Spalte ab.
Man macht so weiter bis in der ersten Zeile aufler bei a;;= 1 tiberall Nullen stehen, dann ist:
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detA=

Nach Laplace gilt:

detA= 1.

[EnY

Von 1.Zeile ziehe den Faktor (X,- X; ) aus
Von 2.Zeile ziehe den Faktor (Xs- X; ) aus

Und von n-te. Zeile ziehe den Faktor (X,.1- X1 ) aus

Dann ist :

detA=(X2' Xl)( X3' Xl)( Xn+1' Xl)

Nach LV. gilt :
n+1

det(A)=

i=2

g.e.d.

H(Xi_Xl)' H (Xj_Xi)

2<i<j<n
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Entwicklung von Determinante:

Definition:
.Definiere «;; als Determinante der Matrix, die man durch wegstreichen von i-te Zeile und

j-te Spalte erhal
A =(_1)i+1‘_(xl_j heilt Kofaktor zu a; von A.

ij

Sei i € {1,..,n},danngilt:

Satz 1: ( Laplace- Regel )

det(A)=) a; . A
j=t

Definition von Adjungte-Matrix:

A11 A21 Anl
ad] A= Alz Azz Anz

A Ay.. A

Die gefundene Entwicklung fiir det(A) kann benutzt werden, um die inverse von A (A™)

auszudricken, falls diese ex. (d.h. es muss gelten det(A)# 0)

Satz2:

Wenn det(A)# 0 ist, dann existiert (A') und dies ist:
A= (detA)™. adj A

Beweis:

Man betrachte das Produkt A.( (detA)™. adj A) =(detA)™. A adj A und mit Hilfe von Saz 1.,
erhalte sofort E.
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Resultante:

Resultante untersucht zwei Polynomen z.B. f und g, ob die einen gemeinsamen Wurzel

haben.
Definition:
Seij f=aoX" +a X" +...+a,
g =boX™ + by X™ +...+ by,
dann ist:
1 ao 0
ar ao
a A ao
Res(f,g)=

an

an

m Spalten

Das Polynom Res mit Koeffizienten von f und g heifSt Resultante von f und g.

bo 0
b, bo
b, b, bo
bm
bm
n Spalten
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Die Eigenschaften von Resultante:

Theorem:

Die Resultante Res(f, g) ist von Polynomen f, g bestimmt und ist eine Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten (a/’s, b /'s) mit folgenden Eigenschaften:

1) Es existieren F und G Polynomen in X, von Geraden weniger als n bzw. m mit
Koeffizienten, welche wieder Polynomen mit Abhangigkeit von a;und, b; sind,
sodass :

R=fG+g.F
Daraus folgt, wenn f ung g eine gemeinsame Nullstelle haben, dann ist:
R=0
2) Res=0 < fgkeine Konstante gemeinsame Faktor haben oder a,=b,=0
3) Rist homogenvon Grad minasund minb;'s.
4) Wenn f und g als linear Faktoren geschrieben werden
f=aolT; (X-a) g=bo I'Ti(X-B))
Dann gilt:
Res(f,g)=a," I1ig(ou)=(-1)""bo" I1f(B))

= a9 bo'I L (- B;)

Beweis:

Zu 1.) Nach Definition hat G héchstens den Grad n-1 und somit f.G héchstens den Grad m+n-
1 und dhnlich hat gF hochstens den Grad m+n-1.

Multipliziere die i-te Zeile von Res(f,g) mit X™" fiir i= 1, ...., m+n-1 und addiere dies auf der
letzten Zeile. Dies lasst alle Zeilen unverandert, aulRer der letzten Zeile :

XL, X™2f, L xEfx" g, X"g, ... Xg, & Entwicklung nach Laplace
Wir erhalten R = f(do X™™ + dy X™%+ ... + dna)+ 8 (Co X" + ... + Cp)
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Wobei d,, ..., dn1, Co, ... ,Co1 Zahlen sind, genauer heil3t es, dass die Koeffizienten von F und
G Kofaktoren von der letzten Zeile von R sind, also die Polynomen bestimmt.

Dannist: R=fG+gF

Sei « eine gemeinsame Nullstelle von f und g, dann setzen wir X, = ein, dann ist:

R=R( o )=f( ¢ )G( o« )J+g( o ).F( « )=0

R=f.G+g.F
Gradf=n d.h.Grad G<m
Gradg=m Grad F<n

Sei ¥Y: eine gemeinsame Nullstelle von f und g, dann gilt:

R(y)=f(X)G+(g(X)=-y)F , X:=q,

1

R(y)=f ()G (et,)+(g ()= y,) F ()=0
Da f(o,)=0und(g(x,)—y,)=0

g.e.d.
Zu 2.) Sei d=Res(f,g) mit positiven Grad, denn nach Definition gilt:

f=dG und g=dF weiter gilt, deg G< n und deg F< m und wenn a,=b,=0, das erhdlt man
genauso wenn d=0 ist.

Umkehrung:
Behaupte dass Res(f,g)=1, denn fIG und g | F, es gilt weiterhin, dass deg G< n und deg F<m,

und es ist nur moglich, wenn ay=by=0.

g.e.d.

Seite

11



Determinante und Resultante

Zu 3.) Wenn wir fiir f, tf einsetzen, werden die a/s zu t a/s, also die ersten m Spalten von
Res(tf, g) mit t multipliziert, dann gilt:

Res(tf, g)=t™ Res(f,g).

Dies zeigt, dass Resultante homogen von Grad m in a/s ist und analog ist homogen von Grad
ninbs.

g.e.d.

Zu 4.) Zu Gberprifen, benenne die Resultante von f und g-y als R(y) und setze g(a;)=Y..

Dann ist R(y) ein Polynom und ist gleich Res(f(x),g(x)-y) und dieses Polynom ist abhangig von

y. Setze flr y, g(ai;)=Y;.ein. Da R(¥;) die Resultante von f(x) und g(x)- ¥i., wo die gemeinsame

Nullstelle x= a; haben, gilt R(¥;) =0 nach 1), also Y; ist eine Wurzel von R(y), deshalb gilt fiir

allei. vy-Y¥1R(y) Nun hat R(y) den Grad n (aus Definition von Resultante) in y bei leitende
Koeffizient (-1)".a,™ .Folglich gilt: mt(y- ¥;) | R(y) dann mt(y- g(o)) | R(y).

Folglich wenn Y, X,,..., ¥, verschieden sind, dann ist

R(y) = ao™ mt(¥i-y). Dies bleibt tatsachlich tiber Erweiterung von Kérper
Also fur y=0 gilt: R(0)=Res(f,g)= a," 11:1[ g(e)

Wenn Y, Y,,..., ¥, nicht verschieden sind,dann :

Sei «&;,&,,...,x, nichtunbedingt Verschieden:dann ersetze f(X): f(X) ,sodass
&, verschieden sind und unterscheiden sichvon &; um & (oder wenig). Dann:
f(X)=a, . (X—o)) (X-o,) . (X—a,) = a,.X"+a,. X" '+..+a,

f(X)=a, (X-&) (X-&) (X=&) - a0.X"+d,.X""+..+d,
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1

, 1 —
Sei 0<,»=0<,»+; ,d.h. & P &

Dann sind durch Approximation: a,~d, ,.., a,~d,

a" [T g(@)~a,"T] g(e) =Res (f(X), g(X))

Res(f,g)=a,™ m g(a) furi=1,...,, n, dann setze g= b, I'li(X-B;), dann ist

ReS(f,g)= aom T[(bo Hi(ai -Bi)) = aombonHi,j (Oti— BJ)

(-1)™bo" IT; f(B) dann setze fir f=a,l 1 (X-a;) ein dann ist
(-1)™bo" I'L; f(Bi)= (-1)™bo" I'L; (a0l L (Bi -ct;))= aombonHi,j(Oli‘ BJ)

g.e.d.

Korollar: fiir die Polynome f, g, h gilt:
Res (fg, h)= Res(f, h). Res (g, h)

Beweis:

Aus dem Theorem, Teil 1. Folgt aus:

Res(fg,h)= (Koeff. Von fg)¥*"rt h(Wurzel von fg)

Wurzel von fg ={ Wurzel von f }U{Wurzel von g}, also :

(Koeff. Von fg)&** "t h(Wurzel von fg)

= (koeff. Von f)¢" it h(Wurzel von f).( koeff. Von g)**" i h(Wurzel von g)

= Res(f, h). Res (g, h)
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Es zeigt, dass jeder Polynom kann geschrieben werden als Produkt von linearen Faktoren
Uber einen passenden erweiterten Kérper F.

g.e.d.

Beispiel:

Diskriminante:

Definition:

Wenn in Resultante g = f' ist, heift es Diskriminante.
Fur Grad 2 gilt: Dis(f) = a;*-4ap a,

Allgemein gilt:

Dis(f)= (-1)""/2 a4, Res(f, f)

Mit gleichem Begriindung wie Resultante ist Diskriminante auch homogen von Grad 2(n-1) in
a;s.

Bsp.

Sei f= ag x*+a; X+ a, dann ist f = 2a, x +a;

ao 230 0

Res(f, f) = | a, a: 2a0 = ap a1’ — 2a0( a1 — 2ap a,) = - ap a:’+4a,” a;
a, 0 a
f f

Dis(f)= (-1)2®Y2 ag (- ap a,’+4a, @) = a1>-4aga,  Also stimmt!!!!

f=aol I; (X-ai) = ag(X — ay) (X — atp)...... (X—an,)
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Dis(f) = (-1)"™2 3y, Res(f, f') = (-1)""V2 a5t a" % IT, f (o)  firi=1,..,n
f'=a0. [(X=02)eeeee (X =)+ (X = 0t1) (X = 0z)erveee (X = Q)+ ooes +(X = A1) (X = 03)eees (X = Olna)]
Dann ist:

fl(a]) = do. [(Oti - Otl) ...... (Oti - a].l) (a] - Oti+1) ...... (Oti - O(n)]

Dis(f) = (-1)"™* . a,". ao" IT; ' (at) fir i#
= (-1)"" D72 2" ag" IT, [(o = 0tg)eene (@ — Otir) (06 = Qlisa) wovee (O — Ota)] fir i%
= (" g™ a” ()T, [(os—ay)’) fiir i>;
Also:
Dis(f) = ao™™* Iy, [(os — 0y)’] flir i>j
= (@™ I, [(a = ay)] )? flr i>j

Daraus wird ersichtlich .
Korollar:

f hat eine vielfache NST <& Dis(f) =0
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