Ringe und Module
Im folgenden sind alle Ringe frei wihlbar (nicht notwendigerweise kommutativ)

DEFINITION (1.1): Seien R,S zwei Ringe. Eine Abbildung f:R—S heil}t
Ringhomomorphismus, wenn fiir alle x,y€R gilt

(1) fx+y)=f(x)+/(y),

2) S)=1(x)f(p).

DEFINITION (1.2): Eine nichtleere Teilmenge S eines Ringes (R.+,") heit
Teilring, wenn

(1) S ist Untergruppe von (R, +)

(2) S 1ist beziiglich Multiplikation abgeschlossen.

SATZ (1.3): Seien R,S zwei Ringe und die Abbildung f:R—S ein
Ringhomomorphismus, dann ist Bild(f) Teilring von S .

BEWEIS: Wir zeigen die Bedingungen (1) und (2) der Definition (1.2)
(1) (UGIl) 0€Bild(f) ,da f(0)=0
(UG2) Abgeschlossenheit beziiglich Addition:
Seien f(x), f(y)€Bild(f) Dannist f(x+y)=f(x)+f(y) nach
der Bedingung (1) aus der Definition (1.1), und es ist
offensichtlich, dass f(x)+f(y) in Bid(f) liegt.
(UG3) Existenz des Inversen beziiglich Addition:
Sei f(x)€Bild(f) . Wir zeigen dass f(—x) ein Inverses zu
f(x) st
0=7(0)=f(x+(=x))=f(x)+ f(=x) .
(2) Seien f(x).f(y)€Bild(f) .Danngilt f(x)-f(y)=f(xy) nach
Bedingung (2) der Definition (1.1), und es ist offensichtlich, dass
f(x)-f(y) in Bid(f) liegt.

DEFINITION (1.4):
Ein Ideal « ineinem Ring ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von R
derart das Ra<a,aR<a .

DEFINTION (1.5):

Eine Teilmenge ISR heilit linkes Idealin R ,wenn [#£ und
(i) x,yeEl=x+yel
(1) x€ElundrER=>r-x€l



NOTATION (1.6):

Wir schreiben @ <{R um zu verdeutlichen das « einIdealin R ist. In der Tat
gilt, wenn ein Ideal « 1 enthélt, dann enthdlt « alle x€R .

Wenn R 1enthdltund 1€a ,danngilt a=R . Jedes Ideal verschieden von R
heif3t echt.

Beispiel: 2Z istldealin Z .

DEFINITION (1.7):

Sei f:R—S ein Ringhomomorphismus, dann heif3t die Menge
Kern(f)=(x€R: f(x)=0]
Kern von f.

SATZ (1.8): Kern(f) isteinIdealin R und eine Untergruppe von (R, +) .

BEWEIS:
Der Kern ist eine Untergruppe von (R, +) , zeige
(UG1) 0€Kern(f) ,da f(0)=0 .
(UG2) Abgeschlossenheit beziiglich Addition:
Seien x,y€Kern(f) ,dasheiBt f(x)=0,f(y)=0 | dann gilt mit der
Bedingung (1) aus der Definition (1.1): 0=0+0=f(x)+ f(y)=f(x+y) |
somit liegt auch x+y im Kern(f) .
(UG3) Existenz des Inversen beziiglich Addititon:
Sei x€Kern(f) .Zeige, dass —x€Kern(f) dasInverse von x
beziiglich Addition ist. Mit der Bedingung (1) aus der Definition (1.1)
gilt: 0=/ (0)=f(x+(=x))=f(x)+f(=x) , somitist —xEKern(f) .

Der Kern ist ein Ideal in R
(i) Dader Kern(f) eine Untergruppe ist, gilt die Abgeschlossenheit
beziiglich Addition.
(i) Wenn a€Kern(f) ,dannist f(a)=0 und es giltfiralle x€R ,
flax)=f(a) f(x)=0 und f(xa)=f(x)f(a)=0 (zeig beide Seiten weil
R nicht unbedingt kommutativ ist) somit sind ax,xa€Kern(f) . Q

DEFINITION (1.9):

Sei R einRingund « einldealin R , dann bezeichne mit R/a={r+a:reR)|
die Menge der Nebenklassen von a in R . Nach Definition sind zwei
Nebenklassen 7,+a und r,ta gleich, nur dann wenn 7,—7, in a liegt.

DEFINTION (1.10):

Wir definiere die Multiplikation bzw die Addition beziiglich R/a={r+a:reR} :
(ry+a)(r,+a)=rr,+a
+:(rita)+(r,+a)=r+r,+a  wobei 7,,7,€R



SATZ (1.11): Die Menge R/a beziiglich der Addition und der Multiplikation ist ein
Ring.

BEWEIS: Zeige, dass R/a ein Ring ist. Sei im folgenden 7,.7,.75,7€R |
(1)  Assoziativitit beziiglich Addition:
(r,+a)+[(r,+a)+(r;+a)|=(r,+a)+(r,+r,+a)
=r +r,+r,+a=(r+r,+a)+(ry+a)=(r,+a)+(r,+a)l+(r;+a)
(1i1) Existenz eines Nullelementes beziiglich Addition: Zeige 0 ist Nullelement.
(r+a)+(0+a)=r+0+a=r+a=0+r+a=(0+a)+(r+a)
(111) Kommutativitit beziiglich Addition:
(ri+a)+(r,+a)=r +r,+a=r,+r,+a=(r,+a)+(r,+a)
(iv) Existenz eines inversen Elementes beziiglich Addition: Zeige —r ist
Inverses. (r+a)+((—r)+a)=r+(—r)+a=a=(—r)+(r)+a=((—r)+a)+(r+a)
(v)  Assoziativitit beziiglich der Multiplikation:
(r,+a)|(ry+a)(ry+a)|=(r,+a)(ryrs+a)=rryry+a
=(ryry+a)(ry+a)=[(r +a)(r,+a)l(r;+a)
Zusitzlich ist der Ring der Nebenklassen kommutativ:

(vi) Kommutativitit beziiglich der Multiplikation:
(r\+a)(ry+a)=rr,+a=r,r,+a=(r,+a)(r,+a) a

BEMERKUNG (1.12):
Rla ist wieder eine Gruppe, abelsch genauso wie die additive Gruppe von R
und der Homomorphismus A: R— R/a ist ein Gruppenhomomorphismus.
Wir zeigen nun das eine Multiplikation so auf den Nebenklassen definiert werden
kann, das R/a zu einem Ring und die Abbildung A zu einem
Ringhomomorphismus wird. In der Tat gibt es genau einen Weg dies zu tun.
Sei x,ye€R ,dannsind A(x),A(y) Nebenklassen von « ,deren Produkt
A(x)-A(y)=A(xy) erfiillen muss, z.B.
(x+a)(y+a)=xy+a (2)
Diese Gleichung sagt uns wie wir fortfahren miissen: Bei gegebenen Nebenklassen
«, B ,wihlen wir x€«, y€B und nehmen als Pordukt von «undf die
Nebenklasse xy+a . Um sicher zu gehen, dass diese Multiplikation wohldefiniert
ist miissen wir zeigen, das die Multiplikation unabhéngig von der Wahl von xund y
in ithren zugehorigen Nebenklassen ist.
BEWEIS: Seien x',y" anders gewihlte Elemente, dann ist x'=x+u,y'=y+v |
wobei u,v€a ,und es folgt
x'y'=(x+u)(y+v)=xy+xv+uy+uv=xy+xv+u(y+v)=xy+xv+uy’ .
Da a einlIdeal ist, xv+uy'€a und daher liegt x'y' in der selben Nebenklasse
wie xy ; folglich ist das Produkt (2) in der Tat wohldefiniert.
Nun ist es ein leichtes das Assoziativgesetz und die Distributivgesetze zu beweisen.
Demnach ist R/a ein Ring; wenn R kommutativ ist, dann auch R/a .
Der Kern ist natiirlich a .



THEOREM 1(1.13):

Gegeben sei ein Ringhomomophismus f:R—S |, sein Bild ist ein Teilring von S
und sein Kern ist ein Ideal von R . Umgekehrt ist ein Ideal a« von R gegeben,
dann kann eine Ringstruktur auf der Menge der Nebenklassen R/a definiert
werden, in der art, dass die natiirliche Abbbildung von R nach R/a ein

Homomorphismus mit Kern « ist. Weiterhin, wenn R kommutativ ist, so auch
Rla . N

DEFINITION (1.14):
Der Ring R/a wird Restklassenring oder Quotientenring von R fiir das Ideal
a genannt.

Faktortheorem fiir Ringe (1.15)
Gegeben seien f:R—S ein Ringhomomorphismus und ¢<{R mit aSKern(f)

dann gibt es eine eindeutige Abbildung f':R/a—S | wie die Abbildung zeigt.
[ 'ist ein injektiver Ringhomomorphismus < a=Kern( f')

|
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Erstes Isomorphismentheorem (1.16)
Gegeben sei ein Ringhomomorphismus f-S—R , dann gilt
S!/Kern( f)=Bild ( f)
|

Zweites Isomorphismentheorem (1.17)
Sei R einRing, S ein Teilringund A4<IR ein Ideal, dannist 4NS<IS wund es
gibt einen Isomorphismus
SI(SNA)=(S+A4)/4 . n

BEWEIS :

1. zeige 4ANS<S

2. beweise S/(SNA)=(S+A4)/4
zu 1. Nutze die Bedingungen von 4<|R und vom Teilring S .

(1) x,y€ANS=x,y€A und x,yES=>x+y€A und x+y€eS=>x+y€AnS
wobei x+y€d ,weil A<R und x+y€eS ,weil S Teilring ist und
deswegen unter Addition abgeschlossen ist

(i1)) x€A4ANS, s€S= x€4 und x€S,s€S=> sx€EA und sx€S= sxEANS
wobei sx€S ,weil S Teilring ist und somit abgeschlossen gegentiber



Multiplikation und sx€4 ,weil A<\R und SSR .
zu 2. Benutze das erste Isomorphismentheorem (10.1.10): Konstruiere eine
Abbildung f:S—(S+4)/4 mit s>>s+4 und mit (10.1.10) gilt:
SISNA=(S+A4)/4 ,wobei SNA=Kern(f) und (S+A4)/A=Bild(f) seien.

S/ 1st Ringhomomorphismus, weil folgendes gilt:
o Vs, xeS:f(s)+f(x)=(s+A4)+(x+A4)=s+x+A=f(s+x)
o Vs, xeS8:f(sx)=sx+A=(s+A4)(x+A4)=f(s) f(x)
o [f(l)=1+4
Zeige nun Bild (f)=(S+4)/4 :Ein beliebiges Element von (S+4)/4 sieht wie
folgend aus (s+a)+4, wobeis€Sund a€A4 dann gilt, aber auch
(s+a)+A=s+A4=f(s)  somitistganz (S+4)/4 das Bild(f) .
Weiterhin miissen wir noch zeigen, dass Kern(f)=SN4 :
Kern(f)={s€S:f(s)=0+4} somitsindalle s€SN4 im Kern(f) . Q

Drittes Isomorphismentheorem (1.18)
Sei R einRingund «<R . Dann entsprechen Teilringe (und Ideale) von R/a
in einer natiirlichen Weise mit Teilringen ( und Idealen) von R die « enthalten
und, wenn b2a ein Ideal von R ist entspricht das Ideal b/a von R/a diesem,
dann

Rlalbla=RIb . N

ERKLARUNG:
Sei A<R und X<R/4 ,dannentspricht Y<IR demIdeal X auf folgende
Weise (wobei ACSY )

f
R > RIA
V
Y —»= X
Nach der Definition, sei Y ein Urbild von X ,also Y=[{x€R:f(x)eX]

Zeigen wir Y <R :
1 X, %,E€Y=f(x), f(x,)eEX
" DaX<RIA istgilt X> f(x,)+ f(x,)=f(x,+x,)=x,+x,€Y
2. x€Y,reR=f(xr)=f(x) f(r)EX=>xr€Y wobei f(x)€EX, f(r)€ER/ A

DEFINITION (1.19):
Ein Ideal von R heil3t maximal , wenn es maximal unter all den geeigneten Idealen
ist.

DEFINITION (1.20):
Ein nicht tirvialer Ring R , der keine Ideale auler R und 0 besitzt heil3t
einfach.



THEOREM 2 (1.21):
Sei R einRingund « einldealin R , dann gilt
a ist maximal < R/ a ist einfach

KOROLLAR (1.22):

Wenn R ein kommutativer Ring istund « ein Ideal in R , dann gilt
a ist maximal < R/ a ist ein Korper

DEFINITION UND NOTATION (1.23):

Im allgemeinen Ring R sei eine Menge (@} vonldealenin R gegeben, der
Schnitt Ma; ist dann auch ein Ideal. Besonders wenn X eine Teilmenge von R
1st, dann ist dieser Durchschnitt der Ideale , der X enthélt auch ein Ideal, das
schwichste Ideal enthdlt X . Dieses Ideal erhalten wir auf eine genaue Art und
Weise wie die Menge aller endlichen Summen

&, x, B+t x, B, ’Wobej x.€X,x;,B.ER
Es wird bezeichnet mit RXR und genannt das von X erzeugte Ideal. Wenn R
kommutativ istund X endlich ist, sagt man X=(x,,....x,}]  dasvon X erzeugte

Ideal besteht aus den Ausdriicken x,0q+-+x,.(;€R) . In diesem Fall bezeichnen
wir es mit XR oder Z x;R , oder sogar (x,,..., x,) . Besonders das von x€R
erzeugte Ideal wird schrieben als  (x) .

10.2 Module tiber einem Ring
Module sind einfache Verallgemeinerungen von abelschen Gruppen und
Vektorrdumen.

DEFINITION (2.1):
Essei R=(R,+,*) einRingundsei M=(M,+) eine abelsche Gruppe. Dann heif3t

M zusammen mit einer dulleren Verkniipfung
*'RXM—->M
(o, x)>x*x
ein R -Linksmodul, wenn gilt

(M1) («x+B)x=ccx+B-x (Distributivgesetz)
(M2) «(x+y)=cx+ay
(M3) (eB)-x=«a-(B-x) (Assoziativgesetz) YV o,BERundx,yeM

Analog gilt dies fir R -Rechtsmodule mit der duleren Verkniipfung
*MXR—->M
(x,x)»x -«



NOTATION (2.2):
Sei M ein Modul, dann bezeichnen wir ein R - Linksmodul mit M und
entsprechend ein R -Rechtsmodul mit M, .

DEFINTION (2.3):
Sei M ein R - Linksmodul und eine dullere Verkniipfung <:RXM —M . Eine
nicht leere Menge U<SM heilit Untermodul von M | wenn gilt:

(Ul) U ist Untergruppe von (M ,+) |
(UGI) oeU
(UG2) Vx,yeU=x+yeU
(UG3) VxeU3-xeU
(U2) u€Uund xeR=>cx-u€U fir Rechtsmodul u€Uund a€ER=>u-x€U

BEISPIELE (2.4):
(1) Jede abelsche Gruppe kann als ein Z -Modul angesehen werden; um mit
n (=0) auf azu arbeiten, addieren wir a n-mal zu sich selbst:
na=a+a+-+a ( n Terme a ), (1)
und fir 7<0 , definieren wir na mit —(—n)a . Wir beachten, dass in
diesem Fall Untermodul und Untergruppe das selbe sind:
Jedes Untermodul ist offenbar auch eine Untergruppe und umgekehrt enthélt
eine Untergruppe mit einem Element a auch na und —na ,und somit
ein Z -Untermodul. Demnach kénnen alle Ergebnisse, die fiir Module
bewiesen wurden automatisch auch fiir abelsche Gruppen verwendet werden.

(1) DEFINITIONEN UND BEMERKUNGEN (2.4.1):
Wenn R ein beliebiger Ring ist, diirfen wir R als ein R -Rechtsmodul
in Bezug auf die Multiplikation in R ansehen. Wir bezeichnen das R -
Rechtsmodul mit R, .
Die Untermodule von R; heillen rechte Ideale von R ;ein rechtes Ideal
a 1st also eine Untergruppe der additiven Gruppe von R ,die aRSa
erfiillt.
Wir konnen R auch als ein R -Linksmodul unter der Multiplikation in
R ansehen. Wir schreiben dies so R und die Untermodule von ;R
nennen wir Linksideale.
Ideale werden manchmal zweiseitig genannt im Gegensatz zu Links- und
Rechtsidealen, die einseitig heil3en.
Im kommutativen Fall verschwindet der Unterschied zwischen links-, rechts-
und zweiseitigen Idealen und wir konnen ohne Risiko der Mehrdeutigkeit von
Idealen sprechen.
(ii1)Seien R und R° Ringe, R’ istein Ring mit der selben additiven
Gruppenstruktur wie R , aber mit der Multiplikation
acb=ba .



Fiir einen kommutativen Ring ist da kein Unterschied zwischen R und R’ ,
sie sind identisch unter der Abbildung, welche die grundlegenden Mengen
identifiziert.

Gegeben sein ein Ring R ,ein R -Linksmodul M wird immer angesehen
als ein R’ -Rechtsmodul , im urspriinglichem Sinne:

Wir definieren x.a=ax(x€M ,a€R) ; dann haben wir
(x.a).b=b(ax)=(ba)x=x.(ba)=x.(a°b) , was uns zeigt das M tatsdchlich
ein rechtes R’ -Modul ist. Auf die selbe Art wird das rechte R -Modul als

linkes R’ -Modul angesehen.
(iv)Sei R ein Ring, der frei wihlbar sein kann, aber ist festgelegt durch die
folgenden Bedingungen. Wenn M, N beliebige R -Rechtsmodule sind und
f:M— N ein Homomorphismus ist, ist er ein Homomorphismus von

abelschen Gruppen mit  f (xa)=f(x)a (xeM ,a€R) |,
BEMERKUNG: Kern(f),Bild(f) sind Untermodule jeweils von M und
N sind .

BEWEIS: Zeige, dass Kern(f), Bild(f) Untermodule jeweils von M und
N sind .

(Ul) (UG1) 0€Kern(f),da0=f(x)-0=f(x0)=f(0), wobei x€M ,0€R
UGa) % rEKem(f)= £ (x)=0.f (3)=0:
0=f(x)+f(y)=f(x+y)=>x+yeKern(f)
(UG3) 0=1(0)=f(x—x)=f(x)+ f(—x)=>I-x€Kern(f)
(U2) mit der Bedingung von oben ist dies klar.
Fiir den Fall Bild(f) ist Untermodul von N geht der Beweis analog. QO

DEFINITION (2.4.2):
Eine Folge von R -Modulen und Homomorphismen
b4 fi fia -
— > M, > My —
gilt als exaktin M, ,wenn Kern(f,)=Bild(f_,) ;die Folge wird dann exakt

genannt wenn sie exakt in jedem Modul ist.

ANWENDUNG: Homomorphismus f :M — N ist injektive <

f
0—-M—=N
exakt ist
Homomorphismus [ : M — N ist surjektive <

ML N—>O

exakt ist



Waihrend die Exaktheit von

bedeutet, dass f ein [somorphismus ist.
Sei eine 3-Term exakte Folge gegeben (1)

0— M 2 M- M"—0,

auch kurze exakte Folge genannt . Wenn in (1) Bild (A\)=Kern(u) eine direkter
Summand von M ist, also M=Bild(A)®4 , wird die exakte Folge als split
oder exakt split bezeichnet.

0— 3Z57 ->ZI13Z—0

BEISPIEL:
Dies ist ein Beispiel fiir eine nicht split exakte Folge. Die Aussage ist hier, dass

3Z kein direkter Summand von Z ist.
3Z®A#+Z

Dies folgt aus dem folgenden Satz.
SATZ:

Z kann nicht durch eine direkte Summe von zwei Untergruppen dargestellt
werden: £Z#4,84, wobei A,, A,#0

BEWEIS:
e 4,4, sindunendlich, da jede Untergruppe ungleich Null von Z
unendlich ist und die Form xZ hat
e Der Schnitt von 4, und 4, besteht nicht nuraus (0] ,denn
A=x,Z | A,=x,Z somit gilt 4,N4,=x,ZNx,Z und damit ist
x,x,€4,N A, wobei x| x,#0 a



10.3 Kartesisches Produkte und Direkte Summen

ERKLARUNG:
Bezeichne das Kartesische Produkt mit Hie ,X: und die Direkte Summe mit

®c,X; , wenn i endlich ist sind Kartesisches Produkt und Direktes Summe das
Selbe.
X, &-0X ={(x,....x,) x,€X,}
Falls i wunendlichist,d.h. ....X_;, Xy, X,... Unterscheiden sich die Beiden wie
folgend
Hie] X={(c,x_ |, x4, x,,...): x,EX,}
®,.,X,=(0,....,0,x_;,0,...,0,x,,0,...,0,x,,0,...,0) - x,€X ,}
(d.h. die Menge aller o Tupel, die nur eine endliche
Anzahl von Elementen ungleich Null enthilt)

Gegeben sei eine Familie (M ,)(i€1) (d.h. Zum Beispiel gilt M,=M, )(nicht
endlich) von Modulen, alle iiber dem selben Ring R , wir definieren eine
Modulstruktur auf der theoretischen Menge des Kartesischen Produkts P=[] M, ,
durch das Ausfiihren aller Operationen komponentenweise. Also wenn x=(x,) ein
typisches Element von P ist, dann gilt

x+y=(x,+y) , xr=(x,r) (reR)

und die kanonische Projektion ¢;:x>>x; ist ein Homomorphismus von P —M,; |

b

SATZ (3.1):

Gegeben sei eine Menge (M )(i€I) von R -Modulen , es existiert ein R -
Modul S mit Homomorphismen #;:M;—S | so dass fiir jede Menge von
Homomorphismen  f,-M,—»N ein eindeutiger Homomorphismus  f:S—N
existiert, so dass

f=7u,) fiiralle i€l (1)

T s

N

Um ein solches Modul S zu finden, wird unser erster Versuch sein die direkte
Summe und als Homomorphismus #; , nimm die Einbettung ,(v)=(...,v,...)
wobei dieses v ander i -ten Stele im Tupel steht. Das Auffinden der Abbildung

S 1st schwierig, es sel denn das die Index-Menge endlich ist, dann kann f wie
folgend definiert werden

f(...,vi,le,sz,...):Z f.v)

10



ERKLARUNG:
Seinun M, M, gegebenund i (m)=(m,,0) und i,(m,)=(0,m,) sind Einbettungen
in die direkte Summe M ®M, . Dann ist die Funktion f definiert mit

f(ml,mz):fl(ml)+f2(m2)
P
: +'&’1€BM2 Mz +M@MZ

M

1

f f

E

N

Priife nach ob das Diagramm kommutiert.

film)=f(i(m)=f((m,0)=f (m)+ f,(0)=f(m)

fa(my)= f(i,(m,))= 1 ((0, mz)): 1(0)+ £, (my)= 1, (m,)

PROPOSITION 1 (3.2):
Sei R ein beliebiger Ringund M ein R -Modul.
(M ,)Menge von Untermodulenvon M unabhdngig < Z x,=0=x=0Viel
Wobei aber endlich viele Elemente x,€M; nich-Null sind. u

BEMERKUNGEN (3.3):
Beachten wir den Fall von einer endlichen Menge von Modulen M,.....M, wo, die
direkte Summe und das kartesische Produkt iibereinstimmen und beide bezeichnet
werden mit M=©,.,M,; | Wir haben die kanonische Injektion #;:M,—~M und
Projektionen ¢&:M —M; und es ist leicht erkennbar, dass sie den folgenden
Gleichungen geniigen

Youle(x)=x D me=1, , &u(x)=5,id,(x)=6,x &u=1, . (1)
Wenn wir die ¢ sunddie u s als eine Zeile beziehungsweise als Spalte

schreiben,
e=(e,,....&,) =y, m,) (2)

konnen wir die Gleichungen (1) kiirzer in Matrixschreibweise darstellen:

E1Hy &M, Ly =0
(b, =] o 3)
En“] . En“n 0 cee an

pue=1,, EU=| :

>

Dies bringt uns zu einer anderen Charakterisierung der direkten Summe von
endlichen Familien von Modulen.

11



PROPOSITION 2 (3.4):

Sein R ein beliebiger Ringund M. M,,...M, R -Module mit

Homomorphismen #;: M, =M ,&:M—M, und seien ¢ und p wiein (2), dann
M ist kartesisches Produkt ( direkte Summe)von M ;= ¢, u(3) geniigen .

10.4 Freie Module

DEFINITION (4.1):
Sei M ein Rechtsmodul iiber einen Ring R . M heilt freies Modul , wenn es
eine Teilmenge X<SM gibt, sodass

(i) YmeM existieren x,,..., x,€X und r,..., r €R ,sodassm=xr+...+x,r,

... Die Elementevon X sind unabhdngig iiber R , )

(i) - = , wobel n€N
dhx,ri+..+x,r,@2r=..=r,=0

DEFINITIONEN UND BEMERKUNGEN (4.2):
Sei R ein beliebiger Ringund M ein R -Rechtsmodul. Wenn wir eine
Teilmenge X von M gegeben haben, dann verstehen wir unter dem Untermodul
erzeugt von X , das kleinste Untermodul mit X enthaltend, bezeichnet mit XR
oder (X) .In der Tat ist es nicht schwierig zu erkennen, dass die Menge aller
endlichen linear Kombinationen in X
XR={D x,a|x,€ X, a,ER)

ein Untermodul mit X enthaltend ist und natiirlich enthélt jedes Untermodul von

M X und ebenfalls auch XR ,sodass XR allerdings das kleinste Untermodul
mit X enthaltend ist. Wenn XR=M nennen wir X eine erzeugende oder
aufspannende Menge von M und sage weiterhin , dass M der Spann(X) ist.

BEMERKUNG (4.3):

Unter einer Basis von einem R -Modul M versteht man eine Menge von
Elementen, die linear unabhéngig und Spann(X) sind. Natiirlich hat nicht jedes
Modul eine Basis, z.B. eine zyklische Gruppe angesehen als ein  Z -Modul hat eine
Basis genau dann wenn es endlich ist.

BEMERKUNGEN (4.4):
Im allgemeinen wird ein gegebenes freies Modul verschiedene Basen besitzen und
der Wechsel von Basis ist einfach beschrieben durch Matrizen. Folglich wenn ein
freies R -Rechtsmodul M zwei endliche Basen e,....e,. f.-.., S, besitzt, kann
jede ausgedriickt werden durch eindeutige Terme der Anderen

fA:Z €;d;x ei:Z Saby (1)
wobei i=1,....m und A=l,...,n . Natlrlich kdnnen wir in diesem Abschnitt nicht
annehmen, dass m=n ; bald sollten wir aber zeigen, dass in freien Modulen iiber
einem kommutativen Ring alle Basen die selbe Anzahl an Elementen haben.
Von (1) bekommen wir bei Elimination der [ s,

el:z ea b, , i,j=lL..,mA=1,..n
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folglich bei der linearen Unabhéngigkeit der e s finden wir . a,,5,,=4,, , das
heiBt beim Schreiben der Koeffizienten als eine Matrix : 4=(a;,) , B=(b,,) ,
haben wir

AB=I, |
wobei /,, die Einheitsmatrix der Grof8e m ist. Bei Symmetrie gilt BA=I, .
Folglich nehmen wir an , dass m=n , wir sehen, dass der Wechsel von einer Basis
eines freien Moduls zu einer Anderen beschrieben ist durch ein Paar selbstinverser

Matrizen. Jetzt {iberpriifen wir, dass m und » tatsdchlich gleich sind.

PROPOSITON 1 (4.5):
Sei M ein freies Modul iiber einen nicht trivialen kommutativen Ring R mit
Eins, dann sind alle Basen von M endlich, mit der selben Anzahl an Elementen.

BEWEIS (4.6):
Seien le.....e,l und (f,.....f,] zweiBasenvon M .Dannist m=n .
Man kann f.-.../, wie folgend darstellen
fi=ea ,+...+e,a,,
: ,wobei a,; firi=1,...,n, j=1,....m beliebig aber fest
f.=ea, +...te,a,

Durch umschreiben in Matrixschreibweise erhilt man,

a,; -~ a4, a; a,.
(frinfa)=len e+ 1 ,sei A= :
al m an,m al m n,m
b1,1 bm,l b1,1 bml
(erre)=(fron £ 1 1 0| sei B
bl,n bm,n bl,n bm,n
setzte jetzt ein, damit ergibt sich
by, bm,l ap; a,.
(frn f)=Uf s £) : :
bl n bm,n al,m an,m
Ci Cin
und BA=| : ¢ | | somitist
cn,l Cn,n
f1:flc1,1+-~+fncn,1
I dies ist erfiillt durch die Matrix
fn:flcl,n+"'+fncn,n
c e 1 0 0
1,1 1,n ..
EYE R
cn,l Cn,n 0 O 1

Sei nun n>m , dann erweitere die Matrix B um n—m Spalten und die Matrix

13



A ebenfallsum n—m Zeilen von Nullen:

B,=(B0) | Alz(’g),
somit gilt
1 0 0
R N
0 - 0 1

Dannist B, 4,=BA=I | folglich det(B,).det(A4,)=det(B,4,)=1 | aber
det(B,)=0, det(4,)=0  weil 4, eine Nullzeileund B, eine Nullspalte hat, das
ist ein Widerspruch (weil 1#0 in R ist). ®

BEMERKUNG:

Dieses Ereignis kann erweitert werden zu freien Modulen, die nicht endlich erzeugt
sind und fiir diese Module haben alle Basen die selbe Kardinalitét fiir alle Ringe ohne
Ausnahme.

BEISPIELAUFGABE:

Modulbasen haben durchaus verschiedene Michtigkeiten.

Ziel: Konstruiere einen Ring R ,so dass R=R@&R ist. Danach betrachten wir R
und R®&R als R -Module. Das zeigt, dass R=R®R zwei verschiedene
Dimensionen hat, nimlich 1 und 2 tuber R .

Allgemein: Sei V ein Vektorraum iiber K mit der Basis {x;: i€Z} und
W=VeV ebenfalls ein Vektorraum mit Basis {(x;,x;): i,/€Z} Da ¥V und
W gleich grofle Mengen sind, gibt es einen Isomorphismus f:V-oW=VeV .

(zu Erklarung:
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Definiere nun zwei Einbettungen und zwei Projektionen, so dass folgendes gilt:

Vv V
i !,

f
V —» VBV

p

e\
V V

wobei 4 (v)=(v,0), i,(v)=(0,v) und p,((v,,v,)=v,, p,=((v,,v,))=v,

Speziell fiir R :
Nun definiere R=End (V)= Hom(V ,V )=allelinearen Abb.vonV nachV | somitist R

ein Ring . Zeige nun noch das ein Ringisomorphismus ¢ existiert mit
@:R®R—R mit
(P(F163F2)(V):r1plf(v)-l-l’zpzf(v) eV R wobei 7,.7,E€ER

Zur Erkldrung: ®(r,®7,)€R  und @(r,@7,)(v)EV | weil
e(r@r)(v)=r p fv )+r2p2i(::)€V

rev Vvev
| — | —
4 14
vV vV

Beweis:

Zeige 1) e((ri@r)+(r 'or,))=p(r&r,)+e(r,'®r,’)  wobei 77,7 7,'ER
2) e(r(ror,))=re(rer,) ,wobei 7,7, r,€R
3) Kern(p)=0 = Injektivitit
4) Bild (p)=R = Surjektivitit

zu 1)
p(ri@r)v)+e(r,'er,)v)=r p, f(V)+r,p, f(V)+r " p f(v)+r,p, f(V)
S p(ror,)(v)to(r,'or,)(v)=(r+r)p, f(V)+(r,+r,) p, f(v)

o  @rer)v)te(r'er,)v)=p(r+r'er+r,')(v)
o  orer)v)+elr'or,)v)=p((rer)+(r'er’)(v)

zu 2)

p(r(rer,))

e olr(r

(rrIEBrrz)(v):rrlplf(v)+rr2p2f(v)=r[r1plf(v)+r2p2f(v)]

):
r))(v)=ro(rer,)(v)

(v
®
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zu 3) Kern(p)=((r,®r,): @(r,@r,)=e €R}=((r,®r,): @(r&r,)(v)=0 €V}
somit fOlgt @(r(v)+r,(v,))=0 < 7 (v))+r,(v,)=0
wenn v,=0 = r,(v,)=0 = r,=0 Vv,eV
wenn Vv,=0 = r,(v,)=0 = r,=0 Vver
Dann ist nur fiir 7,=0 und 7,=0 @(r,&r,)(v)=0
Damit ist Kern(p)={(0©0)}
zu4) Sei r€R beliebiges Element , dann finde 7,,7,€R | sodass @(r®r,)=r .
Setzte r,=rf 'i, und r,=rf i
(p(lq@rz)(v):rf_l ilPlf(")""”f_l l.zpzf("):’”[f_1 (VlaO)"‘f_l <0a"2)]:”[f_l (vi,va)]=r(v)
a
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